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Abstract. Let F' be a non-archimedean local field of characteristic 0 and N be an even
integer > 2. Consider the following algebraic groups, both defined and split over F': G = GLy
and H = SO(N + 1). Let GT = G x {1,0}, where 2 = 1 and # act on G as the non-trivial
outer automorphism. It’s a non-connected group. Let G = G0 the connected component that
contains 0. The group H is an endoscopic group of G*. A conjecture predict that, to every L-
packet TT¥ of admissible, irreducible and tempered representations of H(F), we can associate
an admissible and irreducible representation 7t of G*(F), so that the restriction to G(F)
of the character of 7% is an endoscopic transfer of the character of II¥ (i.e. the sum of the
characters of the representations belonging to IT1*7). This notion of transfer is equivalent to
simple equalities that relies the characters of 7+ and IT¥. In the second part of this article,
we give the construction that associate 71 to II" and we prove the equalities satisfied by
their characters. We consider only L-packets of discrete series representations of ”unipotent
reduction” (this property includes representations that contain non-zero vectors invariant by
an Iwahori subgroup). Our result is conditional : we suppose a fundamental lemma for our pair
(GT,H). In the first part, we generalize for the group G certain results of harmonic analysis
that are well known for connected groups. We also prove that the fundamental lemma for
(GT,H) implies a "non-standard” fundamental lemma relying the Lie algebras of the groups
SO(N + 1) and Sp(N).

Mots-clés : représentations des groupes p-adiques, groupes orthogonaux, transfert endosco-
pique

Classification AMS : 22 E 50, 22 E 35

Introduction
Soient F un corps local non archimédien de caractéristique nulle et N un entier > 1.
Notons G le groupe algébrique GLy défini sur F', munissons-le de ’automorphisme 0 défini
par 0(g) = th_lJ, ou :
1

1

On note G le groupe non connexe Gt = G x {1, 0} défini par les relations 62 = 1 et g~ =
0(g) pour tout g € G. On note G = G# la composante connexe non neutre de ce groupe.
Supposons N pair, introduisons le groupe algébrique H = SO(N + 1) sur F, plus exactement
la forme déployée de ce groupe spécial orthogonal impair. On pose G = G(F), H = H(F)
etc... D’apres [Al], paragraphe 9, H est un groupe endoscopique de G, plus exactement c’est
le groupe qui contrdle les distributions stablement invariantes sur G. Cela a la conséquence
suivante. Soit II” un L-paquet de représentations admissibles irréductibles et tempérées de
H. On doit pouvoir lui associer une représentation admissible irréductible tempérée w de G,
invariante par I’automorphisme @, de sorte que, pour un prolongement convenable 7% de
en une représentation de G, tracesm soit un transfert de trace I, On a noté ici tracesm la



distribution sur G restriction du caractére de 71 et trace IT*! la distribution sur H somme des
caracteres des éléments de IT¥ . Limitons-nous aux représentations de H de la série discrete et
de réduction unipotente (cette propriété généralise quelque peu le fait de posséder des invariants
non nuls par un sous-groupe d’Iwahori). En supposant que la caractéristique résiduelle p de
F est grande relativement a N, on a décrit dans [MW] les L-paquets de telles représentations
de H. Le but de cet article est de décrire les représentations de G qui leur correspondent et
de prouver la propriété de tranfert décrite ci-dessus. Nous le ferons dans la seconde partie de
cet article, mais seulement en admettant la validité du lemme fondamental pour notre couple
(G,H), cf. ci-dessous.

Le but plus restreint de cette premiere partie est de prouver quelques propriétés préliminaires.
Le groupe G n’étant pas connexe, on ne peut pas toujours utiliser de facon crédible un cer-
tain nombre d’articles dont la premiere phrase est "soit G un groupe connexe”. La bonne
fagon de résoudre ce probleme serait certainement de se placer dans un cadre général (”soit
G™ un groupe connexe ou pas”) et de démontrer dans ce cadre les propriétés dont nous avons
besoin. Cela sera certainement fait dans ’avenir mais le nombre de pages a écrire est un peu
décourageant. On se limite donc & notre groupe G particulier qui est beaucoup plus simple 3
traiter que le cas général, quoique évidemment moins intéressant.

On présente ici quatre résultats. D’abord, au paragraphe II, on étend & G (en levant
Ihypothese que N est pair) la théorie des pseudo-coefficients telle qu’elle a été formulée par
Schneider et Stuhler ([SS]) pour les groupes connexes. On montre ensuite, au paragraphe III,
que le lemme fondamental pour notre couple (é, H) entraine une assertion que 1’'on peut ap-
peler lemme fondamental non standard pour les algebres de Lie des groupes symplectiques et
orthogonaux impairs. Précisons. On consideére notre groupe GT. Si N est pair, on pose comme
ci-dessus H = SO(N + 1), on note H' le groupe symplectique Sp(N). Si N est impair, on
pose H = Sp(N — 1) et H = SO(NV). Supposons p grand, fixons des sous-groupes compacts
maximaux hyperspéciaux K¢ de G et K de H. On suppose que 0 conserve K. Notons f(? ,
resp. f(fl , la fonction caractéristique de K“0 dans G, resp. K dans H. Il y a une correspon-
dance entre classes de conjugaison stable semi-simples fortement régulieres dans G et dans H.
Avec les notations usuelles, le lemme fondamental pour (@, H) affirme ’égalité d’intégrales
orbitales stables J* (g, f&)) = J*'(h, f1) pour tous les couples (g,h) € G x H d’éléments
semi-simples fortement réguliers dont les classes de conjugaison stable se correspondent (cela
pourvu que les mesures soient convenablement normalisées). Notons (Lemmefond)r N cette
assertion. Considérons maintenant les algebres de Lie b, resp. §’, de H, resp. H'. Notons fgl ,
resp. féf ", la fonction caractéristique dans b, resp. §’, d’un "réseau hyperspécial” de b, resp. b'.
Les groupes H et H' ayant des tores déployés maximaux isomorphes, avec des groupes de Weyl
isomorphes, il y a une correspondance, d’ailleurs bijective, entre classes de conjugaison stable
d’éléments semi-simples réguliers dans h et dans h’. On peut alors considérer I’assertion (sous
la méme réserve concernant les mesures) :

(Lemmefond) o) On a l'égalité JHX, ) = THX 58 pour tout couple (X, X') € hx
d’éléments semi-simples réguliers dont les classes de conjugaison stable se correspondent.

On montre que (Lemmefond)pn = (Lemmefond)p /o).

Remarques (a) Pour éviter une chausse-trape, 1’assertion analogue a (Lemmefond) FIN/2)’
concernant les groupes H et H' au lieu de leurs algebres de Lie, est fausse.

(b) On pourrait aisément montrer, mais nous ne le ferons pas, que :

(VN' < N, (Lemmefond) gy ) = (Lemmefond)pn .

L’assertion (Lemmefond) F[N/2) & les mémes conséquences que dans le cas endoscopique usuel
concernant le transfert entre les algébres de Lie b et ', cf. TIL5.

Pour les groupes connexes, Arthur a développé la théorie des représentations elliptiques
([A2]). Au sens d’Arthur, il s’agit d’éléments du groupe de Grothendieck, c’est-a-dire des combi-
naisons linéaires finies & coefficients complexes de représentations irréductibles. Au paragraphe



IV, on développe une théorie analogue, & peu pres triviale, pour le groupe G*. On démontre
également une proposition, essentiellement due & Herb ([H], preuve du théoreme 3.2), qui sera
cruciale pour la suite. Soit D une distribution sur G invariante par conjugaison par G. Mo-
dulo quelques hypotheses, on peut écrire D comme une somme D, + D;yq, ou Dgy est limite
faible d’une suite de combinaisons linéaires de traces de représentations elliptiques et D;,q est
limite faible d’une suite de combinaisons linéaires de traces de représentations induites a par-
tir de sous-groupes paraboliques propres. La proposition affirme 'unicité de cette proposition.
La preuve repose sur deux ingrédients : d’une part les représentations elliptiques sont super-
tempérées ; d’autre part, en suivant Labesse ([L1]), on peut construire des fonctions permettant
de récupérer une distribution sur la composante de Lévi d’un sous-groupe parabolique a partir
de sa distribution induite.

Les deux derniers paragraphes V et VI de l'article adaptent au groupe G les résultats
d’Arthur [A3]. Ces résultats peuvent se présenter ainsi, G étant pour Arthur un groupe connexe.
Soit D une combinaison linéaire finie de traces de représentations elliptiques. Notons Gy
I'ouvert analytique des éléments semi-simples fortement réguliers et elliptiques de G. Supposons
que la restriction de D a Gy soit stable. Alors D est stable. De méme, soit H un groupe
endoscopique elliptique de G et admettons un certain nombre de lemmes fondamentaux. Soient
D, resp. D | une combinaison linéaire finie de traces de représentations elliptiques de G, resp.
H. Supposons D et DH stables et supposons que la restriction de D & Gy soit un transfert de
la restriction de D & H,j;. Alors D est un transfert de D .

Nous démontrons les mémes résultats pour notre groupe G* et pour le groupe H décrit
ci-dessus (SO(N + 1) ou Sp(N —1)). L’ensemble G est évidemment remplacé par ’ensemble
Gy des éléments semi-simples fortement réguliers elliptiques de G. Pour I'assertion de transfert,
on a besoin du lemme fondamental. Précisément, on admet que, pour tout corps de nombres
k et pour tout N’ < N, de méme parité que N, l'assertion (Lemmefond)y, nv est vérifiée
pour presque toute place v de k. La démonstration est presque la méme que celle d’Arthur
et on ne la présentera que tres schématiquement. La seule différence est la suivante. En un
certain point de la démonstration, on a besoin de séparer les contributions des représentations
elliptiques de celles des représentations induites. Arthur utilise pour cela la formule des traces
locale et montre que les premieres contributions sont ”discretes” tandis que les secondes sont
”continues”. Ne disposant pas de la formule de traces locale pour notre groupe G, on remplace
cet argument par la proposition imitée de [H] prouvée au paragraphe IV.

Les résultats démontrés en V et VI nous permettrons dans la seconde partie de 'article de
ne travailler qu’avec les éléments elliptiques de nos groupes.

I. Définitions générales

1.1. Groupes non connexes

Soit F' un corps local non archimédien de caractéristique nulle. On note o0 ’anneau des entiers
de F, @ une uniformisante, I, le corps résiduel, ¢ étant bien entendu le nombre d’éléments de ce
corps, p la caractéristique de Iy, |.| la valeur absolue de F' telle que |w| = g~ !, val la valuation
telle que val(w) = 1.

Pour toute variété X analytique sur F, on note C°(X) l'espace des fonctions sur X, a
valeurs complexes, localement constantes et a support compact. Pour toute variété algébrique
X définie sur F', on note X = X(F’) ’ensemble de ses points sur F. Pour tout groupe G opérant
sur un ensemble X et pour tout sous-ensemble Y de X, on note Normg(Y') le normalisateur
de Y dans X. Si Y est réduit a un point y, on note plutét ce groupe Zg(y). Bien entendu, il y
a une variante algébrique de ces définitions, si G est un groupe algébrique sur F agissant sur
une variété X algébrique sur F. On note les algebres de Lie des groupes algébriques par les
lettres gothiques correspondantes : g est ’algebre de Lie de G. La plupart du temps, on notera
(g9, X) — gXg~! l'action adjointe d'un groupe sur son algebre de Lie.



Soient G un groupe réductif défini sur F' et G une composante connexe de G*. On suppose
G non vide. On note G la composante neutre de G* et on suppose que I'image naturelle de
G dans G /G engendre ce groupe fini. Soient P un sous- groupe parabolique de G et M une
composante de Lévi de P, tous deux définis sur F. On note M I'ensemble des g € G tels que
gMg—' =M et gPg~ = P. Si M est non vide, on dit que M est un Lévi de G. On note L’(G)
I'ensemble des Lévi de G. Pour un tel Lévi M, on note M* le sous-groupe qu’il engendre. Sa
composante neutre est M. On note Py; I'ensemble des P vérifiant les conditions ci-dessus et,
pour un tel P, PT le groupe engendré par P et M.

On note G ss 'ensemble des éléments semi-simples de G et C;’Teg le sous-ensemble des éléments
fortement réguliers, ¢’est-a-dire les g € G tels que Z:(g) est commutatif et la composante neutre
Zc(9)° est un tore. Un élément g € Gy est dit elliptique si gZg(g)° n’est contenu dans aucun
Lévi propre de G. On note Gy 'ensemble des éléments semi-simples fortement réguliers et
elliptiques. On note A le plus grand tore déployé central dans G™T. Pour g € Greg, on note
A, le plus grand tore déployé dans Zg(g). Pour f € CX(G) et g € Greg, on définit Vintégrale
orbitale :

1%(g, f) = A(g)")? / f(aga)d,
A\G

une mesure de Haar étant fixée sur ’ensemble d’intégration. Le module A(g) est la valeur
absolue du déterminant de Ad(g) — 1 agissant sur g/3c(g). On note Ceysp(G) le sous-espace des
fe Cgo(é) telles que J%(g, f) = 0 pour tout g € éreg \ G-

On note Rep(G') 1”ensemble” des représentations lisses de Gt et Repy(G™) le sous-
ensemble des représentations de longueur finie. Rappelons qu’une représentation est un couple
(7, E)), o E est un espace vectoriel complexe et 7 un homomorphisme de G dans GL(F). On
oubliera souvent un terme du couple, en parlant de la représentation 7 ott du GT-module E.
On note R(G™) le groupe de Grothendieck, tensorisé par C, de Reps(G™). Une base de R(G™)
est formée des représentations irréductibles. Fixons une racine de I'unité ¢ dans C*, d’ordre
|G*/G|. Notons ¢ le caractére de G qui vaut ¢ sur G. On note R(G) le quotient de R(G™)
par le sous-espace engendré par les (m — ¢ @ m pour m € R(GT). Notons D(G) espace des
formes linéaires sur C’fjo(é) invariantes par conjugaison par G. A tout élément 7 de Rep;(G™)
on associe la restriction traces(m) de son caractere a G. On peut la considérer soit comme un
élément de D(G), soit comme une fonction localement L! sur G, localement constante sur éreg
(cf. [C], théoreme 1). L’application 7 +— traces () se quotiente en des applications définies sur
R(G™) puis R(G).

On note Z(G) le centre de Bernstein de G. Le groupe GT agit par conjugaison sur cette
algébre. On note Z(G) la sous-algebre des invariants et I'(G) Pensemble des idempotents de
Z(@). Cette algebre agit sur toute représentation lisse de GF ainsi que sur C°(G1). Les
différents objets ci-dessus se décomposent de facon usuelle selon les éléments de F(é) Pour
v € I(G), on définit ainsi le sous-ensemble Rep,(GT) de Rep(G™), le sous-espace R, (G) de
R(G) etc..

Pour M € L(G) et P e Pyxp> on dispose du foncteur d’induction Indgi : Rep(M™) —
Rep(GT). On en déduit un homomorphisme T ndz\GZ : R(M) — R(G), qui se prolonge sans
difficulté en un homomorphisme nd]\GZ : D(M) — D(G). Remarquons que Normg(M) agit

naturellement sur D(M) et que 'on a IndAGZ ow = Ind]\GZ pour tout w € Normg(M).

Le cas qui nous intéressera est le suivant. On part de G connexe. On fixe un sous-groupe
parabolique Pg défini sur F' et minimal et une composante de Lévi Mg de P également définie
sur F. Soit @ un automorphisme de G d’ordre fini r, défini sur I, conservant Py et M. On
pose Gt = G x {1,0,...,67'}, avec pour relations 0" = 1 et Agf~! = = 0(g) pour g € G. La
structure sur F' est telle que 6 € GT. On prend alors G = G6. Un Lévi M est dit standard si
M contient My et il existe P € Py tel que P contienne Pg. Pour un tel Lévi standard, on a
encore M+ = M x {1,6,...,0""1}. Si (7, E) est une représentation de G, on note (8(r), (E))



la représentation définie ainsi : @(F) = E, 6(r)(g) = 7(81(g)) pour g € G.

Il y a diverses variantes ou cas particuliers aux constructions ci-dessus. Bien siir, si G = G,
on simplifie les notations en supprimant les symboles inutiles, par exemple les 7. Si on supprime
I'hypothése que l'image de G engendre le groupe G /G, on définira les objets relatifs a G
en remplacant simplement G par son sous-groupe engendré par G. On peut aussi considérer
un sous-groupe Z du centre de G, normal dans G, et définir de fagcon évidente les ensembles

Rep(Gt/Z), D(G/Z) ete...

1.2. Le groupe GLy tordu
Soit N un entier > 1. On note Gy, ou simplement G, le groupe algébrique GLy sur F.

Introduisons 1’élément :
1

J =
1

de G et I'automorphisme @ de G : 8(g) = J'g~1J. 1l préserve le sous-groupe de Borel tri-
angulaire supérieur et son tore diagonal. On construit comme dans le paragraphe précédent
Gt =G % {1,0}, avec 02 =1 et Agh~' = 0(g) pour g € G. On pose G = G#.

Fixons un espace vectoriel Vi, ou simplement V', sur F', de dimension N, muni d’une base
e1,...,en, notons V* son dual et e, ...,e} la base duale. Notons Isom(V,V*) I’ensemble des
isomorphismes de V' sur V*. On identifie G & GL(V) puis au sous-groupe des éléments de

GL(V ¢ V*) de la forme :
0
o (50

(73)

Alors G™ s’identifie au sous-groupe de GL(V & V*) réunion de I’ensemble des éléments de la
forme (1) et de celui des éléments de la forme :

0 tol
(0% )

pour o € Isom(V,V*). On peut aussi identifier G & Isom(V,V*) et GT &4 G LI Isom(V, V™).
Pou éviter les confusions, pour o € Isom(V,V*), on note & I’élément correspondant de G.

Identifions 6 & I’élément :

1.3 Classes de conjugaison d’éléments semi-simples

Il nous sera utile de disposer d’une description élémentaire des classes de conjugaison semi-
simples de I'ensemble G du paragraphe précédent. Explicitons cette description, qui releve de
'algebre linéaire élémentaire. On note F la cléture algébrique du corps F et Gal(F/F) le
groupe de Galois de F'/F. Considérons les données suivantes :

I est un ensemble fini, I* C I un sous-ensemble ;

pour i € I, a; € F*;sii ¢ I*, on pose F! = Fla;], fi = [F] : F], on suppose que a;
n’est pas conjugué a ai_l par le groupe de Galois Gal(F]/F); sii € I*, on pose F; = Fla;], on
suppose que Fj est extension quadratique d’une sous-extension F, de F, on pose f; = [F]/F],
on suppose que a;7;(a;) = 1 ol 7; est I'unique élément non trivial de Gal(F;/F));

pour ¢ € I, d; est un entier > 1;

pour ¢ € I*, V; est un espace de dimension d; sur F;, muni d’une forme ¢; : V; X V; — F;,
sesquilinéaire (c’est-a-dire que ¢;(zv, 2'v") = 7;(2)2/qi(v,v') pour 2,2’ € F;) non dégénérée et
vérifiant la relation ¢;(v',v) = a;7;(qi(v,v"));

V. est un espace vectoriel sur F' muni d’une forme quadratique non dégénérée ¢, ; on note
d4 sa dimension ;



V_ est un espace vectoriel sur F' muni d’une forme symplectque non dégénérée ¢_ ; on note
d_ sa dimension.

Remarques. (1) Evidemment, I’espace V; ne désigne pas ici I'analogue de V' = Vi quand
on remplace N par i.

(2) Pour i € I, fixons b; € F/* tel que a;b;7(b;)~! = 1. La condition de symétrie imposée &
g; équivaut a ce que b;q; soit hermitienne. Il en résulte que le groupe d’isométries U(g;) de la
forme ¢; est un groupe unitaire habituel.

Eventuellement, V. ou V_ peuvent étre nuls. On suppose de plus :

N=dy+d +2) difi
el
pour i,j € I avec ¢ # j, il n’y a pas d’isomorphisme F-linéaire de F'[a;] sur F'[a;] envoyant

J
A ces données, on va associer une classe de conjugaison dans G. On note ci-dessous V;*

le dual de V; quand on considere celui-ci comme espace sur F' et Isom(V;, V;*) I'ensemble des
isomorphismes F-linéaires de V; dans V;*. On note de méme V7 etc...

Pour i € I\ I*, on pose V/ = FE.% V' = Homp(V/,F!), Vi = V/ ® V/. On définit
o € Isom(V;, V;*) par I'égalité : '

a; sur a; ou a

<z +2" 00y +y") >= tracep /p(< 2y > 4a; <y 2" >)

pour ',y € V! et 2", y" € V.
Pour ¢ € I*, on définit o; € Isom(V;, V;*) par 'égalité :

< z,0i(y) >= traceg,/p(¢i(z,y)).

Pour ¢ = =+, on définit o, € Isom(V, VC*) par ’égalité :

< z,00(y) >= qc(z,y).

En identifiant V a Vi & V_ & (B4erVi), la collection (o4,0_,(0;)icr) définit un élément
o € Isom(V,V*). On en déduit un élément s = & € G. Clest un élément semi-simple dont la
classe de conjugaison est bien déterminée.

Les modifications élémentaires suivantes ne changent pas la classe de conjugaison de s :

- changer I et I* en d’autres ensembles de méme nombre d’éléments ;

- remplacer a; par un conjugué par un élément de Gal(F/F);

- remplacer a; par a; o

- remplacer les formes ¢;, g+ ou ¢_ par des formes équivalentes.

A ces modifications élémentaires pres, on obtient ainsi une classification des classes de
conjugaison d’éléments semi-simples de G

Le commutant Zg(s) dans G de I’élément s construit ci-dessus est égal a :

O(q+) x Sp(g-) x ( [[ GLayr) x (] Ulai)/rr)
1eI\I* iel*

ou bien str O(Q4), resp. Sp(q-), est le groupe orthogonal, resp. symplectique, de ¢, resp. q—,
et, par exemple pour ¢ € I'*, U(g;) /F! st la restriction de F} & F' du groupe des automorphismes
sur F} de la forme g;.

I1. Pseudo-coefficients

I1.1. La théorie de Schneider-Stuhler



La situation est celle de I.2. On note z(w) la matrice diagonale de coefficients diagonaux
tous égaux & w et Zy le sous-groupe discret de G engendré par z(w)?2. On fixe une mesure de
Haar sur G*. On munit G*/Z5 de la mesure de la mesure de Haar quotient par la mesure de
comptage sur Zs. Remarquons que z(w)? = 2(w)@(z(w)™!). On en déduit que si 7 est une
représentation lisse irréductible de G telle que @(m) ~ 7, le caractere central de 7 est trivial
sur z(w)?.

Notons Imm I'immeuble du groupe PGLy sur F. C’est un ensemble muni d’une décomposition
en facettes. Comme on le sait, les sommets de cet immeuble peuvent s’identifier aux réseaux
de V (c’est-a-dire aux o-réseaux) modulo homothéties. Pour tout tel réseau L, on pose L* =
{v" € V*;Vv € L, < v*,v >€ 0}. Le groupe G agit sur Imm et cette action se prolonge en une
action naturelle de G*. En particulier, pour o € I'som(V,V*), & envoie le sommet associé a
un réseau L sur celui associé a o(L)*. Notons ® 'ensemble des facettes de Imm. Pour ¢ € ®,
notons d(¢) la dimension de ¢, K*(¢) le stabilisateur de ¢ dans G, K(¢) le sous-groupe des
g € GN KT (9) tels que |det(g)] = 1 et K“(¢) le radical pro-p-unipotent de K(¢). Pour tout
entier e € N, Schneider et Stuhler définissent un sous-groupe K¢(¢) de K"(¢), distingué dans
K*(¢) (cf. [SS]). En particulier, pour e = 0, K°(¢) = K“(¢). Ils définissent aussi une fonction
€ sur K (¢). Si do, ..., ¢ sont les sommets de Imm appartenant a la cléture de ¢, tout élément
g € KT (¢) définit une permutation de I'ensemble {¢y, ..., d1 } et €5(g) est la signature de cette
permutation.

Soit e € N. On note Rep®(G™ /Z5) le sous-ensemble des représentations (77, E) € Rep(Gt/Z3)
pour lesquelles il existe un sommet ¢ de I'mm tel que le GT-module E soit engendré par son
sous-espace EX°(®) des invariants par K¢(¢). Soit (7F, E) une telle représentation, de longueur
finie. Pour tout ¢ € ® et tout g € KT (¢), Vopérateur m*(g) conserve I’espace de dimension

finie EX°(9). Cela permet de définir une fonction f£+’e € C*(G*/Zy) par :

7% (g) = { eg(g)trace(nt (9)|[EX"?),  sig e KT(¢),
¢ \9 0, sinon.

Fixons un ensemble de représentants ® /G des orbites pour I’action de G dans ®. On pose :

o= S () Omes(K(¢)/22)

PED /Gt

Rappelons enfin quelques définitions. Pour 7,75 € Rep;(G*/Z2) et tout entier m € N, on
définit 'espace Ext™(mr;, 75 ). Il est de dimension finie, nul pour m assez grand. On pose :

EP(r{,75) = Z(*l)mdimcEl‘tm(ﬂ'f,ﬂ';).

m>0

Pour I’énoncé du théoreme ci-dessous, on modifie légerement les définitions de I.1. Soient P un
sous-groupe parabolique de G et M une composante de Lévi de P, tous deux définis sur F'. On
définit M comme en I.1. Notons D(G™T/Z2) I'espace des distributions sur G*/Z5 invariantes
par conjugaison par G et définissons de méme D(M*/Z,). Méme si M est vide, on définit
sans difficulté un homomorphisme d’induction IndS,, : D(M*/Zs) — D(G*/Z5). Par ailleurs,
on pose G:” = Gy UGy et, pour g € G;l et f € CX(G"/Zs), on pose :

1 =80 [ g
G+ /2
Théoréme. Soient e € N et 17 € Rep(GT/Zs).
(i) Pour tout md € Reps(GT/Z5), on a l'égalité trace(war(f”+7e)) = EP(rT, 7).
(ii) Pour tout couple (P,M) comme ci-dessus, avec P propre, et pour toute distribution
D € IndS;'. (D(M* /Z5)), on a légalité D(f™ ) = 0.



(iii) Pour tout g € G, on a Uégalité tracem(g) = A(g)~Y2JC" (g, f7e).

Ce théoreme est du a Schneider et Stuhler ([SS] proposition II1.4.1, lemme I11.4.19 et
théoreme I11.4.16). Ils supposent leur groupe connexe mais le résultat s’étend. En effet, le
point essentiel de leur preuve est la construction d’une résolution projective de I'espace E de
7. Mais considérons F comme un G-module et considérons la résolution projective (Ey,)men
construite par Schneider et Stuhler. Les FE,, sont a priori simplement des G-modules. En fait,
la construction de Schneider et Stuhler est ”canonique”. Alors I'action de G sur chaque E,, se
prolonge naturellement en une action de GT et les différentielles sont équivariantes pour ces
actions. De plus, un G-module qui est projectif en tant que G-module I'est automatiquement
comme Gt-module. Alors (E;,)men est une résolution projective dans la catégorie Rep(Gt/Zs).
Le théoreme s’ensuit par les mémes arguments que dans [SS]. O

I1.2 Pseudo-coefficients sur G

Notons ® Iensemble des ¢ € ® tels que K+ (¢) NG soit non vide. Pour ¢ € ®, notons C(¢)
I’ensemble des ” composantes connexes” de KT (¢) N é, c’est-a-dire I’ensemble des orbites pour
la multiplication par K (¢). Fixons un ensemble de représentants P /G des orbites pour 'action
de G dans ® et, pour tout ¢ € ®, un ensemble de représentants C(¢)/Zs des orbites pour la
multiplication par Zy dans C(¢).

Soient e € N et 77 € Repj(G™/Z2). Pour ¢ € ®, on a défini la fonction f£+’e. Pour

c € C(¢), on note fcﬁ’e la fonction égale & f£+’e sur c et nulle hors de ¢. On pose :

=2 3 (1) Omes(K (o) C0)/ 2 Y e

$ed/G ceC(9)/22

Cette fonction est & support compact dans G. On revient dans 1’énoncé suivant aux notations
de I.1.

Corollaire. Soient e € N et 7+ € Rep3(G™/Z3).

(i) Soient v,v9 € T(G), avec v # ~o. Supposons ©+ € Rep~(Gt/Zs) et soit mj €
Repyno(GF ) Zs). Alors trace(mi (f7€)) = 0.

(ii) La fonction f™ ¢ appartient a Crusp(G).

(iii) Pour tout g € Gey, on a l’égalité tracegmt (g) = A(g)~Y2JC (g, fme).

Preuve. On part de la fonction f’r+’e définie en II.1. Fixons un ensemble de représentants
® /G des orbites pour l'action de G dans ®. Posons :

n :% ST (=)™ mes((K (o) mG)/Zz)”ff’e-

$e®/G

Il est immédiat que D(f“+’e) = D(f1) pour toute distribution D € D(G*/Z3). On peut donc
+ . Ve \
remplacer f™ ¢ par fi sans changer les conclusions du théoreme II.1.

Notons f; la restriction de fi a G. Cette fonction vérifie encore le (ii) du théoreme : si D
vérifie 'hypothese de ce (ii), la restriction de D a G la vérifie aussi. Elle vérifie le (iii), pourvu que
l'on se limite aux g € Gey. La propriété (i) est modifiée ainsi. Pour mj € Rep;(G™/Z2), notons
mo sa restriction & G. En se plagant dans la catégorie Rep(G/Z2), on définit la caractéristique
d’Euler-Poincaré EP(m,m). On a alors :

trace(ry (f2)) = EP(n ", mf) — %EP(T[‘,TF()).

En effet, la théorie de Schneider-Stuhler construit une fonction ™ telle que trace(mo(f™¢)) =
EP(m,my). Mais, au facteur % pres, ™€ n’est autre que la restriction de f; a G. Autrement dit,
™€ =2(f1 — f2). On a alors EP(m,m) = 2trace(mo(fi1 — f2)) = 2trace(ry (f1 — f2)) (puisque
f1 — f2 est a support dans G), puis le résultat en appliquant le (i) du théoreme.



Sans changer fa, on peut remplacer dans la définition de f; I'ensemble ®/G par ®/G. On

vérifie alors que :
1 P,
=1 Z [T %(g2)
2EZo

pour tout g € G. Pour Ta € Reps(GT/Z5), on a l'égalité my (f2) %ﬂ.ar(f:ﬂ+,e), le premier

terme étant défini par une intégrale sur G /Z2 et le second par une intégrale sur G. Donc :
(1) tTaCG(WJ(‘f:ﬂ+’e)) =4EP(nt,nf) — 2EP(m, m).

Sous les hypotheses du (i) du corollaire, les deux caractéristiques d’Euler-Poincaré sont nulles
([BW] théoréme 1.4.1) et ce (i) en résulte.

Remarquons que toute distribution sur G invariante par conjugaison par G l'est par conju-
gaison par G, car le commutant de tout élément de G dans G coupe G. Toute telle distri-
bution est invariante par multiplication par Z : la multiplication par z(w)? coincide avec la
conjugaison par z(w). Alors D(G) est isomorphe au sous-espace des éléments de D(GF/Z5)
support dans G /Z5. On déduit alors facilement de la propriété (i) du théoreme que pour tout
Lévi propre M € £(G) et pour tout D € Ind%(D(M)), on a D(f™"¢) = 0. Cela entraine que
7€ appartient & Crusp(G).

Notons Z; le sous-groupe de G engendré par z(w). La formule reliant fo et f”+’e peut se

récrire :
§ fﬂ' 8 zgz

ZEZl

Soit g € G.y. Par définition :
M VI g ) = [ falago)da,
G+/Z>
De ces deux formules, on déduit :

— 1 e — el —
Al I g ) = 4l2 z) | P g de = 5 T g

Toujours parce que le commutant de g coupe G, ceci n’est autre que fG f’rJr’e(x_lgx)dx, ie.
A(g)~Y2JC (g, f~"¢). Gréace au (iii) du théoréme, on en déduit I'assertion (iii) du corollaire. OJ

ITI. A propos du lemme fondamental

IT1.1. Conjugaison stable

Soit G un groupe comme en [.1. On munit G d’'une mesure de Haar. Soit g un élément
semi-simple de G. Posons GY = Zg(g), notons G, la composante neutre de GY, Z(G) le
commutant de G dans G et I, le sous-groupe de GY engendre par G, et Z(G). Soient g, ¢’ deux
éléments semi-simples de G. Suivant [L2], définition IIL.1.1, on dit que g et ¢’ sont stablement
conjugués si et seulement sil existe € G(F) tel que ach_l = ¢’ et, pour tout o € Gal(F/F)
oz~ )x € I,(F). On note Greg /st I’ensemble des classes de conjugaison stable dans Gy..y. Soient
g et ¢’ deux éléments de Gy¢4 stablement conjugués. Les groupes G, et G4 sont isomorphes,
ainsi que leurs plus grands sous-tores déployés Ay et Ay,. On munit Ay et Ag/ de mesures de
Haar qui se correspondent par cet isomorphisme. Pour f € C°(G) et g € G’reg, on pose :

THe )= Y I, 1),
g'€E(g)

ou E(g) est un ensemble de représentants des classes de conjugaison par G dans la classe de
conjugaison stable de g.



II1.2. Groupes endoscopiques principaux de Gy

Soit n € N. On fixe un espace vectoriel V,;” sur F', de dimension 2n, muni d’une forme
symplectique ¢, . On note H;; le groupe symplectique de (V,, ¢, ). On fixe un espace vectoriel
V. sur F, de dimension 2n + 1, muni d’une forme quadratique ¢, non dégénérée. On suppose
le noyau anisotrope de cette forme de dimension 1, isomorphe & F muni de la forme quadratique
22. On note H,' le groupe spécial orthogonal de (V. ¢;).

Soit N un entier > 1. On considére le groupe GT = G} de 1.2. Si N est pair, on pose
n = N/2, e =+. Si N est impair, on pose n = (N —1)/2, e = —. Dans les deux cas, on pose
H = H¢. D’apres [KS], théoreme 3.3A, il y a une application :

Norme : éreg/st — Hyeq/st.

Elle se décrit ainsi. Soit g € Greq et o € Isom(V,V*) tel que g = &. Notons A(g) 'ensemble des
valeurs propres dans F de I’automorphisme ‘oo de V. Parce que g est fortement régulier, ces
valeurs propres sont toutes distinctes. Si N est impair, A(g) contient 1. De méme, soit h € H;.q.
Notons A(h) I'ensemble des valeurs propres de h considéré comme un automorphisme de V<.
Parce que h est fortement régulier, ces valeurs propres sont toutes distinctes. Si NV est pair,
A(h) contient 1. Alors la norme de la classe de conjugaison stable de g est égale a la classe de
conjugaison stable de h si et seulement si :

- si N est pair, A(h) = {—x;2 € A(g)} U{1};

- si N est impair, A(h) U {1} = A(g).

Remarque. Le signe — du cas pair vient du fait que 'automorphisme 6 que nous considérons
ne fixe pas d’épinglage dans ce cas.

L’application Norme est bijective. Pour g € éreg et h € H,.4, on notera simplement
Norme(g) = h la relation : I'image par Norme de la classe de conjugaison stable de g est
la classe de conjugaison stable de h. S’il en est ainsi, les tores A, et Aj sont isomorphes.
On supposera que A, et A, sont munis de mesures de Haar qui se correspondent par cet
isomorphisme. Pour f € C®(G) et f € C®(H), on dit que f7 est un transfert de f si et
seulement si J%(g, f) = J*(h, ) pour tous g € Greg, h € Hyey tels que Norme(g) = h.

Notons Ly le réseau de V' engendré sur o par les vecteurs ey, ...,ex. Notons K son stabi-
lisateur dans G, posons K = {5;0 € Isom(V,V*),0(Lg) = L§}. L'ensemble K U K est un
groupe. Notons fy la fonction caractéristique de K dans G. Fixons un réseau L¢ de Vs, auto-
dual pour la forme gf,. Notons K H le sous-groupe des éléments de H qui conservent ce réseau
et f(l)q sa fonction caractéristique. Supposons p # 2 et p > N. Dans notre situation, le lemme
fondamental est ’assertion suivante :

(Lemmefond)p N 1l existe un réel ¢ > 0 tel que chH soit un transfert de fy.

Le réel ¢ dépend des choix de mesures de Haar.

I11.3. Endoscopie non standard

Soit n un entier > 1. Considérons les algebres de Lie b, et b, . Diverses définitions que
nous avons posées pour les groupes se transposent naturellement aux algebres de Lie : éléments
semi-simples réguliers, intégrales orbitales, intégrales orbitales stables etc... Nous utiliserons
pour les algebres de Lie des notations similaires a celles que nous utilisons pour les groupes.

On définit une bijection :

rtreg/St = h;,reg/St

comme dans le paragraphe précédent. Pour ( = + et X € h%, on note A(X) ’ensemble des
valeurs propres de I’endomorphisme X de Vi¢. Pour Xt € f):{’reg et X7 € b, ,cq, les classes de
conjugaison stable de X et de X~ se correspondent par la bijection précédente si et seulement
si A(XT) = A(X7)U{0}. On notera cette relation X+ ~ X .

Pour T € C®(g}) et = € CX(g,,) on dit que f* est un transfert de §~ (ou vice-versa)
si et seulement si, pour tous XT € b et X~ € b tels que X ~ X, on a l'égalité

n,reg n,reg
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JHX T §H) = JH(X,§7). Pour ¢ = =, fixons un réseau LS de V5, autodual pour la forme
q%. On note fg la fonction caractéristique de I’ensemble des X € h% tels que X (L) C LS.
Supposons p # 2 et p > 2n + 1. Considérons ’assertion :

(Cemmefond) g, Il existe un réel ¢ > 0 tel cff soit un transfert de f, .

Soit N un entier > 2 et supposons que n est défini comme dans le paragraphe précédent,
c’est-a-dire n = [N/2].

Lemme. L’assertion (Lemmefond)r, résulte de (Lemmefond)r .

La preuve est donnée dans le paragraphe suivant.

II1.4. Réduction du lemme fondamental non connexe

La situation est la méme que ci-dessus. Pour simplifier, on abandonne certains indices n
superflus. Pour g € G’, on dit que g est compact si et seulement si g? l'est, c’est-a-dire si
I’ensemble de valeurs propres est formé d’éléments de F* de valeurs absolues 1. On dit que g
est topologiquement semi-simple si et seulement si g2 l'est, c’est-a-dire si g est semi-simple et
A(g) est formé de racines de I'unité d’ordre premier a p. Tout élément compact g € G s'écrit de
fagon unique comme produit g = su, ou s et v commutent, s est un élément topologiquement
semi-simple de G et u est un élément topologiquement unipotent de G. En effet, il existe un
entier m > 1 et premier a p tel que (g?)™ soit topologiquement unipotent. Il existe en unique
élément u de G, topologiquement unipotent, tel que u?™ = (g?)™. On pose s = gu~' et on
vérifie que le couple (s,u) est 'unique solution de notre probléme.

Supposons N pair. Notons oy ’élément de Isom(V,V*) defini par :

k s
oole:) = —eNi1-4> pour i =1,...,n,
€N41—is, pour i=mn-+1,..., N.

La forme bilinéaire ¢’ définie sur V par ¢(v,v') =< v,00(v’) > est symplectique et Ly est un
réseau autodual pour cette forme. On peut donc identifier V,,;- a V' de sorte que g, s’identifie a
q et Lo a L. Posons sg = 7. Alors sq est topologiquement semi-simple et H™ s’identifie au
commutant de so dans G. Notons H,,, ’ensemble des éléments semi-simples fortement réguliers
et topologiquement unipotents de H~. Notons K~ le fixateur de Lo dans H™ et f; la fonction
caractéristique de K~ dans H~. Montrons que :

(1) pour tout u € Hy,, on a 'égalité JH ™ (u, f;) = mes(K " )mes(K)~LJ% (sou, fo).

On vérifie que les facteurs A introduits dans les définitions des deux termes sont égaux. On
remarque aussi que A, = Ay, le premier terme étant relatif au groupe H™, le second a G. 1l

s’agit alors de prouver 1’égalité :
{reGatlsqure K} ={yk;ye H ,y luye K~ ke K}.

L’inclusion du membre de droite dans celui de gauche est évidente. Soit = € G tel que z ™ squz €
K. En élevant au carré, on a z vz € K, car s% = —1. Puisque u est topologiquement
unipotent, z~'uzx appartient & la cléture du groupe engendré par x~'u?z. Donc 2 tuzr € K,
puis 2 spx € K. Cette égalité se traduit par : le réseau x(Lg) est autodual pour la forme
q,, - Mais les réseaux autoduaux pour cette forme sont dans une méme orbite pour ’action de
H~. On peut donc écrire x = yk avec k € K et y € H~. La relation 2 'uz € K entraine
yluy € KN H~ = K, ce qui prouve I’assertion.

Soit u € Hy,. Notons E(u) un ensemble de représentants des classes de conjugaison par H~
dans la classe de conjugaison stable de u. Montrons que :

(2) Pensemble {spu’;u' € E(u)} est un ensemble de représentants des classes de conjugaison
par G dans la classe de conjugaison stable de sgu.

Il est clair que, pour u',u” € H~, sou’ et sou” sont conjugués par G, resp. G(F), si et
seulement si u’ et u” le sont par H~, resp. H™(F). La seule chose & vérifier est donc que si
g € G est stablement conjugué a sou, il est conjugué par G a sou’ pour un v’ € Hy,. Un
tel élément est nécessairement compact. Décomposons-le en g = s'u/, avec s’ topologiquement
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semi-simple et u’ topologiquement unipotent. Soit ¢’ I'élément de Isom(V,V*) tel que s’ = &'.
Les éléments 3(2) et s'2 sont conjugués par G(F). Puisque 3(2) = —1,0n a aussi s2 = —1. Cela
signifie que la forme bilinéaire g, sur V' définie par ¢,/ (v,v’) =< v,0’(v') > est symplectique.
Toutes les formes symplectiques sur V' étant équivalentes, g, est équivalente a g,, . Cela signifie
que s" est conjugué & sy par un élément de G. Mais alors g est conjugué par G' & un élément
de la forme voulue.

Il résulte de (1) et (2) que, pour tout u € Hy,, on a I’égalité :
T (u, fy) = mes(K " Ymes(K) ™' J% (sou, fo).

Soient X* € bt X~ € b, supposons X+ ~ X~ et supposons d’abord que X* et X~

reg’

_ 2
sont topologiquement nilpotents. Posons v~ = :=%— ¢ H—, vt = (1*X+) € H*. Alors u~,

+X- X+
resp. u™, est un élément topologiquement unipotent de H~, resp. H*. On vérifie aisément les
égalités :
JHX ) =T (u, fy), JUXTL58) = T ut, fy).
D’apreés ce que 'on vient de dire, on a aussi J* (X, ;) = ¢/ J*(sou™, fo), ot ¢ est indépendant
de X T et X . Parce que X~ ~ X on vérifie que Norme(sou™) = u*t. Alors (Lemme fond)rn
nous dit que J* (sou~, fo) = " J¥(u™, f7). On en déduit I'égalité :

(3)  JUXTf) =X M),

ol ¢ est indépendant de X et X .

1l reste a généraliser cette égalité au cas ol les éléments ne sont plus supposés topologique-
ment nilpotents. Si A(X ™) contient un élément de F’ qui n’est pas entier, les deux membres sont
évidemment nuls. Supposons A(X ™) formé d’éléments entiers. On sait qu’alors les fonctions sur

0:
JHNX T 60),
)"_){ JSt()\QX+,fg)

sont toutes deux combinaisons linéaires de fonctions A — |A|%, pour i € Z. Elles coincident (&
la constante ¢ pres) pour [A] < 1 car alors AXt et AX ™ sont topologiquement nilpotents. Elles
coincident donc pour tout A\ € o, en particulier pour A = 1. Cela prouve (3) en général et donc
l'assertion (Lemmefond) ., .

Supposons maintenant N impair. A tout o € Isom(V,V*), associons la forme bilinéaire
¢, sur V définie par ¢,(v,v’) =< v,0(v') >. Considérons I'ensemble des o tels que g, soit
symétrique et non dégénérée. On sait que cet ensemble forme un nombre fini d’orbites pour
Paction de G, de 8 orbites puisque p # 2. Fixons un ensemble de représentants {01, ...,08} de
ces orbites. Comme il est loisible, on suppose que o1 et oo sont de la forme suivante :

. .
eny1_ip StiFEN+1,

o1(e;) = e*N+1—z" aa(ei) = { aey 1, sii=n+1,

ol « est un élément de 0™ qui n’est pas un carré. Le réseau Lg est autodual pour chacune des
formes ¢y, et g¢o,. On peut identifier de deux fagons I'espace V' a V. de sorte que L s’identifie &
Lt la premiere fagon identifiant ¢, & ¢, la seconde identifiant ¢, & g, . Alors H' s’identifie
a la composante neutre du commutant dans G de s; ou so, avec des notations similaires a celles
du cas N pair. Pour u € H™, on note sju, resp. sau, le produit de sq, resp. sa, avec 1'élément
du commutant de s, resp. sq, auquel s’identifie u. On a alors ’analogue de (1) :

(4) pour tout u € H;, on a légalité JH" (u, ) = mes(K+)mes(K) 1 J% (s1u, fo) =
mes(K)mes(K)™'J%(squ, fo) .

D’autre part, soient i € {3,...,8} et u un élément topologiquement unipotent de G commu-
tant a s; tel que s;u appartienne a C?Teg. On vérifie qu'aucun conjugué de s;u n’appartient a
K. On en déduit J(ssu, fo) = 0. Soit u € H;;,. On a 'analogue de (2) :
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(5) un ensemble de représentants des classes de conjugaison dans la classe de conjugaison
stable de sju est formé de la réunion disjointe de {s1u/;u' € E(u)}, {seu';u' € E(u)} et d'un
ensemble fini d’éléments de la forme s;u’ vérifiant les propriétés ci-dessus pour i € {3, ...,8}.

On déduit des propriétés précédentes que, pour tout u € H,: on a 'égalité :

I (u, fo) = %mes(K’L)mes(K)_lJ‘St(slu, fo)-

On poursuit alors la démonstration comme dans le cas N pair. Cela démontre le lemme III.3.
O

IT1.5. Commutation a la transformation de Fourier pour ’endoscopie non stan-
dard

Fixons un caractére continu non trivial ¢» de F' et un entier n > 1. On abandonne encore
les indices n superflus. Pour ¢ = +, munissons h¢ de la forme bilinéaire (X,Y) + trace(XY),
XY étant vu comme un endomorphisme de Vi¢. On définit la transformation de Fourier fr f
dans C°(h¢) par :

£(X) (Y)p(trace(XY))dY,

=/ f

He
ou dY est la mesure de Haar autoduale. On sait qu’il existe une fonction i¢ sur f)geg X hgeg,
localement constante, telle que :

JEX, 5 = | fV)i(X,Y)A(Y) Y24y
He

pour tout X € b,geg. On a défini dans [W1] 1.1 la fonction :

DYX,Y) =7,(0%) > E(X,Y),
X'€E(X)

oi1, comme toujours, £(X) est un ensemble de représentants des classes de conjugaison par H¢
dans la classe de conjugaison stable de X et W,(f)C) est une certaine constante.

On considere 'assertion :

(Lemmefond), Pour tout corps de nombres k et presque toute place finie v de k, l’assertion
(Lemmefond), . est vérifie.

Proposition. Supposons (Lemmefond), wvérifié. Soient X+, YT € bl X7, Y~ € b,
Supposons X+ ~ X~ YT ~ Y. Alors on a l’égalité DT(XT, Y1) =D (X",Y ).

Preuve. Dans [W1], on a prouvé une proposition analogue dans une situation ou l'un
des groupes H™, H™ était un groupe endoscopique de I'autre, sous une hypotheése analogue
a (Lemmefond), . Ici, ce n’est plus le cas mais on a une bonne correspondance entre classes
de conjugaison stable. La méme démonstration s’applique. Il y a toutefois un point technique
a vérifier, nécessaire dans les constructions de [W1] paragraphe 8. On doit prouver 1’égalité
de I’énoncé si X, YT, X, Y~ sont assez loin de 0. Précisément, pour X+, YT, X~ Y~ fixés,
on doit montrer qu’il existe un entier m € Z tel que, si A € F vérifie val(\) < m, alors
DT (XT,A\YT) = D (X~,\Y ™). Notons TT, resp. T, le commutant de Y™ dans H™, resp. de
Y~ dans H™. La proposition VIII.1 de [W2] montre I’existence de m tel que, pour val(A) < m,
on ait des égalités :

DYXCAY) = ) (X1, A (trace(AX, V1))
XletC(XC)

pour ( = =+, ot t5(X¢) est I'ensemble des éléments de t¢ stablement conjugués & X¢ et
(X1, A\Y¢) est une constante explicite. Parce que Y* ~ Y~ il y a un unique isomorphisme
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@ : Tt — T, défini sur F et tel que p(YT) = Y. On vérifie que, pour ZT € t et
Z~ = ¢(Z7") (en notant encore ¢ lisomorphisme dérivé), on a A(Z1) = A(Z7) U {0}. On
en déduit que @(tT (X)) = t7(X 7). En effet, pour ¢ = £, t5(X¢) est 'ensemble des Z €
tels que A(Z) = A(XC). Pour Z;,7Z, € tF, on vérifie aussi I'égalité trace(o(Z1)p(Z2)) =
trace(Z1Zs), car trace(ZZ) = 3 cp(z) 22 et trace(p(2)p(Z)) = 2 reh(p(2)) 22. Enfin, en se re-
portant aux définitions, on voit que ¢*(Z1, Z2) = ¢ (¢p(Z1), p(Z2)). Légalité DT (XT A\YT) =
D~ (X~,\Y ") s’ensuit. (J

IV. Représentations elliptiques

IV.1. Quelques définitions générales

On considere un groupe Gt = G % {1,0,...,0""1} comme en I.1. On a déja défini 'espace
Ceusp(G) des f € C2(Q) tels que J(g, f) = 0 pour tout g € Gyey\Genr- On note Co(G) le sous-
espace des f tels que J%(g, f) = 0 pour tout g € @Teg. On pose Icusp(é) = Ccuspgé)/(}'o(é).

On note f — f¢ la projection naturelle de C’wsp(@) sur Igusp(é). L’espace Ipysp(G) est muni
d’un produit hermitien défini positif : pour fi, fo € Ceusp(G),

(9. 1) = / J(g, 1) falg)A(g)~2dg.

Genl

Notons X*(G) le groupe des caractéres algébriques de G, définis sur F' et invariants par

6. Posons X,,(G) = X*(G) ®z C*. Pour x € X*(G), 'homomorphisme val o x : G — Z
s’étend de facon unique en un homomorphisme de G dans Z, noté encore val o x. Alors tout
élément de X,,,(G) définit un caractéere de G : & x® z, ol y € X*(G) et z € C*, on associe le
caractére g — z'*°x(9) On identifie ainsi Xm(é’) A un groupe de caractéres de GT. Ce groupe
agit naturellement sur les objets introduits en 1.1 : R(G), D(G), C(G) etc...

On note X(As) le groupe des caracteres de Ag, Xy(As) le sous-groupe des caracteres

unitaires. L’application de restriction a Az définit un homomorphisme :

Xor(G) — X(Ag)
% = HAg

de noyau fini. Tout caractere de As est produit d'un caractére unitaire et d’un élément de
I'image de cet homomorphisme.

Pour { € X(Ag), les objets introduits en I.1 ont des variantes o1 'on impose une condition
de transformation par A5 selon §. Ainsi, pour toute fonction f sur G et tout a € Ag, notons ¢ f
la fonction g — f(a"'g). On note C’g"(@) I’espace des fonctions f sur G, localement constantes,

telles que *f = &(a™!)f pour tout a € Ag, et a support d’'image compacte dans AG\G On
définit ses sous-espaces Cg¢ cusp(G), C&O(G)Net le quotient Igcus]{(G) = C§7cusp~(G)/C§,0(G)-

L’iintégration définit des surjections : C2°(G) — Cg(G), Cousp(G) — Cg cusp(G) ete... Pour
g € éreg et f € C’go(@), on définit comme précédemment lintégrale orbitale J%(g, f). On

note D¢(G) le sous-espace des D € D(G) tels que D(“f) = &(a)D(f) pour tout f € C°(G)
et tout a € As. Cet espace s’identifie a celui des formes linéaires sur CE’SI(G) invariantes par

conjugaison par G. On note R¢(G) le sous-espace des m € R(G) tels que tracesm appartienne

a D¢(G). On a I'égalité :

R(G) = @56X(AG)R£(G)-

Dans le cas ol £ est unitaire, I'espace Ioygp¢(G) est muni d'un produit hermitien défini positif :

pour fl’ f2 € Ccusp,&(G)a

(9. 1) = / J%(g, 1) falg)Alg)~2dg.

Ae\Geu
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On a déja dit que 'algebre de Bernstein Z(G) agissait sur les différents objets R(G), CX(G)
etc... Ceux-ci se décomposent de la fagon usuelle selon les éléments de T'(G), par exemple :

R(G) = &, e Ry (@)

Il n’est pas clair a priori que I'action de Z (G) sur C°(G) préserve les sous-espaces Crusp(G) et
Co(G). Cela résulte de I'interprétation suivante de ces sous-espaces : Cp(G) est le sous-espace
des éléments de C£°(g) qui annulent tracesm pour tout m € R(G) ; Ceusp(G) est le sous-espace

des éléments de C'OO(G) qui annulent tracegzm pour tout m € Ind% (R(M)), cela pour tout

Lévi propre M € E( ). Ces interprétations résultent de [KR] theoreme 1 et d'un argument de
descente.
On pose :

II =@

YEN(G)

On a évidemment R(G) C Rfo(é) Pour M € £(G), 'homomorphisme d’induction se prolonge
en un homomorphisme 1 nd% : R®(M) — R>(G). L’application 7 + tracesm se prolonge
en un homomorphisme injectif de R>°(G) dans D(G). En effet, pour fE€ C°(@), il existe un
sous-ensemble fini TV C T'(G) tel que tracegsm(f) = 0 pour tout v € T'(G)\I" et tout 7 € R L(G).

Considérons une famille (7;)jc; de représentations lisses de longueur finie de G* et une
famille (¢;)jes de nombres complexes. Supposons vérifiée la condition suivante : pour tout sous-
groupe ouvert compact K de G, il n’y a qu’un nombre fini de j € J pour lesquels 7; admet des
vecteurs non nuls invariants par K. On peut alors définir I'élément 3, ; cjtracesm; de D(G).

Il appartient & 'image de R>®°(G) dans D(G) et tout élément de cette image est ainsi obtenu
pour des choix convenables des familles (7;) e et (¢j)jes-

On peut marier les variantes introduites ci-dessus et définir, pour £ € X'(Ag) et v € I(G),
les espaces Rgﬁ(é) = R¢(G) N R, (G) etc... Pour tout v € T'(G), les propriétés suivantes sont
vérifiées :

- Pespace R,(G) est stable par 'action de X,,(G);

- ensemble des £ € X (Ag) tels que Re(G) # {0} est réduit & une unique orbite pour
action de X;,,.(G).

IV.2. Fonctions de Labesse

Les constructions de ce paragraphe s’inspirent de celles de [L1], I1.3, bien qu’elles n’y soient
pas identiques. Soient M € [,(G) et P € Pyg;. Au groupe P est associé un ensemble fini Ap
de caracteres de Ang, 'ensemble des racines simples positives pour P. Soit f € CSO(M ). Pour
tout sous-groupe ouvert compact K de G, assez petit, il existe n > 0 de sorte que pour tout
a € Ay vérifiant |a(a)| < n pour tout o € Ap, on puisse construire une fonction *fX sur G
vérifiant les propriétés suivantes :

(1) *f% est invariante & droite par K ;

(2)sige Greg n’est pas conjugué & un élément du support de °f, J%(g,%f%) =0

(3) si g € M, appartient au support de °f, J% (g, f%) = JM(g,“f)

Remarquons que, sous les hypotheses de (3), g appartient a GTeg pourvu que 7 soit assez
petit.

Esquissons seulement la construction des ¢f%. On choisit un sous-groupe ouvert compact
K' de G, possédant une décomposition de type Iwahori, tel que K C K’ et f soit invariante
par K' N M. Pour a € Ay, définissons une fonction f’ sur G de la facon suivante : elle est
a support dans MK'; pour m € M et k € K', f'(mk) = “f(m) = f(a"'m). On vérifie que,
pourvu que |a(a)| soit assez petit pour tout a € Ap, la fonction f’ posséde les propriétés (1)
et (2) et il existe ¢ € C* tel que cf’ possede la propriété (3). On pose ¢ fX = cf’.
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Des propriétés (2) et (3) résulte la propriété suivante. Soit d une fonction sur G, localement
intégrable, localement constante sur G4 et invariante par conjugaison par G. Alors, sous les
mémes hypotheses concernant a et K, on a 1’égalité :

(4) /d(g)“f%)dg - /Md(m)“f(m)ép(m)1/2dm,

G

ou dp est le module usuel (qui se définit aussi bien dans notre situation non connexe).

IV.3. Représentations quasi-supertempérées
Pour M € L(G), P € Py et 6, Re R tels que 0 <6 < 1et 0< R, on pose :

Ap(8,R) = {a € AgiVa € Ap,g " < Ja(a)] < ¢°F et ¥y € X*(G), |x(a)| < ¢"/*}.

Soit m € ~R(G’)~ On dit que 7 est quasi-supertempérée si et seulement si, pour tout M €
L(G), avec M # G, tout sous-ensemble compact C' C M, tous P € P, § €]0,1[ et € > 0, il
existe Ry > 0 tel que, pour tous R > Ry, a € Ap(6, R) et m € C'N Mg, on ait I'inégalité :

[tracezm(am)| < edp(am)'/?.
Remarquons que am appartient & Gye, si Ry est assez grand. Pour m € R(G) et p € Xy, (G),
est quasi-supertempérée si et seulement si ™ ® p l’est.

IV.4. Représentations elliptiques

On se place désormais dans I'une des situations suivantes :

(A) Gt =G;

(B) G est le groupe GE construit en I.1 pour un entier N > 1 ou, plus généralement, I’'un
de ses groupes de Lévi (c’est-a-dire Ge E(GN))

Un groupe du cas (B) se décrit concrétement ainsi : il y a un isomorphisme :

(1) G =G, X..x Gy, x Gy, X Gy, X ... x Gy,

et, pour g = (g}, .., 94, 90,90, ..., 97) € G, on a :
0(9) = (0n,(91); -+ 00, (9a)> 0no(90): Oy (945 -5 Ony (91))-

Dans le cas (A), Arthur a défini ’ensemble des représentations (virtuelles) elliptiques de G.

Pour unifier les notations, on le note Ell(G). C’est un sous-ensemble linéairement indépendant

de R(G). Dans le cas (B), notons d’abord T'emp(G) I’ensemble des représentations admissibles
irréductibles tempérées m de G qui se prolongent en une représentation de G, i.e. telles que
0(m) = m. Notons ﬁl(G) I'ensemble des 7 € %(G) pour lesquelles il n’existe pas de couple
(M,0), ot M € L(G), M# G, 7 € f(?n?p(M), tel que m = Ind§, (o). Si on écrit G sous la
forme (1), une telle représentation 7 se décompose en 7] ® ... @ 1, @ o @ T @ ... @ 7Y, toutes
ces représentations étant irréductibles et :

-pour i =1,....a, 7 et 7/ sont de la série discrete et 7/ = 6, (7)) ;

-il existe un sous-groupe de Lévi L = G, X ... X G, de Gy, et une représentation
admissible irréductible 0 = 01 ® ... ® 0 de L de sorte que :

GN,

7o = Ind; °(0);

pour tout j = 1,...,b, o est de la série discrete et o = 0, () ;

pour tous j,k =1,...,b avec j # k, 0; n’est pas isomorphe a oy.

Pour tout m € EIlI(G), on choisit un prolongement de 7 & G, on note Ell(G) I’ensemble

des images dans R(() de ces prolongements. C’est un sous-ensemble linéairement indépendant
dans R(G). En effet, 'homomorphisme :

R(G") — R(G™)

T — T—C(®T
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(ici ¢ = —1) se quotiente en un homomorphisme de R(G) dans R(G™). Par construction, I'image

de Ell(G) par cet homomorphisme est linéairement indépendant dans R(G™).
Remarque. Cette définition simple de ’ensemble EllI(G) n’est valide que parce que la
théorie des R-groupes est triviale pour les groupes linéaires.

Dans les deux cas (A) et (B), 'ensemble Ell(G) possede les propriétés ci-dessous :

(2) pour tout m € Ell(G), il existe v € I'(G) tel que 7 € R,(G);

(3) pour tous v € I'(G), £ € X(Ag), I'ensemble Re ,(G) N ElI(G) est fini;

(4) tout élément de Ell(G) est quasi-supertempéré.

Dans le cas (A), (4) est un résultat de Herb ([H], théoréme 3.1). Indiquons brievement la
preuve dans le cas (B). Soit 7 un prolongement & G* dun élément de Ell (G), soient M € L(G)

tel que M # G et P € Pg;. Introduisons le module de Jacquet normalisé 7p (normalisé

signifie que 'on tord I'action naturelle par (5;1/ 2). C’est une représentation de MT. Soient C
un sous-ensemble compact de M et § €]0,1[. D’apres la formule de Casselman, étendue par
Rogawski au cas non connexe ([R], proposition 7.4), pour R > 0 assez grand, on a 1’égalité
tracesm(am) = 5p(am)1/2traceM7Tp(am) pour tout m € M, N C et tout a € As(0, R).
Il suffit de considérer une représentation irréductible o de M intervenant dans 7p et de
majorer trace;o(am). On peut supposer que la restriction de o a M est irréductible, i.e.
On(0®) = 0¥, en notant o cette restriction. Sinon trace 70 = 0. Notons x,0 le caractere de
Ay par lequel ce groupe agit dans o°. La valeur absolue |x,0| s’écrit de facon unique sous la
forme [xq0(a)| = [oea, la(a)|® pour des ¢, € R. 11 suffit de prouver que ¢, > 0 pour tout «
et ¢, > 0 pour au moins un «. On écrit explicitement m comme on I’a fait plus haut, on calcule
explicitement wp (le calcul des modules de Jacquet d’induites de séries discretes est facile pour
les groupes linéaires), puis toutes les représentations irréductibles o de M intervenant dans 7p
et telles que Oni(c?) = 0. On voit qu'elles vérifient la propriété requise. On laisse au lecteur
ces calculs de modules de Jacquet. [J

On note Ry (G) le sous-espace de R(G) engendré par les 7@ p ot € Ell(G) et p € Xy (G).
On a ’égalité : ) i

65)  RG= > Indg(Re(M)Nerme),
MeL(G)/conj

ot L(G)/conj est I'ensemble des classes de conjugaison par G dans £(G) ou un ensemble de
représentants de ces classes. C’est bien connu dans le cas (A) ([A2], paragraphe 3) et cela se
déduit dans le cas (B) de la preuve du lemme 10.2 de [R].

Pour £ € X(Ag) ouy € I'(G), on définit les variantes Elle(G), Re en(G), Elly(G), Ry en(G)

des objets définis ci-dessus. La décomposition (5) est compatible avec action de I'(G). Précisément,
pour M € L((}), il y a une application F% : F(]\Zf) — F(é), a fibres finies, telle que, pour tout

v € T'(G), on ait I'égalité :

Normg (M)

(6) R’Y(é) = Z Ind]\% Z R’YM@”(M)

MeL(G)/conj WMGF(M)IAG;I(’YM):’Y
On pose :
ZZOZ(G) = H R’y,ell(G)'
vEN(G)
De I’égalité ci-dessus résulte 1’égalité :
(1) RX(@G)= Y IndG(RE(M)Normet),
MeL(G)/conj

IV.5. Représentations elliptiques et fonctions cuspidales
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Notons Rrnq(G) la somme du membre de droite de IV.4(5) limitée aux M # G. On définit
les variantes Re r,a(G) et R&%]nd(é) pour § € X(Ag) et v € I'(G). Soit ¢ € Xu(Agz). On
dispose de la théorie des pseudo-coefficients ; cf. [A2], théorémes 5.1 et 6.1, ou [SS], paragraphe
II1.4 dans le cas (A); dans le cas (B), on a développé cette théorie en I1.2 pour le groupe
G}; elle s’étend sans difficulté aux Lévi de ce groupe. Cette théorie affirme 'existence d’une
application linéaire :

~ ~ ¢ ~
Re(G)/Re,1nd(G) = g cusp(G)
telle que, pour 7 € Rg(é) et f € Cf,cusp(é)a on ait I’égalité tmceéﬂ(f) = (f%, ¢(x)). De plus,

pour 7,7 € T(G) avec v # ' et pour 7 € Re(G), n’ € Rgﬁf((?), on a (¢(m), (7)) = 0.
Alors :
(1) Papplication ¢ est un isomorphisme.

Preuve. On a 1’égalité :
Re(G)/Re 1nd(G) = @, cp @y Rea(G)/ Rey,mma(G).

Chacun de ces sous-espaces est de dimension finie (d’apres IV.4(6), I'application Re oy en(G) —
Re 4(G)/ R o 1ma(G) est surjective; 'espace de départ est de dimension finie d’apres IV.4(3)).

Leurs images par ¢ sont deux a deux orthogonales. De I'application (, f) — tracesm(f) se
déduit un accouplement :

R{(é)/R&[nd(é) X I&CUSP(G) — (C,
d’olt une application antilinéaire :

7/) : I{,cusp(é) - (Ré(é>/R§,Ind<é))*

ou * désigne le dual. D’apres le théoreme de Paley-Wiener ([BDK], [R] et [KR] théoréme 1), 9
est injective et a pour image :

Drer@ (RE,W(G)/R&%IW(G))*-

Alors ¢ est injective : un élément m € Re(G)/Re.rna(G) tel que ¢(m) = 0 annule 'image de 1.

Pour tout v € T'(G), 'application :

$o¢: Rer(G)/Reryind(G) — (Rey(G)/Re y,1na(G))*

est injective, donc surjective puisque ces espaces sont de méme dimension finie. Alors ¥ o ¢ a
méme image que 1. Donc ¢ est surjective puisque ¥ est injective. [

On démontrera au paragraphe suivant que la décomposition IV.4(7) est une décomposition
en somme directe. Tirons-en dés maintenant les conséquences. Les décompositions IV.4(5) et (6)
sont aussi en sommes directes. L’application Re ¢;i(G) — Re(G)/Re 1na(G) est un isomorphisme
et I'application ¢ devient un isomorphisme :

Ré,ell(é> g I&,cusp(é)~

Si E est un espace vectoriel complexe muni d’un produit hermitien défini positif, on ap-
pellera "bonne base” de E toute base (e;)jes telle qu'il existe une base (e})jes de E de sorte
que (ej,e;) = ;1 (symbole de Kronecker) pour tous j,k € J. En particulier, si 'on fixe une
décomposition de E en somme directe orthogonale de sous-espaces de dimension finie, toute
base réunion de bases de ces sous-espaces est une bonne base.

Grace a IV.4(2) et aux propriétés rappelées ci-dessus, la famille (¢(7))

bonne base de I&cusp(é).

rEEl () est une
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Remarquons que, pour toute base B de R .;(G) telle que (6(b))pep soit une bonne base de
I cusp(G), Rg’e”(é) s’identifie & CP, autrement dit tout élément 7 de R, > 1(G) sécrit formel-
lement ™ = Zbe p xpb. Les coefficients x;, se calculent ainsi : on introduit une famille (f;)ep
d’éléments de Cg cysp(G) telle que (fG,6(b)) = 6pp pour tous b, b’ € B alors ay, = tracesm(fy).

Plus généralement, pour tout & € X(Axz), décomposons § en §ulljas, OU Eu € Xu(Ag) et
1t € X, (G). Fixons une base Bg de Re.(G) telle que la famille (¢(b ® 1) )b, soit une
bonne base de I¢, Cusp(é). Cette propriété ne dépend d’ailleurs pas de la décomposition choisie
de &. Soit 7 € R%(G). On peut écrire formellement

Z Z Tpb.

£€X(Ag) bEBe

Alors :
(2) pour tous £ € X(Ag) et tout b€ Be, il existe f € Ceusp(G) tel que, pour tout a € Az,
on ait I'égalité tracesm(*f) = (a)wy,.
Preuve. Pour tout £ € (AG), posons g = ZbeBg pb. Décomposons 7 et les m¢ selon T'(G).
On a:
DS S
~el(G) VET(G),£€X(Ag)

Puisque 7 € R;”jl(é), onamy € R%e”(é) pour tout 7. Il en résulte que, pour chaque =, il n’y
a qu'un nombre fini de § tels que ¢, # 0.
Fixons maintenant { € X'(Az) et b € Be. L’application (définie par intégration sur As) :

Ccusp(é) - Iﬁfl,cusp(é)

étant surjective et d’apres les propriétés de Be, on peut fixer fy € Ccusp(é) tel que tracezb(fo) =
1 et tracesb'(fo) = 0 pour tout b’ € Be, b' # b. Les fonctions ¢ fo, pour a € Ag, sont invariantes
par un sous-groupe ouvert compact de G indépendant de a. Elles annulent Rv(é) sauf pour un
nombre fini de . D’apres ce que I'on a dit ci-dessus, il existe un sous-ensemble fini = C X'(A5)
tel qu'elles annulent 7er pour tout § € X(Ag) \ E. Fixons un tel Z, contenant £. Pour a € A,
on a alors I’égalité :
traceam(“ fo) = Z &' (a)tracegme ( fo).
=

On peut fixer deux familles (a¢)erez de points de Ax et (2¢)ecz de nombres complexes telles

que, pour £’ € 2,
0, si&"#¢,
Z Zg’é.”(af/) = { 1 si 5// — g

ge=

On pose f = Zé’eE 2¢/“¢ fo. Alors pour tout a € A, on a I'égalité :

tracegm(“ f) = (a)tracesme(fo).

Mais tracezme(fo) = xp d’apres le choix de fo. Cela prouve (2). O

On a aussi :

(3) soit f € CX(G); alors il existe feusp € Ceusp(G) tel que, pour tout 7 € Rey(G),
traceam(f) = traceéﬂ'(fcuip). )

Preuve. Notons X, (G) le sous-groupe des éléments unitaires de &, (G). C’est un groupe
compact, munissons-le d’une mesure de Haar. Fixons un ensemble de représentants = des orbites
de Vaction de X, (G) dans Xu(Ag). Pour tout £ € Z, fixons une base Be de Re.onn(G) telle
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que (¢(b))pes, soit une bonne base de It cusp(G) et fixons une famille (fo)be B, d’éléments de
Ct cusp(G) telle que (fS, ¢(b)) = &y pour tous b, b’ € Be. Pour f € C°(G), posons :

=33 /  tracec(b® p) (1)@ e

€€ beBe ¥ Xnrul

On vérifie que chaque intégrale définit un élément de C’cusp(é), que cet élément est nul sauf
pour un nombre fini de couples (£,b) et qu’il existe ¢ € C*, d’ailleurs indépendant de f, tel
que tracesm(f) = ctracesm(fr,s,) pour tout m € Ry (G). On pose feusp = cflys,- Cela prouve
(3). 0

cusp

IV.6. Un lemme de Herb_
Lemme. Pour tout M € £(G)/conj, soit Dy € RS, (M)Norma (M 1) Supposons :

S Ind%(Dy) =0.

MecL(G)/conj

Alors Dy = 0 pour tout M.

Preuve (cf. [H] preuve du théoreme 3.2). Pour simplifier I'écriture, on identifie chaque Dy
a son image trace; Dy dans D(M). On raisonne par récurrence sur la dimension de G. On
tient le lemme pour acquis pour les groupes de dimension inférieure. Les conséquences de ce
lemme sont également acquises pour ces groupes.

On peut supposer Dy # 0 pour au moins un M #* G, sinon la conclusion est claire. On peut
alors fixer M # G tel que Dy # 0 et M soit de dimension maximale. Soient f € Ceusp(M)
et P € Py Fixons un sous-groupe ouvert compact K de G' et n > 0 tels que, pour tout
a € Ay, vérifiant |a(a)| < n pour tout a € Ap, la fonction @5 de IV.2 soit définie et vérifie
les propriétés indiquées dans ce paragraphe. Soit L e E( )/conj. Les fonctions ¢ f& étant
invariantes par le méme groupe K, elles annulent [ ndf(R%dl(L)) pour presque tout v € I'(L).

Il existe donc D} € Rey(L) tel que IndG(DL)(“fK) = Indg(D’L)(“fK) pour tout a vérifiant
les conditions ci-dessus. On fixe un tel D7 . On peut supposer D) invariante par Normg(L)
et D7 = 0si Dy = 0. La forme linéaire nd(g(D’L) est localement intégrable, associée & une
fonction que 'on note d’;, qui est localement constante sur éreg. D’apres IV.2(4), on a une
égalité :

(1) (D) = [ dy(m)® m)p(m)~ dm

pour tout a. Puisque ®f € Ccusp(M ), on voit que ’on peut~restreindre l’inténgation a Me”. Mais
d} (m) # 0 seulement si m est conjugué & un élément de L. Un élément de M,y n’est conjugué
A un élément de L que si (quitte a conJuguer L) M C L. La condition de maximalité imposée

4 M entraine alors d; =0 sauf si L = M ou L = G. Cela démontre que IndG(DL)( =0

si L n’est pas P'un de ces deux ensembles.
Pour m € My, on vérifie comme dans le cas connexe 1’égalité :

dym) = AGm) 2 Y Dl (wmw )
weNormg (M)

ot A§;(m) est la valeur absolue du déterminant de 1 — Ad(m) agissant dans g/m. On a supposé

D', invariante par Normg(M). Si 1 est assez petit, on a l'égalité A (m) = dp(m)~! pour
tout élément m du support de *f. La formule (1), pour L = M, devient :

Indg’;[(DM)(afK) = |Normg(M)| /M Dy (m)2f(m)dm = |[Normg(M)|Das(*f).
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Fixons ¢ €]0,1[ et € > 0. Puisque Dy € Re;(G), Dy est quasi-supertempérée (IV.4(4)) et il
existe Ry > 0 de sorte que, pour tout R > Ry et tout a € Az(6, R), on ait |d(m)| < edp(m)'/?
pour tout élément m du support de ¢ f. On peut de plus supposer que , pour tout a € A3(d, R),
on a |a(a)| < n pour tout o € Ap. Alors (1) entraine :

a K Yf(m)ldm = € m)|ldm
Da("f )ISe/M!f( )ld /Mw )ld

pout tout a € A(0, R).
Par hypothese, i
> Id§(DL)(*f5) =0.
LeL(G)/conj

Cette égalité et les calculs précédents entrainent :

(2) pour tous § €]0,1[ et € > 0, il existe Ry > 0 tel que, pour tout R > Ry et tout
a€ Ap(d, R)Lon ait 'inégalité | Dar(*f)] < e

Puisque M # G, ’hypothese de récurrence permet d’appliquer & D les considérations de
IV.5. Ecrivons formellement comme dans ce paragraphe :

Dy = Z beb,

EEX(A ) bEBg

fixons £ € X(A;;) et b € B, choisissons pour f un élément de Ceyusp(M) tel que Dy (*f) =

£(a)zy, pour tout a € Ay;. Fixons une base Ag de X*(G). Pour tout P € Py, il existe des
coefficients ¢, réels tels que 'on puisse écrire [£(a)| = [[,en,un, [@(a)[* pour tout a € Ay
On peut choisir P tel que ¢, > 0 pour tout o € Ap. Alors [{(a)| est minoré sur A3(0, R) par
une constante > 0 dépendant de § mais pas de R. Appliquons (2) pour ces choix de f et P. On

en déduit xp = 0. Ceci étant vrai pour tous £, b, on a Dy = 0, ce qui contredit 'hypothese. [
V. Stabilité

V.1. Décomposition de Icusp(é)
La situation est celle de IV.1. On a défini en IL.1 la notion d’intégrale orbitale stable. On
note CSO’Z”“(G) le sous-espace des f € C2°(G) telles que J¥(g, f) = 0 pour tout g € Gyeg. On

pose CéijD(é) = C" N G)NCusp(G). On note ngsp(é) le sous-espace des f € Ciysp(G) telles
que la fonction g — J G (g, f) soit constante sur les classes de conjugaison stable dans @mg, ou

dans G puisque cette fonction est nulle hors de Gey. Evidemment, Ccsisp(é) NCwst(G)

Co(G). Par passage au quotient, on obtient deux sous-espaces I3, (G) et I75(G) de Leysp( ),
d’intersection nulle.

Proposition. On a I'égalité Ipus,(G) = IS, (G) ® ITsE(G).

Dans le cas connexe, c’est la proposition 3.5 de [A3]. Arthur admet la validité de certains
lemmes fondamentaux,mais on a montré en [MW] 4.5 comment lever ces hypotheses. On adapte

la démonstration au cas (B) dans les trois paragraphes suivants.

V.2. Décomposition dans 1’algebre de Lie

Pour ce paragraphe, modifions nos hypothéses. Le groupe G est ici un groupe réductif
connexe sur F, on fixe une forme quasi-déployée G* de G et un torseur intérieur ¢ : G — G*.
On note encore ¥ : g — g* I'application dérivée. Comme on ’a déja dit, on adapte un certain
nombre de définitions et notations aux algebres de Lie. On note Cp,c(g) le sous-espace des
f € C=(g) telles qu’il existe un voisinage U de 0 dans g de sorte que JE(X, f) = 0 pour tout
X e Greg N U. On pose Iloc(g) = Cgo (g)/CO,loc(g)a Icusp,loc(g) = Ccusp(g)/(ccusp(g) N CO,ZOC(Q))-
Ce dernier espace est celui des "germes en 0” d’éléments de I.ysp(g). Ces espaces possedent

inst st inst : 4 :
des sous-espaces 177(9), 12,4, 10¢(8): Lonsp 10c(8), ces deux derniers étant en somme directe. On

21



construit les espaces analogues pour g*. Le transfert endoscopique existe dans cette situation :
c’est un homomorphisme :

Cx(g)/CE™ (g) — CX(g")/C&™ (g")
f > I

Il induit un transfert local, qui est un homomorphisme :

Loc(@)/ 110" (8) — Tioe(g")/ Tjoc" (7).
Lemme. On a les égalités :

IcuSp,ZOC(g) = I(f?isp,loc(g) D Iézgy,loc(g)’

st

ICUSPJOC<9*) = cusp,loc(g*) @ Iéﬁj;,loc(g*)v

(g) sur I;ispjoc(g*)'
Preuve. On introduit des transformations de Fourier f +— f dans Cg°(g) comme dans
C*(g*), vérifiant les conditions de compatibilité de [W2], VIIL6. Il est clair que Ceyusp(g)

est invariant par transformation de Fourier. L’espace Cgﬁsp(g) I'est aussi. En effet, avec les

notations de [W3], on a C,(8) = Ceusp(g) N (N Ce>7 " (g)) ot H parcourt tous les
groupes endoscopiques elliptiques de G autres que G*. D’apres [W3], proposition B, chacun
de ces espaces est invariant par transformation de Fourier. On sait qu’il y a une fonction

ig; Greg X @reg, localement constante, telle que :

et le transfert local induit un isomorphisme de Igftsp loc

1) I = X 2)F2)5) Pz

g
pour tout f € Cg°(g) et tout X € greg. Si f € Ceusp(g), on peut limiter I'intégration & gey.
Notons 24 I'espace des germes en 0 de fonctions définies sur les classes de conjugaison stable
dans g On définit un homomorphisme :

Ccusp(g) - Qg
qui, & f € Ceyusp(g), associe le germe en 0 de la fonction :

et — C
X — JUX,f).

Par définition, cet homomorphisme induit une injection :

Qg IcuSp,IOC(g)/Iizijto,loc(w — (1.

Notons Q'g le sous-espace de {5 engendré par les germes en 0 des fonctions sur gey : X +—

doxre B(X) %g(X "' 7)), quand Z parcourt gy (rappelons que E(X) est un ensemble des représentants
des classes de conjugaison par G dans la classe de conjugaison stable de X). On a :

(2) Qg est I'image de ay.

En effet, soit € un sous-ensemble compact de g et U un voisinage de 0. Considérons ’appli-
cation qui, a Z € greg N ¥, associe la restriction & U N grey de X +— %Q(X, Z). La ”conjecture”
de Howe implique que cette application est localement constante et que son image engendre
un sous-espace de dimension finie. Pour f € Ceysp(g), ces propriétés, jointes a la formule (1) et
au fait que f € Ceusp(9), entrainent que, pour tout voisinage U de 0, il existe une famille finie
(Zi)i=1,..n d’éléments de ge; et une famille (2;)i=1,.., de nombres complexes de sorte que :

40

JG(X7 f) = Zi%g(Xv Zz)

i=1,..,n
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pour tout X € greg NU. On a alors, pour un tel X :

JHX, f) = Zzl Z ng’

1=1,...n  X'eRE(X

Le germe de cette fonction appartient bien a Q’g. Inversement, soit Z € g.;. En prenant pour
f une fonction telle que f soit la fonction caractéristique d’un voisinage assez petit de Z, on
voit que le germe de la fonction X — 3~ v/c p(x) i(X', Z) est un multiple de celui de la fonction
X — J(X, f). Cela démontre (2).

Notons Qg le sous-espace de 24 engendré par les germes en 0 des fonctions sur gey : X —

ZX,eE(X) EZ/GE 2) (X', 2., quand Z parcourt gey. On a :

(3) Qg est I'image par ag de [ Cusp 1oc(8)-

La demonstratlon est similaire & celle de (2), grace & la stabilité de Cj,,(g) par transfor-
mation de Fourier.

Grace a [W1] théoreme 1.5(2), on a I'égalité Q) = Q. Alors (2), (3) et l'iinjectivité de
ag montrent que Leysp ioc(8) = 154, 100(8) + Iinst, loc( ). D’ott la premiere assertion de 1’énoncé
puisque ces deux sous-espaces sont d’intersection nulle. La deuxieéme assertion est un cas par-
ticulier de la premiere.

La correspondance entre classes de conjugaison stable dans g et g* induit une bijection de {24
sur Qg+ grace a laquelle on identifie ces deux espaces. Pour f € Ioyspioc(8) €t f* € Leuspioc(8%),
f* est un transfert local de f si et seulement si on a ’égalité ag(f) = ag-(f*). Or le théoreme
1.5(2) de [W1] affirme que Qg = Q.. Grice a (2) et I'assertion analogue pour g*, on en déduit
la derniere assertion de I’énoncé. [

V.3. Etude au voisinage d’un point singulier
Revenons a la situation de V.1. Soit s un élément semi-simple de G. On pose :

Y, ={y € G(F);Vo € Gal(F/F),o(y) 'y € L(F)},

Yy = G\Ys/Ly(F)

(le groupe I a été défini en I1.1). L’ensemble Y est fini, on fixe un sous-ensemble {41, ...,y } C
Y, qui se projette bijectivement sur Y;. Pour tout i = 1, ..., n, on pose s; = yisyi*l. Ces éléments
sont stablement conjugués a s et tout élément de G stablement conjugué a s est conjugué a au
moins 'un des s;, mais éventuellement a plusieurs. Fixons une forme quasi-déployée G% de G,
et un torseur intérieur ¢ : Gy — GJ. Pour tout 7, on pose ¢; =1 o Ad(yi_l) 1 Gy, — Gi. Clest
encore un torseur intérieur. Posons :

Iy = {7 € G*(F);Vo € Gal(F/F),0(7) "'y € L,(F)}.

Parce que I, est un sous-groupe distingué de G, I'; est un groupe qui contient I, (F). Il agit
dans Gy, par adjonction. Notons Ad(T';) son image dans le groupe d’automorphismes Aut(Gs,).
C’est un groupe qui contient le sous-groupe des automorphismes intérieurs. De ’isomorphisme
1; se déduit un isomorphisme noté de la méme fagon de Aut(Gy,) sur Aut(G?). Il est facile de
vérifier que ¥;(Ad(T;)) ne dépend pas de i. Notons ce groupe Ad(T') et notons I' son image dans
le groupe Out(Gy) des automorphismes extérieurs de G;. On vérifie que Gal (F/F) agit trivia-
lement sur T'. Puisque G est quasi-déployé, on peut relever I' en un groupe d’automorphismes
définis sur F' de G}, auquel on l'identifie.

Rappelons que l'exponentielle identifie un voisinage de 0 dans une algebre de Lie & un
voisinage de I'unité dans le groupe correspondant. Soit U; un voisinage de 0 dans g, invariant
par conjugaison stable et invariant par I'. Pour tout i = 1,...,n, notons U; I’ensemble des
X € gs, tels que 9;(X) soit conjugué & un élément de U par un élément de G*(F'). Notons U
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’ensemble des éléments de G conjugués par G & un élément de s;exp(U;) pour un i € {1,...,n}.
Si U est assez petit, les propriétés suivantes sont vérifiées :

- U est un voisinage de s dans G invariant par conjugaison stable ;

(1) soient 4,7 € {1,...,n}, X; € U;, X; € Uj et g € G(F); supposons gs;exp(X;)g~t =
sjexp(X;); alors on a aussi gsig~t = 53

(2) soient f € C®(G) et i € {1,...,n}; alors il existe fi € C°(gs,) tel que Ji (X, f;) =
JC (s;exp(X), f) pour tout X € Uj N Gs;,req

(3) soient i € {1,...,n} et fi € C(gs,); supposons J%i (gX g™, f) = JGi (X, f;) pour tout
X € Ui N g, req €t tout g € G ; alors il existe f € Cé’o(é’) tel que, pour tout g € éreg, on ait
les égalités :

J%(g, f) = 0 si g n’est pas conjugué & un élément de s;exp(U;),

JG (g, f) = J%i(X, ), si g = s;exp(X) avec X € U.

Fixons de tels voisinages. Notons C7, resp. Cs,;, C, I'ensemble des classes de conjugaison
stable d’éléments réguliers elliptiques de U}, resp. U;, U. Pour tout ¢ = 1, ..., n, on déduit de ;
une bijection Cs; ~ C}. On a d’autre part une application Cs;, — C qui, a une classe c € Cj,,
associe la classe de s;exp(X) pour n’importe quel X € c. Le composé C¥ — Cs, — C ne dépend
pas du choix de i. Notons ¢ : C} — C cette application composée. Par définition de U, elle est
surjective. Le groupe I' agit dans C¥. On a :

(4) ¢ se factorise en une bijection de C? /T sur C.

Solent X,Y € U;Ngy . Fixons i € {1,...,n}, soient X;,Y; € Uy, N g, cu tels que 9;(X;),
resp. 1;(Y;), soit conjugué & X, resp. Y, par un élément de G*(F), posons r = s;exp(X;),
y = s;exp(Y;). Alors et y sont stablement conjugués si et seulement s’il existe g € G(F) tel que
grg~' =y. D’apres (1), un tel g appartient forcément & G* (F). On a aussi o(g)"'g € G*(F)
pour tout o € Gal(F/F). Or G* C I, (parce que x est régulier, G® = I, est engendré par
Z(é) et Gy ; d’apres (1), G* C G*, donc G, C Gg,, et I, C I;,). Donc g € I';. Cela montre
que x et y sont stablement conjugués si et seulement s’il existe g € I'; tel que gzg~' = .
Ou encore sil existe v € Ad(I';) tel que v(X;) = Y;, ou encore sl existe v € Ad(I") tel que
7(X) =Y. Ou encore s'il existe v € [ et g € GX(F) tel que v(X) = gYg~!. Ou encore si les
classes de conjugaison stable de X et Y se déduisent I'une de 'autre par 'action d’un élément
de T. Cela prouve (4).

Soit ¢ € C. Pour z,2’ € ¢, les groupes I, et I/, resp. G, et G,/, sont canoniquement
isomorphes. Le nombre d’éléments de I,/G, est donc indépendant de z. On le note a(c).
Pour tout ¢ = 1,...,n, notons b; le nombre d’éléments du quotient Iy, /Gs,. Soit ¢* € Cf,
notons r le nombre de classes de conjugaison par G dans c*. Il est clair que, si on remplace
c* par y(c*) o v € T', ce nombre r ne change pas. Il ne dépend donc que de ¢ = «(c*) et
on pourra le noter r(c). Pour tout ¢ = 1,...,n, soit ¢; € Cs, la classe de conjugaison stable
correspondant a c¢*. Il est connu que ¢; contient ce méme nombre r de classes de conjugaison
par Gg,. Fixons des représentants X; ;, j = 1,..,7 de ces classes. On pose z;; = s;exp(X; ;).
Notons J = {1,...,n} x {1,...,7}. Alors :

(5) tout élément de c est conjugué par un élément de G & x;; pour au moins un couple
(1,7) € J; pour (i,7) € J, 'ensemble des (k,¢) € J tels que x;; est conjugué a i, a %
éléments.

Remarque. Soient (i,j) € J et k € {1,...,n}. Alors {z} ;¢ = 1,...,7} est un ensemble de
représentants des classes de conjugaison par G, dans ’ensemble des éléments de G conjugués
a Yry; 1mi,jyiy,;1 par un élément de Gy, (F'). Cela résulte des définitions. On peut aussi rem-
placer dans cette assertion G, (F) par I, (F) puisque I, agit dans G, par automorphismes
intérieurs.

Prouvons (5). Soit # € c. Par construction, z est stablement conjugué a z1 1. Soit g € G(F')
tel que gz119~" = x. Pour 0 € Gal(F/F), onac(g) 'g € L, ,(F). Onal,, , CL,, cf. preuve
de (4). Posons y = gy1. Des propriétés précédentes résulte que y € Y. Soit k € {1,...,n} tel que
y ait méme image que y; dans Y. Alors il existe g1 € G et ga € I, (F) tels que y = g1g2yx. On
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a gl_lxgl = ggykyl_lelyly,;ng_l. Puisque gl_lxgl est rationnel, le terme de droite ’est aussi.
D’apres la remarque, il est conjugué par un élément de G, a l'un des zj . Cela démontre la
premiere assertion de (5).

Soient (4,7), (k,¢) € J et g € G tels que gx; jg~' =z . D’apres la remarque, il existe u €
G, (F) tel que z;; = uyiyglxk,gykyi_lu_l. Alors guyiygl € Gt (F) = L., (F) C I, (F). En
conjuguant par y, on obtient yk_lguyi € I,(F). Puisqu’aussi yi_luyi € I,(F), on en déduit que y;
et yr ont méme image dans Y;, donc ¢ = k. Reprenant le calcul ci-dessus, on a maintenant gu =
guyiyk_l € I, (F) = I, (F), donc g € I;,(F) et g € I, puisque g est rationnel. Inversement,
soit g € Iy;. Puisque I, agit par automorphismes intérieurs sur Gg,, gX; ; g~ ! est conjugué par
un élément de G, & un élément X; ¢ et alors gz; jg = z; . Le nombre de (k,¢) € J tels que z;
est conjugué a xj est donc égal au nombre de classes de conjugaison par G, dans la classe
de conjugaison par I, de z; ;. Ce nombre est le nombre d’éléments de I'ensemble I, .\, /G,
Puisque I, /Gy, est abélien, c’est aussi |Iy,/Gy,||lz, /G, ,;|7!, d’olt la deuxieme assertion de

(5)-

V.4. Preuve de la proposition V.1

Un argument de partition de l'unité nous ramene a prouver ’assertion suivante. Soient
fe Ccusp(é) et s un élément semi-simple de G. Alors il existe un voisinage U de s, invariant
par conjugaison stable, et il existe ¢ € C'(fftsp(é) tels que, pour tout x € Uﬂéreg, on ait I’égalité
J¥(z,¢) = J(x, f). Fixons f et s, appliquons & s les constructions de V.3. Par V.3(2), on
déduit de f des fonctions f; € C°(gs,) pour tout ¢ = 1,...,n. Evidemment f; € Crysp(gs;)-
Appliquons le lemme V.2 : soit f € C2l,,(g5) dont I'image dans I3, ;,.(g5) soit un transfert
de I'image de f; dans Ieyspioc(8s,). Soit ¢* € CF, appliquons les définitions de V.3(5). Fixons
X* € c¢* et x € ¢ = 1(c*). Quitte a restreindre le voisinage U, on a les égalités suivantes, ou
r=r(c):

- pour tout 7 =1, ..., n,

TUX ) =T (X, i) = > T Xy fi) = Y Ty f);

Jj=1,...r Jj=1,...r

- gré“ce a V3(5)7 ‘]St(x7 f) = a(c) Zi:l,...,n bz_l j=1,...r JG(xi7j7 f)
Posons f*=3%"., b;lfi*. On a f* € C’g}isp(g:) et, d’apres les formules ci-dessus :

Ti,j

JSt(Xa = a(c)il‘]St(‘ra f)-

Remarquons que ce terme ne dépend que de ¢, autrement dit le membre de gauche est invariant
par l’action naturelle de T.

Repartons en sens inverse. Grace au lemme V.2, pour tout ¢ = 1,...,n, on peut fixer ¢p; €
Cslep(8s;) dont le transfert & g} ait méme image que f* dans Iouspioc(g5). Soient ¢; € Cs,, c*
son image dans C} et ¢ = ¢(c*). Fixons X; € ¢;, X* € ¢*, x € c. Quitte a restreindre U, on a
(parce que ; est stable) :

1 1 1
r(c) r(c) r(c)a(c)
Appliquer a X; un élément de G% ne change par c. Les intégrales orbitales de ; sont donc
invariantes par G®. Appliquant V.3(3), on déduit de ¢; une fonction sur G, notons-la ;.
D’apres (1) ci-dessus, cette fonction vérifie, pour x € C?Teg :

JC(x,¢;) = 0, si x n’est pas elliptique ou si z n’est pas conjugué & un élément de s;exp(U;) ;

JC (x, ¢;) = T(c)la(c) J5(z, f), si z est elliptique et conjugué & un élément de s;exp(U;),
ou ¢ € C est la classe de conjugaison stable de z. Pour tout ¢ = 1, ..., n, notons d; le nombre de
k € {1,...,n} tels que s, soit conjugué a s; par un élément de G. Posons ¢' =3,_; d; g

(1) JC (X, ) = T Xy i) = JHXE ) = I (x, f).

Soit x € U N @Teg. Evidemment J%(z,¢') = 0 si 2 n’est pas elliptique ou si z & U. Supposons
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x € U et x elliptique, notons c sa classe de conjugaison stable. On peut fixer ¢ tel que z soit
conjugué a un élément de s;exp(U;). Grace a V.3(1), 'ensemble KC des k € {1,...,n} tels que x
soit conjugué a un élément de spexp(Uy) est égal a celui des k tels que sy soit conjugué a s;.
La fonction k +— dj, est constante sur K, égale a d;, et on a d; = |K|. Alors :

I d) = S I w) = 3 s ) = s ).
kek kek

En particulier, les intégrales orbitales de ¢’ sont constantes sur les classes de conjugaison stable,
ie. ¢ € Cst (G). Soit ¢* € C* tel que (c¢*) = ¢. Appliquons les constructions de V.3(5). Alors,
d’apres cette relation (5) :

T @, ¢) = ale) Y b7 I (@i ¢) =ale) Y

(i,9)eT (i,9)eT

1 St.%'
b))

Posons b = (3_,_; b =1, Alors (ijer b U= b 1r(c) et Dégalité précédente devient
J(z, @) = b LI (z, f). Alors la fonction ¢ = bg' vérifie les propriétés requises. [J

V.5. Un théoréme de stabilité 3
Notons R (@), resp. R#(G), le sous-espace des éléments de Ry (G) qui annulent C225E (G,

cusp

resp. ngsp(é) (ou, plus exactement, dont les images dans D(G) annulent ces espaces). On

définit de fagon similaire les espaces Roy™ (G), Ry mst(@) et, pour € € X(Ag), REy(G) et
Ré”esfl(G) Pour § € &, (Ag), la conjonction des propriétés énoncées en IV.5 et de la proposition
V.1 entraine I’égalité :

Re.en(G) = Rely(G) ® R 5(G).
Par tensorisation par des éléments de X,,.(G), on en déduit 'égalité :
Reu(G) = RZjy(G) @ R (G),

puis I’égalité : ) )
5(G) = Ry™(G) @ R ™(G).

Un élément de D(G) est dit stable s’il annule C27™*!(G). En particulier, soit 7 € R(G). Alors
la distribution tracesm est stable si et seulement si tracesm, considéré cette fois comme une
fonction sur éreg, est constante sur les classes de conjugaison stable contenues dans éreg. De
méme, pour 7 € Ry (G), on a7 € Re”(G) si et seulement si la fonction tracesm est constante
sur les classes de conjugaison stable contenues dans G..

Remarquons que pour M € £(G) et Dy; € D(M), si Dy est stable, alors IndS v (D) Dest
aussi.

Théoréme. Pour tout m € R%(G), la distribution tracesm est stable.

Preuve. Le théoreme est di & Arthur dans le cas connexe ([A3], théoréme 6.1). On reprend
sa démonstration, en la modifiant pour éliminer 1'usage de la formule des traces locales. Pour
simplifier I’écriture, on identifie tout élément d’un espace de représentations a sa distribution
associée (par exemple tout 7 € ROO(G’) a tracezm). On raisonne par récurrence sur la dimension
de G, tenant le théoreme pour acquis pour les groupes de Lévi propres de GT.

Fixons un corps de nombres F, un groupe réductif connexe G défini sur F, muni d'un
automorphisme 6 d’ordre 7, et une place finie u de F vérifiant les conditions ci-dessous. On
utilise les notations standard : pour toute place v de F, F, est le complété de F' en v, A est
I'anneau des adeles de F', A? le sous-anneau des éléments dont la composante en v est 1, etc...
On suppose :

- F, ~ F et on fixe un tel 1somorphlsme

- par extension des scalaires de F' 4 F, G, 0, A deviennent G, 6, Ag;
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- pour toute place archimédienne v de F,F,~C;

- G(F) est dense dans G( w) =G

- si G est de type (B), (G, 0) est 'avatar global évident de (G, ), par exemple si G = GLy
sur F, G =GLy sur F.

Identifions le groupe R~ des réels > 0 au sous-groupe A, des éléments de A* dont toutes
les composantes finies valent 1 et toutes les composantes archimédiennes sont égales a un méme
nombre réel > 0. Identifions A a GL(1)™ pour un certain entier m. Alors A (A) s’identifie
a (A*)™ et on note A le sous-groupe de A (A) qui s’identifie a AZ}. Ce groupe ne dépend pas
de I’dentification choisie. - ~

On définit de fagon évidente les espaces C°(G(A)) et C(G(A%)). On note H* le sous-

espace de C°(G(A")) engendré par les fonctions [, 2y Jo vérifiant :
- il existe deux places finies vy, vy # u telles que f,, € Ccusp(G(Fvi)) pour i =1,2;
(1) il existe une place finie vy # u telle que f,, € C5_ (G(E,,)).

cusp

Pour f* € H' et f € C2(G),ona f'® f € CSO(G(A)). On peut appliquer a cette fonction
la formule des traces simples ([A4], paragraphe 7).

Remarques. (a) On utilise la version de cette formule des traces ou I'espace ”primitif” est
L2(AG(F)\G(A)).

(b) Dans le cas (B) ot GT n’est pas connexe, les résultats de [A4] sont valides sous une
hypothese d’analyse harmonique aux places archimédiennes. Cette hypothese a été vérifiée par
Mezo ([M]) pour les places réelles. Pour la présente démonstration, on pourrait aussi bien
supposer F' totalement réel. Ce sera moins clair pour la démonstration du théoréme VI.3. En
fait, la démonstration de Mezo s’étend sans difficulté au cas complexe (au contraire, en se
simplifiant) et nous considérerons ce point comme acquis.

La formule des traces simple s’écrit :

Igeom(fu 02y f) = Z Ispec,u(fu ® f)v
veN

ou N est un certain ensemble de parameétres archimédiens, cf. [A3] (7.3). On pose I = H* x N.
Pour i = (f*,v) € I, on note D; la distribution f +— Ispec, (f* ® f). Ces distributions vérifient
les propriétés suivantes :

- pour tout i € I, D; € R®(G), cf. [A3] formule suivant (7.3);

- pour tout ¢ € I, D; est stable;

(2) so0it f € Ceusp(G), supposons D;(f) = 0 pour tout i € I; alors f appartient & C’éﬁj},(G)

En effet, les arguments utilisant les multiplicateurs de [A3] paragraphe 8 montrent que,
pour tout f € C°(G), on a 'équivalence :

Vie I,Di(f) =0 & Vf* € H" Lycom(f*® f) = 0.

La stabilisation de la formule des traces géométriques ([KS], [L2]) et ’hypothese (1) entrainent
que, pour tout f* € H", la distribution f +— Igeom(f* ® f) est stable. De ces deux arguments
résulte que D; est stable pour tout i. Pour f € Ceysp(G), f & Chst(@ ), Pargument de [A3], fin
du paragraphe 8 montre qu’il existe f* € H" tel que Igeom (f* @ f) # 0. Alors D;(f) # 0 pour
au moins un 4, d’ou (2).

Pour tout i € I et tout M € £(G)/conj, introduisons I'élément D; py € R (M )N"M”G(M)
tel que : i

Di= Y Ind(Din).

MeL(G)/conj

Montrons que : _ _
(3) pour tout i € I et tout M € L(G)/conj, D;  est stable.

27



On fixe i. Notons £, resp. £ I'ensemble des M € L(G)/conj tels que D; s est stable,
resp. ne l’est pas. Posons :

Di= Y Ind$(Din)=Di— Y Ind$ (D).
Mecinst MEE‘St

Tous les termes du troisieme membre sont stables donc D) P'est. On veut prouver que Limst
est vide. Supposons qu’il ne 'est pas. Il ne peut pas étre réduit a {é} : sinon D) = D; ¢
donc D; ¢ est stable et G ¢ L™t Donc L™t contient un groupe de Lévi propre et on peut
fixer M € £inst M #* G, de dimension maximale. Pour tout § € X(Ay;), fixons une base
B¢ de R&e”(M) vérifiant la propriété suivante. On écrit £ = SUMAM ou & € Xy(Ay) et
ft € Xpr(M). On demande que la famille (¢(b® p1))pe B, soit réunion d’une base orthonormée

de Igj Cusp(M ) et d’une base orthonormée de Ig:fcffusp(]\z ). Remarquons que ces deux espaces

sont orthogonaux. Notre famille est dons une base orthonormée de I¢, cusp(M) et est une bonne
base comme toute base orthonormée. De plus B, se décompose de fagon naturelle en BgtUBé'”St.

Ecrivons formellement :
D= ¥ Y
£€X(A1\;1) beBg

On reprend la preuve du lemme IV.6, en ne considérant que des fonctions f € Ct (M). Pour

’ - cusp
une telle fonction, les fonctions @ f% de IV.2 appartiennent & C2>**(G) et annulent donc D!,
Alors la preuve du lemme IV.6 conduit maintenant & I’égalité x;, = 0 pour tout £ € X(A4,;) et
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tout b € Bémt. Donc D; ps appartient a R_;” (M). En appliquant ’hypothese de récurrence,
on en déduit que D; s est stable, ce qui contredit 'hypothese M € L3t Cela prouve (3).
Soit f € C¥"(@). Introduisons fuyusy € Ceusp(G) vérifiant TV.5(3). Soit i € I. Puisque

D;c € R%(G), on a D; g(feusp) = Dic(f). Puisque D; ¢ est stable d’apres (3), on a D; ¢(f) =

0, donc D; (feusp) = 0. Puisque feusp € Ceusp(G), on a aussi (IndAG:J(D@M))(fcusp) = 0 pour

tout M # G. Alors D;(feusp) = 0. En appliquant (2), on obtient fe,sp € C5¢(G). Pour tout

cusp

D € R*(G), on a donc D(feusp) = 0. Mais D(f) = D(feusp) donc D(f) = 0. Ceci étant vrai

pour tout f € Ccoo’mSt(G), D est stable. O
V1. Transfert de représentations elliptiques

VI.1. Transfert endoscopique

Soit N un entier > 1. On considére le groupe Gt = G]J{[ décrit en 1.2. On considere
I’hypothese :

(Lemme fond)<n Pour tout corps de nombres k, pour tout entier N' € {1..., N} de méme
parité que N et pour presque toute place v de k, Uhypothése (Lemme fond), N est vérifiée.

Pour toute la fin de I'article, on suppose cette hypothese vérifiée.

On pose n = [N/2|, ¢ = 4 si N est pair, €e = — si N est impair, et on considere le groupe
H = H{, du paragraphe II1.2. On a défini dans ce paragraphe une correspondance entre classes
de conjugaison stable semi-simples régulieres dans G et dans H, dont on déduit une notion de

transfert stable (correspondance entre C2°(G) et C°(H)) et une notion duale, & savoir une
correspondance entre éléments stables de D(H) et éléments stables de D(G). En particulier,
soient 711 € R(H) et # € R(G). Supposons trace ! et tracezm stables. Alors 7 est un transfert
de 7 si et seulement si, pour tous g € éreg, h € Hyeq tels que Norme(g) = h, on a I’égalité
tracegm(g) = trace v (h).

Proposition. (i) Pour toute f € C°(G), il existe un transfert f € C(H).

(i) Le transfert induit une isométrie de Ig;isp(é) sur I35, (H).

Preuve. La démonstration est similaire a celle de la proposition V.1, on n’en donnera qu’une

esquisse. Un argument de partition de I'unité permet de fixer un élément semi-simple s de G et
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un élément semi-simple o € H vérifiant la condition suivante : pour tous voisinages stablement
invariants Ug de s dans G et U, de o dans H, il existe des éléments g € U, sﬂéreg et h € UsNHpeqy
tels que Norme(g) = h. On considere ce qui se passe dans des voisinages stablement invariants
de s et 0. Comme en V.3, on introduit des groupes quasi-déployés G et H,, munis de groupes
d’automorphismes, que nous noterons I'y et I';. On a paramétré en 1.3 la classe de conjugaison de
s et décrit le groupe Gg. Une description analogue vaut pour la classe de o et son commutant.
On peut décrire I'application Norme en termes d’algebre linéaire élémentaire et en déduire
que les groupes G% et HY sont tres voisins. Nous laissons cette description au lecteur et en
indiquons simplement le résultat (on donnera plus de détails en XII.1 dans le cas ou N est
pair). Précisément, il existe des groupes U;, pour i = 1,...,m, des groupes S, S’, S¥ tous
quasi-déployés sur F, tels que :

Gi=Sx8x [[ U,

1=1,....m

H; =s"xs'x [] U,
i=1,....m

- pour tout ¢ = 1,...,m, il existe une extension finie F de F' tel que U; soit 'image par le
foncteur Res FlJF d’un groupe unitaire ou linéaire général ;

- si IV est pair, il existe £ € N tel que S = H, et St = H;, tandis que S’ est un groupe
spécial orthogonal pair ;

- si N est impair, il existe £ € N tel que S = HZ et SH = H, , tandis que S’ est un groupe
symplectique ;

- les groupes [ et T, sont triviaux si NV est impair ou si S’ = {1} ; sinon, le groupe spécial
orthogonal pair S’ se plonge dans le groupe orthogonal correspondant O’ et les deux groupes
['s et T, s’identifient & O’/S’ qui agit par automorphismes extérieurs sur G¥ comme sur HY.

De la correspondance entre classes de conjugaison stables dans G et dans H se déduit une

correspondance analogue entre g3 et h,. Précisément, pour X € gg,., et Y € b disons

"
o,reg’
que les classes de conjugaison stable de X et Y se correspondent si et seulementgsi, pour
tout A € F de valuation assez grande, Norme(sexp(AX)) = oexp(2)\Y’). Décomposons X
en X = Xg+ Xg + >y, Xi ot Xg €5, Xoo €5, X; €w; pour tout i = 1,....,m et
décomposons de méme Y en Y = Ygr + Yo + Zz‘:l,_,.,in- Alors les classes de conjugaison
stable de X et Y se correspondent si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :
pour tout i = 1,...,m, X; et Y; sont stablement conjugués;

si N est impair ousi 8’ = {1}, Xg et Yy sont stablement conjugués ; sinon, il existe y € O’
(cf. ci-dessus) tel que v(Xg/)y~! soit stablement conjugué a Yg ;

les classes de conjugaison stable de Xg et Yqu se correspondent par la correspondance
décrite en II1.3.

La preuve de V.4 montre que 'on peut transférer toute fonction f € Cé’o(@) en une fonc-
tion f& € Ip.(gZ)'*. De méme, on peut transférer toute fonction f € C2°(H) en une fonction
fHe € Le(h%)Fo. Cette derniere application est surjective car on peut choisir o tel que H,
soit quasi-déployé, auquel cas H, = HJ,. On peut aussi transférer tout élément f & Toe(gt)ts
en une fonction f’ € I,.(h%)'o. En effet, cette assertion se décompose en des assertions ana-
logues pour chaque composante des groupes G et HY. Pour les composantes U; ou S, Ias-
sertion est triviale, le transfert étant I’identité. Pour les composantes S et S, Passertion se
prouve comme en [W1], cf. preuve ci-dessus de la proposition IIL.5. Il faut pour cela disposer
de T'assertion (Lemme fond),. Mais, grace au lemme III.3, celle-ci résulte de notre hypothese
(Lemme fond)<y. Pour f € C’é’o(é), on transfere f en fO € I,.(g%)'s, puis cette fonction en
f' € Lbe(h%)Te. On choisit fo € C°(H) qui se transfere en féq; = f'. Alors fo est un transfert
local de f au voisinage de o. Cela prouve le (i) de I’énoncé.
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De la méme facon, que le transfert induise un isomorphisme de I5¢_ (G) sur ISt (H) se

cusp cusp

ramene a l'assertion suivante : le transfert local induit un isomorphisme de I ;isp loc(8) sur
st H . o1 o .

Lspu oe(8). Cette assertion se prouve comme le lemme V.2, en utilisant la proposition III.3.

Que Iisomorphisme obtenu de I3}, (G) sur I3, ,(H) soit une isométrie résulte immédiatement
des définitions. [J

Remarquons qu’il y a une bijection évidente entre les ensembles £(G)/conj et £L(H)/conj.
Soient M € L(G)/conj et L € L(H)/conj deux éléments qui se correspondent par cette
bijection. Modifions les notations en notant maintenant (G, H) le couple (M, L). Les définitions
ci-dessus s’étendent a ce couple et les résultats restent valables. On vérifie qu’il existe un
isomorphisme naturel de Ag sur Ay, grace auquel nous identifierons ces deux groupes, de
sorte que, pour g € C;’Teg, h € Hyey et a € Ag, on ait Norme(g) = h si et seulement si
Norme(ag) = a?h. Les groupes de caracteres X(Ag) et X(Ap) s'identifient. Pour £ € X (A45),
I’isomorphisme du (ii) de la proposition induit une isométrie :

I usp(G) = Dy —elycup(H)-

VI1.2. Transfert archimédien

Considérons les groupes G et H du début du paragraphe précédent mais, pour ce pa-
ragraphe, supposons que le corps de base soit C au lieu de F. Introduisons les sous-groupes
de Borel triangulaires supérieurs B¢ de G et BH de H et leurs sous-tores diagonaux TC et
TH (le groupe H étant réalisé de facon matricielle de la facon habituelle). Introduisons des
sous-groupes compacts maximaux K¢ de G et K de H en bonne position relativement & TG
et TH. On suppose de plus K¢ invariant par 8. On note W le groupe de Weyl du groupe H
relativement & TH. C’est le groupe de Weyl d’un systeme de racines de type C,,. On note ’H(G’),
resp. H(H), le sous-espace des éléments de C°(G), resp. CS°(H), qui sont biinvariants par K¢,
resp. KH. Décomposons 1’algebre de Lie t¥ en somme de lalgeébre de Lie téf du plus grand
sous-tore réel déployé de TH et de I’algebre de Lie tﬁ de THNKH . Posons [ = itg @t notons
[c T'algebre complexifiée de [ et [, son dual. Notons enfin W¢ le groupe de Weyl complexe de
H. Dans la preuve du théoréme V.5 intervient un ensemble N de parametres archimédiens.
Cet ensemble est le méme pour G* et H : c’est le sous-ensemble des invariants (I5%)"¢. Les
multiplicateurs d’Arthur sont des éléments de C°(I)"V¢. Un tel élément o a une transformée
de Fourier &, qui est une fonction de Paley-Wiener sur [r. L’action d’un multiplicateur o sur
C>®(G) ou C°(H) est notée f — f,. Cette action conserve les espaces H(G), resp. H(H).

Lemme. (i) Soit f € H(G). Alors il existe un transfert f de f qui appartient ¢ H(H).

(ii) Soient f € H(G), f7 € H(H) et a un multiplicateur. Si fH est un transfert de f, alors
(fH), est un transfert de f,.

Preuve. Notons U, resp. UH| les radicaux unipotents de B, resp. BH. On définit des

applications : }
be: H(G) — COO(TGQ)a by - H(H) — CEO(TH)

par :
b (F)(t0) = 0pc (t0)'/* | f(tub)du,
UG

bir(f)(t) = o (0)'? [ f(tu)du.

L’application by a pour image le sous-espace des invariants C2°(TH /(TH n KH))W | cf. [CD],
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proposition 1. Définissons une application que 1’on note encore Norme : T — T par :

tity'
1
. o : tot
si N est impair, 0 — nnt2 1
. tnyots
tn
tyty !
—tityt
t
' ~tntniy
st N est pair, ' 0 — 1
N
—tnt]?

Pour f € H(G), la fonction b (f) se factorise par cette application. On note b/@( f) la
fonction sur T telle que b= (f) o Norme = bg(f). Cela définit une application b, de H(G)
dans C>(T!). Son image est évidemment contenue dans C°(TH /(TH N KH))W | en fait égale,
mais peu importe.

Soit t € TC tel que th appartienne & éreg et soit f € H(G). Par descente de Harish-Chandra
et pourvu que les mesures soient convenablement normalisées, on a 1’égalité JC (0, f) =
ba(f)(t0). De méme, pour t € TH N Hyeg et f € NH(H), on a l'égalité JH(t, f) = bu(f)(t).
Parce que le corps de base est C, tout élément de Gey, resp. Hy ey, est conjugué a un élément
de TS0, resp. TH . Alors, pour f € 'H(G’) et f € H(H), f! est un transfert de f si et seulement
si by (fH7) = b’é( f). Puisque I'image de b’é est incluse dans celle de by, on obtient la premiere
assertion.

Notons tgg le dual de l'algebre complexifiée de téf . La transformation de Mellin définit un

isomorphisme ¢ de C°(TH /(TH N KH))" sur I’espace des fonctions de Paley-Wiener sur tg by
invariantes par W. Remarquons que toute fonction & sur [, définit par restriction une fonction
Gg sur tgg. Pour un multiplicateur o et pour f € H(Q), resp. f¥ € H(H), on a les égalités
Lo bs(fa) = dotobi(f), resp. o b ((f)a) = @oeoby(f7). De la description ci-dessus du
transfert résulte alors la deuxiéme assertion de I’énoncé. [

Ici encore, les résultats se généralisent au cas ol on remplace (é, H) par (1\7[, L), ou M e
L(G)/conj et L € L(H)/conj sont des Lévi qui se correspondent.

VI.3. Le théoreme

Le corps de base est de nouveau F. Maintenant le couple (G*, H) est celui décrit en VI.1
ou, plus généralement, le couple formé par deux Lévi de ces groupes qui se correspondent.

Soient D € D(H) et D € D(G) deux éléments stables. On a défini la propriété "D est
un transfert de D”. On dit que D est un transfert de D sur les elliptiques si et seulement
si, pour tous f € Coysp(G), 1 € Consp(H) tels que fH soit un transfert de f, on a I’égalité
DH(fH) = D(f). En particulier, si D est 'image de m € R(G) et D celle de 71 € R(H), il
revient au méme de demander que, pour tous g € Gy, b € Hyy tels que N orme(g) = h, on ait
égalité tracesm(g) = trace 7 (h). Grace au théoreme V.5, la proposition VI.1(ii) se dualise
en Dassertion suivante. Il existe un unique isomorphisme trans : R4 (H) — R%(G) de sorte
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H gur les elliptiques

que, pour 71 € R (H) et m € R%,(G), tracesm soit un transfert de trace w
si et seulement si m = trans(r').
Pour tout 7 € X(Apg), fixons une base Bj" e Rt

V.5. Pour tout £ € X'(Agz) = X(An), posons :

n.eu(H1) comme dans la preuve du théoréme

Bgt’G = I_Inmzzgtrans(Bf]t’H).

st,H
B77

C’est une base de Rgte”(é) qui vérifie les mémes propriétés que la base . Soient 7 €

R (H) et m € R%5*(G). Ecrivons formellement :

ell
Z Z xpb,

neX(An) peBihH

= Z Z yptrans(b)

neX(Am) pe BgHH
On a: -
(1) pour tous n € X(Ap) et tout b € By, il existe f € Cit(G) et f7 € Csi, (H) tels
que f H ¢oit, un transfert de f et, pour tout a € AG~, on ait les égalités :

st,H

tracegm(*f) = n2(a)yy, trace ! (F1) = n(a)as.

C’est une variante de IV.5(2) qui se démontre de la méme fagon.

Théoreme. Soient ™ € R:fl(é) et ™ € RSL(H). Supposons que tracesm soit un transfert
de trace ™ sur les elliptiques. Alors traceam est un transfert de trace o,

Preuve. On adopte les mémes simplifications d’écriture que dans la preuve du théoreme
V.5. De nouveau, on raisonne sur la dimension de G.

On fixe un corps de nombres F, deux groupes G et H définis sur F et une place u de
F de sorte que (F,u,G) et (F,u,H) vérifient tous deux les conditions de la preuve de V.5.

On modifie les définitions de ce paragraphe en notant H“(G) le sous-espace de CZ° (G(A“))
engendré par les fonctions [], L fv qui vérifient les mémes conditions qu’en V.5 et de plus :

- pour toute place v archimédienne, f, € ’H(G(FV))7 cf. VIL.2.
On définit de fagon similaire ’espace H"(H). Grace aux résultats de VI.1 et VI.2 et surtout

grace au lemme fondamental que I'on suppose vérifié, pour tout f* € H“(G), il existe f“H ¢
H"(H) qui soit un transfert de f.
Pour f € C2(G) et f* € 'H“(G) on écrit la formule des traces simples :

geomfu®f Z specz/fu®f)'
veN

De méme, pour f7 € C®(H) et f" e H*(H), on a la formule :

geom(qu®fH Z spect/ fu’H®fH)'

veN

L’ensemble de paramétres archimédiens est le méme. On note I I’ensemble des triplets (f*, f“ v)

ouveN, fre 'H”( ), o8 € HY(H) et @ est un transfert de f*. Pour un tel triplet , on
note DY, resp. D, la distribution f ~ I Spec L(fU@f) sur C°(G), resp. fH — Igec L(fetle i
sur C°(H). Gréce a la stabilisation de la formule des traces tordue ([KS], [L2]), et en suivant
Arthur [A3] paragraphe 9, on montre les propriétés suivantes :

- pour tout i € I, D& € R®(G) et D¥ € R®(H);

- pour tout i € I, DZ-G et DZH sont stables et DZ-G est un transfert de DZH ;
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(2) soient f € Cuyusp(G) et f1 € Coysp(H), supposons DF(f) = DI (f) pour tout i € T;
alors fH est un transfert de f.
Pour tout M € E( )/conj, notons M* 1’élément corespondant de £(H)/ conj. Pour tout

i €I et tout M € L(G)/conj, introduisons les éléments D; 5 € RS (M)Normea(M) et D, MH €
Sfl(MH)NOTmH(M ) tels que :

D¢ = Z Ind$,(Ds ),
MeL(G)/conj

Df = > Indfu(D;ym).
MeL(G)/conj

D’apres V.5(3), D et D; pym sont stables Montrons que :

(3) pour tout i € I et tout M € L(G)/conj, D; s est un transfert de D; ppn

Fixons ¢ € I. On reprend la preuve de V. 5(3). Si I'assertion ci-dessus n’est pas vérifiée, on
peut fixer M e E(G) M # G, tel que D; ar ne soit pas un transfert de D, p/n et M soit de
dimension maximale. Selon les constructions précédant (1) ci-dessus, écrivons :

D= D> ),

neX (A ) ber,t’MH

Dy = Z Z yptrans(b

UEX( MH)beBst MH

On fixen € X(Ayw) et b € BStM et on choisit f € Cuusp(M) et fH € € Csl ., (M) tels que
fH soit un transfert de f et, pour tout a € A 570 on ait les égalités :

Di v (“f) = n*(a)yp, Dyppu(“f7) =n(a)zs

On introduit des fonctions @ f% et @ fH:K " comme en IV.2. Parce qu’on controle leurs intégrales
orbitales en fonction de celles de f et fH, on vérifie que @ fHK " est un transfert de ¢ K. On
a donc I’égalité :
DE(fX) - DE (e fE") = 0.

On reprend alors la preuve du lemme IV.6 qui conduit maintenant a 1’égalité x, = . Grace
a 'hypothese de récurrence, trans(b) est un transfert de b pour tout n € X (Aymu) et tout
be Bf}t’MH. L’égalité des coefficients que I’on vient d’obtenir entraine que D; js est un transfert
de D; pu. Cela contredit I'hypothese sur M. Cette contradiction démontre (3).

Soient f € C®(G) et fH ¢ Ce°(H), supposons que fH soit un transfert de f. Suivant
IV.5(3), introduisons feysp € Ceusp(G) et fcusp Ceusp(H). Comme dans la preuve du théoreme
V.5, pour tout ¢ € I, on a les égalités :

DiG(fcuSp) = Di,G(fcusp) = DZ,G(f) = DZ,H(fH) = Di,H(chusp) = DlH(f(gsp)

Alors, d’apres (2), f2

usp €st un transfert de feysp. Autrement dit, les images naturelles de

Jeusp dans I%! (G) et de fH_dans It (H) se correspondent par I'isomorphisme de la pro-

cusp cusp cusp

position VI.1(ii). Soit D ¢ R‘; (H). Alors, par définition de 'application trans, on a I’égalité

T (fhisp) = trans(D™)(feusp). Puisque D (fLi ) = D (f7) et trans(D™)(feusp) = trans(D™)(f),
on obtient D (fH) = trans(DH)(f). Cela étant vrai pour tout couple (f, 1), trans(D) est
un transfert de DH. O
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