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Introduction
Soit Fy un corps fini a ¢ éléments et n un entier > 1. On suppose que la caractéristique p
de [F, est # 2 et que ¢ > n. On note G = GL,(F,). Introduisons ’élément de G :

1

1

et le groupe Gt = G x {1,0}, o1 62 = 1 et 0gf~' = J~'tg~1J pour tout g € G. On pose
G=G"\G.

Considérons ’ensemble des représentations irréductibles de G qui sont quadratiques-unipotentes,
c’est-a-dire qui sont sous-représentations d’une représentation induite (a4 la Harish-Chandra)
d’un caractere d’ordre au plus 2 du tore déployé maximal de G. Ces représentations sont pa-
ramétrées par I’ensemble Pz(n) des couples de partitions (pq, po) tels que S(pq) + S(py) = n,
ot on note S(p) la somme des termes d’une partition p. Chacune de ces représentations se
prolonge en une représentation de GT. Il y a bien siir deux prolongements possibles. On don-
nera un moyen de les distinguer et de choisir précisément I'un d’eux. A (pq, py) € Pa2(n), on
associe donc une représentation 77 (g, py) de GT. Notons tracesm™ (py, po) la restriction a G
du caractere de cette représentation. On voudrait calculer cette fonction. Grace a Lusztig, on
connait la méthode : on doit exprimer cette fonction comme combinaison linéaire de fonctions
caractéristiques de faisceaux-caractéres sur G.

La théorie des faisceaux-caracteres pour les groupes non connexes a été développée récemment
par Lusztig dans une série d’articles. On en extrait la construction suivante. Notons F s, 1’en-
semble des couples (h1,ha) ot hy € N, hy € Z, hy(h1 + 1) + h% = n. A chacun de ces couples,
on peut associer une fonction caractéristique ¢(h1, he) d'un faisceau-caractére cuspidal. Son
support est la classe de conjugaison géométrique d’un élément de G dont la partie semi-simple
s vérifie la condition suivante : le centralisateur connexe Zg(s)? est produit du groupe spécial
orthogonal d’une forme quadratique de dimension 1+ 3 + ... + (2|hg| — 1) et d’un groupe sym-
plectique d’une forme symplectique de dimension 2 + 4 + ... + 2h;. Pour tout entier m € N,
notons W, le groupe de Weyl du systéme de racines de type C,, et Wy, ensemble de ses
représentations irréductibles. Notons F Densemble des sextuplets p= (h1, ha, N1, Na, p1, p2) ol
hi,N1,No €N, hy € Z, hi(h1 +1)+h3+2N; + 2Ny = n et pj € WN pour j = 1,2. A un tel p,
on peut associer une fonction caractéristique ¢(p) d’un faisceau-caractere. On la construit par
induction de Deligne-Lusztig & partir de la fonction ¢(h, hg) sur Gy, ot n/ = hy(hy+1)+h3 et
G,y est I'ensemble analogue 4 G quand on remplace n par n/. Remarquons que Feusp s'identifie
A un sous-ensemble de F par (h1,h2) — (h1,h2,0,0,—, —).

On définira une bijection f : Po(n) — F et une application « : Py(n) — {£1}. Signalons
que les couples (pq, po) tels que f(peq, o) € Feusp sont exactement ceux de la forme py =
(a,a—1,..,1), oy =(b,b—1,...,1) ou % + b(bTH) = n. Le résultat est alors tres simple :

Théoréme. Pour tout (1, pby) € P2(n), on a l’égalité :

tracesmt (py, o) = (e, po) @ 0 F(pey, po).-

Certains cas de cette égalité sont dus & Digne et Michel, cf. [DM] théoréme 5.2.

Notre méthode de démonstration reprend celle de [W1] qui elle-méme reprenait les idées de
Asai et Shoji, en utilisant bien sir constamment les résultats de Lusztig. Une étape essentielle
est de calculer 'image d’une fonction tracesm™ (g, o) par un foncteur d’induction de Deligne-
Lusztig. Les deux ingrédients pour ce calcul sont d’une part que ’on peut calculer le produit



scalaire de deux telles images, d’autre part que I'image d’une représentation virtuelle (c’est-
a~dire combinaison linéaire & coefficients dans Z de représentations irréductibles) par un tel
foncteur d’induction est encore une représentation virtuelle.

Notons Pg cusp(n) ensemble des (pq, po) € Pa(n) tels que f(pq, o) € Feusp- La premiere
étape de la preuve et un raisonnement par récurrence permettent de montrer que les familles
de fonctions (tracesm™ (11, 19)) (1) 10)€Po.cusp(n) €6 (B(R1512)) (hy hy)eFuns, SONE des bases d'un
méme espace, notons-le Ceygp. I reste a calculer la matrice de changement de bases. Dans
[W1], on avait résolu un probleme analogue en calculant les valeurs en des points particuliers
de chacune des fonctions qui interviennent. Ici, le calcul direct de la valeur en un point d’une
fonction traceG~7T+(u1, W) parait difficile. Considérons une fonction ¢ sur G, A support dans un
ensemble sU, ot s est un élément semi-simple de G et U est un sous-groupe unipotent de G, telle
que la fonction sur U : u +— ¢(su) soit un caractére de ce groupe. Appelons une telle fonction
”fonction de Whittaker”. Pour des fonctions de Whittaker ¢ bien choisies, la théorie des modeles
de Whittaker dégénérés permet de calculer le produit scalaire < tracesm™ (g, pg), >. On
peut ainsi construire suffisamment de formes linéaires sur I'espace Ceysp telles que I'on puisse
calculer leurs valeurs sur chacun des éléments des bases ci-dessus. On en déduit la forme de la
matrice de passage puis le théoréme.

Les paragraphes 1 & 4 contiennent des généralités sur le groupe G7, la classification des
éléments semi-simples et unipotents, I'induction de Deligne-Lusztig et les caracteres d’ordre 2 de
GT. La construction des fonctions caractéristiques des faisceaux-caracteres et leurs propriétés
occupent les paragraphes 5 a 8. Le calcul du produit scalaire d’une telle fonction contre une
fonction de Whittaker est effectué au paragraphe 9. Au paragraphe 10, on définit précisément
les représentations 7 (py, po). Le calcul du produit scalaire d'une fonction tracesm™ (py, po)
contre une fonction de Whittaker est effectué aux paragraphes 11 et 12. Au paragraphe 13,
on prouve que, pour (hi,h) € Feysp, la fonction ¢(hy,he) appartient a l'espace engendré
par nos fonctions tmce@ﬂJr (1, o). De premieres propriétés concernant le comportement des
fonctions traceéer(ul, po) par induction de Deligne-Lusztig sont présentées au paragraphe
14. Les définitions des applications f et v sont données au paragraphe 15. Au paragraphe 16,
on prouve une propriété technique qui servira a la fin de la démonstration. Le théoreme est
énoncé au paragraphe 17. Aux paragraphes 18, 19 et 20, on traduit en termes combinatoires
I'induction de Deligne-Lusztig et, en reprenant la méthode d’Asai, on détermine completement
le comportement des fonctions tracesm" (py, pto) par une telle induction. La preuve du théoreme
est achevée au paragraphe 21

1. Définitions et notations

Soit F, un corps fini a ¢ éléments. On note p sa caractéristique. On note les variétés
algébriques définies sur [F, par des lettres grasses et leurs ensembles de points sur F, par
la méme lettre fine : X = X(F,).

Soit n un entier > 1. On note G le groupe algébrique GL,, sur F,. Introduisons 1'élément

de G :
1

1

et Pautomorphisme 6 de G : 8(g) = J *g~1J. On note 1,0 le groupe & deux éléments, que I’on
considére comme un groupe algébrique sur F,. On note G* le produit semi-direct G x {1, 6},
ott § agit sur G par 6g0~! = 6(g). On note G l'unique composante connexe de G+ distincte
de G.

Soit V' un espace vectoriel de dimension n sur F; muni d'une base ey, ...,e,. On note V*
son dual et e, ..., e la base duale. On note Isom(V,V*) 'ensemble des isomorphismes de V'
sur V*. On peut identifier G & GL(V') puis au sous-groupe des éléments de GL(V @ V*) de la



forme :

En identifiant 0 a 'élément :

(77)

de GL(V @ V*), on identifie Gt au sous-groupe de GL(V & V*) réunion de I’ensemble des
éléments de la forme (1) et de celui des éléments de la forme :

0 to!
(%)

pour o € Isom(V, V*). Finalement, on peut identifier G & Isom(V, V*) et G* & GUIsom(V, V™).
Pour o € Isom(V,V*), on note pour éviter les confusions & 1’élément correspondant de G. Il

= T
y a alors des relations telles que 6g = 0g, g6 = tg~1o, 6109 = lo| 09.
Le cas échéant, on affectera d’un indice n les objets ci-dessus : G, 0, etc...

2. Classification des éléments semi-simples et unipotents

On suppose p # 2. Un élément g € G est dit semi—simple s’il est semi-simple en tant
qu’élément de G ou, ce qui revient au méme, si g2 est semi-simple dans G. Tout élément

g € G se décompose uniquement en produit g = su de deux éléments qui commutent, ol s € G
est semi-simple et u € G est unipotent.

Considérons les données suivantes :

- I est un ensemble fini, I* C I un sous-ensemble ;

- pour i € I, d; est un entier > 1 et a; un élément de F?, ol ]Fq est une cloture algébrique
de F

- V4 est un espace vectoriel sur F; de dimension d, muni d'une forme quadratique non
dégénérée q ;

- V_ est un espace vectoriel sur F, de dimension d_, muni d’une forme symplectique non
dégénérée q_.

Eventuellement V; ou V_ peuvent étre nuls. Pour ¢ € I\ I*, on pose k} = F,la;], on
suppose que a;l n’est pas conjugué a a; par le groupe de Galois Gal(k]/F,). Sii € I'*, on pose
k; = F4la;], on suppose que k; est extension quadratique d’une sous-extension k, de F, et que
a;7i(a;) = 1, ou 7; est 'unique élément non trivial de Gal(k;/k;). Dans les deux cas, on pose
fi = [k} : Fg4]. On suppose de plus :

n=dy+d +2> difi
il

et, pour 4,5 € I, i # j, il n’y a pas d’isomorphisme de Fy[a;] sur Fy[a;] envoyant a; sur a; ou
4

Nous allons associer & ces données une classe de conjugaison dans G. Pour i € I'\ I*, posons
Vi = k;zdi. On écrit © = (x5);=1,. 24, tout élément de V;. On définit o; € Isom(V;, V;*) par
I’égalité :

<z,0i(y) >= tr@cekg/F Z ﬂijd +j T a Z Td;+5Yj)-
j=1,...d j=1,....d;

Pour i € I*, on pose V; = kf, on fixe \; € k; tel que 7;(\)A\; 1 = a; et on définit o; €
Isom(V;, V.*) par I'égalité :
< x,0i(y) >= tracey, v, (\i Z z7i(y5))-
pE—



On définit oy € Isom(V,, V) par I'égalité :

<z,04(y) >= qi(2,y)

et o_ € Isom(V_,V*) de fagon similaire. En identifiant V & Vi & V_ @ (®;c1V;), la collection
(04,0_,(0:)ics) définit o € Isom(V,V*), dott ¢ € G. Cest un élément semi-simple dont la
classe de conjugaison est bien déterminée.

Aux isomorphismes évidents pres, on obtient ainsi une classification des classes de conju-
gaison d’éléments semi-simples de G.

Avec des notations évidentes, le commutant dans G de I’élément & ci-dessus est isomorphe
a O(q+) x Sp(q-) X (I Liep s+ GLg,(K})) % (I1;cr+ Ua, (K})). Rappelons comment on parametre les
classes de conjugaison unipotentes dans un tel groupe.

On appelle partition une suite décroissante A = (A\; > Ao > ...) d’entiers > 0 et presque
tous nuls. On pose S(A) = A1 + A2 + ..., on dit plus précisément que A est une partition de
S(A). On note multy la fonction "multiplicité dans A”. Elle est définie dans N\ {0}; pour
i € N\ {0}, ¢ intervient dans A avec la multiplicité mult (7). Pour un tel i, on pose aussi :

multy(> i) = Zmult)\(j).

J2i

Pour tout entier d € N, on note P(d) I’ensemble des partitions de d.

Dans un groupe GLg(k) ou Uy(k), k étant une extension finie de Fy, les classes de conju-
gaison unipotentes sont classifiées par les partitions de d : & un élément unipotent, on associe
la partition formée des tailles de ses blocs de Jordan. Considérons le cas d’un groupe sym-
plectique Sp(g—). A un élément unipotent u on associe comme ci-dessus une partition A de
d_. Elle est symplectique, i.e. multx(i) est pair si i est impair. On note Jord®?(A) = {i €
N\ {0};i est pair, multy(i) > 0}. On associe & u une fonction 1, : Jord”(\) — {41}. Posons
X = —2};—3. C’est un élément nilpotent de I’algebre de Lie sp(q_). Pour tout i € Jord®(\),
posons :

V_[i] = Ker(XY)/(Ker(X™1) + X (Ker(X™1))).

On définit une forme quadratique non dégénérée q,[i] sur V_[i| par la formule :
guli)(v,v") = (=D g (X (v),0").

Enfin, pour toute forme quadratique non dégénérée ¢ sur un espace W sur F, de dimension d, on
définit son discriminant (—1)1%2det(q) qui est un élément de Fy /2, puis n(q) € {£1} image
de ce discriminant par I'unique caractére non trivial 1 de F)/FX?. On pose 1, (i) = 1(quli]).
Les données (A, n,) classifient les classes unipotentes dans Sp(¢—). Dans un groupe O(q4), la
classification est similaire. Les partitions A sont cette fois orthogonales : multy (i) est pair si i
est pair. On pose alors Jord”(X\) = {i € N\ {0}; i est impair, multx(i) > 0} et on poursuit la
construction comme ci-dessus. Dans ce cas orthogonal, les fonctions 7, vérifient la condition :

. Jord?® (N)|/2
[T ) = n(=nertm® (),
i€JordbP (X)

ol Jordi-’gw(/\) = {i € Jord®(\);multx(i) impair}.

3. Induction de Deligne-Lusztig

Soient P un sous-groupe parabolique de G et L un sous-groupe de Lévi de P (on appelera
un tel groupe L un ”groupe de Lévi”). Notons Ng+(P), resp. Ng+ (L), le normalisateur de P,
resp. L, dans G*. On pose L™ = Ng+(P) N Ng+(L). On suppose que LT est défini sur Fy et
que LT NG # (. Remarquons que la premiere condition entraine que L est défini sur F, mais
pas forcément P. On pose L = LT N G.



Une représentation d’un groupe fini H est un couple (7, E) ou E est un espace vectoriel
complexe (que I'on supposera de dimension finie) et 7 : H — GL(E) un homomorphisme. On
parlera selon la situation de ”la représentation 7” ou du ” H-module E”. On note H Tensemble
des classes d’isomorphie de représentations irréductibles de H.

Soit F un L*-module. On définit de fagon usuelle le G*-module virtuel jo: (E). Rappelons
sa définition. On note F' I'action du Frobenius sur toute variété algébrique définie sur F,. Notons
U le radical unipotent de P, introduisons la variété :

Xt ={z(UNF(U)) € G"/(UNF(U)); 2 'F(x) € F(U)}.

Le groupe G x LT agit sur X* par (g,£)x(UN F(U)) = gz~ (UN F(U)). Fixons un nombre
premier £ # p et un isomorphisme Q, ~ C. On définit les espaces de cohomologie H!(X™)
qui sont a priori des espaces sur Q; mais que l'on identifie & des espaces complexes grace a
I’isomorphisme choisi. Le groupe G x Lt agit sur ces espaces via son action sur X*. Pour

tout i, Gt continue & agir sur 'espace d’invariants (H:(X*") ®c E)L+. On pose :

RYL(B) =Y (—1){(HI(X") &c B)F.
ieN

Notons C(G1), resp. C(G), C(G), Pespace des fonctions sur G, resp. G, G, & valeurs complexes,
invariantes par conjugaison par G, et C(GT)E" le sous-espace des éléments de C(G) invariants
par conjugaison par GT. On définit de méme C(L™) etc... En identifiant toute représentation
a son caractere puis en prolongeant par linéarité, on obtient un homomorphisme :

RG! et —cahH)e”

qui envoie C(L) dans C(G). Si ¢ est assez grand, par exemple ¢ > n, on montre qu’il ne dépend
que de L™ et pas de P.

Hypotheése : on suppose désormais q > n.

Pour tout entier d € N, on note Pz2(d) 'ensemble des couples (A, p) de partitions tels que
S(A) + S(p) = d. Soient n/, d € N tels que n' + 2d = n et soit (A, u) € Pa(d). Ces données
parametrent un groupe de Lévi L tel que :

L | TIES xES) | > [ []F | % Gu.
i>1 i>1

Conformément & cette décomposition, on écrit tout élément | € L sous la forme | = ((x;, 2})i>1, (¥i)i>1,9)-
On note 7; I'élément non trivial du groupe de Galois de I'extension F 2, /Fqui. On va construire

P vérifiant les conditions précédentes et 67, € L tel que 9% =1 et, pour [ comme ci-dessus, on
ait 1’égalité :
Orio;" = ((z; a7 iz, (ri(yi) izt 0w (9)).

Pour voir cela, introduisons la IF,-algebre :
A= T xFp) | x | T F 2
i>1 i>1

Elle est munie d’une involution 7 définie par 7((z;, z})i>1, (¥i)i>1) = (@], z3)i>1, (1i(yi))i>1)-
Notons ¥ ’ensemble des homomorphismes de F,-algebre de A dans IF,. Fixons une bijection :

{1,..,2d} — %

J = 0y



telle que o9441—; = 0;7 pour tout j. Identifions A ® Fq a I_FqE par :

a®z— Z zo(a)ey

oceEY

pour a € Aet z € IE_?q, ou (ey)sex est la base canonique de F?. Introduisons les espaces V,
et Vi, identifions V,, & A & V,y, d'ou V, ®p, F, & I_qu ® (Vi ®r, F,). Le groupe L(F,) agit
naturellement dans (A & V) ®r, Fy. Des identifications précédentes résulte un plongement de
L dans G. Pour j € {1, ...,2d}, notons W; le sous-espace de F’ & (V, ®r, F,) engendré par :

- €opynCoyy 8L j S dy

- €5y ey €gy €L Vi ®F, Fysij>d.

Le groupe P qui stabilise tous ces sous-espaces W; répond a la question. Notons j,/ I’élément
de Isom(V,y, V) tel que Jnt = B,. Définissons j1, € Isom(V}, ®F, Fg, Vi ®F, F,) par :

jrles;) = €na41_,0 POUT J € {1,...,2d},

jL|Vn,®Fq1Fq = Jn’s
olt (€%),ex est la base duale de (e,)pex. Posons 0 = jr € G(F,). 1l vérifie les conditions
requises, en particulier il appartient & G. Le couple (L, 01) que 'on vient de construire est bien
défini a conjugaison pres.

Soit y un caractere de A* tel que x o 7 = x~!. Soit (p/, E') une représentation de G/,. On
construit une représentation (p;(, E;() de L™ par les formules :

- B, =F;

-pour | = (a,g") € L~ A* x Gy, p\ (1) = x(a)p'(9') ;

- P (0L) = o' (O).
On en déduit un GT-module R%'I (E},). Considérons x comme fixé. On obtient un foncteur qui

N . + ’ . . p
a E' associe R€+ (E3), dont on déduit encore un homomorphisme noté :

Ry : C(Gpr) — C(G).

On utilisera des cas particuliers de cet homomorphisme, que I'on notera R ;, ou j € {1,2} et €
est un signe £, que l'on identifiera si besoin est & un élément de {+1}. C’est 'homomorphisme

Ry 4 pour :
-sie=+, A= (d), p=10;
-sie=— A=0, u=(d);
sij=1, x =1
- si j =2, x est 'unique caractere d’ordre 2 de A* tel que y o1 = x 1.

4. Le caractéere déterminant

On définit une application det : GT — Fy /IFqX2. Sur G, c’est le déterminant composé avec
I’homomorphisme Fy — F /IFqXQ. Pour o € I'som(V,V™), det(d) est 'image dans Fy /F;Q du
déterminant de la matrice exprimant o dans deux bases de V et V* sur F,, duales I'une de
l’autre. On vérifie que det est un homomorphisme. En particulier, on peut multiplier toute
fonction de C(G) par 7 o det.

Lemme. Pour tous d,n’ € N tels que 2d +n' = n, pour tous e = £+ et j € {1,2} et pour

toute f' € C(Gy), on a ’égalité :
(nodet) Ry ;(f') = en(—1)'Rg5_;((n o det,) f).
Preuve. Utilisons les notations du paragraphe 3. Gréace a la proposition 2.6 de [DM], il suffit
de vérifier que, pour [ = (a,¢') € L = A X Gy, on a 'égalité :

nodet(dl) = en(—1)%x(a)n o det, (0, g').



Tous nos objets se scindent en deux, I'un relatif & A, 'autre & V,,/, on est ramené au cas

n’ = 0. Choisissons £ € qud tel que & soit un carré si € = + et n’en soit pas un si ¢ = —. On

peut identifier A & F a[\/€]. Pour a € A, on a x(a) = 1o Normeg Jva/F, (@) = nodet(a). 11
q

reste & voir que 7 o det(f) = en(—1)?. Introduisons une base (v;)i=1__q de Fa sur Fy, puis la
base (w;)i=1,.. 2a4 de A définie par :

{ v, sii1<d
w; =

\/E'Ui*Cb ) sii>d

Introduisons les matrices suivantes :
My exprimant j;, dans les bases (w;)i=1,.. 24 €t (W])i=1,.. 24}
M exprimant jr, dans les bases (s, )i=1,.. .24 €t (€}, )i=1, .24}
M, exprimant la base (w;)i=1,.. 24 en termes de (e, )i=1,... 2d;
Msz = (thGqu/JFq (Vi5))ij=1,...d 5
My = (traceg , /v, (€0ivj))ij=1....d;
Ms = (tmcqud[\/a/Fq (wiwy))ij=1,..2d;
Mo = (tracey ,(/gez, 7, /5, (¢o:€0;))ij=1,...20:
On a les relations :

nodet(r) = nodet(My), My="MoM; My, My = Joy, det(M;) = (—1)% My ="MyMgsMsy,
Mg = 1, det(Ms) = det(Mz)det(My), det(My) = Normeg , /r, (§)det(Ms), det(Ms) € Fy.
q

On en tire I'égalité nodet () = n(—1)%no Normeg o/F,(§). Mais Normey ,/r (§) est un carré
q q

dans F si € = + et n’en est pas un si e = —. D’ou I'égalité cherchée. [J

5. Faisceaux-caracteéres

Notons Feysp l'ensemble des (h1,he) € N x Z tels que hy(hy + 1) + h3 = n. Pour un tel
couple, on définit une fonction ¢(hq, ha) sur G. Son support est 'ensemble des éléments su, ou
s et u commutent, s est semi-simple et u unipotent, tels que :

- 5 est paramétré par les données I =0, dy = h3, ¢y, d_ = hy(h1 + 1), q_, cf. paragraphe
2;

lélément u se décompose en uyu_, ou uy € O(qy), u— € Sp(q—); alors :

- u4 est paramétré par la partition (2|he| —1,2|ha|—3,...,3,1) et u_ par (2h1,2h1 —2,...,2).

Posons :

[0, sihy>0, _|B3 = ha|  hi(2hy 4+ 1)(h1 4+ 1)

S(hQ)_{ I, sihg<o, OUmhe) ="+ 6 '

On note ¢'/2 la racine > 0 de ¢, ce qui permet de définir ¢"/2 pour tout m € Z. Pour un
élément su vérifiant les conditions ci-dessus, on a 1’égalité :

blhha)(sw) =2 [ T me(29) 11 M (2 + 1)
i=1,...,h1,i impair 1=0,...,|h2|—1,i=h1+ha+s(h2) mod 2Z

La fonction ¢(hy, he) appartient a C(G).

Pour tout entier N € N, notons Wy le groupe de Weyl du systeme de racines de type
Cn. Notons sgn son caractere usuel et sgncop le caractere dont le noyau est le sous-groupe du
systeme de racines de type Dy . Les classes de conjugaison dans Wy comme les représentations
irréductibles de ce groupe sont paramétrées par Py(IV).

On note F, resp. F, ensemble des sextuplets (h1, h2, N1, No, w1, ws), resp. (h1, ha, N1, Na, p1, p2),
ou :



- hi, N1, Ny €N, hy € Z, hl(hl +1) +h%+2N1 + 2Ny =n;

-pour j = 1,2, w; € Wi, resp. p; € WNJ..

Soit w = (ha, h2, N1, N2, w1, ws) € F. Pour j = 1,2, notons (e, 3;) le couple de partitions
paramétrant la classe de conjugaison de w;. Posons n' = hi(h1 + 1) + h3. On définit ’homo-
morphisme Ry : C(Gy) — C(G), composé de tous les homomorphismes sz L et R/gj ..j pour
Jj=1,2et k€ Ntel que aj # 0, resp. 3,1 # 0. Ces homomorphismes (:omr’nutent7 leur ordre
n’importe pas. On définit I'élément de C(G) : (W) = Ry (¢(h1, ha)).

Soit maintenant p = (hq, ha, N1, Na, p1, p2) € F. On définit I'élément de C(é) :

¢(p) = W, |1 W[ > trace py(wi)trace pa(w2)¢(hy, ha, N1, No, wi, w2).

w1EWN ,w2€Wn,

On munit C(G) du produit hermitien usuel :

(f, f2) = 1GI7" > ilg) falg)-

geG

Lemme. La famille des fonctions ¢(p), pour p € F, forme un systeme orthonormé dans
C(@).

Grace a [L2], théoreme 17.15, & [DM] proposition 2.6 et [L5] théoréme 1.14, nos fonctions
sont égales a celles construites par Lusztig dans [L2]. Alors le lemme résulte de [L4] proposition
24.16. L’hypothese de forte cuspidalité imposée dans cette référence se ramene dans notre cas a
I’hypothese analogue pour les systemes locaux cuspidaux portés par les centralisateurs connexes
des éléments s du début du paragraphe. On sait que cette derniere hypothese est vérifiée, cf.
[L1] O

Pour un élément semi-simple s paramétré par I = 0, dy, g4, d—, g—, on a n o det(s) =
n(—=1)l4+/2n(g,). On en déduit Iégalité :

h3—|hal

(nodet)¢(hi,ha) =n(=1)"2 ¢(h1, —h2)

pour tous (hi, he) € Feysp. Grace au lemme 4, cette égalité se généralise en :

h%—\hﬂ
(nodet) ¢(p) = n(—1)" V26 (p),
pour tout p = (h1, ha, N1, Na, p1, p2) € F, ot p' = (h1, —ha, Na, N1, p2 @ sgnop, p1 @ sgnep)-

6. Valeurs de fonctions caractéristiques de faisceaux-caracteres

Soient w = (h1, ha, N1, No, w1, wz) € F et g € G. On écrit g = su et on parameétre s comme
au paragraphe 2 par des données I, I*, (d;)ier, (ai)ier, d+, q+, d—, g—. On suppose vérifiées les
hypotheses simplificatrices : Ny = 0 (donc we disparait) et s est elliptique, c’est-a-dire I = I*.
On pose simplement N = Ny, w = w;y.

Considérons ’hypothese :

(H)  dy>h3, d_>hi(h +1).

Si elle est vérifiée, on pose N = (dy — h3)/2, N_ = (d— — hi(hy + 1))/2. Ces nombres sont
entiers et on a ’égalité :
N=N;+N_+) difs,
i€l

les f; étant définis comme au paragraphe 2. On pose :

Wi(s) =Wn, x Wn_ x HGd“
el



ou, pour tout d € N, on note G4 le groupe de permutations de I'ensemble {1, ..., d}.
On note Wy /conj 1’ensemble des classes de conjugaison dans Wy et O(w) la classe de w.
On définit une application :
ts : W(s) — Wy /conj

de la facon suivante. Soit v € W (s). Sa classe de conjugaison est paramétrée par :

- des couples de partitions (., 3,) € Pa2(Ne) pour € = £

- des partitions p; € P(d;) pour i € I.

Pour tout i, écrivons p; = o} U 3}, ou les termes de o, resp. 3}, sont pairs, resp. impairs.
Multiplions les termes de ces partitions par f;. On obtient des partitions «; et 3;. Posons :

a:ouonz_UUai,,,@:,BJrUﬁ,UUBi.

i€l i€l

Alors 15(v) est la classe dans Wy paramétrée par (a, 3).

On sait définir des fonctions de Green sur les groupes SO(qy ), Sp(g—) et Ug, (k) pouri € 1.
Il n’y a pas vraiment de normalisation standard, nous utiliserons celles de [W2], chapitre VIII.
Sur un groupe Uy, (k}), elles sont paramétrées par les éléments v € &4, modulo conjugaison. On
les note @,. Sur le groupe Sp(q-), elles sont paramétrées par les triplets (h,m,v) ot h,m € N,
h(h + 1) + 2m = d_ et v est un élément de W,, modulo conjugaison. On les note Q.
Sur le groupe SO(q4 ), elles sont presque paramétrées par les triplets (h, m,v), ou h,m € N,
h? +2m = dy et v est un élément de W,, modulo conjugaison. On les note Qhp- On a dit
"presque” parce qu’il y a des complications si di est pair et h = 0. D’une part, la fonction
de Green n’est a priori définie que si sgncp(v) = n(g+). On ignore cette condition en posant
Qo,» = 0 si elle n’est pas vérifiée. D’autre part, si n(gy+) =1, il y a des v qui donnent naissance
a deux fonctions ng, g’v qui sont conjuguées dans O(g4+) mais pas dans SO(gy). On pose
dans ce cas Qo = %(Q&v +Q0.)-

A tout élément v = (v, v—, (vi)icr) € W(s), on associe une fonction Qj, |p,),v sur la
composante neutre Zg(s)? du commutant de s dans G. On pose Qhy o)y = Qlhglws @ Qhy o @
(®ic1Qu,) en identifiant Zg(s)? & SO(q4) x Sp(q-) x [T;e; Ua, (KS).

On pose enfin :

1, siha=0etd; >0,
0, sinon.

2(ha,dy) = {

Proposition. (i) Si Uhypothése (H) n’est pas vérifice, p(w)(g) = 0.
(ii) Supposons (H) vérifiée. On a l’égalité :

d(w)(g) = 25h2:d0) Pk /2 7 || O (w) |7 W ()] L (g ) (—1) IR2l 2 yhatstha)
> sgnep (o) BDQy ().
veW (s),ts(v)=0(w)

Preuve. Pour tout entier m et tout v € Wy,, notons T, le tore sur F, vérifiant la condition
suivante. Notons (a, 3) € Pa(m) le couple de partitions paramétrant la classe de conjugaison
de v. Alors :

T, = H(F;"‘z x F;%) x HF;MZ-

i>1 i>1

On note T le sous-tore tel que :

Ty = | [[{(x,2)) € o, x Friosaa’ = 13 | x [ [[Fles, |

i>1 i>1



ol, pour tout entier d > 1, on pose F;Qd ={z e IFqXQd; Normeg ,,/r ,(7) =1}.
q q
La construction de la fonction ¢(w) se reformule ainsi. Posons n’ = hy(hy + 1) + h3 et
L =T, x G,/. C’est un groupe de Lévi de G. Appliquons-lui les constructions du paragraphe
3, qui fournissent les termes L™, L, 6. De la projection de L sur G, se déduit une application
w: L — G, qui envoie 0y, sur 6,,. Alors :

¢(w) = REL (" (¢(ha, ha)).

Notons S’ C G, le support de é(h1,ha) et S = 771(S"). Notons Sss 'ensemble des comp-
posantes semi-simples d’éléments de S. Avec les notations de [L2] théoreme 17.15, on a une
égalité :

O sw= ¥ oW,

0
z€G,x~152€Sss ’ZG(S) HL‘

dont on va identifier les termes.

Si (H) n’st pas vérifiée, s n’est conjugué a aucun élément de Ss;. La somme est vide et
H(w)(g) = 0.

On suppose désormais (H ) vérifiée. Rappelons que, dans un groupe symplectique Sp(2r), les
classes de conjugaison de sous-tores maximaux définis sur [F, sont paramétrées par les classes de
conjugaison dans W.,.. Plus généralement, les classes de conjugaison de groupes de Lévi M définis
sur Fy, munis d’une décomposition M = T x Sp(2r'), ou T est un tore, sont paramétrées par
les couples (m,v), ont m € N, m < r, v € Wy, modulo conjugaison. Un paramétrage analogue
vaut pour des groupes orthogonaux. Pour un groupe unitaire U,, on ne considere que les Lévi
qui sont des tores maximaux. Le paramétrage se fait par W, modulo conjugaisoon.

Posons X = {z € G;o 7 'sz € S}. Pour x € X, notons L, la composante neutre de
rLz~ 1 NZg(s)°. Elle se décompose en L, = L, 4 X Ly X [Lic; Loy ol, par exemple, L, =
L, NSO(g+). Chacun de ces termes est de la forme ci-dessus, par exemple L, = (z T,z 1N
SO(qy)) x (zGz~'NSO(qy)). Le dernier terme de ce produit est forcément le groupe spécial
orthogonal d’un espace de dimension h%. Donc L, 4 est paramétré par un couple (N, v, ). De
méme, L, _ est paramétré par un couple (N_,v_) et, pour tout i € I, L, ; est paramétré par
v; € 64,. On pose v = (v4,v_, (v3)icr). On a v € W(s) et on vérifie que t5(v) = O(w). On a
ainsi défini une application :

(2) X —={veW(s)w(v)=O(w)}/conj,

avec une notation évidente. Cette application est surjective. Le terme associé a x dans la somme
(1) ne dépend que de I'image de = par cette application.

Remarque. Ce n’est pas tout-a-fait exact a cause des fonctions sur les groupes ortho-
gonaux pairs qui sont invariantes par le groupe spécial orthogonal mais pas par le groupe
orthogonal tout entier. Mais le terme ¢(w)(g) étant nécessairement, en tant que fonction de
u, invariant par Zg(s) tout entier, on peut remplacer dans (1) les @, par leurs symétrisées
|Za(5)\Zg(s)|™* D yeZa(s)0\ Za(s) @z © Ad(y) et Dassertion ci-dessus devient vraie.

On obtient alors :

(3)  ow)g) = > Q)
[Za(s)°|| L] ’

veW (s)/conj,s(v)=0(w)

ou ici x est un élément de la fibre de lapplication (2) au-dessus de v et ¢(v) est le nombre
d’éléments de cette fibre. Avec ces notations, on a :

c(v) = |Za(8)zNG(Tw)| = | Z6(3)|[NG(Tw)l| Nzg(s) (@Twz ™ N Za(s))] "

On calcule :
[N (Tw)| = [L|[Wy||O(w)[ ™,
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INZa(s)(#Twa™' N Zg(s))| = leLa™" 0 Za(s)[[W(s)||O(v)| .

Alors :
L] |Zc(s)] | L] [Wi[O(V)]

Za(s)PlL]— [Za(s)°] leLa=t 1 Za(s)] W (s)[|O(w)|’

c(v)

Le produit des deux premiers facteurs vaut 25("2:4+), On se débarrasse du facteur |O(v)| en
remplacant dans (3) la sommation sur W (s)/conj par une sommation sur W (s). On obtient :

@) d(w)(g) = 22" |O(w)|~HW (s)| ! > Qa(u).

veW (s),ts(v)=0(w)

Fixons v. Il résulte des définitions de [L2] et [W2] que I'on a une égalité Q. = cQp, |ny|,v,> OU
la constante ¢ vient de la différence entre les normalisations des fonctions cuspidales. Ecrivons
L.+ =T+ x80(¢,), Ly - =T_xSp(q_). Soit u € SO(¢.) un élément unipotent paramétré
par la partition (2|hs| —1,...,3,1) et soit u_ € Sp(¢’") un élément unipotent paramétré par la
partition (2hy, ...,2). D’apres nos définitions, @, est issu d’une fonction cuspidale sur SO(¢’,) x
Sp(q¢’) qui prend au point (ui,u_) la valeur :

q6(h1,h2)/2 H Nu_ (20) H Nuy (204 1)

i=1,...,h1,i impair 1=0,...,|h2|—1,i=h1+ha+s(h2) mod 2Z

Tandis que, d’apres [W2], Qhy,|hs|,v €st issu d’une fonction cuspidale qui prend au méme point
la valeur :

H T _ (22) H Ny (% + 1)

1=1,...,h1,i impair 1=0,...,|h2|—1,i=ha mod 2Z

On a donc :
h1+s(h2)

¢ = gd(hrh2)/2 H Ny (20 + 1)
i=0,...,|ha|—1

Mais :
I e 2i ) = n(-DI ),

i=0,...,|ha|—1
et n(¢}) = n(g+)sgnep(vy). Dot :

hl—‘rs(hz)
¢ = ¢ M)/2 (g n(= )" A sgnep(vs) ) :

En remplacant dans I'expression (4) les fonctions @, par leurs valeurs, on obtient la formule
de I’énoncé. [J

7. Valeurs de fonctions caractéristiques de faisceaux-caracteéres, suite
On conserve les mémes hypothéeses concernant g et on considere un élément p = (hy, ho, N1, Na, p1, p2) €
F. On fait I’hypothése simplificatrice No = 0 et on pose simplement N = Ny, p = p1.
Sur les groupes SO(qy), Sp(q—), Ug,(k}), on sait définir d’autres fonctions de Green. Elles
sont paramétrées :
- dans le cas de SO(qy), par les triplets (h,m,0) ot h,m € N, h> +2m =d et o € Wi, ;
on les note Qs ;
-dans le cas de Sp(q-), par les triplets (h,m,o) ou h,m € N, h(h+1)+2m =d_et o € Wi, ;
on les note Qp o ;
-dans le cas de Uy, (k}), par les o € édi ; on les note Q.
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Elles sont définies respectivement par :

Qno = 2204|172 z trace o(v)Qh v,

VEWm
Qno = ]Wm\fl Z sgncp(v)htracea(v)th,
UGWm
Qo =64, 7" Z trace o(v)Qy.
’UGGdi

Supposons vérifiée I'hypothese (H) du paragraphe précédent. Toute représentation irréductible
o de W(s) se décompose en 00 = 04 ® 0_ ® (®R;ec10;), OUl 04 € WN+, o_ €Wy eto; € éd,-
pour tout i € I. On lui associe la fonction de Green Qp, |ny),0 = Qjhylor @ Qhyo- @ (RierQo;)
sur Zg(s)?. On pose :

h1 +S(h2)

[0, Pl he = W (s)| ™" Y (trace p) o ts(v) trace o(v) sgnep(v+) sgnop(v-)".

veW(s)

Corollaire. (i) Si l’hypothese (H) n’est pas vérifiée, ¢(p)(g) = 0.
(i) Supposons (H) vérifiée. Alors on a l’égalité :

h1 +S(h2)

6(p)(g) = ¢ )/2 (1) Zer dip(q (1)l > (0 Alhs Qs st (1):

ocW(s)

Cela résulte de la proposition précédente et de la torsion que 'on a introduite dans la
définition des fonctions de Green sur les groupes symplectiques. On doit remarquer que, si v €
W (s) et w € Wy sont tels que t5(v) = O(w), on a 'égalité sgnop(w) = (—=1)Xier “sgneap(vy )sgnep(v).
O

8. Deux faisceaux-caracteres particuliers

Explicitons un cas particulier du corollaire précédent. On ne considere que des g pour
lesquels I = (). On note bien stir uy et u_ les composantes de u dans SO(q4) et Sp(g-).

On fixe h1, N € Net hy € Z tels que hy(hy + 1)+ h2 +2N = n et un élément w € Wy. On
définit les deux éléments :

P1 = (hl, hg, N, 0, Sgnglgs(hZ), —) Po = (hl, hg, N, 0, sgn}é}D, —)

de F et I'élément w = (hy, hy, N,0,w, —) de F.

Corollaire (i) Supposons dy = h3 + 2N, d— = hi(hy + 1), uyparamétré par la partition
(2lh2| + 2N — 1,2|hg| — 3, ...,3,1) et u_ paramétré par la partition (2h1,2h1 — 2, ...,2). Alors
o(p1)(g) et ¢(w)(g) valent tous deux +q°h1:h2)/2,

(ii) Supposons dy = h3, d_ = hi(h1 + 1) + 2N, uyparamétré par la partition (2|ha| —
1,2|ha| — 3,...,3,1) et u— paramétré par la partition (2hy + 2N,2hy — 2,...,2). Alors la méme
conclusion vaut pour les termes ¢(py)(g) et ¢p(w)(g).

Preuve. Les hypotheses entrainent que (H) est vérifiée, que W (s) = Wy et que, pour deux
représentations irréductibles o et p de ce groupe, on a, sous les hypotheses de (i) :

. o h1+s(h2)
[0'7P]h1,h2 _ { 1, sio= ,0@ SgNep
0, sinon;

et, sous les hypotheses de (ii) :

|1, sz’a:p®sgnng
[ Pl e = { 0, sinon;
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Par ailleurs, notons 1 la représentation triviale de Wy. D’apres [W2] VIIL.11 (ol on ne faisait
bien siir que reprendre des résultats de Lusztig), Qp, |n,),o(u) est nul si o # 1 et vaut £1 si
o = 1. Alors les assertions concernant ¢(p;)(g) et ¢(p,)(g) se déduisent du corollaire précédent.
Pour p € Wy, notons p = (h1, ha, N,0, p, —). On voit aussi que ¢(p)(g) = 0 si p # Sgnglgs(h2)

dans le cas (i), p # sgn}é}D dans le cas (ii). On a la formule d’inversion :

dont on déduit les assertions concernant ¢(w)(g). O

9. Faisceaux-caractéres et fonctionnelles de Whittaker
L’application :

Feusp = {(a,b) € W% 202 4 200 = )
(hi,h2) — (a,b) = (sup(h1 + h2, —1 — hy — ha), sup(h1 — ha, —1 — hy + h2))

est une bijection. Soit (hi,ha) € Feysp, notons (a,b) son image par cette application. On note
p la réunion des deux partitions (a,a — 1,...,2,1) et (b,b — 1,...,2,1). On note v la réunion
des deux partitions (2h1,2h; — 2, ...,2) et (2|he| — 1,2|hg| — 3,...,1). On vérifie que p et v sont
transposées 'une de l'autre.

Posons 7 = {(¢,7);4 € {1,..,vi},7 € {1,.., it} = {(4,75);7 € {1, ...,m},i € {1,...,v5}}.
Fixons une base (e; j)(; j)er de V sur F,. Notons g = Endp, (V) I'algebre de Lie de G, définissons
H Y egpar:

ei—1, sti>1 .
Y(eij) = { 0 il Hleig) = (2i—v—1e.

Pour tout m € Z, posons :
Uy = {)( S g;[f{}){}:: ﬂ%)(}, U>py = G%n/2nlunﬂ.

L’élément Y appartient a u_s. Notons Usg le sous-groupe {1 + X; X € u>o} de G. Fixons un
caractere non trivial ¢ de IF,. On pose :

v =q 2 ()

z€Fy

On définit le caractere ¢y de Uxg par ¢y (1 + X) = 1) otrace(XY). Soit t = (¢;)j=1,..,u; une
famille d’éléments de ‘. Définissons ot € Isom(V, V™) par ot(e; ;) = tj(—1)””[1/1/2]6;#171-’)-,
posons sy = & € G. On vérifie que H et Y appartiennent & Palgébre de Lie du commutant de
s¢. Cela entraine que s¢ normalise le groupe Uso en fixant son caractere 1y .

Pour (ki1,k2) € Feusp, posons :

colkr ko) = Y @k, ko) (sex)y () .

$€U22

Lemme. Soit (kl,kg) S fcusp- Si (kl,kg) 7é (hl,:thg), Ct(kl,kg) = 0. S5 (k?l,kg) =
(h1,%h2), on a l’égalité :

Ct(kbk?):|u22|751(h1+1)/2 | IR
J€J (k1,k2)

ot J(ki, k) est Uensemble des j € {1,...,pu1} tels que v; =2 ou v; = 2k + 25(k2) — 1 modulo
47.
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Preuve. Décomposons g en somme d’espaces propres pour 'action de Ad(st) : g = DacAba-
En particulier, g; est l'algebre de Lie du commutant de s¢. Puisque Ad(s¢) conserve uxg, on a
I’égalité :
U>o2 = @QGA(uZZ N ga)'
Posons v>2 = u>2 N gy, u’22 = @a+1(U>2 N gq). Un raisonnement standard montre que 'appli-
cation :

0>9 @ulzz — G
(X, X)) = 1+ X)se(1+X)(1+ X1

est injective et a pour image s¢Usa. Parce que Y appartient & g1, on a trace(X'Y) = 0 pour
tout X’ € ul,. Notons syx I'image ci-dessus de (X, X’). On a donc ¢y (z) = 9 o trace(XY).
Puisque ¢(k1, k2) est invariante par conjugaison, on en déduit :

(1) celbr ko) =ubo| D (k1 ko) (se(1+ X))¢p o trace(—XY).

XEUZQ

Dans cette formule, st et 1 + X commutent, donc s¢ est la partie semi-simple de s¢(1 + X).
L’élément sy est paramétré par I = 0, dy, g, d—, q—, ot d4, resp. d_, est la somme des
termes impairs, resp. pairs, de v. D’ott dy = h3, d_ = hy(h1 + 1). Si (k1,k2) # (h1,£hs),
s¢(14 X)) n’appartient au support de ¢(ky, k2) pour aucun X € v>9. D’ou la premiére assertion
de I’énoncé. Supposons maintenant (kj,ks) = (hi1,+hg). Posons vy = ug N gj, notons 7 :
b>2 — by la projection évidente. Pour tout X € v>9, on a les égalités ¢(k1, k2)(s¢(1 4+ X)) =
d(k1,k2)(s¢(1 + (X)), trace(—XY') = trace(—n(X)Y'). La formule (1) se simplifie en :

e (k1 ko) = [uzalloa| 1 ) @k, ko) (se(1+ X))¢p o trace(—XY).
X€evy

On a g1 = so(g4+) @ sp(q—), avec des notations évidentes. L’espace vy et 'élément Y se
décomposent conformément en vy = vy , Bvy _, Y =Y, +Y_. On a une égalité ¢(k1, ko) (s¢(1+
X4+ X)) =cfs(X4)f-(X_) pour tous éléments nilpotents X, € so(g4), X_ € sp(g—). Les
fonctions fi et f_ sont celles définies en [W2] I1.4,5 et ¢ est une constante non nulle que 1’on
n’aura pas besoin de calculer. En loc.cit. V.5,6, on a calculé les expressions :

Z fe(X)Y o trace(— X Ye),

XEGUQ,G
pour € = +. Elles valent :
1, si € = + et hg est impair;
[oa.c['/2 f(~Ye) n(=1)"/?n(qy), si € =+ et hy est pair;
(1(=1)yp) P+ b/2, sie=—.
On calcule d’autre part |og| = |og 4 |[vg, | = ¢°*1:P2) On obtient

co(kr, ko) = [uzalg P22 (= 1)y ) Pt D2 (=)0 (g 1)) P24 b (R, o) (s6(1 = 1)),

Posons ue = 1 — Y, pour € = . On calcule les parametres de ces éléments :
- pour = 1737 72’k2’ - 1’ 77u+(1) = n(t])a
- pour i = 2,4, ..., 2k, ny_ (i) = n(—t;),

ou j est tel que 7 = ;. Alors :

(=) (g )2 bk, Ko (56 (1 — Y)) = g*Prh2) (1)t D2 TT gy,
jGJ(kl,k‘g)

D’ou la formule de 1’énoncé. [J
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10. Représentations quadratiques-unipotentes

Pour toute représentation (w, E) de G, on note (6(w),0(F)) la représentation telle que
O(E) = FE, 6(n)(g) = m(67*(g)). Si ces deux représentations sont équivalentes, on peut prolon-
ger 7 en une représentation 7 de GT. Pour toute représentation 7 de G, on note tracesn™
la restriction & G de son caractére.

On note B le sous-groupe de Borel triangulaire supérieur de G. Soient P un sous-groupe
parabolique standard de G, c’est-a-dire contenant B, et M son sous-groupe de Lévi standard,
que 'on écrit M = Gy, X...x Gy,,. Pour tout ¢ = 1, ..., a, soit (m;, E;) une représentation de Gy, .
On définit de fagon usuelle le module induit [ ndg(El ® ...® E,). Soit 0 € &,, posons M =

Ny1(gy X e X Gy, @ notons P le sous-groupe parabolique standard de G de sous-groupe
de Lévi “M. Notons w, ou plus précisément w|o, M|, la matrice de permutation appartenant
a G telle que, pour m = (myq,...,m,) € M, on ait wmw ™! = (Mg=1(1)5 s Mg-1(q)) € M. On
définit 'opérateur d’entrelacement :

I(w) : IndG(By ® ... ® By) — IndSp(Ey-11) ® ... ® Ey-1(a)

par la formule usuelle :

(I(w)e)(g) = > A o p(w™ ug),

ueeUNwPw=1\°U
ou ?U est le radical unipotent de 7P et :
Ao(el ® .. ea) = €x-1(1) X ... 6071((1)).

Dans le cas particulier o n = 2, ny = ny = 1, m est la représentation triviale, my est
le caracteére 1 et o est ’élément non trivial de Gg, on vérifie que I(w)? est ’homothétie de
rapport ¢. Plus généralement, si a = 2 et si 7 et (nodet) ® my sont sommes de représentations
irréductibles unipotentes, alors I(w™!) o I(w) est une homothétie de rapport une puissance
entiere de q.

Supposons que chaque m; se prolonge en une représentation 7TZ-+ de G,J{i. On définit un
homomorphisme :

O : IndZ(Ey ® ... ® Ea) — Indgp)(Eq @ ... ® Ey)

par O(p)(g) = Aopo O (g), ot Ale1 ® ... ® e4) = 7 (O, )(€a) @ ... @ 1 (6,)(e1). Pour tout
entier m € N, notons Wy, maz 1’élément de &,,, de longueur maximale. En remplacant P par
0(P) dans les constructions ci-dessus, on définit I'opérateur :

I(w) : ]ndg(P)(Ea ® .0 ) — Ind%(B, ® ... ® Ey),

ol W = W[Wq,magz, @(M)] (remarquons que “»m=@(P) = P). Notons 7 la représentation de G
dans Ind%(F1®...9 E,). L’endomorphisme I (w)o® de Ind%(E1®...2 F,) vérifie I (w)oBon(g) =
m(0(g)) o I(w) o © pour tout g € G.

Pour u € P(n), notons (m(w), E(w)) la représentation irréductible unipotente de G pa-
ramétrée par p (si p = (n), 7((n)) est la représentation triviale). Sa classe est fixée par l'au-
tomorphisme 6. On va choisir un prolongement & G+. Notons H l’algeébre des fonctions sur G
biinvariantes par B. Pour w € &,,, notons T, I’élément usuel de H. L’automorphisme 6 définit
un automorphisme de H. On vérifie que 0(Ty) = Tw, ,neowwn mae = TwmmmTwTJimm pour tout
w € &,. On sait que H agit de facon irréductible dans le sous-espace des invariants E(u)®.
On note encore m(p) cette action. Pour tout prolongement 7+ de 7(p) & GT, 77 (6) conserve
E(p)? et la formule ci-dessus entraine que () y agit comme un multiple em(p) (T, nas)-
On sait d’autre part que () (72 ) est une homothétie de rapport une puissance entiere de

Wn,mazx
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q. Donc c est réel. Pour un seul prolongement, ce réel est positif. Plus précisément, c’est une
puissance entiere de ¢~1/2. Cest ce prolongement que nous noterons désormais 7 ().

Pour (g, pto) € P2(n), on note (m(py, o), E(f41, p2)) la représentation de G induite de la
représentation 7 (g ) ® ((nodet) @7 (pg)) de Gy X Gy, ot nj = S(p;) pour j = 1,2. Sa classe est
encore fixée par . On vient de définir les prolongements 7 (u;) de m(p;) & GTJ{J,. On prolonge
(n o det) ® m(ps) en la représentation (1o det) @ 71 (uy). On construit comme ci-dessus un
endomorphisme I(w) o © de E(p, pto). Son carré est une puissance entiere de ¢. Il y a donc un
seul réel ¢ > 0, en fait une puissance entiere de ¢~ /2, tel que ¢ (w) 0 © ait pour carré 'identité.
On définit le prolongement w7 (g, o) de m(py, py) & G1 par 76 (pq, ) (0) = cI(w) 0 O.

Il nous sera utile de réaliser cette représentation de la facon suivante. Ecrivons p; = (p1,1 >

. > pig > 0), g = (p21 > ... > pgyp > 0), fixons une permutation § € S,4p, notons
p = (p1, ..., ftarp) la suite d’entiers (non nécessairement décroissante) définie par :

i = { H1,5(i)> st 5(2) <a,
’ H2.5(i)—as St 0(i) > a.

Introduisons le sous-groupe parabolique standard P de G dont le Lévi standard est :

M=Gy, x..xG

Ha+b*

Notons (a7, C(nar)) la représentation de dimension 1 de M telle que 7y, restreint au fac-
teur G, soit trivial si 0(i) < a et égal & n o det si 6(i) > a. Introduisons la représentation
(m, Ind%(C(nas))) de G. On définit 'homomorphisme © : Ind%(C(nu)) — Indg(P) (C(namo®))

qui & ¢ associe la fonction g — ¢ 0 871(g). On construit comme ci-dessus un homomorphisme
I(w) : Indg(P)(C(nM 00)) — Ind%(C(nr)). 1l est bien connu que 7(pq, ) intervient avec

multiplicité 1 dans 7. On peut donc identifier E(pq, pto) & un sous-module de Ind%(C(nar)).
L’opérateur I(w) o © conserve ce sous-module et y agit comme un multiple de 7% (py, po)(6).
Posons N =3, “g’igm’i.

Lemme. Il eziste un nombre ¢ = ¢"/%, ot m € Z, tel que 7+ (py, o) (8) soit égal d la
restriction ¢ E(py, ths) de cn(—1)NI(w) o ©.

Preuve. Posons E = Ind%(C(nar)). Supposons d’abord g, = ( done nys = 1. 11 suffit de voir
que I(w) o © agit sur EP comme ¢" (T, ,...) pour un entier m € Z. Notons &M le groupe
de Weyl de M, identifié & un sous-groupe de &,,. Les éléments de EB sont les combinaisons
linéaires des fonctions ¢y = > cen ToTy pour y € &,. On a O(p,) =T, T, . puis

Wn,maz

I(w) o O(py) = TwTy!  ©yTw, - Notons whl . Télément maximal de M. On a les égalités

Wn,maz max

ToTyl =T et Ty Y ocenTe=q"> com e, ot £ est la longueur de w)l,,. Alors

W= Wn,maz max max
I(w) 0 O(y) = ¢ @y T rmae = T 7T ) (Py), ce qui démontre 1'assertion.

Supposons maintenant p; = (). On définit comme ci-dessus 'espace E et les opérateurs © et
I(w). Pour la représentation (g, ), on définit de méme un espace E’ et des opérateurs ©’ et
I'(w). Définissons I'isomorphisme « : E — E’ par k(¢)(g) = nodet(g)p(g). Il envoie E (D, py) sur
E(py,0) et entrelace m((, py) avec (nodet) @ w(pq, #). Par définition de 71 (0, ), £ entrelace
70, o) (0) avec n o det(0)7 (py, 0)(6). D’apres ce que l'on vient de prouver et parce que
det () = (—1)™=1D/2 on a donc une égalité komt (), uy)(0) = n(—=1)""=D/2¢m/2[" (w) 0 © ok,
ou m € Z. On vérifie que I'(w) 0o © o k = (n o det(w))k o I(w) o O. On calcule det(w) =
(—1)%("2_22‘ u%,l-)’ d’ott 'égalité ko (0, y)(8) = n(—1)N g™ 2k o I(w) 0 © et I'assertion.

Passons au cas ol p; et gy sont quelconques mais ot § conserve les sous-ensembles {1, ...,a}
et {a+1,...,a+0b} de {1,...,a + b}. Posons n; = S(u;) pour j = 1,2, introduisons le sous-
groupe parabolique standard Q de G de Lévi L = G, X Gy,. On effectue dans G,,,, resp.
Gh,, les constructions précédentes relatives aux représentations w(pq,0), resp. m(0, psy), d’ott
des espaces Ej, resp. E9, et des opérateurs 01, I(w;), resp. O2, I(w2). Introduisons les objets
suivants :
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- J : Ind%(C(nn)) — Indg(El ® FEs) 'isomorphisme habituel ;
- wo = w[wa maz, O(L)] et I(wo) : Indg(Q) (B2 ® E1) — Indg(El ® E9) l'opérateur associé;
A: BiIFE, — FEo ® Fq
e1®ey +— I(wy)oOa(e2) ®I(wi)oO1(er);
-0y : Indg(El ® Fy) — Indg(Q)(Eg ® Eq) par Op(p)(g) = Aopob(g);
-0 : IndG(E(py, D)QE(0, ps)) — IndoG(Q)(E(@, o) RFE(py,0)) défini de la méme fagon que
Op, en remplagant les opérateurs I(wy)o©O1 et I(wy) 0Oy par T (tuq,0)(0n,) et 7 (g, 0)(0n,).
On vérifie I’égalité :

JoI(w)o® = 1I(wy)oBgoJ.
Il est clair que J(E(pq,py)) = Indg(E(ul,(Z)) ® E(D, py)). Par définition de 7t (pq, ps),

lopérateur J o (puy, po)(0) o J~1 agit sur ce sous-espace par qm//zl(wo) 0 0}, pour un certain
entier m’. D’apres ce que on a déja prouvé, ©) = ¢™ /2n(—1)N Oy, pour un certain entier m”.
On en déduit Iégalité 7wt (py, pe)(0) = ™ ") 2n(=1)NI(w) 0 © sur E(py, o).

Passons enfin au cas général. On doit montrer que le résultat est indépendant de 4. Soit s
une symétrie élémentaire de S,4p. Posons ¢’ = ds. On associe & §’ des objets M', @', I(w')
etc... On dispose de 'opérateur d’entrelacement :

I(ws) : IndB(C(nar)) — Indg(Cnur)),

ol ws = w(s, M]. On vérifie I'égalité I(w') o © o I(ws) = I(ws)oI(w)o®O. Sil’égalité de I’énoncé
est vraie pour 4, elle I’est donc aussi pour ¢'. [

On vérifie, par exemple grace au lemme, que (n o det) ® 7 (py, py) = 7 (g, py) pour
tous (1, o) € Pa(n). D’autre part, la famille de fonctions (tracesm™ (11, 12)) (1, 11y)ePa(n) €5t
orthonormeée.

11. Modeles de Whittaker dégénérés

Soit (h1,h2) € Feusp- Effectuons les constructions du paragraphe 9 relatives a ce couple.
Munissons u; de la forme bilinéaire < X, X’ >= trace(Y[X, X']). Elle est symplectique, non
dégénérée. Posons Us>; = {1 + X;X € u;}. On sait qu’il existe une unique représentation
irréductible de Usy dans laquelle Uso agit par le caractére 1y . Construisons un modele de
cette représentation. Pour (i, ), (k,£) € Z, notons Ej ;. ¢ I'élément de la base standard de g
qui envoie e ¢ sur e; ;. Posons :

j:{(j,é);l <jg<t<p, vi=y+1 m0d2Z}.
Pour (j,¢) € J et i € {1,...,vp}, posons :

El.i=E v v E!,. =FE vt
GIE T T e TR T i S

Notons u, resp. uj l'espace de base les E} ., resp. £, ;, pour (j,£) € J et i € {1,...,ve}. On

vérifie que u; = uj @ uf et que u} et 1} sont deux sous-espaces lagrangiens de u; en dualité.
Plus précisément, pour (j,¢), (j/,¢) € T, i € {1,...,ve}, i € {1,...,vp}, on 'égalité :

17 st (i,7j/7£,) = (iajag)v
(1) <EjoEipy>=4q -1, si(i,5,0)=(i+1,41),
0, dans les autres cas.

On note S l'espace des fonctions sur uj. Le groupe Us; agit dans S par une représentation w
telle que, pour f € S, X, X' e v}, X" e uf, Z € usy, on ait I'égalité :

(w1 + Z)w(l + X" + X)f) (X) = vy (2)0(< X, X" >)f(X + X).

C’est le modele cherché.
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Pour toute représentation (w, E') de G, posons :
Ey, ={v € E;Vz € Usg, m(x)v = Yy (x)v}.

Le groupe Us; agit dans cet espace. Supposons m = 7(f4;, f49), avec (ft, fto) € Pa2(n). La théorie
des modeles de Whittaker dégénérés nous dit que Ey, # {0} seulement si g1 U pty < p. Quand
My Upe = p, By, est non nul et U1 y agit par une représentation irréductible nécessairement
isomorphe a w.

On a fixé au paragraphe 1 une base (e)g=1,..n de V et, au paragraphe 9, une autre base
(€i,5)(i,j)ez- Munissons Z de I'ordre lexicographique, notons ¢ : {1, ...,n} — 7 I'unique bijection
croissante. Nous supposons désormais que e¢(xy = e pour tout k € {1,...,n}. Notons P le sous-
groupe parabolique standard de G de Lévi M = G, x...x G, ,,. On pose py = (a,a—1,...,1),
py = (b,b—1,...,1). On fixe une permutation § € &, telle que, pour tout i € {1,...,a + b},
on ait I’égalité :

B { p,56) = a+1—0(i), si6(1) < a,
| os()—a =a+b+1-0(i), sid(i)>a.

On construit comme au paragraphe 10 un caractere 1y de M. On pose E = Ind%(C(na)), on
note 7 la représentation de G dans E. Cette représentation contient 7(gy, o) avec multiplicité
1 et des représentations w(p), p), avec gy U phy > p. D’apres les rappels ci-dessus, Ey, =
E(py, pg)yy et Us1 y agit de fagon irréductible. On définit une application linéaire :

Q:E¢Y—>S

par Q(¢)(X) = ¢(1 + X) pour tout X € u}j. En remarquant que {1+ X”; X" € uf} C P, on
vérifie que € entrelace les actions de Us;. On vérifie aussi qu’elle est non nulle (on le prouvera
d’ailleurs dans la démonstration ci-dessous). C’est donc un isomorphisme.

On note n+(0) lopérateur en(—1)NI(w) o © du lemme 10. Pour g € G, on pose nt(g) =
7t (@)m(0~tg) = n(gf~ )7 (). Cela définit un "prolongement” de m & GT. Mais on prendra
garde qu’il ne s’agit pas en général d’'une représentation car 7+ (#)? n’a pas de raison d’étre égal
a I'identité, ni méme d’étre une homothétie. Toutefois, d’apres le lemme 10, la restriction de 7+
au sous-espace F(u, tto) est une représentation : c’est 7% (pq, o). Parce que sy commute & H
et Y, w7 (st) conserve le sous-espace Ey,,. Posons Sy = Qo7 (s¢)o2~ 1. C’est un automorphisme
de S qui vérifie la relation Sy o w(z) = w(syxs; ') o Sy pour tout x € Usi. Il est d’ordre fini
car m(s¢) l'est dans E(pq, po), a fortiori dans Ey, . On vérifie les égalités suivantes, pour tous
(J,0) e Tetie{l,...,pe}:

Ad(sy)E!. , = (—1)"t;t, ' B"

(2) 1/;],@ = L ;/Lnglfi;Z,ja
Ad(se) Eily; = (=1)"tet ;7 B,y

En particulier, Ad(s¢) échange les espaces u] et uf. Alors St s’exprime nécessairement par une
formule :

(3)  (Se)X) =eelur] M D d(< X" X >) f(Ad(se) M (X))
X"eu/

pour tous f € S et X € uf, ol ¢ est une certaine constante. Parce que Sy est d’ordre fini, cette
constante est de module 1.
Pour tout entier m € Z, posons :

a(m) = 1, sim =2 mod 47
10, sinon.

Posons aussi :

ﬂ:{ %(hl—]h2|)(h1—]h2|—|—1)(4h1+2\h2!+2), si [ha| > h,
6

(h1 — |h2|)(h1 — |h2| + 1)(2h1 + 4|ha| + 1),  si |ha| < hy.
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Lemme. On a l’égalité :

et = (_1)a(a)+a(b),yg H n((_l)[uj/2}tj)b+lfj
j=1,....b

Preuve. Posons UL = {1+ X; X € uj ©usa}, UL = {1+ X; X € uj ® u>2}. Prolongeons
le caractere 1y a chacun de ces groupes par la formule évidente ¥y (1 + X ) = ¢ o trace(XY).
Définissons des formes linéaires sur E par :

L) =Y el@wy@™ L) = Y el@)y(@) "

! "
zels, z€U3,

La forme linéaire £’ vérifie L o w(z) = vy (x) o L pour tout z € UL,. Toute forme linéaire
vérifiant cette relation est proportionnelle & £'. En effet, une telle forme se factorise par la
projection UL,-équivariante sur Ey, . Sur ce sous-espace, elle est forcément proportionnelle
A ZXguﬁ Q(p)(X). Une propriété analogue vaut pour L£”. Or Ad(sy) échange U, et
UZ, en échangeant les caracteres ¢)y. Les deux formes linéaires £” o m(s¢) et £ sont donc
proportionnelles. Pour ¢ € Ey, , on a les égalités :

L om(se)(p) = [Uz2] Y Qom(se)(@)(X') = [Usza| D SeoQp)(X)

X'eu) X'euwy

= celUsalluy] ™2 Y7 (< X7 X >)0(0)(Ad(se) (X))

X'eu) X"eu/
= co|Usa|[1|*Q(0) (0) = et |71/2L" ().
D’ou Iégalité :
(4) L' om(se) = ee|uy|7H2L".

Pour ¢,m € {1,...,a + b+ 1} tels que £ < m, notons P, le sous-groupe parabolique
standard de G de Lévi :

M, o=Gy x...xG x G X .. X Gy, X Gy, xG X.xG

He—1 Ha+b Hm—1 He41

Notons {1,...,n} = I1 U ... U I,y le découpage en intervalles associé a ce parabolique, c’est-
a-dire que P,,, stabilise les sous-espaces engendrés par les vecteurs e pour k € I, resp.
ke LU etc... Pour d = 1,...,a+b, écrivons Iy = {kg+1,...,kq+ jq}. Pour tout j =1, ..., uy,
il y a v; entiers d pour lesquels j; > j. Ecrivons cet ensemble d’entiers sous forme croissante
dij < ... < dy, . On définit une bijection &y e : {1,...,n} — T de la facon suivante. Pour
k € {1,...,n}, soit d I’ unique entier tel que k € I;. Ecrivons k = kg + j. Il existe un unique
i€ {l,..,v;} tel que d = d;;. Alors &, ¢(k) = (¢,7). On définit une matrice de permutation
Um,¢ € G par la formule vy, ¢(e) = Ce1 og(ky POUT tout k € {1,...,n}. Notons 7, le caractere
de My, qui, sur un facteur G, est trivial si 0(i) < a et égal a nodet si (i) > a. On pose
Epy = Ind}G,mé(C(nm’g)), on note ,, ¢ la représentation de G dans ce module. Bien sir, 7, ¢
est isomorphe A 7. Définissons une forme linéaire C;nj sur E,, ¢ par :

;n,f(@) = Z @(Um,eﬂc)lby(x)*l.

zeUl,

Elle vérifie la relation £;, , o mp () = ¢y ()L, , pour tout z € UL;. Montrons qu'elle est
non nulle. Il en résultera que toute forme linéaire sur F,, , vérifiant cette relation lui est
proportionnelle. Soit ¢, ¢ I'élément de E,, ¢, a support dans Py, (U, ¢, tel que @ o(Vme) = 1.
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Pour z € UL, N UT_’l’lKij’l)m’g, on a @, ¢(vmer) = 1. Montrons que ¢y est trivial sur cette
intersection. Il suffit pour cela que Ad(vp,¢)(Y) appartienne au radical nilpotent de I’algebre
de Lie de Py, ¢. Ou encore que, pour tout d = 1,...,a + b et tout k € Iy, Ad(vpme)(Y)(exr)
appartienne au sous-espace engendré par les ey pour k' € I; U ... U I;_1. Pour de tels d et k,
posons (i,7) = &ne(k). Sii = 1, Ad(vpme)(Y)(er) = 0. Sii > 1, Ad(vme)(Y)(ex) = ep ol
Eme(K') =(i—1,7). Ona k' € Iy et di—1; < d;; = d. Cela démontre l'assertion. On en
déduit :

i—1,j

(5) ‘C;n,é(@m,ﬂ) = |U/21 N U;%lgpm,ﬁvm,d-

A fortiori, £, , # 0.

Remarquons que, pour (m,¢) = (a+b+1,a+b—1), Poipria10-1 =P, Vasrbt1,a+6-1 = 1,
Ea+b+1,a+b—1 =F et 'Czb—i-b—&—l,a—i-b—l = L'. Pour (m,ﬂ) = (2, 1), P271 = B(P)

Posons v = fs¢. C'est un élément de G et on a 71 (sy) = 71 (0)m(7y). Les définitions en-
trainent :

6) 7 (st) = en(=1)NI(w) 0O 0 m(y),

avec les notations du lemme 10. En particulier ¢ >0 et N = Zi:l,...,b i22_ ¢, Posons :

clzn(q)N H n(il)mi H n(il)(1+[l/j/2])(b+1—j)n(tj)b+1_j
i=1,...,a+b j=1,..,b

On va prouver 1’égalité :
(1) Lhi000n(r) =aLl.

Pour ¢ € E, on a par définition :

Lyr000n(r) = 3 @@ uy(@) = 3 e@uaws)dy (@),

zeUl, zeU%,

Puisque Ad(s¢) échange UL, et UZ, en échangeant les caractéres vy, 'expression précédente
est égale a : - N

Z @ (Ova 1547) by ()71

1
a:GUZl

On va montrer que fvy 1s¢ appartient a M et nas (v 1 st) = c1. Le terme ci-dessus sera alors égal
a c1L"(p), d’ott (7). Remarquons que vy 155 = J'vy iat, en interprétant J comme un élément
de Isom(V*, V). Introduisons les deux découpages {1,....,n} = I U ... U I,y et {1,....,n} =
I1U...UI}, , associés respectivement a P et Py 1. Ona |Iy] = [I) ;.4 pour tout d = 1,..., a+b.
Pour j =1, ..., 1, introduisons les numérotations d j < ... < d; jet dy ; < ... < d;,]_’j associées
a ces deux découpages. On a d;; = i tandis que d;; = a + b+ i — v;. Soit (i,7) € Z. On
a ot(e;j) = tj(—1)1“*["]’/2}6’;#1%’]-. Posons k' = E;j(uj +1—14,7). Alors k' € I/,, ou d' =
a+b+1—i. Plus précisément, si k), + 1 est le premier terme de I),, on a k' = k/, + j. Et on a
tvﬁ(el’iﬁki’j) = e}, J(e},) = ent1-r- On calcule n+1 — k' = £71(4, u; + 1 — j). Finalement :
Oua,iseles) = ti(—1) T/ 2e .

Conserver les indices 4 signifie appartenir a M. Le calcul de nys(fva,15¢) résulte de la formule
ci-dessus, on le laisse au lecteur. Cela démontre (7).

Pour ¢,m € {1, ...,a+b} tels que £ < m, notons wy, ¢ la matrice de permutation élémentaire
telle que wm7ng7ng;1£ = M,,4+1,¢ : Wy permute les blocs G, et G,,. On définit 'opérateur
d’entrelacement I(wm:g) : B — By On al'égalité :

W = Wa+b,a+b—1 (wa+b,a+b—2wa+b—1,a+b—2) .o (wa+b,1wa+b—1,1 . --w2,1)’
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dont on déduit :
(8) I(w) = I(wa+b7a+b_1)..j(w2,1).

Fixons un couple (¢,m), notons {1,...n} = I U ..U I,y et {1,...,n} = I U ... U I les
découpages associés respectivement a P, et P, 4. IIs ne different que par permutation de
deux blocs. Plus précisément, posons d = a + b+ ¢ —m. Alors I;, = I}, pour h # d,d+ 1. On a
des égalités :

Ii=A{ka+1,...ka+ pe}, Iox1 ={ka+pe+1, .. ka+ e+ pim }s

jd = {kd + 1, kg + Mm}> jd+1 = {kd + pm + 1, ka + e + Mm}
On vérifie que &, ¢ = §my1,0 sur les blocs I, = Ij, pour h # d,d + 1. On calcule :

. ] _E, '7 i J 17'-') m S
Emtre(ka+37) = { G +(2nj) & szjlé i{ —I—IlJ:..},LLg}
0 Smenelbatpeti) = (g tmA1-t4), 515 € ALt}
Emelka+7) = (v +m—¢,j), si j € {1, ptm},
, (vi+m+1—1,5), si § € {1, ., i},
Eme(ka + 1 7) { 4, 517 € {pm+1, ..o}

Notons v la matrice de permutation telle que :

U(ek ) — { Chkq+2pm+3> st j € {17 s fbg — ,U’m}7
A Chkq+2pm—petis st j _E {,ug = Hm + 1a ey :uf}a
v(er) = er pour k € I, h#d+ 1.

On vérifie que vy, ¢ = VU410 Remarquons que v € My, 4. Posons :

17 St 5(6) < a,
Cg(m,g) = { n(_l)um(ﬂl*NM), St (5(£) > a.

On vérifie que 7y, ¢(v) = ca(m, £).
Notons Q le sous-groupe parabolique standard de G de Lévi :

L=G, x..xG x G X .x G

to—1 Ha-tb pmir X Gpope X Gy X0 X G

He41

Les deux groupes P, ; et P, 1 ¢ sont inclus dans Q et w,, o appartient au groupe de Weyl de L.
Plus précisément, notons R, resp. R, le sous-groupe parabolique standard de G, +,, de Lévi
K=G, xGy,, resp. K= G, xG,,. Notons 7y, resp. g, la restriction, en un sens évident,

de Nmi1e & K, resp. de 1m0 & K. Posons & = Inalfz“’”“”Z (C(nk)), € = Incl?(”mw‘Z (C(ng))-

L’espace £, par exemple, s’identifie & Ind 1N .(C(Mm+1,)). On en déduit des identifications :

Emire = IndS§(E), Emy = Ind$(€)

et I(wy, ) se déduit par fonctorialité de I'opérateur d’entrelacement, notons-le I*(wy, ), de &
dans €.

Notons g ’algébre de Lie du bloc G+, de L, notons g’ son orthogonal dans g pour la
forme (X, X') — trace(XX'). On a la décomposition :

-1 -1 b
g=Ad(v,} )W) @ Ad(v, L )(@).
Conformément a cette décomposition, écrivons :

WOz = Ad(v )0 @07 Y = Ad( 1, )V + Y,
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posons :
UV={1+X;X e}, U’ ={1+X;X cv’}.
Définissons le caractere ¢y: de U par by (1 + X) = 1 o trace(XY*). Pour ¢ € E,, 414, 0on a
Iégalité :
mine@) = Y (@’ ye (@) ey (@)
xieUt xbcUb

Définissons la forme linéaire £ sur £ par :

Lp) = > plahys(ah) ™!

zheUt
En identifiant Ep,41 ¢ & Indg(é'), on a ’égalité :
(10) o) = Y L(p(Umi1,02”))y (7)1,
P el
oll maintenant ¢ appartient a I ndg(é’ ). Posons :
(=1)Hm si 6(£),6(m

)
n(— 1)Wﬂm( ) mo sia<d(l),d
cg(m,l) = n(-1) (pe+1)pm Z’”7 si 6(m) <a<

n(=1)Hmyym, sio(l) <a<é

<a,
(m),

5(€),
(m).

On va prouver qu'il existe un réel cq(m, ) > 0 tel que :

(11) E;n+1,€ © I(wm,f) = C2 (m> 5)03 (m7 E)C4 (ma E)E;n,f

Les formes linéaires L), , o I(wpe) et Ly, , sur Ep,, vérifient la méme relation de transfor-
mation par UL,. Elles sont donc proportionnelles et il suffit de les comparer sur un élément
particulier de 7Em,g. On choisit I’élément ¢, . Grace a (5), E/m,é(‘Pm,f) est un réel > 0. Iden-
tifions Ey, ¢ a Indg(é_’). Notons ¢ I’élément de £ & support dans R tel que ¢(1) = 1. Alors
©m.¢ s'identifie & I’élément @ de Indg(g) a support dans Qup, ¢ et tel que @(vm ) = ¢. En se
rappelant que vy, y = V41, avec v € My, ¢ et 1y, ¢(v) = c2(m, £), on peut aussi dire que ¢ est
a support dans Qup,+1¢ et vérifie p(vy110) = ca(m, £)¢. Identifions I(wp, ¢)(Ym.¢) & un élément
S Indg(é'). Alors ¢ est & support dans Qup,; 1 et vérifie O(vy,110) = ca(m, ) I*(wp.r)(9).
Grace a la formule (10), le méme calcul qu’en (5) conduit a ’égalité :

L1, 0 L(wine) (9me) = U N os1,6Quly flea(m, €)L o I (wpn 0)(9),

et tout revient a calculer ce dernier terme.

Tout se passe maintenant dans G, +,,. Explicitons les différents objets. Soit k € I;U I441,
posons &mi16(k) = (4,5). Sii# Let (i —1,5) € &nyre(IaU Lag), on a Yi(ey) = Cel L (i-1)"
Sinon, Y#(ex) = 0. Pour calculer u¥, on calcule d’abord 1'élément H* déduit de H comme Y*
I'a été de Y. Avec les notations ci-dessus, Hf(e) = (2i — vj — 1)eg. Soit de plus k' € Iy U Iz4q,
posons &ny14(k') = (i',5'). La matrice élémentaire envoyant ej, sur e appartient a u® si et
seulement si I'une des deux conditions suivantes est vérifiée :

-2 —vp > 20— vj 42,

-20 —vp=2i—vij+1letj <j.

Grace a (9), on en déduit les formules suivantes, ou les décompositions des matrices sont
relatives & la décomposition de Iy U Iy 1 en IyU (IgNTgp1) U gy -
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° o o
R:{ 0 e }’R:{ e o }v
0 00
0o 7 7 0 0 1
.y 0 72 723, Vi ={{ 00 0}
1 0 0 0 0 0
? ? 7
? ?
uﬁ:{ e o o }
0o . e ! 7
0 0 o

Les ? sont des blocs non précisés. Soit X € uﬁ, notons Z = (zm)m:lw,#m son bloc sud-ouest.
Il est triangulaire supérieur. Posons x =1+ X. On a ¢y4(z) = (32,1, 2rr)- La fonction
I jj(wmg)(q;) est & support dans Rw,, ¢R. Pour que z appartienne a ce support, il est nécessaire et
suffisant que Z soit inversible, autrement dit que z;,., # 0 pour tout r. Dans ce cas, on peut écrire
T = Ywp, ¢y, ou y appartient au radical unipotent de R et §j € R a pour premier bloc diagonal
Z et vérifie bien siir det(y) = det(wy, )"t = (—1)##m. On a alors I*(wy, ¢)¢)(z) = nz (7). On
calcule :

1, si 6(£),6(m) < a,

0 () = n(—1)Herm st a < 6(€),6(m),
S D=1, 2nr), i 6(m) < a < 3(0),
n(I1, zr), si 6(0) < a < 6(m).

Notons X(21,1, s Zum.um) Cette expression. On obtient que £ o I*(wy, ¢)(¢) est un multiple > 0

de :
Z X(Zl,h-uazum,um)w(_zzr,r)‘

Zl,liov"'vzﬂ’nanL#O "

On sait que :
S v(=2) = 1, Y n()w(—2) = ¢ (= 1)y
270 2#0

Alors I'expression ci-dessus est un multiple > 0 de c3(m, ¢). Cela prouve (11).
En utilisant (8) et (11), on obtient :

L o I(w) = escelyy,

ou ¢5 > 0 et cg est le produit des ca(m, £)cs(m, £) sur tous les couples (m, £) intervenant dans la
décomposition (8). En utilisant ensuite (4), (6) et (7) et en se rappelant que ¢¢ est de module
1, on obtient ¢y = n(—1)Neics. Un calcul pénible mais élémentaire montre que ce terme est
égal a celui de I'énoncé. [

12. Valeur d’une fonctionnelle de Whittaker
On conserve les mémes hypotheses et notations. Posons :

di(py, pa) = Y tracegm™ (py, po) (sez )by (x) 7"
erZQ

Posons : . )
hi—h hq—|ho|+1 h5+h
(=R —lhglt) | ) HE RS

Y(h1, he) = (—1)*@Te®)y_1)
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Lemme. On a l’égalité :

hi(h1+1)/2
de(pay, 1s) = Y(h1, ho) U2y V2 T nty).
jGJ(hl,hz)

Preuve. Introduisons 'opérateur :

A=Y wt(sa)py (@)

CCEUZ2

de E. Par définition, d¢(p, py) est la trace de la restriction de A & E(pq, o). Mais I'image de
A est contenue dans Ey, = E(fty, fbg)yy - Donc dg(peq, pto) est la trace de la restriction de A a
ce sous-espace. Sur celui-ci, A agit comme |Uso|nt(s¢). D’ou les égalités :

de(py, o) = [Usaltrace 7 (s¢) |, = [Usaltrace(St).

Grace a 11(3),
trace(Se) = celu)| 72 D (< Ad(se)(X), X >).
Xeu)

Pour (j,£) € J, notons uj(j,£) le sous-espace de u} engendré par les éléments L} ., pour
i =1,...,vp. Grace aux égalités (1) et (2) du paragraphe précédent, on vérifie que les différents
sous-espaces U] (j,¢) sont orthogonaux pour la forme quadratique X —< Ad(s¢)(X),X >.
Restreinte a chacun de ces sous-espaces, cette forme est non dégénérée. Elle est déployée si vy
est pair. Si vy est impair, son noyau anisotrope est la forme de rang 1 : z — tjtz_lmz. Le calcul

usuel des constantes de Weil conduit a ’égalité :

72 ST (< Ad(s) (X), X >) =T T nttste),
Xeu) (4,0 eJ’

ow J' = {(j,0) € Tsvgimpair} = {(j,0);5,¢ = 1,....,pn,j < {,v; pair,vg impair}. D’ou
I'égalité :
JI
dt(ﬂ1v#2):|U22|Ct%|p | H n(tjte).
(4:0)eJ’

En utilisant le lemme 11 et I’égalité 'yi =n(—1), le calcul conduit a I’égalité de ’énoncé. [

13. Fonctions quadratiques-unipotentes

Notons C(G)gu le sous-espace de C(G) engendré par les fonctions tracesmt (py, o) pour
(pq, o) € Pa(n) (Pindice qu signifiant quadratique-unipotent).

Lemme. Pour tout (hi,ha) € Feusp, la fonction ¢p(hy, ha) appartient a C(G)qu.

Preuve. Notons IT? I'ensemble des classes de représentations irréductibles de G fixes par 6,
ou plus exactement un ensemble de représentants de ces classes. Pour tout 7 € IT?, fixons une
extension 71 de m & G et notons t'raceéﬂr+ la restriction & G de son caractére. La famille
(tracesm™ ) rcre est une base orthonormée de C(G). Notons ng le sous-ensemble {7 (g, o), (11, Ha) €
Pa(n)} de 119 et 118, qu Son complémentaire. Il suffit de prouver que, pour (hy, ha) € Feysp et
nelll, qu les fonctions ¢(hy, ha) et tracesm™ sont orthogonales.

A toute représentation irréductible m de GG, on sait associer une classe de conjugaison semi-
simple dans le groupe dual de G, lequel n’est autre que G lui-méme. Soit s un élément de
cette classe, notons Ly son centralisateur. C’est un sous-groupe de Lévi défini sur F, d'un
sous-groupe parabolique de G qui, lui, n’est pas en général défini sur F,. On sait qu’il existe
une unique représentation irréductible 7’ de Lg, dont la classe de conjugaison associée est la
classe de conjugaison par Ls de s, telle que m = :l:R%s (7). Plus précisément, si I'on introduit
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la variété X qui intervient dans la construction du foncteur Ri (et qui est une composante
connexe de la variété Xt définie au paragraphe 3), il existe un uhique 1 € N tel que :

-si j € N\ {i}, 7’ n’intervient pas dans le L-module HZ(X);

- en notant B’ I'espace de 7', le G-module (H!(X) ®@¢ E')" est irréductible et isomorphe &

En fait, ces propriétés restent vraies si 'on remplace L; par un groupe de Lévi L défini sur
F, et contenant L.

Remarque. De telles propriétés sont vraies pour tout groupe réductif connexe mais la
construction de Ly est en général plus compliquée.

Appliquons cela & 7 € TI%. Pour toute valeur propre A de s, notons Vy C V ®p . Fq I’espace
propre correspondant. Prenons pour L ’ensemble des g € G qui conservent chaque espace V)
pour A # 41, ainsi que V3 @ V_;. Parce que la classe de 7 est fixe par 8, on vérifie qu’il existe
un sous-groupe parabolique P de G, en général pas défini sur [, de sous-groupe de Lévi L,
tel que : .

- Ng+(P) ﬂNg+(L) NG 75 @;

- si 07, est un élément défini sur F, de cette intersection, aLsegl est conjugué a s par un
élément de L.

On peut introduire le groupe LT, la variété Xt et I’homomorphisme Rfi comme au
paragraphe 3, la représentation (7, E’) de L telle que m = +R% (') et l'entier i comme
ci-dessus. L’unicité de =’ entraine qu’on peut la prolonger en une représentation 7t de
L. Pour j € N\ {i}, (HI(X") @c E')L" = {0}. Pour j = i, ce GT-module est un pro-
longement de 7. Quitte & changer de prolongement, on peut supposer que c’est 7. Donc
tracegmt = £ RS (trace;m ). Supposons de plus 7 € 118, qu- Par définition de cet ensemble,
on a alors L # G. Il nous suffit donc de prouver que, pour tout (hi, ha) € Feyusp €t tout groupe
L # G comme ci-dessus, ¢(h1, ho) est orthogonal & l'image de C(L) par Rfi

Lusztig a défini un ensemble AF" formé de triplets a = (L, S, £), o1 L est un groupe de Lévi
vérifiant les conditions du paragraphe 3, S est un sous-ensemble de L invariant par conjugaison
et £ est un systeme local cuspidal sur S, ces données vérifiant certaines conditions, en particulier
elles sont définies sur F,. A tout tel triplet a, on associe une fonction ¢(a) € C(G), bien définie
a un scalaire pres. Ces fonctions vérifient les propriétés suivantes :

- pour a,a’ € AF ¢(a) et ¢(a’) sont orthogonales si a et a’ ne sont pas conjugués ([L4]
proposition 24.15) ;

- les fonctions ¢(a), pour a € A, engendrent C(G) ([L3] théoreme 21.14) ;

-plus généralement, soit L un Lévi comme ci-dessus; alors les fonctions ¢(a), pour a =
(L/,S,€&) € AF tel que L' C L, engendrent Rgi (C(L)).

Or notre construction des fonctions ¢(hi, ho) pour (hi, he) € Feysp, n'est que I'explicitation
de celle des ¢(a), pour les a = (L, S, ) tels que L = G. Les propriétés ci-dessus entrainent
qu’elles sont orthogonales a Rgi (C(L)) si L # G. Cela achéve la preuve. [J

14. Représentations et induction de Deligne-Lusztig : premiéres propriétés

Pour tout m € N, P(m) parametre les représentations irréductibles de &,,. On note p +—
o(p) ce paramétrage. On fixe un élément w(m) de &,, dans la classe de conjugaison paramétrée
par la partition (m). Soient m,d € N. Pour w € &,,, on note w(d) x w I'image de (w(d),w)
par l'injection naturelle de &4 x &,, dans &;,,14. Pour p € P(m + d) et g/ € P(m), on pose :

[ w(d) x (] = |6 Z trace o(w)(w(d) x w)trace o(pu')(w).
weSm

C’est un entier.
Soient maintenant d,n’ € N tels que 2d + n’ = n et soit (u,py) € Pa2(n’). On pose
n; = S(p;) pour j =1,2.
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Lemme. (i) Pour j = 1,2, il eziste p; € C(G) et, pour tout pp € P(2d + nj}), il existe
ci(p) € Z tels que :

_ tracesmt (p, ), sij=1
- + — E: ) G > H2)5
(a) Ry (traceg, " (1, Ho)) = 05 + Cj(u){ tracesmt (py, p), sij=2;
peP(2d+n!)

pour tout p € +nl), ci(p) = [p:w X ;] mo et p; est orthogonale a
b tout P(2d +nj), ¢ 2d j d 27 et @; est orth le a
traceamt (@, o) si j =1, atracegm™ (py, p) sij=2.

(i) Pour j = 1,2, on a l’égalité :

tracesmT (g, po) sij=1
R;(trace~ 7t (g, ps)) = E [ w(2d) x p,]{ G » H2) L
J G b2 i —1)%racesmt =2.
HEP(2d+n',) n(=1)%racegm ™ (py, 1), i j

Preuve. Les assertions pour j = 2 se déduisent des mémes assertions pour j = 1 et du lemme
4. On suppose j = 1. Reprenons les constructions et notations du paragraphe 3. La fonction
R;l(trace@n,ﬂ (1, 1)) est la restriction & G de la trace de la représentation virtuelle de G+
dans le module Rg: (E(pq, p9)), 00 L =AXGp = IFqXQd X G. Notons 1 cette représentation
virtuelle. D’aprés [DM] corollaire 2.4, la restriction (77); est 'image de m(py, o) par le
foncteur Rg. Introduisons le Lévi intermédiaire M = Go4 X G,». On sait bien que :

Alors :
RY(m(p1,m2)) = > traceo(X)(w(2d))RG(T(A) @ 7y, o))

On a aussi, pour tout XA € P(2d) :

R (m(A) @ 7(py, pa)) = Z [Reso(p) : 0(X) @ o(py)]m(pe, pa),
peP (2d-+nf)

ou [Reso(p) : 0(X) ® o(py)] est la multiplicité de o(A) ® o(p,) dans la restriction de o(p) a
Soq X G,,/. On obtient alors :

= D (w:w2d) x m]r(p, po).
pEP(2d+n)

Pour tout p, on a fixé le prolongement 7 (p, o) de 7(p, py) & G*. Notons 7~ (u, py) Uautre
prolongement. Ecrivons :

at= > (Gt () + e (1 o)) + 1T,
peP(2d+n))

en regroupant dans IIT toutes les composantes de 7™ qui ne prolongent aucune représentation
7(u, po). Les coefficients ¢, et ¢, appartiennent & Z. Le résultat ci-dessus entraine que ¢}, +
Cp = [ 2 w(2d) x p,]. Posons ¢ = tmceél_ﬁ et remarquons que, pour tout g, on a 1’égalité
tracesm™ (@, o) = —tracesmt (p, po). On obtient alors :

(

R;1(traceén,7r+(u1, W) =@+ Z (cz — c;)tmce@ﬂ By o).

pEP(2d+n)
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Cette formule vérifie les conditions du (i) de I’énoncé.

Considérons maintenant I’homomorphisme Ril. On va d’abord supposer n’ = 0. On a
L= IFqu X qud, que 'on plonge dans le Lévi M = G4 x Gg4. L’élément 67, que I'on a construit
au paragraphe 3 normalise M. On note 0y, = 07 et M T le groupe engendré par M et 0.
On définit la représentation Rﬁ@(l) de M*, on va calculer la restriction & M de sa trace.
Notons T le sous-tore de Gy tel que T = IFqu, fixons un sous-groupe de Borel de G, contenant
T, notons N son radical unipotent. Puisque ’automorphisme 0; = Ad(6;;) échange les deux
copies de G, on peut supposer que Op(z1,z2) = (04(22),04(x1)) pour z1,z2 € G4. Posons
U = N x 0,4(N). Introduisons la variété :

X+ = {2(UNF(U)) e MT/(UN F(U));2" ' F(z) € F(U)}
et sa composante neutre :
X = {z(UNF(U)) e M/(UNF(U));2"'F(z) € F(U)}.

On a l'égalité XT = X LU X0y,. On en déduit que, pour tout i € N, les espaces d’invariants
Hg(X*)LJr et HY(X)" sont isomorphes. Modulo cet isomorphisme, le groupe M™* agit sur
H{(X)L : le groupe M agit par l'action naturelle; 6y, agit par 'automorphisme déduit par
fonctorialité de @5;. Pour simplifier, on note encore @, cet automorphisme. On adopte des
simplifications d’écriture analogues dans la suite. Posons :

Y = {z(NNF(N)) € Gy/(NNF(N));z ' F(z) € F(N)}.
OnaX =Y x60,4(Y). D’apres la formule de Kiinneth,
HY(X) = @ kjrn=iHL(Y) @c HE(04(Y)) = @ jin=iHI(Y) @c HE(Y).

On en déduit : ' '
HA(X)" ~ @ pjan=i HI(Y)" @c HE (Y)T.

Le groupe M agit sur l'espace de droite de la fagon suivante. Soit (z1,z2) € M. Cet élément
agit sur HL(Y)T ®@c H*(Y)T par Daction naturelle de z; sur le premier facteur et I’action
naturelle de 64(x2) sur le second. L’élément 6, envoie un élément vy @vy de HZ (Y)T @c HF(Y)?
sur I'élément (—1)7 vy @ v; de H¥(Y)T @¢c HI(Y)T, le signe intervenant de la facon habituelle
dans la formule de Kiinneth. Notons Z7 I'espace HZ(Y)? muni de sa structure naturelle de
Gg-module et Od(Zj ) le méme espace muni de la structure de G4-module tordue par 64. Si
j # k, les espaces Z7 @c 04(Z%) et ZF @¢ 04(Z7) sont échangés par 0y, il ne contribuent pas
A la restriction & M de la trace de notre M*-module. On peut les négliger. Alors H(X)"
devient négligeable si 7 est impair. Si i est pair, il est équivalent & Z/2 @¢ Hd(Zi/ 2) et le signe
intervenant ci-dessus est (—1)"2. Notre module virtuel de départ 3,(—1)"H, (X H)ET est donce
équivalent & :

D (-1)'Z @c 04(2),

i>0
oll maintenant 6, agit simplement par v; ® ve +— vo ® v1.

Revenons au cas général ot n’ n’est plus supposé nul. Le Lévi M est maintenant G4 x G,,» x
Gg4. Un raisonnement analogue montre que le module virtuel Rﬁ/lf (E(pq, pry)) est équivalent
a:

S (1)1 0 By, o) S 0420,
i>0

oll Oy agit par 'opérateur Aps : v1 @ vg @ v3 — v3 @ T (py, o) (0 ) (v2) @ v1. Puisque M est
le Lévi d'un sous-groupe parabolique standard Q défini sur F, et stable par 6, on obtient le
module Rfi (E(pq, py)), ou plus exactement un module qui a méme trace sur G, par induction
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A partir du précédent. Pour tout 4, notons (7%, E*) la représentation induite de Q & G de
Z'@c E(py, py) @c 04(Z%). On prolonge 7 en une représentation 7> de G par :

(" (0)(£))(9) = Anr o £(8(9)),

pour f € E' et g € G. Alors jo_—(E(IJ;17lJz2)) est équivalent & Y, (—1)"E".

Supposons d’abord p, = (. On sait que la représentation de G4 dans Z° est somme de
représentations irréductibles unipotentes. I en est donc de méme de la représentation de G
dans E?. On en déduit une égalité :

Y= Y ()t () + e (w)m (),

>0 peP(n)

avec des constantes ¢ (u),c” () € Z (la notation 7~ (p) est similaire & celle introduite plus
haut). On a alors I’égalité :

(1) Ry (traceq mr(m)) = Y (¥ () — ¢ (w)tracegn™ (u).
HEP(n)

11 nous reste & calculer les nombres ¢t () — ¢~ (u). Pour cela, on identifie nos représentations
de G aux représentations de l'algebre H dans les sous-espaces d’éléments invariants par B.
Notons (? la représentation de Hy dans Z%P4, posons GM = G, x &, x G4 et identifions ce
groupe au sous-groupe évident de &,,. L’espace EP s’identifie & celui des fonctions f : H —
ZbBa @c B(puy) P @c Z5B4 telles que, pour w = (wy, wa, w3) € &M et h € H, on ait :

F(Twh) = (¢(Twy) © m(11) (Tuwz) @ C (T Tws T ma)) © f ().

Wd max

L’algebre ‘H agit par translations & droite et 7% (#) devient I'opérateur :
(T O)()(h) = Anr o f(T,) Wl as)-

Pour tout w € &, posons T/, = ¢ " ")T, 1, ot I(w) est la longueur de w. Soient p €
P(n) et (r, R) une représentation de H. On sait que Uopérateur Y o tracen(u)(T,,)r(Ty)
est proportionnel & la projection sur la partie 7(w)-isotypique de R (cf. [CR] 9.17, 9.19).
D’autre part, d’aprés notre normalisation de la représentation 7% (u), on sait que I'opérateur
T () (0)7 (1) (T, e ) agit sur E(p)? par multiplication par ¢™? pour un certain entier m.
Alors 7= () (0)7 (1) (T, 1na) agit par multiplication par —¢™/2. 1 en résulte Iégalité :

2) D (D" tracen(p) (T trace(n (0)' (T, oo Tw)) =

>0 weSy,
2 () — () S trace m(u) (T trace () (To).

La derniere somme ci-dessus est non nulle : c’est la trace d’un projecteur non nul. Cette formule
calcule ainsi ¢t(pu) — ¢~ () comme rapport de deux termes. Or ceux-ci sont des polynémes en
¢*/2, ¢~1/2, et la formule reste valable si on remplace ¢ par une puissance ¢” pour r entier > 1.
On ne sait pas a priori que ¢t (u) — ¢~ (p) est indépendant de ¢ mais :

(3) Tentier |ct(u) — ¢ (p)| est borné par un nombre indépendant de gq.

En effet, d’apres (1), cette propriété résulte de la suivante : la norme de ’homomorphisme
RII est bornée par un nombre indépendant de q. Pour prouver celle-ci, il suffit d’exprimer cet

homomorphisme dans les bases (¢(a))ae,45, mod conjugaison 4€ C(G) et (9(a))ac AP mod conjugaison

de C(@G) introduites dans le paragraphe précédent. Il envoie un élément de la premiére base sur
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un élément de la seconde, multiplié par une racine de I'unité. L’assertion résulte alors du calcul
des normes des éléments de ces bases ([L4] proposition 24.16).

On a donc une fraction rationnelle qui ne prend qu’un nombre fini de valeurs en un nombre
infini de points. Cette fraction rationnelle est donc constante. On peut y remplacer ¢/2
par 1. Les représentations des algebres de Hecke deviennent des représentations de groupes
symétriques : pour tout 7 € N et toute partition XA € P(r), 7(A) devient o(A) ; on note p’, resp.
o', la représentation de &4, resp. &,,, qui correspond a ¢?, resp. 7'. On note leurs espaces respec-
tivement E(\)1, Z%, Ei. 1l résulte de notre normalisation de 77 () que l'opérateur 7+ (X)(6;)
devient o () (W maz)- L'espace B} est celui des fonctions f : &, — Zi@c E(p;)1®c 21 telles que

flwu) = (p'(w1) @ o(py)(w2) @ p'(Wa mazWsWamaz))(f(w)) pour tout w = (wy, wo, w3) € &
et tout u € &,. Le groupe &,, y agit par translations & droite. L’opérateur 7" () devient
Popérateur o*(6) défini par :

(Jz(e)f)(w) =Byo f(wn,maxwwn,max)

oll By(v1 ® va ® v3) = v3 ® O-i(ﬂ'l)(wn’,max)(UQ) ® vy.
L’égalité (2) devient :

@) Y (=1 Y traceo(p)(w trace(o!(8)o" (wnmazw)) = [Sul (¢F (1) = ¢ ().

Fixons 7 € N, un systéme de représentants S de &M\ &,, et des bases B de Z} et B’ de E(p;)1.
Pour tout (s, b1, b2,b3) € S x B x B’ x B, notons fp, by b, 'élément de E?  support dans &M s,
qui vaut by ® by ® bz au point s. Ces fonctions forment une base de E%. Notons B et B’ les
bases duales de B et B’. Pour tout endomorphisme D de E{, on a I'égalité :

tra,ce(D) - Z < 61 ® 62 ® 63’ D(fsybhbz,bs)(s) >
(8,b1,b2,b3)ESx Bx B/ x B

Soit w € &,,. On a I’égalité :

(O-i(Q)Ui(wn,mazw)fs,bhbz,bg)(8) =Byo fs,bl,bg,bg (wn,mazsw)-

Si wmmaxsws*l ¢ &M ceci est nul. Si wn,mmswsﬁ1 = (w1, w2, ws) € SM | ce terme vaut :

pi(wd,mawawd,mam)(bfi) & U(/"’l)(wn’,maxw2)(b2) & Pi (wl)(bl)

On a les égalités :

Z < 627 J(Hl)(wn’,maxw2)(b2) >=trace U(/"'l)(wn’,mawa)a
boeB’

Z < 617 Pi (wd,mamw?)wd,max)(b?)) >< 637 Pi (wl)(bl) >=trace pi(wd,maxw3wd,mamw1)~
b1,b3€B

Posons v = (1, wy/ maz, 1) € &M, Des formules ci-dessus et de quelques changements de va-
riables résulte 1’égalité :
trace(c'(0)o" (Wnmazw)) =

7
> > trace p' (Wa,mazWsWd,maz w1 )trace o(py ) (ws).
w'=(w1,w2,w3)ESM SESWn, mazsws™I=vw’

Le membre de gauche de (4) est égal a :
D (w1 wa,ws)€SM D_ses trace o(p) (s w ™ vwy, mazs)trace a(yl)(wg)‘x
> iso(=1)*trace p*(Wa,mazW3Wd,mazw1)-
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Remarquons qu’en posant w' = (Wd,mazW3Wd,mazW1, Wn! mazW2,1), u = (1,1,w3), on a
Iégalité : S_lw_lvwn,mms = s_lu_lw/_lwnymaxus. Puisque traceo(p) est invariante par
conjugaison, on peut remplacer trace o(p)(s~ W Vwn mazs) par trace o(pw)(w' " wn maz). Le
terme que ’on somme ci-dessus devient indépendant de s et ne dépend plus de w1, w3 que par

le produit wq maezW3W4,maezw1- La somme se simplifie en :

1S]1S4] Z trace o(p)(w ™ wy maz )trace o(py) (w2) Z(—l)itrace p(wy),

w1€64,w2€6,,/ >0

oll on a posé w = (W1, Wy’ mazW2,1). Rappelons que o' se déduit de la représentation de Gy
dans H!(Y)T. Notons O la classe de conjugaison dans &, paramétrée par la partition (d) et 1o
sa fonction caractéristique. Il est connu que Y ,~o(—1)%race p’ est égal a |S4||O|'1p. Mais,
pour wy € O, on vérifie que wy, maezw (avec les notations ci-dessus) est conjugué a 1’élément que
lon a noté w(2d) x we. L’expression précédente devient :

15]|Gq)? Z trace o(p)(w(2d) x we)trace o(pw;)(ws).

w2 €S,

Puisque |S| = |6,]|64]72|6,/| 71, ceci n’est autre que |&,|[p : w(2d) x py]. Alors (4) devient
c(p) —c (p) = [p: w(2d) x py] et égalité (1) démontre le (ii) de I’énoncé.

On a supposé py = (). Passons au cas général en levant cette hypotheése. Introduisons les
sous-groupes paraboliques standard R;, j = 1,...,4 et S1,So de G, de sous-groupes de Lévi
respectivement :

HIZGdXGn/IXGn/ZXGd, HQZGdXGn/QXGn/IXGd,

H3:GdXGn/1 XGdXGn/Q, H4:G’n/2XGdXGn/1 ><Gd,
Ki = Gagyny X Gy, Ko =Gy X Gogpp

Pour 4,7 = 1,...,4, on note w; ; la matrice de permutation évidente telle que wi,jij;J-l = H;.
Par exemple, pour h = (hy, he, hs,hy) € Hy, on a wz,lhng = (h1, h3, ha, hs). On note wg la
matrice analogue telle que w Kng;(l =Kj;.

Soit i € N. Le module E’ est isomorphe & Indf (Z' ®@c E(py) ©c E(pa) @c 04(Z7)).
L’opérateur 7>F(6) est le composé des opérateurs suivants :

-0+ IndS, (7' 9c B(iy) @e Bluy) @ 04(21) — IndS, (04(21) @c B(y) 9c E(i) @o
Z') défini par ©(p)(g) = B oy o 8(g), ot B(v1 @ va @ v3 @ vg) = v4 @ T (pag)(Oy ) (v3) @
7 (1) (O (v2) @ 013

- I'opérateur d’entrelacement I(w; 2);

- la multiplication par un réel > 0.

Par lisomorphisme I(ws1), E* est encore isomorphe a Inng(Zi ®c E(py) ®c 04(2) @c
E(ps)). L'opérateur 7%+ (0) devient le composé des opérateurs :

-0 Ind$, (2 9 Blwy) ©c 84(Z) @c B(uy)) — Indg, (E(y) ©c 64(Z) @c E(y) @o
Z') défini par ©'(¢)(g9) = B' 0 p 0 0(g), ot B'(v1 ® v2 ® v3 @ va) = 7 (p3)(Oy) (v4) ® v3 @
7 () (0 (v2) ® 015

- I'opérateur d’entrelacement (w3 4) ;

- la multiplication par un réel > 0.

Notons (Wé, Eé) la représentation de G4, analogue de (7%, E*) quand on remplace u, par
(). On a lisomorphisme :

Ind§;,(Z' @c E(my) @c 04(Z°) ©c E(p,)) ~ Ind§, (Bf ©c E(py)).

Donc E' s’identifie & ce dernier module, 'opérateur 7 (6) devenant le composé des opérateurs
suivants :
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- 0" Ind§, (B} ©c E(py)) — Indg, (E(py) ®c E}) défini par ©”(p)(g) = B" o p 0 8(g), ou

B (01 ©v2) = 7 (1) (6,3 (02) © 7y (B ) (1)

- Popérateur d’entrelacement I(wg);

- la multiplication par un réel > 0.

Remarquons que, si on remplace (7r§ , Eé) par une représentation (w(p), E(p)) ou p € P(2d+
n}), la construction ci-dessus est justement celle de 7 (p, pty). Si on a une égalité :

SD=Dmt = > (Mt () + () (1),

120 HEP(2d+n])

on aura aussi :

(=it = > ()T () + ()T (s 1),

120 pEP(2d+n])
puis I’égalité :

Tupe) = Y. (7 (w) — e (w)tracegm™ (1, py).
peP (2d+n,)

+ -
Ry, (tmceGn, T

Les coefficients de cette expression sont les mémes que dans le cas py = ). Cela acheéve la
preuve. [

15. Quelques définitions combinatoires

Soit p une partition. Pour deux entiers a,b € Z avec a > b, on pose [a,b] = {a,a—1,...,b+
1,b} (pour respecter les conventions concernant les partitions, on écrit les ensembles d’entiers
en ordre décroissant). Si @ — b+ 1 est plus grand que le nombre de termes non nuls de p, on
pose pu + [a,b] = {u1 +a,p2 +a —1,..., g—p+1 + b}. Pour t € N, assez grand (plus grand que
le nombre de termes non nuls de p), posons :

Ey(pn) = p+ [t —1,0],

X .
Ef(n) = {5;2 € E(), = pair},

B (=175

On note t*(u), resp. t~ () le nombre d’éléments de E;f (), resp. E; (p),

;¢ € Ey(p), x impair}.

m(p) = sup(t™(u) =t (p), 7 (p) =t~ (1) = 1),
1

N(p) = 5 (S(p) = m(p)(m(p) —1)/2).

Ces définitions sont copiées de [AMR], paragraphe 5.B. On vérifie que m(u) et N(w@) ne
dépendent pas de t et que N(p) € N. On note oy () et B,(p) les partitions telles que :

o (p) + [t7 (1) — 1,00 = B (p), B(w) +[t™(p) — 1,0] = Ey ().

On vérifie que S(ay(p))+S(8; () = N (). Sion change t en t+1, on obtient a1 () = B, (1),
Bir1(1) = ay(p). On note py(p) la représentation irréductible de Wiy, paramétrée par le

couple (a(p), B¢ ().
Posons encore :
Zy(p) = {(z,y) € Ex(p)* 2 >y,  impair, y pair},
y’cusp = (m(”)ﬂn(”) - ]-a sy ]-)7
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mu )2 — mu /)
= Y < tu(0) . U)o ot (5 mut (> i)>.

i>1,1 impair

Lemme. 0n a la congruence :

Z0)] ~ V2B = 2(0) + alm()) + 20y UL o,

ou v est la partition duale de p et la fonction o a été définie au paragraphe 11.
La preuve, purement combinatoire, est laissée au lecteur. [J
Soient (g1, o) € Pa(n). Pour j = 1,2, posons m; = m(p;), Nj = N(p;). En notant

n = ml(Tgqul) + m2(ﬂ;2+1)’ il

y a un unique couple (hi, ha) € Feysp tel que :
(1) my = sup(h1 + hg,—h1 — ho — 1), mo = sup(h1 — ho,hg — h1 — 1).

On pose :
(11, pg) = Y(ha, ha)n(—1)N2 (—1) (D) F202)

ol Y(h1, h2) a été défini au paragraphe 12 et, pour j = 1,2, v; est la partition duale de p.
N(py) | ma(my+1)
Remarque. Si p, = ), ce terme se simplifie en y(p;, ) = (—1)**1)+ ro T
Pour j = 1,2 on choisit un entier ¢; assez grand tel que t; = hy + j mod 2Z. On pose
pj = pt;(p;). On note §(py, o) le sextuplet (hy,ha, N1, No, p1, p2). Il appartient & F. On a

ainsi défini une application f : Pa(n) — F. Elle est bijective.

16. Un lemme technique

Soient hy, ha, N, p;, p, comme au paragraphe 8. Si |ha| > hy, soit (pq, o) € Pa(n) tel que
f(tty, o) = py et soit g = su un élément de G vérifiant les hypothéses du (i) du corollaire 8. Si
|ha| < hi, soit (g, py) € Pa(n) tel que §(pay, pho) = po et soit g = su un élément de G vérifiant
les hypotheses du (ii) de ce corollaire.

Notons Zq4 le sous-anneau de C formé des entiers algébriques.

Lemme. Sous ces hypothéses, tracesmn™ (py, po)(g) nappartient pas a ﬁZalg.

Preuve. Posons ¢’ = s?u. C’est un élément de G. Montrons que :

(1) tracegm™ (py, po)(g) — trace m(py, py)(g') appartient & v/2Ze,.

On a s* = 1. Les valeurs propres de w1 (uy, tt5)(s) appartiennent & {+1,+i} (ot ici i est
une racine de —1). Décomposons E(p;, o) en espaces propres E; pour j € {£1,£i}. Posons
t; = tracem(py, pa)(u) g, Certainement ¢; appartient a Zgy. On a :

traceamt (1, o) (g) = t1 — t_1 +it; — it_;,

trace m(py, o) (g') = t1 +t_1 —t; —t_;.

La différence de ces deux expressions est —2t_1+(i+1)t;+(1—é)t_;. Or % et 1—\/}1 appartiennent
a Zqig- Cela entraine (1).

1 suffit donc de démontrer que trace (g1, p,)(g’) n’appartient pas & v/2Zg,. Mais ce terme
appartient & Z car w(py, o) est définie sur Q. Il s’agit donc de prouver que c’est un entier
impair.

On calcule le couple (g1, o). Soient (mq,m2) le couple d’entiers > 0 défini par la relation
15(1). Alors :

= C2N+my,m; —1,..,1), py=(ma,me—1,...,1).

On pose n; = S(uy), ne = S(py). Remarquons que s est un élément semi-simple de G de
valeurs propres +1. En notant n4 leurs multiplicités, on a :

- si |h2‘ > hy, ny = 2N + h%, n_ = hl(hl + 1);

- si |ha| < hy, ny = h3, n_ =2N + hy(hy + 1).
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On calcule trace w(py, o) (g') en utilisant la théorie des faisceaux-caracteres pour le groupe
G et en explicitant comme au paragraphe 6 le théoreme de Lusztig. Puisque 1'on a déja détaillé
la méthode aux paragraphes 6 et 7 dans le cadre plus subtil du groupe G, on ne donne ici
que le résultat. Rappelons que pour tout entier m € N et tout u € P(m), on note o(u) la
représentation irréductible de &,,, paramétrée par p. On associe & o(p) une fonction de Green
Qo (p) sur Pensemble des éléments unipotents de G,. Si v € Gy, est unipotent et si sa classe
de conjugaison est paramétrée par A € P(m) (i.e. les blocs de Jordan de v sont de longueur
A1, A9 ete...), on a :

QJ(;,L)(U) #0=A<p

pour l'ordre usuel des partitions et, si A = p, Q) (v) = 1.
Notons N I'ensemble des familles n = (n¢ j)e=+,j=1,2 d’entiers > 0 telles que :
-pour j=1,2, ny;+n_; =n;,
- pour € = &, neq + Ne2 = Ne.
Pour une telle famille, posons &, = &, ,
évidents (au moins a conjugaison pres) :

X Gnyy X Gy X Gy, On a deux plongements

G, X6,

n+

Pour 1 € &,,,, 09 € &,,,, 04 € ém, o_ € &,_, notons resg, (01 ® 03), resp. ress, (04 Qo_),
la restriction a &, de 01 ® o9 par le premier plongement, resp. de o4 ® o_ par le second. Notons
(ress, (01®02),resa, (04 ®o_)) leur produit scalaire usuel. Le théoréme de Lusztig s’explicite
alors sous la forme :

(2)  tracem(py, po)(g) = q" > Qo(p) () Qor(pu_y (u-)
1y €P(n s )i EP(n)

D e(n)(rese, (0() ® 0(p2)), rese, (0(py) ® o(p_))),

neN
ou €(n) est un signe et r un entier > 0 qui nous importerons peu. Notons A4, resp. A_, la
partition paramétrant la classe de conjugaison de u, resp. u—. On a :

- si |ho| > h1, Ay = (2N + 2|ho| — 1,2|ho| — 3,...,3,1), A_ = (2h1,2h1 — 2,...,2);

- si lha| < hy, Ap = (2lho] — 1,...,3,1), A_ = (2N + 2hy1,2h; — 2,...,2).

On va montrer que, dans la triple somme ci-dessus, indexée par p,, p_, n, un seul triplet
donne une contribution non nulle. Pour ce triplet, ona g, = Ay, p_ = A_ et (resg,(0(p;) ®
o(ps)),rese, (0(py) ® o(p_))) = 1. 1l en résultera 1'égalité trace m(py, py)(9') = €(n)g” qui
est bien un entier impair, ce qui achévera la preuve.

Introduisons quelques notations. Pour toute partition a et tout entier a € N, on pose
Sa(a) = a1 + ... + a4. Pour deux partitions e et 3, on définit de fagon évidente leur réunion
a U B et leur somme v = o+ 3 (on a v; = a; + [ pour tout j). Posons a = S(a), b = S(B),
soit 8 € P(a + b). Il est bien connu que si o(a) ® o(3) intervient dans la restriction de o(9)
a6, X G, alors aUB < d < a+ B. Si l'une ou Pautre de ces inégalités est une égalité, la
multiplicité de o(a) ® o(B) dans la restriction de o () est égale a 1.

Soit g, p_, n un triplet dont la contribution a la somme (2) est non nulle. Puisque

Qa(u+)(u+) # 0 et Qa(p,_)(u—) #0,0na:
(3) ApSpp, A <Sp

Puisque (resg, (0(p1) ® o(py)),ress,(0(py) ® o(p_))) # 0, il existe des partitions ae; €
P(ne,;) (ici comme dans les lignes qui suivent, on a € = %, j = 1,2), telles que :
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o(ae1) ® o(ae ) intervient dans la restriction de o(p,) a &p ; X Gy, ;
o(ay ;) ®o(a— ;) intervient dans la restriction de o(p;) & & x Gn_ ;.
Cela entraine :

U]

(4) { B < 01 + Qe

Soit ¢ un entier > 1, posons ce = multy, (> i), ¢; = multy (> i), ¢ = ¢y + c—. Les inégalités
ci-dessus entrainent :

Sc6 (/J/e) S Sc6 (ae,l) + Sc6 (ae,2)7
©) { Sey(@yj) +Se_(a—j) < SC(Nj)-

D’autre part, Se(p, Up_) = S, (py) + Se_(p_). Alors :
(6) Se(pyUp_) =5c (1y)+ Se_(p_) < Sey (g 1) + Sep (g 2) + Se_(a—1) + Se_(a—2)

< Se(py) + Se(pa) = Se(py + pa)-

On remarque que pq + o = AL U A_. On a ainsi obtenu la relation :
Se(myUp_) < Se(ApUAL)

pour ¢ = mult,hru“i(z i), et cela pour tout ¢ > 1. D’apres [S] lemme 3.4 p.192, cela entraine
pyUp_ < XL UAX_. En comparant avec (3), on obtient g, = Ay et p_ = A_. Maintenant, les
deux termes extrémes de (6) sont égaux et cela oblige toutes les inégalités du calcul ci-dessus
a étre des égalités. Prenons par exemple pour 7 un entier pair intervenant dans A_. Notons
d,, c_, ¢ les analogues de cy, c_, c relatifs & ¢ + 1. On a ¢/, = ¢y car tous les termes de A4
sont impairs. On a ¢ = ¢_ — 1 car toutes les multiplicités de A_ sont < 1. Donc ¢ = ¢ — 1.
Soustrayons de (5), qui est maintenant une égalité, la méme égalité pour i + 1. On obtient
a_je. = je (le c_-itme terme de o ; est égal au c-ieme terme de p;). Quand 7 parcourt
tous les entiers pairs intervenant dans A_, c_ parcourt 'ensemble {1, ..., h1 }. Remarquons que
la premiere inégalité de (4) entraine que la longueur de a_ ; est < h;. Les égalités précédentes
déterminent donc entierement a_ ;. On détermine de méme o ;. Cela montre qu’il y a un
unique quadruplet de partitions (ot j)e—+ j—1,2 possible. Par exemple, dans le cas 0 < hy < hy,
on obtient :
a1 = (2h2 — 1, 2h2 — 3, caey 3, 1), a2 = @,

a_1 = (2N + hy + ho,hy + hy — 1,h1 + ha — 2,...,2hg + 1, 2h9, 2hy — 2, ...,2),
a_g=(h1 —ho,hi —hy —1,...,2,1).

On constate que les inégalités (4) sont des égalités, donc o(ay 1) ®o(ay2)®@o(a—1)@o(a_ 2)
intervient avec multiplicité 1 dans resg, (0(p;) ® o(py)) comme dans resg, (0(p,) @ o(p_)).
L’unicité du quadruplet (ae,j)ezi,jzl,g entraine celle de la famille n € N. Le calcul ci-dessus des
multiplicités entraine que, pour cette famille, on a bien (resg, (0(p1) @ o(ps)), resa, (o(py) @
o(p_))) =1 comme on le voulait. [J

17. Le résultat principal
Rappelons que 'on suppose p # 2 et ¢ > n.
Théoréeme. Pour tout (py, py) € Pa(n), on a l’égalité :

tracesmt (py, o) = (1, pa) @ 0 F(pey, po).-

La fin de Particle est consacrée a la démonstration de ce théoreme. Elle se fait par récurrence
sur n. On suppose désormais ’assertion du théoréme prouvée quand on y remplace n par tout
entier n’ < n.
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18. Symboles et induction de Deligne-Lusztig pour les fonctions caractéristiques
de faisceaux-caractéres

Pour tout sous-ensemble fini A C N x {£1}, posons :

-pour € € {1}, A°={z € N;(z,¢) € A};

-rg(A) = X z0en x)—[(w%) | (ou [z] = partie entiere de z ; remarquons que rg(A) > 0) ;

- def(A) = [AT] - [A7].

On introduit la relation d’équivalence entre de tels sous-ensembles finis engendrée par A ~ A’
ou A = {(x+1,¢);(z,e) € A} U{(0,1),(0,—1)}. Les fonctions rg et def sont constantes sur
les classes d’équivalence. Pour N € N et D € Z, on appelle symbole ordonné de rang N et
de défaut D une classe d’équivalence d’ensembles A tels que rg(A) = N et def(A) = D. En
pratique, on représentera un symbole par un élément A de la classe en question ayant un nombre
d’éléments assez grand. On ne s’intéresse qu’aux symboles de défaut 0. On note Sy ’ensemble
des symboles ordonnés de rang N et de défaut 0.

Pour tout ensemble X, on note C[X] I'espace vectoriel complexe de base X. On le munit
du produit scalaire hermitien pour lequel X est une base orthonormée.

Soient N,d € N, d > 1. Pour A € Sy, posons :

Xi(A) ={(x,e) e A;(x +d,e) ¢ A}.
Pour (z,¢€) € X4(A), posons :

Ag(z,€) = (AM\{(z,6)}) U{(z +d,e)},
Cd,A(l',E) = (_1)|[$+d—1,x+1]m/\e|.

Remarquons que Ag(z,€) € Sy4q4. On pose :

)= Y Caalz,O)ha(z,e),

(z,)€X4(A)

I;(N) = ) egala, e )hg(,e).

(z,e)eXq(A)

Par linéarité, cela définit des homomorphismes Ij : C[Sn] — C[SN4dl-

Pour (a,3) € Pa(NN), représentons ces partitions par des familles de méme longueur :
a= (a1 >..>2a),B=(01>..>05) Posons A\t =a+[r—1,0, A= =3+ [r—1,0] et
A = {(z,e);e = £1,2 € A}. Alors A € Sy et Papplication (a,3) — A ainsi définie est une
bijection de Py(N) sur Sy. Puisque Py(N) parametre Wi, on en déduit une bijection de Wx
sur Sy, que I'on note p — A(p). Fixons un élément w™ (d), resp. w™(d), de Wy dans la classe de
conjugaison paramétrée par ((d), ), resp. (0, (d)). Pour p € Wxia, ol € Wy et € = =+, posons :

[p:ws(d) x p] = |[Wx|™? Z trace p(w(d) x w)trace p'(w),
weWn

avec des notations analogues a celles du paragraphe 14. L’homomorphisme I§ s’interprete de
la fagon suivante (on identifie + a {+1}) :

(1) pour tout p" € Wy, I(A(p")) = X ey, [P = w(d) X p/JA(p).

Posons S = UyenSn. Des homomorphismes précédents se déduisent des endomorphismes
Ij[ de C[S]. Posons S =N x Z x S x S. On a un isomorphisme :

C[S] = C|N x Z] ®¢ C[S] ®¢ C[S].

Pour j = 1,2 et € € {£1}, on note Ij ; 'endomorphisme de C[S] produit tensoriel de I'endo-
morphisme I§ de la j-ieme copie de C[S] et des identités de C[N x Z| et de I'autre copie de
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C[S]. Pour tout entier m € N, notons S,, le sous-ensemble des (hi, ha, A1, A2) € S tels que
hy(h1 +1) 4+ h3 +2rg(A1) + 2rg(As) = m. Evidemment, I§, ; se restreint en un homomorphisme
de C[S,,] dans C[S,,+24]-

Pour p = (hy, ha, N1, Na, p1,p2) € F, posons :

Ai(p) = (h1, ha, A(p1), A(p2)).

Ce terme appartient & S,,. On a ainsi défini une application Ay : F — S,. Elle est bijective.
Notons C (G’)k’qu le sous-espace de C(G) engendré par les fonctions ¢(p) pour p € F. En
associant & tout s € S, la fonction ¢ o A;l(s), on définit une application linéaire k : C[S,] —
C(é)k,qu- D’apres le lemme 5, c’est une isométrie.
Pour n/,d € N tels que d > Let n'4+2d = n, pour j = 1,2 et € = =+, on a défini au paragraphe

3 un homomorphisme Rf ; : C(G,) — C(G). Par construction de C(G)k,qu, il envoie C(Gr/ ) qu
dans C(G)k,qu (rappelons notre convention d’affecter d’indices n’ les objets analogues & ceux
que l'on a défini pour notre groupe G = G,, quand on remplace n par n').

Lemme. Le diagramme suivant est commutatif :

k_/ ~
C[Sn’} = C(Gn’>k,qu

LIS, | Ry,
CS, & C(@hgu

Le lemme est dit & Asai ([A], lemme 2.8.2). Il se déduit de (1).

19. Symboles et induction de Deligne-Lusztig de représentations : premiéres
propriétés

On pose A,ep = Ap o fou f, resp. Ay a été définie au paragraphe 15, resp. 18. Alors A,y
est une bijection de P2(n) sur S,,. On définit un homomorphisme rep : C[S,,] — C (é)qu qui &
s € Sy associe Y(py, po)tracesmt (g, pho), OU (fy, o) = A;e%,(s). Cet homomorphisme rep est
une isométrie.

Remarque. L’assertion du théoréme revient & dire que C(G) gy = C(G)k.qu et que rep = k.
L’hypothese de récurrence assure la validité de ces assertions quand on y remplace n par tout
n' <n.

Soient n’,d € N tels que d > 1, n’ + 2d = n et soit j = 1,2. Le lemme 14(ii) entraine que
Pimage de C(Gy)qu par RI ; est incluse dans C (@) qu-

Lemme. Le diagramme suivant est commutatif :

ClSw] "™ C(Gn)gu
L I3, | Ry,

rep

ClS,) =& @

Preuve. On suppose pour simplifier j = 1. Soient s = (hy, ho, A1, A2) € Sy et (py, o) =

A;ei),n,(s) € Pa(n’). Posons n} = S(py), m = m(p,), soit ¢ un entier assez grand tel que

t = ho + 1 mod 27Z. Posons :

X ={z e Ey(p);z+2d ¢ Er(p)}-

Pour x € X, posons :
Ey(py; @) = (Ey(p) \ {z}) U{z + 2d},
((z) = (_1)I[$+2d—1a$+1]ﬁEt(u1)\.

D’apres la regle de Murnaghan, les partitions p € P(2d + nj) telles que [p : w(2d) x py] # 0
sont celles pour lesquelles Ey(p) est égal a Ey(pq;x) pour un z € X. On a alors 1'égalité

[ w(2d) x ) = ().
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Il résulte des définitions que ’on peut supposer :
Ay ={y+uSy e Ef(u)} U u - 1,0],

pour € = £, ou :

-sim=ho+1mod2Z,u" =m, u” =0,

-sim = ho mod 2Z, ut™ =0, u” =m + 1.

L’application :

T 4t ; ;
- (_21+u7, 1), jszxest.pmf7
(55= +u™,—1), sixest impair,
est une bijection de X sur X4(A1). Si © € X correspond ainsi & (y,e) € Xg4(A1), posons
C(y,e) = ((x) et notons u(y,€) la partition de 2d + n} telle que Ei(pu(y,€)) = Ei(pq;x). On
vérifie que :
(1) AT@p(p’(y) 6)7“2) = (h17h27A1,d(y76)7A2)'

On a l'égalité R}, o repy(s) = v(py, po) Ry (traces w7 (py, po)). Grace au lemme 14(ii)
et aux considérations ci-dessus, on obtient 1’égalité :

Rijorepw(s)= Dt m2)((y, e)traceqm™ (u(y, €), pa)-
(y,G)EXd(A1)

D’autre part, d’apres (1) et les définitions,

repolf ()= > (W, 6), m)lan, (, tracesmt (u(y, e), po).
(y,e)EXd(Al)

11 s’agit donc de prouver que, pour tout (y,€) € X4(A1), on a 'égalité :

(2) (1 pe)Cys€) = v(p(y, €), mo)Can, (¥, €)-

Fixons donc (y, €) € X4(A1), notons x I’élément de X qui lui correspond et posons g = pu(y, €).
On a I’égalité :
[t 4+2d— 1,2 +1]NEy(y) = 2° U 721,

ott, pour £ = 0,1, Z = {z € Ey(p); 2 +2d > z > x,2 = x + £ mod 2Z}. L’application :

5 . .
. 5+ ut, st x est pair,
Zgl +u~, sixestimpair,

est une bijection de Z° sur [y +d — 1,y + 1] N A§. Donc (—1)‘ZO| = (4,A, (Y, €). Introduisons les
ensembles Z;(p;) et Z;(p) du paragraphe 15. Supposons par exemple x pair. Posons :

Zy(m) ={(@" ) € Zi(m )y # x}, Zi(w) ={(2,y) € Zi(p);y' # « + 2d}.

Ces deux ensembles sont égaux. L’ensemble Z;(p1) \ Z; (1) est en bijection, par (2/,z) — 2/,
avec {2/ € Ey(py); 2’ > x,2' impair}. De méme, Z;(pu)\ Z, (1) est en bijection, par (2, x+2d) —
', avec {2/ € Ey(p); 2’ > x+2d, 2" impair}. Ce dernier ensemble est égal a {2’ € Ey(p,); 2’ >
x, 2" impair} \ Z1. On en déduit 1'égalité | Z;(u1)| — | Zi(p)| = | Z1|. On a supposé z pair. Dans
le cas oul x est impair, on démontre de méme que |Z;(u)| — |Z¢(p1)| = |Z1|. En tout cas, en
utilisant le lemme 15, on a :

(=17 = (=1)2)—=0)

)

ou v, resp. v sont les partitions transposées de p, resp. p;. Alors :

Cy,€) = (—1)llH2d=tatnEup)l — ()1 Z°HZY = (1)) =200 ¢, (g o).
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Mais, par définition de la fonction v, on a I’égalité :

(=122 =y (u(y, €), po )y (g, p12) ™"
D’ou (2). O

20. Symboles et induction de Deligne-Lusztig de représentations, suite
Soient n’,d € N tels que d > 1 et n' +2d = n, et soit j = 1,2. )

Lemme. (i) L’image de C(Gy)qu par ’homomorphisme R, ; est incluse dans C(G)qu-
(ii) Le diagramme suivant est commutatif :

ClSw] " C(Gn)gu
oy LRy
ClS.) @ (@)

Preuve. On suppose encore j = 1. Soient 7/, d € N tels que d > 1 et 7/ + 2d = n, soient
j=1,2et é==4. Pour s € C[S,/] et 5 € C[Sy/], on a I'égalité de produits scalaires :

(1) (L31(8), IEJ(E)) = (R, orepn(s), wa o repm(8)).

En effet, par 'hypothese de récurrence, rep,s = ky, repn = kz. Grace au lemme 18, le membre
de droite est égal a (ko I, ,(s),ko Igj(g)). Puisque k est une isométrie, cela entraine (1).

Soit s = (h1, he, A1, A2) € S,v. Posons (pq, py) = A;e; . (8). Modifions la formule du lemme
14(i) en ne conservant dans la somme que les p tels que [p : w(2d) X pq] # 0 et en additionnant
les autres au terme ;. Les p ci-dessus ont été déterminés dans la preuve précédente, dont on

reprend les notations. On obtient le résultat suivant. Il existe une combinaison linéaire :

J(s) = D €an (@ e)c(z,€)(ha, ha, Ai(2,€), Ag)

(z,)eXa(A1)

ou les coefficients c(z, €) sont des entiers impairs, et il existe ¢ € C[S,], orthogonal a rep(J (s)),
de sorte que :

Ry orepy(s) = o +rep(J(s)).

Remarque. Il n’est pas naturel a ce point d’introduire les termes (4 A, (z, €), mais on peut
évidemment le faire quitte & modifier le signe de ¢(x, €) et cela simplifiera les calculs ci-dessous.
Alors :
(Rg,l 0 repn/(s), RJJ © repn/(s)) = ((pv 90) + Z C(l’, 6)2'
(z,)€X4(A1)

Appliquons (1) pour d = d,5 = s,j = 1,6 = —. Le terme de gauche ci-dessus est égal a
(I31(8),15,(s)), i.e. & |Xq(A1)|. En comparant avec le membre de droite, on voit que ¢ =0
et c(z,¢e) = 1 pour tout (z,€) € Xq(A1). Puisque ¢ = 0, on obtient déja R, o repy(s)
rep(J(s)), ce qui entraine le (i) de I’énoncé. Pour démontrer le (ii), on doit prouver que J(s)
I;(s), c’est-a-dire que ¢(z,€) = 1 pour tout (z,€) € Xq(A1).

Pour € = +, I’égalité (1) se simplifie. En effet, grace au lemme 19, le membre de droite
devient (rep(J(s)),repo IC'{E(E)). Puisque rep est une isométrie, on obtient :

@) 7)) = (T().IE(5)).
Supposons d’abord 7g(A2) > 0. 11 est facile de trouver d > 0, Ay € Syg(hg)—a €t (Z,€) €

X (Ag) tels que Ag = Ay 4(, €). Soit (x,€) € X4(A1), posons 5 = (h1, ha, A1(z, €), Az). On vérifie

que (h1, ha, A1(z,€), Ag) est le seul élément de S,, qui intervienne a la fois dans la décomposition
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de J(s) ou I;(s) et dans celle de I7 py ,(8), quand on écrit ces termes dans la base S, de C[S,].
On calcule alors les produits scalalres

(j( )71;2< )) = 0(957G)GCd,Al(UU:f)CJAQ(f?5)7

(Id_,1(5)7 13:2(5)) = €Gd,A, (@, 6)(&,]\2 (z,€).

En comparant avec (2), on obtient c¢(x,¢) = 1 comme on le voulait.
On suppose désormais rg(A2) = 0. On simplifie les notations en posant A = Ay, N = rg(A),
N = N'+d,
J(A) = Z €Can(z, €)c(x, e)A(x,€).

(z,e)eXa(N)

Pour d € {1,...,N} et A € Sy_g, on a I'égalité de produits scalaires dans C[Sy] :
(3) (g (M), I7(8) = (J(A), 17 (A)).

On D'obtient en appliquant (2) & 5 = (hy,he, A, A2) et j = 1.

Disons qu’un ensemble fini d’entiers > 0 est cuspidal si c’est un intervalle [¢,0]. Si un
ensemble fini A d’entiers > 0 n’est pas cuspidal, on peut trouver un autre ensemble A, un
élément 7 € A et un entier d > 1 tels que 7 +d g Aet A = (A\{x}) u{z +d}

Soit (z,€) € X4(A). Supposons A~ non cuspidal. Choisissons A=¢, 7 € A= et d > 1 tels que
T+dg A et A=¢= (A"¢\ {Z})U{Z +d}. Notons A I’élément de SN_J tel que A€ = Ay(z, €)
et A=¢ soit I'ensemble que 'on vient de choisir. On vérifie que Ag(x,€) est le seul élément de
SN qui intervienne a la fois dans la décomposition de J(A) ou I, (A) et dans celle de Ig([\).
Le méme argument de produit scalaire que ci-dessus entraine 1’égalité c(z, €) = 1.

On suppose désormais A~¢ cuspidal. Supposons qu’il existe Z,d € N tels que :

(4)  zgA, z+de A, {Z,2+dyN{z,x+d} =0

Fixons de tels entiers, définissons A € Sy_z par A€ = (Ag(x,e)\ {Z +d})U{z}, A=¢ = A<
Cherchons les constituants communs de J(A) (ou I; (A)) et Ig([\). On doit chercher les (y,v) €
X4(A) et (y,7) € Xz(A) tels que Ay(y,v) AJ(’ v). Considérons de tels couples. Si v # 7,
I'un des deux ensembles Ag(y,v)™¢ et Ag(y,7) "¢ est cuspidal, Pautre pas. C’est impossible.
Siv=10=—¢ MN(y,v)" = A, Ay(g,7)¢ = A°. Or A€ contient T et A€ ne le contient pas.
Impossible. Donc v = 7 = €. Si § # %, Aj(y,€)¢ contient Z et ne contient pas Z + d. Il en est
donc de méme de Ag(y,€)° = (A°\ {y}) U {y + d}. Puisque A ne contient pas T et contient
T + d, cela entraine & la fois y = Z + d et y + d = Z. Ces égalités sont contradictoires. Donc
y = z. Alors Ag(j,€) = Ag(z,¢€). Puisque ce terme est égal & Ay(y, €), nécessairement y = .
On a ainsi montré que Ag(z, €) était le seul constituant commun de J(A) (ou I; (A)) et Idf(j_\).
Comme précédemment, on en déduit 1'égalité c(z,e) = 1.

On suppose désormais qu'il n’y a pas de Z, d vérifiant (4). Montrons que :

(5) I'une des trois possibilités suivantes est vérifiée :

(a) il existe z < x — 2 tel que A° = {z} U [z,0];

(b) il existe 2/ >z +d+ 1 tel que A= [/, 2 +d+1|U[x+d—1,0];

(c) A€ est cuspidal.

Soit ¢ le plus grand élément de A€. Supposons y > x + d. S’il existe T < y, T # x + d, tel
que T € A€, on a T # x puisque x € A€, et le couple Z, d = y — T vérifie (4), contrairement &
Ihypothese. Donc z + d est 'unique élément de l'intervalle [y, 0] qui n’appartient pas & A€ et
(b) est vérifié pour 2/ = y. Supposons maintenant  + d > y. On n’a pas y = = + d puisque
z+d ¢ A°. Donc x +d > y. Supposons x +d > y > x. S’il existe T < y tel que T ¢ A€,
de nouveau le couple Z, d = y — & vérifie (4). Impossible, donc A = [y, 0] et (c) est vérifié.
Supposons enfin z > y. Alors x = y puisque = € A€. Notons alors z le plus grand élément de

|@| ||
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A€ qui soit < z. On prouve de méme que A° = {z} U [2,0]. Alors (a) est vérifié si x —2 > z et
(c) lest si  — 1 = z. Cela prouve (5).

Supposons vérifiée la condition (a) ci-dessus. Soit (y,v) € X4(A) un élément autre que
(z,€). Notons (a’), (b’) et (¢’) les conditions obtenues en remplagant (x,€) par (y,v) dans les
conditions (a), (b) et (c) ci-dessus. Les arguments précédents montrent que c(y,r) = 1 sauf si,
d’une part, A™" est cuspidal et, d’autre part, 'une des conditions (a’), (b’) ou (¢’) est vérifiée.
Puisque A€ n’est pas cuspidal, la premiere condition impose v = €. Pour la méme raison, (c’)
n’est pas vérifiée. La condition (a’) non plus : elle impliquerait z = y. Il ne reste que (b’). On
a alors a la fois :

A ={z}U[z,0] =[Z,y+d+1]U[y+d—1,0].

Cela impose z =z —2ety=o—d — 1.
Supposons d’abord z—2 > z. On vient de montrer que ¢(y, ) = 1 pour tout (y,v) € Xg(A),
(y,v) # (x,€). Alors :

J<A) - Id_ (A) = (C(x7 €) — l)Cd,A(x7 E)Ad(x7 6)'

L’égalité (3) s’écrit : )
(c(z,e) — 1) (Ag(, e),Ij{(A)) = 0.

En appliquant cette égalité & d = d, A = A, on obtient c(x,e) = 1. Supposons maintenant
x—2=2z 0Onac(y,v)=1 pour tout (y,v) € Xq(A) avec (y,v) # (z,€), (y,v) # (x —d — 1,€)
et (3) s’écrit :

((e(z,€) =1)Can(z, e)Ag(x,€) + (c(x —d—1,€) —=1)(ga(r —d—1,€)Ag(x —d—1,¢€), I}'(l_\)) =0.

Sid>2,onprendd=1, A tel que A== A" et A°={z+d—1}U[z —2,0]. On vérifie que
A4(z, €) intervient dans la décomposition de IC'{(/_X) tandis que Ag(x —d — 1,€) n’y intervient
pas. L’égalité ci-dessus entraine c(z,e) = 1. Si d = 1, soient d; = 1, dy = 2, Ay = A, Ay tel
que A;€ = A et A§ = [z — 1,0]. On vérifie que Ay(x,€) intervient dans la décomposition de
I:{l(]h) + I:Z; (A3), tandis que Ay(x —d — 1,€) n’y intervient pas. D’ott encore c(x,¢) = 1. Cela
acheéve la preuve dans le cas ou (a) est vérifiée. Une preuve similaire s’applique si (b) Pest.

Reste le cas ou (c) est vérifiée. Alors AT et A~ sont tous deux cuspidaux. Puisque def(A) =
0, cela implique rg(A) = 0. A ce point, nous avons donc démontré I’assertion suivante :

(6) si s = (h1,ho, A1, A2) € Sy vérifie (rg(A1),7g(A2)) # (0,0), alors R;, o repy/(s) =
repo Iy (s).

Reprenons la démonstration en supposant rg(A) = 0. On peut supposer AT = A~ =
[d — 1,0]. On a DPégalité X4 (A) = A. Soit (x,¢) € X4(A) avec z # 0. Définissons A par
A€ =[d—1,0] et A = [d,x + 1] U [z — 1,0] et posons d = x. Un calcul comme on en a déja
fait montre que les seuls constituants communs de J(A), ou I; (A), et Ig(]\) sont Ag(z,e€) et
Aq(0,€). Légalité (3) s’écrit a + 8 = ac(x,€) + Bc(0,€) ou a, 5 # 0. Puisque c(z,¢€) et ¢(0,€)
sont des signes, cela entraine c¢(z, €) = ¢(0,€). On calcule :

(I7 (M), 17 (A)) =0,

AL @)= Y ecla,o).

(z,)€X4q(A)

D’apres ce qui précede, ce dernier terme vaut d(c(0,1) — ¢(0,—1)) et (3) entraine que ce terme
est nul. En conséquence c(z, €) est constant. En notant v cette constante, on a J(A) = vI; (A).

Comme on l'a dit au paragraphe 18, l'espace C[S;] est isomorphe & C[Wd], lui-méme
égal & Despace des fonctions invariantes par conjugaison sur Wy. Soit (o, 3) € Pa(d). No-
tons w(cx, B) un élément de la classe de conjugaison dans Wy paramétrée par (o, 8), 1og la
fonction caractéristique de cette classe, Zw,(w(c, 3)) le centralisateur de w(e, 3) dans Wy.
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Posons sqp= I3, oI, 0.0l o Iﬁ_g o...(A). Grace a 18(1), cet élément de C[Sy] s’identifie a
| Zw,(w(a, B))|1q,8. Pour tout p € Wy, on a alors 1'égalité :

(M Ap = Y Zwwla,B))  trace plw(e, B))sap.

Plongeons Sy dans S, par A’ + (hy, ha, A’, A2). Notons A(p) et 54,5 les images de A(p) et $q. 3
Je dis que :

(8) si (,B) # (@, (d)) alors rep(éa”@) = k(éa,ﬁ)'
Si o # (), on peut écrire 548 = I;rhl(s’) avec s’ € S,_24,- En utilisant les lemmes 18, 19 et
I’hypothese de récurrence, on a :

rep(5a,8) = Ry, 1 0 TPn—20, (5) = Ry, 1 © kn2a, (s) = k(5a,p)-

Sia =0, ona B <d On peut écrire 553 = Iﬁ_1,1<31) ou s € S,_93, est une combinaison
linéaire de termes (h1, ha, A’, A2) avec rg(A’) = d — $1. On raisonne comme précédemment, en
remplagant 1'usage du lemme 19 par celui de (6) ci-dessus. Cela prouve (8)

En utilisant Iégalité J(A) = vI; (A), le méme raisonnement conduit a 1'égalité :

rep(3,a)) = vk(30,(a))-

Posons w = (h1,h2,d,0,w(0,(d)), —). C’est un élément de F et on a k(3p ) = ¢(w). On
calcule | Zyy, (w(D, (d)))| = 2d. En calculant k(A(p)) et rep(A(p)) grace a I'égalité (7), on obtient
I’égalité :

v—1

k(A () + L

¢(w) = rep(A(p))

pour tout p € Wy. Si |hg| > hy, resp. |ha| < hy, prenons pour p la représentation Sgn}cl,lg stha)

resp. sgnng. Alors k(A(p)) est égal & la fonction notée ¢(p;) au paragraphe 8, ot i = 1, resp.
i =2 et rep(A(p)) = (11, po)tracesmt (py, py), olt (py, po) est défini comme au paragraphe
16. Soit g = su un élément de G vérifiant les conditions du (i), resp. (ii), du corollaire 8. Ce
corollaire nous dit que :

3(pi)(9) = ag’ "2 g(w)(g) = s "2,
ou a, 5 € {£1}. Appliquons I’égalité précédente au point g. On obtient :

1

1/ p—
aqé(hl’h2)/2 + 572(1 qé(hl’hQ)/2 =v(p1, Mz)tTaceéW+(H1a H2)(g)-

Le terme de droite et le premier terme de gauche sont des entiers algébriques. Donc %q‘;(hl””)/ 2

l'est aussi. Si d ne divise pas ¢?(h1:12)/2
la démonstration. Supposons que d divise ¢%¢

précédente se récrit :

, cela entraine v = 1. Alors J(A) = I (A) et cela acheve
h1,h2)/2 - (est donc une puissance de p . L’égalité

q6(h1,h2)/2

v—1
T (ad + B =) = 3y, motracecm™ (py, p13)(9).

D’apres le lemme 16, le membre de droite n’appartient pas a ﬂZalg. A fortiori, I'entier ad +
I} ”T_l est impair. Cela entraine v = 1, d’ou encore la conclusion. [J

21. Preuve du théoréme

Remarquons que :

(1) pour tout entier N > 1, C[Sy] est engendré par les images des homomorphismes I
poure=+etd=1,...,N.
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En effet, interprétons C[Sy] comme C[IWy], ou encore comme I’espace des fonctions sur Wy
invariantes par conjugaison. Soit f une telle fonction, supposons-la orthogonale aux images
des homomorphismes I§. D’apres 18(1), pour tous € = £, d € {1,...,N}, v’ € Wy_g4, on a
f(we(d) x w') = 0. Mais tout élément de Wy est conjugué a un élément w(d) x w’ pour €, d
et w’ convenablement choisis. Donc f = 0, ce qui prouve (1).

Notons S, cusp 'ensemble des (hi, ho, A1, A2) € S, tels que rg(A1) = rg(Az2) = 0 (et
donc (hi,h2) € Feysp). Notons C[S,]ing le sous-espace de CI[S,| engendré par les images
des homomorphismes If ;, pour e = +, d = 1,.., (5], 7 = 1,2. D’apres (1), on a l'égalité
C[Sn] = C[Sh)ind @ C[Sp,cusp)- Cette décomposition est orthogonale. On a :

(2) pour tout s € C[S,)ina, rep(s) = k(s).

En effet, on peut supposer s = Ifl’j(s'), avec s € C[Sy], "' +2d =n,d > 1, e = +,
j € {1,2}. En utilisant le lemme 18, I'un des lemmes 19 ou 20 et ’hypothese de récurrence, on
a:

rep(s) =repo I ;(s') = Ry jorepy(s') = Ry ; o kn(s') = ko I (s") = k(s).

Cela entraine :

(3) rep(C[Sn,cusp]) = k(C[Sn,cusp))- _
En effet, d’apres le lemme 13, k(C[S,, cusp|) est inclus dans C(G) gy 11 est aussi orthogonal &

k(C[Sy]ing) donc, d’apres (2), a rep(C[S,]ing). Mais 'orthogonal de rep(C[Sy)ing) dans C(G)qu
est rep(C[Sp, cusp))- D’olt I'inclusion du membre de droite de (3) dans celui de gauche, puis leur
égalité par égalité de leurs dimensions.

Soit (h1,h2) € Feusp, posons s = (hi, ha, Ag, Ag), ot Ag est 'unique symbole de rang 0,
notons (feq, pty) I'élément de Pa(n) tel que Ayep(pry, ptg) = s. Clest le couple associé a (hq, ha)
au paragraphe 11. Par définition,

rep(s) = v(q, #Q)tTaceéWJr (11, o) = v(ha, h2)t7"aceé7+ (15 po).

D’apres (3), on peut écrire :

(@) Al he)tracegm (i pg) = Y a(hh, hy)e(Ry, ),
(h},h)EFeusp

avec des coefficients z(h], h}) € C. En comparant les normes, on a ’égalité :

(5) Y e my)P=1.

(h1:h5)€Fcusp

Utilisons les définitions des paragraphes 9 et 12 relatives au couple (h1, he) et soit t comme
au paragraphe 9. L’égalité (4) entraine :

k)i, p) = 30 2l k)ea(hi by).
(hllvhlg)efcusp

Grace aux lemmes 9 et 12, cette égalité se simplifie en :

T o= 0t (Tesuung t)) + (1, =) (T s nyy nt)) 51 ha #0,
VA .
j€J(h1,h2) z(h1,0) (Hjej(hl,o) n(tj)) ) si hg = 0.

Si hy = 0, on en déduit x(h1,0) = 1. Si hy # 0, on remarque que les différents produits sont,
en tant que fonctions de t, des caractéres du groupe IE*‘; N dans lequel varie t. L’indépendance
linéaire des caractéres entraine que z(hi,—ha) = 0 et x(hi,he) = 1. L’égalité (5) entraine
ensuite que z(h], h}) = 0 pour tout (h), k) # (h1, he). Alors rep(s) = k(s). Cela démontre que
rep et k coincident sur C[S,, cysp|. Joint & (2), ce résultat démontre le théoreme. O
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