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Intro duction

Soient F un corpslocal non archimedien,G un groupe algebriquede ni sur F reductif
et connexe(H ; ”; s) un triplet endoscopiqueale G, cf. [K1] paragraphe7.4.On supposela
caracteristiqueresiduellep de F granderelativemen aurangde G. Notonsg l'algebrede
Lie deG, g= g(F) et C! (g) I'espacedesfonctionsde g dansC, localemen constartes et
asupport compact.On utilise desnotations similairespour tout autre groupede ni surF.
Sif 2 C! (g) et X estun elemert semi-simpleregulierdeg, onde nit l'integraleorbitale
JG(X;f). Si Y estune classede conjugaisonstable dans h, assezreguliere, on de nit
l'integraleorbitale endoscopiquel M (Y;f), qui estune combinaisonlineaired'integrales
JE(X;f). Sify 2 Ct (h), onde nit de mémelintegraleorbitale stable JHSt(Y;fy). On
dit quefy estun transfert def si JSH (Y;f) = JHSY(Y;fy) pour tout Y. Supposons
de plus G et H nonrami es,c'est-a-dire quasi-ceployeset deployessur I'extension non
rami eemaximale F™ deF. Il existedansg desreseaux'hyperspeciaux”. Notonsf 2
C? (g) la fonction caracteristique de I'un d'eux. De nissons de méme .o 2 C! (h). Le
"lemme fondamernal pour les algebresde Lie" arme quefy.o estun transfert de cfy,
pour une constarte ¢ > 0 dependart des mesureschoisies. Des progres ont ete faits
recemmen a propos de ce lemme fondamernal, par Goresky Mac-Phersonet Kott witz
d'une part, par Laumond'autre part. Lesmethodesgeonetriquesutilis eespar cesauteurs
supposen (du moins,a l'instant presen) queF estde caracteristique positive. Celapose
la question (vague)suivante : en admettant le lemmefondamenal (pour lesalgebresde
Lie) prouve sur un corpsde basede caracteristique positive, peut-on en deduire le méme
lemmesur un corpsde basede caracteristique nulle ? Le but de cet article estde preciser
cette questionet d'y repondre positivemer. Signalonsque d'autres auteurs ont aborde
cesdernierstemps desquestionsde mémenature, tels Denef, Loeseret Hales.

La questions'insere dansun cadreplus general. Commerconspar le preseter. L'hy-
potheseseraqueG et H sort moderemen rami es,c'est-a-dire quasi-ceployeset deployes
sur I'extension moderemen rami eemaximale F ™9 de F. On poseG™d = G(F ™). A
tout elemen d 2 HY(Gal(FM™%=F); G™%), on assaie une forme interieureG4 de G sur
F. Remarquonsque ce groupe H*(Gal(F ™%=F); G™9) n'est pas celui qui classi e les
formesinterieuresde G : ce dernier est H1(Gal(F ™¢=F); GT®), ou G,.q4 estle groupe
adjoint. En genreral, la famille (G g) 421 1(Gai(rmoe =F).gmed y NE COItiENt pastoutes lesformes
interieuresde G, et inversemen peut cortenir plusieursfois la méme. On consickre la
variete non connexe:

Op = t q2H1(Gal(Fmod =F);Gmod ) O g’
Il n‘est pas dicile de denir la notion d'integraleorbitale ou d'integrale orbitale en-
doscopiqued'un elemer de C! (gp) (on utilisera les notations J®> et J0H). Ni de
de nir la notion de transfert ertre elemers de C! (go) et elemerts de I'epaceanalogue
Cl (hp,). Soitd 2 HY(Gal(F™d=F); GM9). Fixons un appartemert V¢ dansl'immeuble
de G4 surF. Pour (v;r) 2 V¢ R, Moy et Prasadont de ni deux reseaux:

gd;v;r+ gd;v;r gd:

Le quotiert gq.v;r =0u.v:r+ €Stun espacevectoriel de dimension nie surle corpsresiduelF,
de F. Toute fonction sur ce quotient s'iderti e a une fonction sur g4 : on la remorte en
une fonction sur gq.,r €t on|'etend par O hors de cereseauOn peut ensuitel'identier a
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une fonction sur gp, nulle sur gq pour d°6 d. Nousallons etudier lesintegralesorbitales
de telles fonctions. Nous mortrerons que leur calcul ne fait intervenir le corpsF quevia
soncorpsresiduelF,.

Pour cela,on doit transcrire toutes nosdonneesentermesindependarts deF. On xe
desormaide corps ni F, de caracteristique p et on note CL , I'ensenble descorpslocaux
de corpsresiduel Fy (en admettart qu'un tel ensenble existe...). On remarqued'abord
que, pour F 2 CLg, le groupe Gal(F ™9=F) admet une description independarte de F .
C'est bien conru pour les groupes Gal(F ™9=F™) et Gal(F " =F), quel'on idertie re-
spectivemen adesgroupesl et independarts deF. Modulo deschoix d'uniformisantes,
Gal(F ™Y=F) s'iderti e aun produit semi-direct = n |. Au lieu de sedonnerG sur
F, on xe la donneede racinescorrespndarte D = (X ; ; ;X ; ;) (cf.1.4; est
un systemederacines, enestunebase).Elle estmunie d'une actionde . On sait bien,
qu'inversemet) cette donneeetant x ee,on pourra lui asseier pour tout F 2 CL4 un
unique groupe G quasi-ceploye sur F. Graceaux travaux de Kott witz, on peut attacher
a D un groupe ni D de sorte que, pour F 2 CL, et G commeci-dessusjl y ait une
bijection canoniqueD ' H?(Gal(F m™¢=F); GMY). Lesreseauxde Moy-Prasad, ou plus
exactemen leurs quotients, admettert eux-aussiune descriptionindependarte de F. En
eet, pourd2 D, ondenit unespaceane V¢ X ;R. Introduisonsl'anneauZp,
localise de Z enp, c'est-a-dire I'anneaudesrationnels 2, oun 2 Z et e estun ertier 1

e
et premier a p. PosonsV§ = VI\ (X z Z(,). Cet ensenble est densedans V. Pour

(v;r) 2 V(‘;')) Z ), onde nit un espacevectoriel gq.;r . Cesobjets veri ent lesproprietes

suivantes. Pour tout F 2 CL4, V9 s'idertie canoniquemen a un appartemert de I'im-
meublede G4 sur F. Et g4, S'idertie canoniqguemehau quotiert gg.,:r =9g.v:r+ - Notons
S(gq.vr) I'espacede dimension nie desfonctions de gq.,. dansC. Posons:

S= @b (vin2Vvs, Zgp S(Qayvir):

D'apresce qui precede,pour tout F 2 CL,, on peut identi er tout elemen de S a une
fonction sur gp . Autrement dit, on disposed’'une application lineaire:

rea- :S! C? (gp):

En fait, I'espaceS estinutilement groscar beaucoupde reseauxgq.,, sort egaux.Dans
l'article, on consicere un espaceS plus petit, mais peuimporte danscette introduction.

Pour traduire la notion d'integrale orbitale en termes independarts de F, on doit
d'abord e ectuer la m&metraduction pour les classesle conjugaison.C'est impossible,
maison peut tout de mémeintroduire desobjets qui lesremplacen. Posonst = X zFg,
ou F, estla cloture algebriquede F,. Le groupe  agit surt. Pourr 2 Z,, onde nit un
-mo dule t(r), qui n'est autre quet, muni d'une certaineaction tordue de . On note Z
I'ensenble desfamilles (Z4;:::Zx; rq; 25 ry) tellesque:

() K2 N;

(i) r;nre2 Zgy etri<rp< i<y,

(i) pourtout i = 1;::;;k, Z; 2 t(ri) etZ; 6 0.
Pour i = 1;:::;k, notons ; I'ensenble des 2  tels que (Z;) = O pour tout j 2
f1;::;ig. Notons X  lintersectionde X et du sous-espaceectoriel sur Q engende
parles pour 2 ;.Posonsti= X ; zFq t,quelon idertie aun sous-espace
ti(ri) t(r;). On imposeencore:

(iv) pouri =1,k 1,Zjw 2 ti(ri);

(V) t) ty) ) te=f0g.



Le groupe agit sur Z et le groupe de Weyl W de D aussi.On pose:
Z = (Z=W) ;

'exposart ayant la signi cation usuelle: il s'agit del'ensenble deselemerts invariants
par . Cetensenble Z varemplacercelui desclassesle conjugaisonstable. Preciemen,
soit F 2 CLg, posonst™® = X ; F™9 notons /%! le sous-ensefle des elemerts
regulierset Zg = (t[“eogd=W) . On peut identier Zg al'ensenble desclassesde conju-
gaisonstable d'elemens semi-simplegeguliersdansgp. Il y a alors une application :

gl Z:

Elle se deduit d'une application ~: t?;%d I Z, que nous allons de nir. Notons val la
valuation usuellede F quel'on prolongea F ™9, Pouriderti er Gal(F™Y=F)a , onad0
xer unefamille d'elemerts ($ 1) deF ™, indexeepar lesertierse 1 premiersanp, telle

queval($ 1) = 2 pour tout e. Soit X 2 tfi!. Posonsr; = inf fval(x (X));x 2 X g.
Ecrivonsry = ¢, avecn 2 Z ete 1premierap, puis X = ($1)"Y. Alors Y sereduit

naturellemernt enun elemen X; det, quel'on identie a un elemen de t(r;) pour que
I'application quel'on construit soit equivariante pour lesactionsde . Assaionscomme
ci-dessusa X; un sous-ensebile ; de . De mémeque I'on a construit t, t, on
construit tf°d  tMod, Ce sous-espacadmet un supplemenaire naturel, I'annulateur de

1. On peut donc projeter X surun elemen X; det. On recommencde processusn
remplacart X par X : on poser, = inf fval(x (X1)); x 2 X g, onde nit un elemen
X5 2 ty(ro), puis X, 2 t2m°OI et ainsi de suite. Le procede s'arréte et on a obteru :

X)) = (Xq; i X rag s rg):

Une classede conjugaisonordinaire peut sedecrire commeune classede conjugaison
stable plus une donneecohomologiqueOn asseieraatout elemen z 2 Z un groupe ni
D, veriant la condition suivante. Soiet F 2 CLq, z= 2 (2), notons C(z¢) la classe
de conjugaisonstable dansgp parametreepar z:. Il y a alors une application surjective

:C(zr)! D, dort les bres sort les classesde conjugaisonordinaire cortenuesdans
C(ZF).
On peut maintenant enoncerle theoremeprincipal, cf.7.2.

Theoreme : Soiet z2 Z et 2 D,. Il existe une forme lineaire J°(z; ;:) sur S
veriant la condition suivante. Soiet F 2 CLgy, z¢ 2 Zg, X 2 C(ze) et' 2 S.
Supposons (zg) = zet (X)= . Alorsonalegalite:

Jéo(X;rea: (")) =3z ;'):

Passonsaux integralesorbitales endoscopiqued.a notion de triplet endoscopiqueest
remplaeepar cellede donneeendoscopiquéDy ; ;s). Fixonsunetelle donnee.Le terme
Dy estunedonneede racinessimilaire a D. On peut lui assaier diversobjets commeon
enaassaeiesa D. On lesa ecte d'un indice H. On disposeen particulier de I'ensenble
Zy. Soit F 2 CLq. De notre donnee endoscopiquese deduit un triplet endoscopique
(H;”";s) de G. On construit I'ensenble Zy . parametrant les classesde conjugaison



stable d'elemens semi-simplesreguliersdans hp,,. On de nit de facon usuellele sous-
ensemle Zy.¢ regr parametrant lesclasse<s-regulieres.On disposed'une application :

ZH;G reg,F !Z;F ZF;

la corresppndanceusuelleertre classegle conjugaisonstable.ll n'y a pasd'application de
Zy dansZ qui traduise l'application precdernie. On doit introduire un autre ensenble
Y que nousne decrirons pas dans cette introduction, et deux applications :

Y
. & v
Zy Z

Pour F 2 CL, cesapplications secompletert en un diagrammecommutatif :

ZH;G reg;F -F’F ZF
&
M Y #
: & vy
Zy Z

La proposition suivante resulteaisemer du theoreme,cf. 9.1.

Prop osition : Soity 2 Y. Il existe une forme lineaire J°:P+ (y;:) sur S veriant la
condition suivante. Soiet F 2 CLg, Zyr 2 Zy.g regr €' 2 S. Supposons (zu:e) = Y.
Alors on a I'egalite :

3% M (zupsrear () = 37O (y;' ):

(le membre de gaude de cette egalite est I'integraleorbitale endoscopiqueassaieea la
classede conjugaisonstable parametreepar zy £ ). On en deduit (cf. 9.2) :

Corollaire : Soienn' 2 S,'y 2 Sy, F et FOdeux elemerns de CL,. Supposonsque
reaq.r (" 1) soituntransfert derea=(" ). Alors reay.ro(' ) estun transfert dereageo(' ).

Ene et, direquereay (' 1) estuntransfertderea: (' ) signi e quel'on adesegalites
ertre integralesorbitales stablesdereay £ (' 1) et integralesorbitales endoscopiquesie
rea- (" ). Or la proposition (que I'on peut aussiappliquer au casD = Dy) dit quetous
cestermessecalculent par desformulesindependartes de F. Le resultat s'ensuit.

Dansle casou D et Dy sort nonrami es,c'est-a-dire quele groupe d'inertie | y agit
trivialement, on construit aisemert deselemens’' (2 Set' .02 Sy tels que, pour tout
F 2 CLg, le lemmefondameral relatif a G et (H; *; s) soit 'assertion: reay . (' 1.0) est
un transfert de rea- (' o). Le corollaire precedent a pour cas particulier le resultat que
I'on avait envue, a savoir que pour deux elements F et F°de CL, le lemmefondamertal
sur le corpsde baseF estequivalert au m&émelemmesur le corpsde baseF °.

Le theoremea aussiune congquencene concernam pasl'endoscopie,qui preciseles
proprietesde constancelocale desintegralesorbitales de fonctionsrea:(* ) pour' 2 S
(cf.7.3).

Corollaire : Soient F 2 CLq4 et X; X deux elemens semi-simplesreguliersde gp .
Notons zg, resp.z2, I'elemert de Z¢ parametrant la classede conjugaisonstable de X ,
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resp. X % Supposons (z:) = (z2), notonsz cet elemert de Z. Supposonsaussique les
elemers (X) et (X9 deD, sort egaux.Alors, pour tout ' 2 S, on al'egalite :

J% (X;rea (")) = J% (X%rea (' )):

Indiquons tres brievemen les grandeslignes de la preuve du theoreme. Sous ses
hypotheseson veut montrer que l'integraleorbitale J®0 (X;rea: (' )) ne depend que de
z, et'.Onpeut xer d2D e.t (v;r) 2 V(‘g) ‘Z(p) .et suppgser' 2 S(Qgvr)- On pegt
supposerX 2 gq, cequi setraduit par unerelation simplereliant et d. A z estassaie
un elemen r(z) 2 Z(,. C'est le terme tel que tout relevemen # de z dans Z soit de la
forme :

2= (21,521 (2);r0; 000 rk):
Concretemert, notons T x le certralisateur de X dans G4 et X (Tx) le groupe des
caracteresde T x . Alors :

r(z) = inf fval(x (X));x 2 X (Tx)o:

Sir(z) < r, on voit qu'aucun conjugue de X n'appartient au support de rea: (" ).
Donc J®° (X;rea: (' )) = 0 et on n'a pas besoinde soulignerque 0 est independart de
la temperature.

On peut donc supposerr(z) r. Cestermesappartiennent a Z, maisen fait a un
ensenble beaucoupplus petit, dela forme %Z. Il estlegitime de raisonnerpar recurrence
surr(z) r.

Sir(z) > r, on utilise desresultats de DeBader. On peut remplacer' par' °appar-
tenant a unesomme nie d'espacesS(gg.or0), U r’°> r, desortequeJ®o (X;rea: (")) =
JGo (X;rea: (" 9). La construction de I'application ' 7! ' ° ne depend pas desdonnees
X; F, etc... Puisqu'on fait ainsi monter le termer, on fait baisserr(z) r et on conclut
en appliquant I'hypothesede recurrence.

Le cascrucial estr(z) = r. Notons X (Tx) l'ensenble desracinesde T
dans g4. On peut introduire le "r-certralisateur” de X . C'est le sous-grouje connexe
G° Gy engende par Ty et les sous-grous radiciels asseies aux racines 2
tellesqueval( (X)) > r. Lesresultats de Kim et Murnaghan permettert de construire
une fonction f © sur ¢ telle que J%(X;rea- (")) = JS(X;f9. Cette construction se
traduit de facon abstraite, c'est-a-dire independarte de F . Plus precigmer, on peut
construire une donnee D° (traduisant G9, deselemens z°2 Z%et °2 D,o (on a ecte
evidemmen d'un ' lesobjets relatifs a D9, unefonction' °2 SPet, le corpsF et la classe
zr etant donnes,une classez? 2 Z°telle que qz2) = z° de sorte que, pour X °2 C(z2)
tel que (X9 = °© onait I'egalite :

J% (X;rea: (")) = I%o(X Ared (' 9):

En premiere approximation, on est ainsi ramere a une donnee D° dont le rang semi-
simple est plus petit que celui de D et on conclut en raisonnart par recurrencesur ce
rang semi-simple.En fait, les elemens certraux jouert ici un role perturbateur et on
doit raisonnerd'une facon un peu plus subtile que I'on ne detaillera pasici.

Les chapitres 1 et 2 sort consaces a la construction des avatars "abstraits" des
groupes,appartemerts d'immeubles,reseauxde Moy-Prasadetc... Le chapitre 3demortre
I'analoguedu resultat de DeBader evoque ci-dessusLe chapitre 4 construit et etudie les
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donneesD°traduisant lesr-centralisateurs. Le chapitre 5 demortre I'analoguedu resultat
de Kim-Murnaghan dont on a besoin. Au chapitre 6, on construit les objets abstraits
traduisant lesclassegle conjugaisonet de conjugaisonstable. Le theoremeest demorire
au chapitre 7. Le chapitre 8 adapte a notre cadrela theoriede I'endoscopie Lesresultats
concernan le transfert sort demortresau chapitre 9.

1 Group es et donneesde racines
1.1

Nous xerons dansle paragraphesuivant un nombre premier p. Nous imposeronsa
partir de 1.5qu'il est"grand”. Commerctonstout de suite par precisercequel’'on ertend
par la.

Consiceronsun systemede racines dansun espacevectoriel reelV gu'il engendre.
Introduisons I'ensenble de coracines dans l'espacedual de V, notons X le reseau
gu'ellesengendren Pour un nombre premier p, on de nit lesdeux conditions::

(P%) pour tout sous-ensefrle lineairemen independart A , lindice du reseau
Z[A] dansQ[A]\ Homz(X;Z) estpremierap;

(P% pour tout sous-ensetvie Iineairlgmem independart A et tpute famille
(c ) 2a de nombresrationnels telle que  ,,¢c 2 , le rationnel 1 oA C est

nul ou de valuation p-adique nulle.
Puisqu'il n'y a qu'un nombre ni de possibilites pour A et (c ) >, cesconditions
serorn veri eespour p assezgrand.
On sait de nir le nombre de Coxeter h() d'un systeme de racines reduit et
irreductible. Si  est seulemen reduit, on note h() le plus grand desh( 9 quand
O parcourt les composartes irr eductiblesde . On de nit la condition :
(P)p>3(h() 1.
Soit maintenant N 2 N. Il n'y a qu'un nombre ni de systtmesde racinesde rang
N, le rang etart la dimensionde V aveclesnotations ci-dessusOn dira que (Py) est
veri eesi:
) p N+2;
(i) pour tout systemederacines derang N, (P°) et (P® sort veri ees
(iif) pour tout systemede racines reduit, derang N, (P ) estveri ee.

1.2

On xe un nombre premier p et une puissanceq de p. On note P I'ensenble des
ertierse 1 et premiersap. On note F, le corps ni a g elemerts, onen xe unecloture
algebrique Fq. On pose = 2, on note ; le generateur topologique canoniquede
(1= 1). Le groupe s'idertie au groupe de Galois Gal(F4=F,), 1 S'idertiant au
Frobenius. Pour tout corpsk et tout ertier n 1, on note (k) le groupe desracines
n-iemesde I'unit e dansk. On pose:

| = lim ¢(Fy);
e2P
les applications de transition etart :
eeO(Fq) ! e(Fq)
z 7
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On munit | de l'action de telle quel'action de ; soit 7! 9. Onpose = nl.
Pour tout e 2 P, on note | () l'unique sous-groue de | d'indice e.
On note Zp, le localise en p de l'anneau Z. On de nit une forme bilin eaire:

I Zp ' Fy

;) 7o)
de la facon suivante. Pour ( ;r) 2 1 Z, ecrivonsr = ¢, avecn 2 Z, e 2 P, notons
e limage de dans ¢(Fg). Alorsr( )= (¢) ". On poseGmured = Zy Fq, quelon
munit de l'action de ainside nie : pour (r;2) 2 Z,) Fy, 2, 2 1, on pose

) =(r @) (n2)=(zr() .

1.3

Soit F un corpslocal non archimedien dort le corps residuela q elemers. Fixons
une cloture separableF s¢P de F, notons F™, resp.F™9, la plus grande sous-extension
de F*P nonrami ee,resp.moderemert rami ee,sur F. Notonsf " le corpsresiduelde
F™, xons unisomorphismei : f" | F,. Pour tout ertier e2 P, la composeedei et de
la reductionidertie ¢(F™) a ¢(Fg). et oniderti e ainsi cesdeux groupes.On xe une
uniformisarte $ ; de F puis, pour tout e 2 P, on xe $% 2 Fmd de sorte que I' egalite

($ 1 )¢ = $% soit veri ee.On a I'egalite :
[
I:mod= Fnr($ ;):

e2P

Onidertie  au groupe de Galois de F ™=F de la facon suivante :
- le groupe agit de faconusuellesur F™ et xe $ . pourtout e2 P;

-soit 21 ;alors xe tout element deF™ et, poar e2 P, ($ %) = 95 1, 0U
estlimage de dans ¢(F).

On note val la valuation de F, telle queval($ ;) = 1. On la prolongeen unevaluation
de F™4 avaleursdansZ, [ flg . On de nit un homomorphisme:

. d;
red . F mo ! Gm,r ed

de la facon suivante :

- pour tout 2 P, red$ 1) = (3 1);

-pour tout x 2 F™4 tel que val(x) = 0, notons x son image dansf™ ; alors
redx) = (0;i(x)).

L'homomorphismered est equivariant pour les actionsde . On de nit une section
de cet homomorphismeau-dessusie Z,) : al'elemen ¢ 2 Z,), avecn2 Z ete2 P, on
assaie ($ 1)".

On a adjoint a F desdonneesF*?; i; ($ 1)ezp, Obtenart ainsi un quadruplet F =
(F; FseP0; (% %)ezp). On xe un ensenble CL: forme de tels quadruplets de sorte que,
pour tout tel quadruplet F, il existe un unique F° 2 CL, tel que E soit isomorphea
F°en un sensevidert. Pour allegerles notations, on consicereratout elemen de CL
commeun corpslocal, quel'on noterasimplemen F, maison serappelleraqu'il estmuni
de donneessupplemeraires occultes.



1.4

On consicereradesdonneesde racinesmuniesd’'une action de . Un tel objet estun
sextuplet :

D=(X; ; 1 X; )
qui estunedonneederacinesau sensusuel.C'est-a-direqueX et X sort desZ-modules
libresderang ni, endualite, estun systtmederacinesreduitdansX , estunebase

deracinessimples, , resp. , estl'ensenble de coracinesdansX ass@iea , resp. .
On supposede plus que agit sur X et X par desactionsdualesl'une de l'autre, qui
conserent ; ; ; .

La base determine un sous-ensefrie de racinespositivesdans . On note W le
groupe de Weyl du systtmede racines . On appelle rang de D le rang commnun des
Z-modulesX et X .

Notons X c X le reseauengende par et X,., X 7z Q celui engende
par les poids fondamenaux. PosonsaussiX .ger = X \ (X ¢ 2z Q), Xgor = X\
Homz(X .4er;Z). De D se deduisen les deux autres donneesde racines munies d'une
action de

Dsc = (Xsc; pa X se ;) 3 Dger = (Xder; ;3 X ders )

On xe pour presquetout l'article une donneede racinesD munie d'une action de .
On suppose:

p verie la condition (Pyang(p))-

1.5

Soit k un corpscomnutatif de caracteristique 0 ou p. Fixons-enune cléture separable
k3P et supposonsdonne un homomorphismedu groupe de Galois Gal(k®*P=k) dans .
Ce groupe de Galois agit doncsur D. Il existeun groupe reductif connexeG, muni d'un
sous-groue de Borel B et d'un sous-toremaximal T de B, tous trois de nis sur k et
veriant la condition suivante. Notons X (T), resp. X (T), le groupe des caracteres,
resp. sous-grougsa un parametre, de T et g l'algebrede Lie de G. Alors il existe un
coupledisomorphismesendualite X ! X (T), X I X (T), notons-lestous les deux
j,quiidertient alensenble desracinesde T dansg, a I'ensenble de coracines
asseie, ausous-enseble deracinessimplesdetermine par B, et qui sort equivariants
pour les actions de Gal(k®*P=k). Le quadruplet (G;B;T;]j) estunique a isomorphisme
pres.

Pour simpli er, on note encoreG le groupe despoints de nis sur kP, c'est-a-dire
"G = G(k¥P)". On poseG = G (k). On utilise desnotations analoguespour les autres
groupes et algebresde Lie. On note par une lettre gothique minusculel'algebre de Lie
d'un groupe note par la lettre latine majuscule correspndarte.

Pour tout 2 , notonsu le sous-espaceadiciel de g ass@iea . On xe un
epinglage(E ) » de g, deni sur k. C'est-a-dire que pour tout 2 , E estun
elemert non nul de u et, pour tout 2 Gal(k**F=k), on a l'egalite (E ) = E ().
Rappelons que le quintuplet (G;B;T;j; (E ) » ) est unique a unique isomorphisme
pres.L'algebredeLiet s'idertie aX kP, s'idertie donca un sous-ensebile de
t. Pour 2 , onnote E [lunique elemen deu tel que[E ;E ]= . NotonsN
le normalisateurde T dansG. Le quotient N=T s'idertie a W. On de nit une section
ensembliste n : W ! N caracterisee par les proprietes(cf. [Sp] 11.2.9)
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-pour 2 , n(s)=exp(E )exp( E )exp(E ), ous estla symetrie assaieea
('hypothese(P ) nouspermetde de nir I'exponertielle d'un elemen nilpotent deg);
- pour wy; Wy 2 W tels quela longueurde w;w, soit la sommede cellesde w; et wy,
n(wiwz) = n(wq)n(wy).
Plus gereralemem, pour touswy;w, 2 W, on a I'egalite :

(1) n(wyn(wz) = (Wg; W2)N(WiWo);

ou . Y
(Wi Wp) = ( 1)

> ow, Y )<Ow, tw, ( )>0

cf. [LS] lemme2.1.A.

On sait quel'on peut prolongerla famille (E ) , enunefamille (E ) , veriant
les conditions suivantes :

-pourtout 2 , E estunelemen nonnul deu ;

-pourtous 2 , 2 Gal(k**P=K), il existe 2 f 1gtelque (E )= E ();

-pourtous 2 , w2 W, il existe 2f 1gtel queAd(n(w))(E )= Eu().

Cf [Sp]theoreme 11.3.6.La famille est unique aux signespres, c'est-a-dire que I'on
peut remplacerune partie desE par leurs opposes.

On note G le revetemen simplemen connexedu groupe derive de G. C'est le
groupe assaie a la donnee de racinesDg.. On note : Gg ! G I'homomorphisme
naturel ou, plus gereralemen, tout homomorphismequi s'en deduit fonctoriellemen,
par exemple :g.,.! g.Cedernieridentie g.. al'algebrederiveede g.

Suivant le mauvaisusage,on note B¢, T 4 etc... lesimagesreciproquesde B, T etc...
dans Gg.. On de nit commeprecdemmenh une sectionng. : W ! Ng. On a I'egalite
nN= Ng.

1.6

Appliquons la construction du paragraphepreceden ak = F, et al'homomorphisme
Gal(F=Fy) = ! . On obtient un groupe sur Fy que l'on note G. On a ecte d'une
tous les objets asseies: B, T etc... On xe un epinglagesur Fq, que I'on prolongeen
une famille (E ) , . Jusque-&, nousn'avons utilise que I'action de  sur D. Puisquel
agit lui-aussi, on en deduit une action de| sur G. Preciemen, soit 2 |. Cet elemen
agit sur X , doncsurT = X  zF,. L'action seprolongea G de sorte que, pour tout

2 , (E) = E /(). Plusgereralemen pour 2 , il existe 2 f 1g tel que

(E)= E () Parcequel necomnute pasa , laction del sur G n'est pasen
gereral de nie sur F,, maislesdeux actionsde| et secomnbinert enune action de
surG.

PosonsTg = X zZ¢), Treda = X 7z Gmyred- Le groupe N agit dans X via sa
projection sur W, donc aussidansTg . On pose:

Nred = T$ 0 N
etonnote y :N;eg! N la projection de noyau Tg . On a lesegalitesutiles :
Tred= TgT; Nyeg= Tg N = TegN = Tregn(W):

Desactionsde sur X et sur Gneq S€deduit une action sur T,¢4. L'action de
sur G serestreint en une action sur N. Les deux actions concidert sur T = T,eq\ N.
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On en deduit une action de  sur N;¢q. Remarquonsque T n'est pas stable par cette
action et que 5 n'est pasequivariant.

PosonsV = X  zR,Vp =X zZp V. Remarquonsquel'on a deja introduit
ce dernier ensenble sousle nom de Tg . De fait cet ensenble intervient de deux facons
di erertes. L'egalite Ty = V|, permet toutefois de poserla de nition ci-dessousd'une
action de N,¢q dansV. On la note (n; v) 7! nr(v) et elle est caracteriseeainsi :

-pourt2 Tg etv2 V,tg(v) = Vv t;

- le groupe N agit via I'action de sonquotient W sur X .

De l'action de surX sededuit uneaction surV qui consere V(. L'action de N;q
dansV est compatible aux actionsde .

On peut e ectuer lesmémesconstructionspour le groupe G et de nir Nyeg.sc €t Vsc.
On a une decompsition :

V = Veent Vs,

Ou Veert = fv2V;8 2 ; (v) = 0g. Onidentie tout automorphismeane de Vg
a l'automorphisme de V. sommede cet automorphismede V. et de l'identit e de Vcent.
Ainsi, pour n 2 Niegse, I'automorphisme ane ng de V. s'idertie a lI'automorphisme
ane (n)gr deV.

Soite2 P.Onade ni enl.2legroupel (e). Onnote € I'ensenble desorbitesdel (€)
dans etV'®), Nr'ég) etc... lessous-enseftriesde points xes par | (€) dansV, N,¢q €tc...

L'action deN!{® consere V'®. On note W* le groupe d'automorphismea nes deV'®

image de cette action. On de nit W¢, de facon similaire. Comme ci-dessusun elemen
de cegroupe esta priori un automorphismede Ved® | mais s'etend en un automorphisme
de V'®_ Pour toute fonction ane surV'® delaforme +rou 2 ¢etr 2 R,
posons:

H. =fv2V'®; (v)+r = 0g:

On note & le sous-ensetle de cesfonctions + r telles qu'il existe un elemen de
W, dont I'ensenble despoints xes soitH ... LeshyperplansH .., pour +r2 %,
de nissert une decompsition de V'(® en facettes.On note C® la chambre qui cortient

pour > 0 assezetit, ou estla demi-sommedescoracines> 0. Cette chambre est

conseneepar . L'action deW® surV'® consere ¢, etla decompsition en facettes.

On note N'® le sous-groue de W*® qui consere C® et N 54 sonimage reciproque dans
N I(e)

red *
Dansle case = 1, on remplacelesexposarts e par nr : W™, C" etc...

1.7

Soit F 2 CL4. Appliquons la construction de 1.5a k = F et a 'homomorphisme
Gal(FP=F) | Gal(F™d=F) I de ni en 1.3. On construit un groupe G de ni sur
F, muni de sous-grougsB et T. On xe un epinglagede ni sur F, que l'on prolonge
enune famille (E ) , .

Pour le groupe G, ainsi que pour les autres groupes de nis sur F, on utilise les
notations suivantes. On a deja dit que I'on idertiait G a G(F ). On poseG™d =
G(F™d), G™ = G(F™), G = G(F).

Pour toute extensionK , avecF K  F™¥4 posons:

T(K)=ft2T(K);8 2 X ;val(x (t) 1)> 0Og:
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Lemme 1.7 : Soit %un sous-grou ferme de . Pour tout ertier i > 0, on a |'egalite
H( ¢ Tmed) = f0g.

Celemmeestfacile. On va le demorirer endetail car on utilisera beaucoupde lemmes
similaires sansen donner de demonstration.

Preuve. Soit i > 0. Le groupe H'( %T["d) est de ni comme limite inductive des
Hi( % %9T7m% %) ou %parcourt lessous-grougsdistinguesouverts de  © L'ensenble
desintersections o\ © ou ( estun sous-grou distingue ouvert de , estun sous-
ensenble co nal del'ensenble des “precederts. On peut xer untel sous-groug o, as-
sezpetit pour agir trivialement sur D. On doit mortrer queH'( %( o\ 9;T/o% o ) =
f 0g. Notons Fo, resp.F?, le sous-corpsiespoints xes de o, resp. o\ ¢ dansFm, Le
groupe Tmod o' * estlimite inductive desT (K ); quand K parcourt les extensions nies
de F, stablespar CettellesqueF, K FQ On peut xer une telle extensionK et
remplacer T™% ° ° par T(K),. Notons L le sous-corpsdespoints xes de °dansK .
Alors K est une extensiongaloisiennenie delL et % o\ 9 s'idertie au groupe de
Galoisde cette extension.Celanousramenea prouver queH'(Gal(K =L); T (K),) = f0g.

Notonselindice derami cation deK=F.LegroupeT (K); est Itr eparlessous-groues:

T(K)y=ft2 T(K):8x 2 X :val(x () 1) %g

pour n ertier 1.1l estcompletpour cette ltration. 1l sut de xer n et deprouver que
H'(Gal(K=L); A,) = f0g, ou A, = T(K)n=T(K)n:1. Notons J le sous-groug d'inertie

de Gal(K=L), = Gal(K=L)=J et k le corpsresiduelde K. D'apres[Se]proposition

5 p.126,il sut de prouver que H'(J;A,) = H'( ;A)) = f0g. Or A, est un espace
vectoriel sur k, donc d'ordre une puissancede p. L'ordre de J est premier a p, donc
H'(J;A,) = f0g. Le groupe A} est encoreun espacevectoriel sur k. L'action de est
telle quepour a2 A),z2 ket 2 , onait (za) = (2) (a). Un tel espaceest
necessairemande la forme (A}) - k,ou =k . LanulitedeH'( ;A7) resultealors
decellede H'( ;k), qui estbien conrue.

De I'homomorphismered: Fmo¢ 1 Gm:red S€deduit un homomorphisme:

-I-mod =X . FmOd; I' Tieg= X Z Gm;red:

La formule (1) de 1.5 permet de le prolonger en un homomorphismeN™4 I N,
qui, pour tout w 2 W, ernvoie n(w) sur n(w). On note encorered cesdi ererts ho-
momorphismes.lls sort equivariants pour les actions de . Leur noyau commnun est
Td, Le lemme ertra™e que, pour tout sous-grou ferme °de , I'homomorphisme
Nmod °1 N . estsurjectif.

Remarquonsque de la sectionde red au-dessusle Z, de nie en 1.3 sededuit une
sectionTg | Tmod,

Soit e 2 P. On note F¢ le sous-corpsdes points xes par | (€) dansF ™. On sait
construire I'immeuble de G vu commegroupe de ni sur F€. On le note | mm(G; F°®).
Le groupe G(F°®) agit sur cet immeuble. Notons O€ I'anneau des ertiers de F €. Pour
tout v 2 Imm(G; F*®), il existeun unique shemaen groupesG¢ sur OF€, lisse,de bre
gererique G, tel que G7(O°®) soit le sous-grou deselemers de G(F®) qui xent v.
Pour simpli er les notations, on idertie G¢ a son groupe de points G$(O°€). Notons
T € le plus grand sous-torede T deploye sur F€. Ona X (T°®) = X'® Cest un sous-
tore deploye maximal de G vu commegroupe sur F€. Son cerralisateur dans G est
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T, son normalisateur est N. Il lui est assaie un appartemen dans | mm(G;F€), sur
lequel N (F€) agit. En comparart les de nitions, on voit que I'on peut identi er cet
appartemen a V'® de sorte que l'action de n 2 N(F®) soit redn)g. On peut alors
decrire | mm(G; F®) commele quotient de G(F€) V'® par la relation d'equivalence
suivante : (g; V) estequivalert a (g%v9 si et seulemen s'il existen 2 N(F®¢) etk 2 G&
tels quev®= redn)r(v) et g°= gkn 1. Au tore T°® sort ass@iesun ensenble de racines
anes etungroupedeWeylane etendu.lls nesort autresque & et W€. Dansle cas
ou G estsemi-simpleet simplemen connexe,on sait quele groupe de Weyl a ne etendu
n'est autre que le groupe assaie au systtme de racinesa nes et qu'il agit de facon
simplemen transitive sur I'ensenble deschambres. Autrement dit, W, estle groupe de
Weyl assewiea §; et W€ estle produit semi-directWg, o N©.

Soiert e;e°2 P, e divisant €°. Alors | mm(G;F %) est muni d'une action de | (e), en
fait de 1 (e)=1(e", qui sededuit de I'action de ce groupe sur G(F®) V') . Parceque
Fe°=F¢ est moderemert rami ee, I'ensenble | mm(G;F®) s'idertie a celui des points

xes Imm(G;F<) (. De meme,pour v 2 | mm(G; F*), G§ n'est autre que G§" ©.

1.8

Consenons la situation preederie et rappelonsquelquesresultats conrus, dus pour
la plupart a Kott witz.

Soit e 2 P. Appliquant la construction ci-dessusau casG = T, on dispose, pour
tout v 2 V'® dun sdhemaen groupesT ¢ sur O¢. Il esten fait independart dev. On
note T¢ sacomposarte neutre. Supposonsque | (e) agissetrivialement sur D. Alors G
estdeploye sur F€. On al'egalite :

Te=X 0% X F% =T(F%):

De la valuation val : F® | 1Z sededuit un homomorphismew$ : T(F®) ! X . La
Suite suivante est exacte:

11 TS T(FY I éx | o

Consicerons le case = 1, auquel cas on remplace les exposaris e par nr. Pour e
commeci-dessus)Ja norme T (F®€) ! T" estsurjective. L'image deT¢ estT{". Notons
X . le groupe des coinvariants de X pour l'action de | . La suite exacte ci-dessusse
complete en un diagramme a carres commnutatifs et dont les deux suites horizortales
sornt exactes:

e

1 T TR T Ix 10
# # #
1t T Tox, 10

Les deux premieresapplications verticalessort les normes.La derniere est la composee
de la multiplication par e et de la surjection naturelle X ! X ..

Onaevidemmen T(F®),; T¢g T T etlanormeserestreint enune surjection
T(F®).! T. Par 'homomorphismered lesresultats setransposern de la facon suiv-
ante. Notons T . la composarte neutre de T'. Le diagrammeci-dessougouit desmémes
proprietesque le preceden :



Tout elemert de N/, s'ecrit de facon unique tn(w), avect 2 T/.;, w 2 W'. En
ernvoyant un tel elemert sur (wr(t); w), onde nit un homomorphismeN/.,! X ;0o W!
et de la suite exacteci-dessusse deduit la suivante :

(1) 1! T¢! Njgg! X,ow'!
Consicerons la surjection X ,, I (X =X ). Elle est equivariante pour les actions

naturellesde W'. Mais W agit trivialement sur X =X . : pour tousw 2 W, x 2 X ,
onaw(x) x 2 X .. La surjection se prolonge en un homomorphismesurjectif
X 4 0W'! (X =X ), dont on deduit un homomorphismesurjectif :

(2) Nfeg! (X =X sl

On ade ni le sous-groug N, N/, Il cortient T' doncaussiT..

Lemme 1.8.1 : La suite:

est exacte.

Preuwe. La suite exacte(1) secomplete en un diagramme:

0
(X :i( sc)l
1! T, ! ered ! X,ow 11
11 Tese ! Nleggse X oW 11

Sescarressort commutatifs. Lestrois suitessort exactes.Considerons'homomorphisme
(2). On disposede trois informations :
- il est surjectif;
(Nred <o) estinclus danssonnoyau (celaresultedu diagrammeci-dessus)

-onalegalite N/,s = N¥; (N/ o) (celaresultedel'egalite W™ = N™™ W[ ).

Alors (2) restreirnt a N/} reste surjectif.

Le diagrammemortre quele noyau de (2) est T (N/qq..)- Le noyau de la restriction
de(2) aNiyestdoncT o( (N/egs)\ N/%y). Il resultedesde nitions que (N/g.6)\ N =
(N, 84:sc)- Pour achewer la preuve du lemme, il sut de demortrer :

) fedisc = T cisc!

Soit n 2 N, L'action ng appartient a W et xe C™, c'est donc I'action triviale.
Notons (x; w) l'image de n dansX .s.; 0 W', ety l'image de x par I'homomorphisme
naturel :

(4) X e ! Xl;sc Zz(p) V(Ip):

On verie que, pour tout v 2 V(p), on a I'egalite ng(v) = w(v) y. Puisqueng = 1,
celaenranew = 1 ety = 0. Mais 'homomorphisme (4) est injectif : | permute les

13



elemens dela base deX .o, doncX .o estsommede | -modulesinduits et X .5, est
sanstorsion. Alors x = 0 et Iimage den dansX .., 0 W' estnulle. Doncn 2 T, ce
qui demorire (3).
On al'egalite :
Hl( ;(X =X ;sc)l) = (X =X ;sc) ;tors;

ou I'on note ainsi le sous-grou de torsion de (X =X .sc) . A un cocycle , on assaie
I'image de ( 1) dans(X =X .sc) . De I'application (2) restreirte a Ni, se deduit une
application :

H ( ; red)I (X =X ;sc) ;tors:

Lemme 1.8.2 : Cette application est bijective.

Preuve. Soit 2 (X =X .&) .ors, quel'on remorte enun cocyclede avaleursdans
(X =X .s¢)i, puis enuneapplication de dansN/},. De nissonsune action tordue de
sur T, par ( ;t) 70 Ad( ()) (t). Graceau lemmeprecden, le calcul habituel montre
quel'obstruction arelever enun elemen deH( ;N vit dansle groupe H?( ;T.),
ou  agit par cette action tordue. Mais ce groupe de cohomologieest nul car T est
de torsion ([Se] proposition 2, p.197). L'application de I'enon@ est donc surjective. De
me&me, son injectivit e resulte de la nullite d'un groupe H( ;T.). Celle-ciresulte du
theoremede Lang : T . estconnexe.

On xe un ensenble D de cocyclesde a valeursdans N/}, tel que l'application
naturelle D ! H?Y( ;N[ soit bijective. On les consicerera aussicommedes cocycles
de nis sur , triviaux surl.

Rewenonsa la situation sur F. On note N™ limage remproque de Nred par I'ho-
momorphismered Celui-ci de nit une applicaton H*( ;N™) ! H( ;N,), qui est
bijective : celaresultedela nullit edegroupesH'( ; T"); cesnullit esseprouvert comme
en 1.7. Plus preciemern, tout cocyclede dansN/i, sereleve enun cocycle a valeurs
dansN ". Pour tout d 2 D, on xe un tel relevemen quel'on note dr.

1.9
Consiceronsla situation de 1.7. Kott witz a de ni un homomorphismesurjectif :
G™ I (X =X ;s0)

qui pos®deles proprietessuivantes :

- Wg cencidesur T" avecla composeede wr et del’'homomorphismenaturel X . !
(X =X s 3

- (GIX) estinclus dansle noyau de wg.

Cf. [K3] paragraphe?. Il en resulte que la restriction de wg a N™ estla compose
dered et de 'homomorphismel1.8(2). D'autre part, on a les egalites:

H(Gal(F**=F);G) = H( ;G™) = H( ;G");
et wg de nit un isomorphisme:

Hl( ;Gnr)! Hl( ;(X =X ;sc)l) = (X =X ;sc) ;tors:
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Graceau lemme1.8.2,del'inclusion N™  G™ sededuit une bijection :
HY( ;N™)! HY ;G™):

Alors D s'idertie aun enserble de cocyclesrepresemant I'ensenble H( ;G"™).

Tout element d 2 D de nit une nouwelle structure de G sur F. Preciemern, on
de nit G4 sur F muni d'un isomorphisme 4 : G4q! G deni sur F™ et veriant
¢ = Ad(d:()) gpourtout 2 . Onpeutaussidireque ¢ = Ad(d:( )) d
pourtout 2 . OnnoteT 4 limagereciproquedeT par 4.l eststablepar I'action de

Notons T 4. le plus grand sous-toredeploye sur F de T 4.

Lemme 1.9 : Letore T 4r estun sous-toredeploye maximal de Gg.

Preuve. On sait qu'il existe deux sous-toresT ; T, de Gq4, de nis sur F, tels
que T, soit deploye sur F, maximal et T, soit deploye sur F™, maximal. Fixons-les.
Soit T 3 le plus grand sous-torede T deploye sur F". Lestores 4(T,) et T3 sort tous
deux dessous-toresde G deployessur F™, maximaux. Il existedoncg 2 G" tel que
Ad(g) ¢(T2) = Ts. Fixonsuntel g. Pour 2 , posonsd?( )= gd=( ) (g) ®. Posons

© = Ad(g) 4.0na g = Ad(d2()) @. Puisque T, et T3 sort de nis
sur F, cette relation ertrame que d2 () normalise T 5. Le certralisateur de Tz est T.
Doncd?( ) normaliseT, i.e.d2( ) 2 N™. Notons X ¢ le Z-module desx 2 X' tels que
d2( ) (x)=x pourtout 2 . Danscetterelation, d?( ) agit par I'action naturelle de
N dansX .OnaX®= (X (T4)). Pourn 2 N™, posonspour simpli er ng = redn)g.
Notons V¥ le sous-ensetrle desv 2 V' tels que d2( )r (v) = vpourtout 2 , ou
encoredesv 2 V telsqued?( )r (v) = vpourtout 2 . C'estunsous-espacane de
V de partie vectorielle X ®* ; R. Donc dimg(V®) = dimg (T1). On de nit de mémeV ¢
etonadimg(VY) = dimg (T ¢¢). On ade ni unedecompmsitiondeV' enfacettes.Parmi
lesfacettesqui coupert V¥, choisissons-emine de dimensionmaximale. Notons-la . On
peut choisirn®2 N™ tel queng( ) soit inclusedansl'adherenceC™ de la chambre C™ .
Quitte aremplacerd? par 7! nd2( ) (n9 et g par Ad(nY 4, on estramere au
casou C"™. Puisque \ Ve ., d2( 1)r 1 consere la facette . LeschambresC™
et d2( 1)r 1(C"™) pos®den toutes deux dansleur adherence.ll est conru que cela
erntra’me l'existenceden 2 NI tel queng( ) = et ngd{ 1)r 1(C™) = C™. Puisque
C" eststable par i, ellel'est aussipar ngd2( 1)r. Alors (n)d2( 1) 2 N ™. Rappelons
guel'on a le diagrammecommutatif :

N T ! (X =X ;sc)l ! (X =X ;SC)
& % w
G ¢

Puisque (GI) estcortenu dansle noyau dewg, l'image de (n)d2( ;) dans(X =X .)
estla memequecellede d? ( ;). C'est aussicellede dr ( 1) puisqued: et d? de nissert
le méme elemen de HY( ;G"™). Il existedoncm 2 N" tel que les deux elemers
(n)d2( 1) et m d:( 1) 1(m) aiert meéme image dans (X =X .);. Grace au lemme
1.8.1,on a alors:

(1) nrd2( 1)r = MRYde( 1)r 1MR:

Rappelonsqueng( ) = . Puisquen 2 N{, celaertra™e queng xe point par point.
Parceque estde dimensionmaximale parmi lesfacettesqui coupert V%, lintersection
\ V& estouverte dansV® ([La], lemme10.14).Alors ng xe point par point un ouvert
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non vide de V¥, donc xe tout point de V¥. Donc V¥ est x e point par point par
nrd2 ( 1)r 1. Del'egalite (1) resulteque mgr(V®) est x e point par point par de ( 1)r 1.
Puisque ; engendretopologiquemen , celaertra™e l'inclusion mg(V®) V9. Alors
dimg(V9)  dimg(V®), ou encoredimg(Tge)  dime(T4). PuisqueT; a ete choisi
deploye maximal, T 4.¢ I'est aussi.

NotonsV (d) I'espaceV muni del'action de :( ;v) 7! d( )r (v). Soite2 P tel que
| (e) agissetrivialement sur D. De m&émeque I'on a construit I'immeuble | mm(G; F€)
commequotient de G(F®) V, on construit I'immeuble | mm(Gg; F€) commequotient
de G4(F® V(d) (cesdeux immeublessort d'ailleurs isomorphes).L'action naturelle
de sur ce produit passeau quotient en une action sur I'immeuble. Grace au lemme
preceden, on peut identi er l'immeuble | mm(Ggq;F) de G4 sur F au sous-ensetrle des
points xes de cette action de dans| mm(Gg; F€). L'appartemert asseie a T 4 est
l'ensenble V¢ despoints xes de dansV (d).

Soit v 2 V9. Il existeun schemaen groupesG g4, sur 'anneau desertiers O deF, de
bre gererique G4, et un isomorphismeGg,(O™) ! G, deni sur O™, qui prolonge
l'isomorphisme 4 des bres genreriqgues.On note encore 4 cetisomorphisme.

1.10

Soit F 2 CL4. Revenonssur la de nition de I'homomorphisme:
G™ 1 (X =X <o)
Kott witz a introduit la notion de z-extensionde G, cf. [K2]. Il s'agit d'une suite exacte:
11 zrGg1®”G! 1

ou :

G estun groupe reductif de ni sur F ;

Z estun tore de ni surF;

a et b sort deshomomorphismege groupesde nis sur F ;

(1) le groupe derive de G est simplemen connexe

a(Z) estcertral dansG ;

(2) X (Z) estun Gal(F seP=F)-moduleinduit, c'est-a-dire dela formel nd®a """ =" y),
ou %estun sous-grou ouvert de Gal(F %®P=F) et Y estun Z-module libre de rang ni
muni de l'action triviale de °

De telles z-extensionsexistert. Dans notre situation ou G est quasi-teploye et ou
Gal(F seP=Fmod) agit trivialement sur D, le groupe G est lui-aussi quasi-ceploye et on
peut imposerque Gal(F SeP=F™M°d) agit trivialement sur la donnee de racinesasseiee a
G, ainsiquesur X (2).

Fixons une z-extensionveri ant cesconditions. Les groupesb (B) et T = b }(T)
sort respectivemen un sous-groug de Borel et un sous-toremaximal de G. Notons
D= (X;~;7;X;7;) ladonneederacinesde G asseieea cessous-grous.Alors b
de nit un homomorphismeencorenoteb: X' ! X qui serestreirnt en desbijections de
“sur etde  sur.

Remarquonsqu'au niveaudesrevetemens simplemern connexeslesgroupesderives,
il n'y a pasde di erenceerntre G et G. Autrement dit, on disposed'un diagramme
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comnutatif :

Gracea (2), H(1;Z) = f0g, d'ou :

(3) 'homomorphismeG" el est surjectif.

Notons G, le tore de groupe de cocaracteresX =X ... De 'homomorphismeX !
X =X .sc sededuit un homomorphismeT ! G,. Gracea (1), il seprolongeen un ho-

w
momorphismec: G ! G, On disposeen n de 'homomorphismeG} (e (X =X".s0)i
. Alors :

(4) le diagrammesuivant est commutatif :

el ¢ nr W|Gab (X- =X )
: ab . ;sc/l
#b #b
G™ Y'e (X =X )i

Cf. [K3] paragraphe?.

2 Group es parahoriqgues, lItrations de Mo y-Prasad

2.1

Soite 2 P tel quel (e) agisserivialement surD. Soit F 2 CL4. On aasseie au point
v =02 V'® unshemaengroupesG§ sur O°. NotonsG¢ sa bre speciale, :Gg! G¢
la reduction naturelle et notonsde m&mela deriveeg§ ! gg. On sait que G§ estreductif
connexesur Fy parcequele point 0 esthypersgecial, et lesimagespar de Gg\ B(F*®),
resp.Gg\ T (F®), sort lesgroupesde points sur Fq d'un sous-groufe de Borel, resp.d'un
sous-toremaximal T, de G§. Soit x 2 X . Cet elemern de nit un homomorphismede
F¢ dansT (F€). Par restriction, on obtient un homomorphismede O% dansGg\ T (F°),
qui sereduit en un homomorphismex de F, dansT. L'application x 7! x idertie

X aX (T). On sait que, par cetisomorphisme, s'idertie ausystemederacinesde T
dansgj. Introduisonsle O®-modulet(0®) = X ,0® X ;F¢=t(F°®). Alors g§ est
sommedirecte de t(OF€) et desO®-modulesengendespar leskE , pour 2 . La famille
( (E)) » estun epinglagede g;. On peut alorsidenti er le groupe G§ au groupe G
de 1.6 de sorte que:

-T s'idertie aT, l'identi cation etant compatibleaux isomorphismesleja intro duits
X((M' X ' X (T);

-pourtout 2 , (E )s'idertie aE .

On iderti e desormaisles deux groupes.Alors  deviert un homomorphismede G§
dansG. Il resultedesconstructionsque:

(1) N(F®)\ G§ estlimage reciproquede N par I'application redet concide avec
red sur cette intersection.

La famille ( (E )) » prolongelepinglage(E ) » . On voit qu'elle verie lescon-
ditions imposeesen 1.5. Commeon I'a dit, cesconditions determinert la famille a des
signespres. Pour tout 2 , il existedonc 2 f 1gtelque (E)= E .Ona
necessairemén = 1pour 2 . Quitte a modier notre famille de depart (E ) »
enla multipliant par lesmémessignes,on supposedesormaisque (E ) = E pour tout

2 .
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2.2

Onade ni enl.2uneformebilineairel Zy ! F, etenl.6l'ensenble V(. Puisque

Viy = X' z2Zp et Te= X' 2 Fy, dela forme bilineaire ci-dessuss'en deduit une
autre : |

I V(p) ! T¢

(;v) 7V v():

On peut aussila de nir de la facon suivante. Pour v 2 V(;,, il existe un unique elemert
t, 2 Tg tel quety.gr(0) = v (Quandonidertie Tg = X zZp = V), onat, = V).
On a deni une action de sur T,eq = TgT. Pour ( ;v) 2 1 V('p), on a I'egalite
v( )= ()t

Soitv 2 V('p). Le groupe | agit sur G. Pour 2 I, onnote ( ) l'automorphisme
Ad(v( )) de G. L'application 7! ( ) estun homomorphisme.On note G, le
sous-grou deselemens de G xes par ( ) pourtout 2 I.C'estun groupe reductif
sur Fq, en genreral non connexe.

Soient (v;r) 2 Vi, Z()- On pose:

Ovr =X 29:8 21; ( )X)=r1()Xg:

Cet espaceest stable par I'action de G,. Dansle casou r = 0, c'estl'algebrede Lie du
groupe G,,.

Consiceronsdeux couples(v;r); (V%19 2 V) Z(,. Choisissonaun ertier e2 P tel
queev, e’2 X eter;er’®2 Z. Posonsx = e\}’ ev. Il de nit un homomorphismede
Fq dansT. Pour tout i 2 Z, posons:

glil= fX 29;822 Fy; Ad(x (2))(X) = z'Xg;

af 1= j9ll:
On veri e quelesespacegfer® er],g[ er® erJetg[ er® er+ 1]nedependen pas
du choix de e. De plus, g,., estsommedirecte de sesintersectionsavec chacundesgl[i].
On pose:
My;rvero = Gy \ gler® erl;

Uvirvoro = Gy \ d[ er® er+ 1]
pv;r;vo;r0= gv;r\ g[ erO er]:

Dansle casour = r°= 0, p,.q.00 €St une sous-algbre parabolique de g,., My.0v00 €N
estune sous-algbrede Levi et u,.0.00 €stsonradical nilpotert.

2.3

Soiet F 2 CLqetv 2 V('p). Choisissonsun ertier e 2 P tel queev2 X etl(e)
agissetrivialement sur D. On disposedessdiemasen groupesG)" surO™ et G{ sur O°.
Notons G)" et G¢ lesplus grandsquotients reductifs de leurs bres speciales.On a deja
dit que GI' = G&'. L'action de | sur G¢ sedescenden une action sur G¢ et I'egalite
precderie secomplete en un diagrammecomrmutatif :

G = Gsl;l
v
(1) # #
Gcr = gGsl
v v
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cf. [Le] paragraphe3.5.
On a note t, I'elemen de Ty tel quet,.gr(0) = v. On a de ni en 1.7 une section
Ts ! T™d, On note tr, limage det, par cette section. Sa de nition et I'nypothese
sur e mortrent que tg., appartient a T(F®€). On a G{ = Ad(tr.,)(Gg). On de nit un
homomorphisme:
vi:Gl ! G

composde  Ad(tey) et delinclusion G  G¢&.

Lemme 2.3.1 : L'homomorphisme , a pour imageG, et sequotiente en un isomor-
phismede G{" sur G.

Preuve. D'apresle diagramme (1) et les proprietesde , , sequotiente en un iso-

morphismede G| sur le sous-grou despoints xes dansG pour une certaine action

7! () del. Cette action estobtenue par reductionvia Ad(tF;lv) del'action naturelle
dansG¢. Autrement dit, pour 2 1,ona:

() Ad(tF;{-/) = Ad(tF;%/
On calcule:
() = Ad(tF;%/ Ad(tey) = Ad(tF;%/ (tr)) = Ad(v( )) = v()

D'oul'egalite ( )= ( ) puislelemme.

Remarquonsla propriete suivante :

(2) pour tout n 2 N™d\ G& on a les egalites Ad(tF;{,)(n) = t,redn)t, =
n redn).

La premiereegalite resultede 2.1(1). En vertu de cette egalite, t, red(n)t, appartient
aN, doncestegala saprojection par . Cette projection estegalea \ red(n) puisque

N (tv) = 1.

Soiert e 2 P et (v;r) 2 V'® R. Moy et Prasadont de ni un O°-reseaugs, de
g(F®). Rappelonssade nition. On a note € I'ensenble desorbites de I'action del (e)
dans. Pour 2 °,onposeu = , u .lLereseawy, estsommedesesintersections
avect(F°€) et aveclesu (F®) pour 2 €. Ona:

O, \ t(F®) = X 2 t(F®);8x 2 X ;val(x (X)) rg;
et, pour 2 ¢,

X
Oy, \ U (FO)=1fX = XxXE 2u (F®;8 2 ;val(x) r V)g:
2

L'application r 7! gf.. estdecroissate. On pose:
e —_ [ e .
gv;r+ - gV;S'

s>r

Pour (v;r) 2 V! R, onalesegalitesg, = g&!, g7, = g5+

Supposonsque | (e) agissetrivialement sur D. Pour (v;r) = (0;0), g5, est egala
l'algebre de Lie de G§ deja introduite en2.1. Pourv = Oetr = ¢, avecn 2 Z, on a
gg;r = $ régg;O'
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Soit maintenart (v;r) 2 V('p) Zp- Choisissonse 2 P tel queev2 X ,er 2 Z et
| () agissetrivialement sur D. On a I'egalite g§,, = Ad(tg,)($ £95,). Notons encore

060! g laderiveede 'homomorphismede 2.1. On de nit une application lineaire:
vir - Crr ! g
commela composeede la suite d'applications :

Ad(t.1) $,
nr — ~e;l e Fiv er qe e
gv;r - dvir gv;r f $ 1 gO;O !

e

Lemme 2.3.2 : L'application ,, apourimageg,., et sequotiente enun isomorphisme
de gy, =gy;+ SUr gy,

Preuve. Oubliant l'inclusion de gy, dansgy,.,, la suite d'applications precederte de nit
uneapplication lineaireencorenotee ; : gy, ! g. Elle sequotiente enun isomorphisme

97,=95,+ ! g. Cet isomorphismeertrelace l'action naturelle de | sur gy.. =gy.., avec
une certaineaction 7! ( ) del dansg. On calculecette action commedansle lemme
preeden. Pour X 2get 21,ona ()(X)=r() !, )X). Alors . serestreirt
en un isomorphismede (QS;FQS;H)' sur g, . Un lemmeanalogueau lemme 1.7 montre
quegy,, estcohomologiquementrivial. On en deduit les egalites:

(98, =0%,.)" = g%l=gvrs = g0 =g, :

2.4

Pour 2 ™ onposeu = , u.Onetend "™ en™™ = ™[ fOg et on pose
Up = t. Pour 2 =" onnote R l'ensenble desr 2 Z, tels qu'il existe un elemen
nonnul X 2 u veriant (X)=r( )X pourtout 2 1. L'ensenble R eststablepar
translations par Z et sonimagedansZ,=Z est nie. Dansl'espaceV' R, consicerons
la collection deshyperplansf(v;r) 2 V! R;r (V)=r g pour 2 ™etr 2R .
Cette collection de nit une decompsition de V! R enfacettes.On note I'ensenble
de cesfacettes.Chaquefacette est stable par translations par V),,.. Pour tout 2 , le
sous-ensebile =V /., de(V'=V.,,) R estrelativemen compact.Saprojection surR est
un intervalle borne dont on note r( ) la borne superieure. Remarquonsque l'intervalle
peut &tre ouvert ou ferme en chacune de sesextremiteset r( ) ne lui appartient pas
toujours.

Lemme 2.4.1: Soit 2 . Alors l'intersection \ (V

n Zp) estdensedans . De
plusr( )2 Z.

Preuve. Par de nition dela decomposition en facettes, il existe:
- une decomsition en union disjointe =™ = ~I' t ~@;
-pourtout 2 " unelemernr 2R ;
- pour tout 2 ¢, deux elemers congcutifsr < r* deR ;
de sorte que soit I'ensenble des(v;r) 2 V! R veri ant lesconditions:
(1) pourtout 2 00 r VM=r;

20



(2) pourtout 2 g, r <r (Vvy<r*.

Fixonsun sous-ensetrle A 2\ ™ lineairemem independart et maximal. L'hy-
pothese(P?%, ) nouspermetde xer un sous-enselilie B Homz(X';Z), disjoint de A,
tel gue A[ B soit lineairemen independart et tel que:

(3) Z(p) [A [ B] =H Omz(x I ;Z(p)).P

Pour tout 2 ~I', ecrivons = ,nC. avecdesc. 2Q(si =0,c. =0
pour tout ). L'egalite precederie imposequec . 2 Z,. Jedis quela condition (1) est
equivalente a la reunion desdeux conditions::

(4) pourtout 2 A,r vV=r ;

(5) pourtout 2 % onalegaliter(1 LaC:)=T P RN
En e et, soient (v;r) veriant (4) et 2 ~2.Ona:
X X
r V=r c. (v)=r c.(r r):
2A 2A

Que ceterme soit egalar estequivalert a I'egalite (5).

Consideronsla condition :

(6) il existe 2 "2 telque ,,c. 61
(elle estveri eesi 02 ~I'). Supposons-laveri ee.Alors la projection de dansR est
reduite a un seul point, qui appartient a Z,. En e et, soient (v;r) 2 et veriant
(6). La condition (5) pour ce determiner, qui appartient bien a Z, gracea (P°
Le reelr( ) estnecessairemenegala cet unique point et appartient donca Z . Soit de
nouveau (v;r) 2 . Choisissons/®°2 V' tel que (v) = (V9 pour 2 A, V9 2 Z,
pour b2 B et b(v) b(v) soit assezpetit. La condition (2), etant ouverte, est encore
veri eepour (V% r). Lesconditions (4) et (5) sort aussiveri eespour (v%r) puisqu'elles
le sort pour (v;r). Donc (V%r) 2 .Onaimposqueb(v9) 2 Z, pourb2 B. On aaussi

(V) 2 Z pour 2 A puisque (v)=r1 1 .Grécea (3), onendeduit quev°2 V.
Celademortre que \ (V, Z(y)) estdensedans .

On supposemaintenant que(6) n'est pasveri ee.La condition (5) deviert independarte
de (v;r). Puisque n'est pasvide, elle est toujours veri ee et on peut I'oublier. Soit
(v;r) 2 . Choisissonsr® 2 Z, tel que r® r soit assezpetit et v° 2 V' tel que

(Vy=1r% r pour 2A,bVv)2Z, pourb2 B ethv) b(v) soit assezpetit. On
montre commeci-dessusjue (V%r9 2 \ (V('p) Z(p)- On endeduit quecette intersection
estdensedans .

Remarquonsque I'on peut ci-dessusprendrer®> r ou r°®< r. Cela montre que la
projection de dansR estun intervalle ouvert et r( ) n'appartient pasa cet intervalle.

Par de nition der( ), il existev®2 V' tel que (V%r( )) appartienne a I'adherence
de . Fixons un tel v° soit °la facette a laquelle appartient (v%r( )). En appliquart
a Ylesresultats ci-dessusjl y a deux possibilites: ou bien la projection de °dansR
estreduite a un seulpoint, a savoir r( ), qui appartient a Z, ou bien cette projection
est un intervalle ouvert. Pour prouver que r( ) appartient a Z,, on va exclure cette
deuxieme possibilite. Notons plus preciement ~2°( ), r ( ) etc... les termes notes ci-
dessus™, r etc... et introduisonslestermesanalogues™ ( 9, r ( 9 etc... relatifs a

° Puisque °estcorntenue dansl'adherencede , on a lesrelations:

() T 9etr ()=r ()pour 2 7I();

N9 TI()etpour 2 TF( 9, ()= (9 ()=r (9;

pour 2 TM(C O\ TEC)r (9=r()our (=1 ().
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Supposonsque la projection de °dansR soit un intervalle ouvert. On peut choisir
(v;r) 2 Cavecr < r( ). Par de nition, sir( ) r estassezetit, on peut aussichoisir
vi 2 V! tel que(vy;r) 2 . Montrons que:

(7) pour > 0 assezetit, (VO+ (vi VI);r()) 2

Soit 2 ~M( ). Onar VM)=r (9=r()=r (v1), donc (V9) = (vy).
Alorsr( ) (V+ (v ) =r() (M)=r()=r ().

Soit 2 (9. Alorsr ()=r (9<r() <r*(9Y=r*"(). Pour assez
petit, onaencorer ( )<r( ) (VO (vi VY))<rt().

Soit 2 TM( 9\ "X()telquer (9 =r*() Onar V) =r (9=
rc)>r (vi). Donc (vi V9 > 0.0nar() VY =71 (9 =r"(). Pour

> 0,onaalorsr() (VO+ (vi VD) < r*( ). Si estassezpetit, on a aussi
r()<r(C) (v+ (vi W)

Un raisonnemen similaire vaut pour 2 ~2( 9\ ~2( ) tel quer ( 9 =7r ().
Celaverie (7).

Mais (7) entra™me quer( ) appartiert a la projection de dansR. On a vu que ce
n'etait pasle cas.Cette cortradiction adchewe la preuve.

Notons le corollaire de la preuve ci-dessus

Lemme 2.4.2 : Il existee2 P tel queer( )2 Z pour tout 2

Preuve. On a vu que pour tout 2 , il existait °2 tel quer( )=r( Y et ©
veri ait la condition (6). On peut donc selimiter aux qui veri ent cette condition.
Pour unetelle , r( ) estdetermine par une egalite (5) pour laguelle1 ,nC. 60.

Puisqu'il n'y a qu'un nombre ni de choix possiblespour la racine et I'ensenble A, on
peut xer €2 P tel que, pour toute telle egalite (5), lestermes

X
eY1 c.o lc.
02

appartiennert a Z pour tout 2 A. Lestermesr appartiennert a R et on peut xer
€2 P telsquee™ 2 Z pourtout 2 ~". Mais alorse®™( )2 Z.
Pour 2 , onnoted l'ensenble des °2  dont I'adherencecortient . Pour

(v;r)2 ,onpose!l, = o, © C'estun voisinagede (v;r) dansV' R,
2.5
Soit F 2 CL,.

Lemme 2.5.1 : Soien (v;r); (v%r9 2 V! R. Cesdeux elemerns appartiennen a
la meéme facette si et seulemen si les deux egalites gy, = gUt,o €t g7, = 96,0, SO
veri ees.

Preuve. Notons RJ le sous-ensefrie desr 2 R tels qu'il existe X 2 t™ veriant
inf fval(x (X));x 25X g=r.Pour 2 ™, notons RO le sous-enseirle desr 2 R
tels qu'il existeX = , X E 2u™ veriant inf fval(x ); 2 g=r.Ondenit une
decompsition enfacettesdeV! R commeen?2.4,eny remplacart lesensenblesR par
lesRP. La description desreseauxgy’,, cf. 2.3, montre que les deux egalitesde I'enon@

sort veri eessi et seulemensi (v;r) et (v%r9 appartiennert a la mémefacette de cette
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nouvelle decomposition. Le lemme sera prouve si nous montrons qu'en fait, les deux
decompsitions cencidert, autremert dit que I'on a les egalitesR) = Rg et R® = R

pour tout 2 ™. On va prouver que R3 = Ry, les autres egalites se prouvant de la
meémefacon. Pour X 2 t", on a certainemen inf fval(x (X));x 2 X g2 Z. Donc
R  Z. Soitr 2 Z(,, ecrivonsr = X avecn 2 Z, e2 P, en choisissah e assezgrand
pour quel (e) agissetrivialement sur D. En ecrivant X = $17Y, on voit quer 2 R9 si et

seulemen s'il existeY 2 t(F€) tel que:

-pourtout 21, ($7Y)=8"17Y;

-inf fval(x (Y));x 2X g=0.

La premiere condition estequivalente a (Y) = r( )Y pourtout 2 |I. La seconde
est equivalerte a 'Y 2 t(O°®) et (Y) 6 0. Parce que e est premier a p, l'application
suivante est surjective :

fY 2t(0°;8 21; (Y)=r()Yg! fy2¢t;8 21; (Y)=r()Yqg

Alors r 2 RJ si et seulemen si ce dernier espacen'est pas nul. Mais cela equivaut a
r 2 Ry, par de nition de R,.

Le lemme signi e que notre decomposition en facettesest la méme que celle de nie
par DeBader ([D] de nition 3.2.2).Celaa plusieurscongquences

- de , ondeduit une decommsition en facettesde V' en coupart leselemeris de
par V' identi eaV' f0g V' R;ladecommsition obterue estla mémeque celle
de nie en 1.6;

-pour (v;r)2 V' Ret(v%r921!,,, onalesinclusions:

nr nr nr nr.
gv;r+ gvo;r0+ gvo;r0 gv;r .

Soiert (v;r); (V% r‘? 2V Z(p), supposons(v%r9 2 1 y,. On adeuxfgconsd'envoyer
gvo,0 dansg : la premiereest \or0; la secondeestla composeede l'inclusion gye,.o gy,
et de ... Comparons-les.

Lemme 2.5.2 : Soiert (v;r); (V5192 Vy,  Z(y, supposons(vSr9 2 ! ;. L'image de
gy6,0, M€SP. Qb0 , PAr v, €Stle sous-espacey., . oo, r€SP. Uy voro, de g, . Les espaces
My, voro €t gyo 0 SO egauxet l'application 0,0 estegalea la composeede I'application

v Qui envoie g0 dansp,. .o,0 avecla projection naturelle de cet espacesur my;;;o;o.

Preuve. Notons , resp. 9 la facette cortenant (v;r), resp.(v%r9, introduisonsles
objets ~2( ), r () etc...dela preuve du lemme2.4.1.De la descriptionde gy, donnee
en 2.3 et de la de nition de . resulteque:

-pour 2 TE( ), wie(gui \ UM) =gy VU

(1) pour 2 Tg( ), wvr(gyi \ Uu™) = f0g;

(onapoug=t). Pour 2 ~2°( ), onaaussi:

SSir® (V) ot (W), g\ U = gl \ U

-sir® (V9> (v), g6\ U™ =gl \ U™,

Alors (g%, o) estlasommedesg,,\ u surles 2 ~" telsquer® (V) r (V).
Fixonse 2 P tel queev; e’2 X eter; er®2 Z. Introduisonsla graduation de 2.2. Pour

2 ~" on a linclusion u gle (v* V). La condition r® (V) r (v) est
equivalente a u g[ er® er]. D'apresla de nition dep,, ..o, ON en deduit I'egalite

vir (Qy6,0) = Pyyryoro. ON demortre de meémeque v (9760, ) = Uy oo,
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On voit qu'envoyer gyo,o dans p,..,er0 PUIS projeter sur my; o0 reviert a projeter
d'abord g, o surla sommedesgyi, o\ U™, surles 2 ~( )telsquer® (V)=r (v),
puis a appliquer .. Remarquonsgque cet ensenble de n'est autre que ~™ ( 9 d'apres
les descriptions donneesdans la preuve du lemme 2.4. (les rblesde et Oy etaiert
inverses; ici  est dans I'adherencede 9. On doit mortrer que l'operation ci-dessus

reviert a appliquer o,0. On peut xer 2 =™ et comparerleurse ets sur gyo,o\ u™.

Si 2 7( 9, lesdeux applications sort nulles : pour la premiere, la projection de
u™ estnulle; pour oo, c'est(1) appliquea (v%r9 et ©

Supposons 2 ~( 9. Lesdeuxapplicationssort ., et oo. Introduisonse comme
ci-dessussupposonsde plus que | (€) agit trivialement sur D. Rappelonsque ., estla
composede Ad(tF;},), de la multiplication par $ ,* et de la projection . Suru (F¢),

la composee de Ad(tF;lv) et de la multiplication par $ ,° est egalea la multiplication

par $ < ™ " Une description analoguevaut pour o,0. Mais on a I'egalite (v) r =

(v9 * r°qui permet de conclure.

D'apreslesdeuxlemmespreederts, I'espaceg, .o et la projection 0,0 nedependen
quede la facette cortenart (V% r9. On appliquecelaa (v;r) puis on applique de nouveau
leslemmes.Alors les espace®, .00 €tC... €t la restriction de ;; a gyo,o ne dependert
que desfacettescortenart (v;r) et (v%r9.

2.6
Soitd 2 D. Tout elemen de Ty est xe par . Il enresultequel'application  d:
' N estun cocycle. On peut de nir un groupe G4 sur Fgq, muni d'un isomorphisme
da:Ggq! G,deni surFyettelque ¢4 = (Ad  d)() 4 pour tout 2 .

Soitv 2 V(g). Pour 2 et 21, lesautomorphismes(Ad n d)() et ()
de G ne commnutent pas.Mais on a l'egalite :

(Ad N d)() () P (Ad oy od() t= ()

Alors (Ad  d)( ) consere le sous-groug G,. Le sous-groue G4y = YG,)
de G4 estde ni sur F,. On peut dire leschosesd'une autre facon. Parcequev 2 V9, on
at,d( ) (t,) 2 N pourtout 2 . L'application 7! t,'d( ) (t,) estun cocycle.On
munit G d'une action 7! 4,( ) de enposart g,( )= Ad(t,'d( ) (t,)) .On
munit G4 d'une action de de sorte que 4 = gv( ) g. Cette action concide sur

avecl'action deja de nie. Alors G4., estle sous-grou despoints xes par | dansGy.

Soitdeplusr 2 Z(,. Notons g, le sous-espacdesX 2 gqtelsque (X)=r( )X
pour tout 2 I. Cesous-espacestde ni sur Fq, c'est-a-dire gu'il eststable par |'action
de . Il estaussistable par l'action adjointe de G4,,. On al'egalite 4(9g.:) = Gy -

2.7

Soien d2 D,F 2 CLjetv2 V(‘g). On ade ni en1.9le sthhemaen groupesGq4., Sur
0.

Lemme 2.7.1 : Le plus grand quotiert reductif dela bre specialede G4, S'idertie a
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Gg.v, de sorte que le diagrammeeviden ci-dessousoit commutatif :

Gd;v(onr) !d GCI’
d;v# # oy

Ggv 'Y G,

Preuve. On de nit 'hnomomorphismeG4.,(O™) ! Gy, de sorte que le diagramme
soit comnrutatif. On doit montrer qu'il commnute aux actionsde . Celareviernt a dire
que,pour 2 , onalegalite , Ad(d:()) = 4v( ) v.On laissela veri cation
au lecteur.

Notons X ¢ le sous-grou desx 2 X' telsqued( ) (x ) = x pourtout 2 .

Lemme 2.7.2 : Il existeun sous-toreT 4, de Gg., de ni sur F, et deploye maximal,

Preuve. En 1.9,0n a de ni le tore T 4 et mortre qu'il etait un sous-toredeploye
maximal de G 4. Le point v appartient a l'appartement del mm(Gg4; F) assie a cetore.
La theorie de Bruhat-Tits nousdit alors que I'image de Ti: \ G4, (0O™) dansGg,, est
le groupe despoints sur Fy d'un sous-toreT 4., de ni sur F, et deploye maximal de ce
groupe. Il resultedesconstructionsque T 4., pos®deles proprietesrequises.

Soit (v;r) 2 V¢ R. Notonsg,.., le O™ -reseaude gy’ tel que ¢(dq.) = Oy, . Il €SL
muni d'une structure sur O, c'est-a-dire qu'il est stable par I'action de .

Lemme 2.7.3 : Soit (v;r) 2 V(‘;')) Zp- |l existe une projection -equivariante g :
Qavr ! Gqwr qui rend comnutatif le diagrammesuivarnt :

| d

gd;v;r gv;r
# dyv;r # vir
gd;v;r e gv;r :

2.8

Soitd 2 D. NotonsK erq le sous-grougdes 2 telsqued( )r soitl'action triviale
deV.Ona:

(2) lindice de K ery dans est premiera p.

Soit 2 . On doit montrer que l'automorphismeane d( ) deV estdordre
premier a p. Par construction, c'est le produit d'une translation et d'un automorphisme
lineaire issu d'un automorphismede X que I'on note u( ). PosonsN = rang(D) =
rang(X ). Identions X aZzN. Alorsu( ) deviert un elemen deGL y (Z). Puisqued( )gr
estd'ordre ni, u( ) l'est aussi.Sesvaleurs propresforment un ensenble de racinesde
I'unit e stable par I'action du groupe de Galois de Q=Q. Notons Q( p) l'extension de Q
engendee par les racinesp-iemesde l'unit e. Si 'une desvaleurs propresde u( ) etait
d'ordre divisible par p, onaurait N [Q( ,) : Q] = p 1, cequi cortredit (Py). Donc
I'ordre de u( ) estpremier a p. Notons e cet ordre. Alors (d( )r )¢ estune translation.
On sait qu'elle estd'ordre ni. Elle estdonctriviale et celademorire (1).
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On a deni l'ensenble de facettes . L'action 7! d( ) de sur V' agit par
permutations sur . On note ¢ le sous-ensebile desfacettes x eespar cette action. Il
est clair par corvexite quetout elemert de 9 coupe V¢ R.Ona:

(2) pourtout 2 9\ (VS Z) estdensedans \ (V¢ R).

En e et, gracea (1), la projectiondeV' RsurV? R:

X
(v;r) 7! ([ :Kerg] ! d( )r (V);r)

2 =Keryg

ervoie Vi, Zp surv(f)) Zp)- Alors l'assertionresultedu lemme2.4.1.
De méme:
(3) pourtout 2 ¢ ladherence de coupeV fr( )g.

2.9

Soien d 2 D etv 2 V(f)). On consicere l'algebre g4. Dans ce paragrapheet les
suivants, "nilp otent” signi e nilpotent en tant qu'elemen de cette algebre. Pour tout
r 2 Zy), onadeni le sous-espacgy, ., de gq. L'application quiar 2 Z, assaie le
caractere 7! r( ) del sedescenden un isomorphismede Z,=Z sur le groupe des
caracterescortinus d'ordre ni del. On endeduit que g4.., ne depend que de l'image
der dansZ,=Z et quel'on ala decompsition :

(1) Qa = 122, =2 Ydivir

(cessous-espacestant presquetous nuls). Remarquonsque::

(2) pourr;s2 Ziy, X 2 dgwirs Y 2 Qgis, ONA[X;Y] 2 Ggyir s s

DeBader aremargue quela theorieusuelledessl,-triplets s'adaptait a cette situation,
cf. [D] appendice2.

Lemme 2.9.1 : Soient r 2 Z) et X 2 gq.vr. SupposonsX nilpotent. Alors il existe
un elemen nilpotent Y 2 gq.. , €t un elemen semi-simpleH 2 gq.,.0 tels que (X;H;Y)
soit un sl,-triplet.

Preuve. Gracea (P ), on peut appliquer la theorie usuellea l'algebre de Lie g4 sur
Fq. Il existe Hq; Y1 2 gq tels que (X; Hy; Y1) soit un slp-triplet. Notons H, resp. Yy, la
projection de H; sur gg.v-0, resp.de Y1 sur gq.: r, conformemen ala decompsition (1).
Gracea (2) et a I'nypotheseX 2 gq.:r, lesrelations [Hy; X] = 2X et [X;Y1] = H;
ertrament [H;X] = 2X et [X;Y3] = H. Le raisonnemeh de [C] page 141 montre que
I'on peut remplacerY, par Y3 2 gq de sorte que I'on ait encore[X;Yz] = H et de plus
[H;Ys] = 2Ys;. En remplacart encoreYs; par saprojection Y sur gq.: r, ON Obtient le
lemme.

Soient r 2 Z et (X;H;Y) un sl-triplet veriant les conditions du lemme. On
graduel'espaceg, de la facon habituelle. Pour i 2 Z, on pose:

9q4() =fZ 294 [H;Z]=iZ0:

Cette graduation est de nie sur Fq et induit desgraduations analoguessur tout sous-
espaceyq,s- On posegq( 1) = j i9q(j)-

Lemme 2.9.2: SoitZ 2 gqvr( 3). Alors il existex 2 Gq., tel queAd(x)(X) = X + Z.
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Preuwve. Le raisonnemen habituel montre que, pour tout ertier i 1, I'application
ad(X) serestreirt en une surjection de gq(i) sur gq(i + 2). En projetant cette egalite
gracea la decomposition (1), on obtient que ad(X ) de nit une surjection de gq.,.o(i) sur
Oavr (i + 2). Le raisonnemen habituel permet d'en deduire I'enone. On a besoinpour
cela d'utiliser des exponertielles d'elemerts nilpotents, ce que I'hypothese (P ) nous
autorise.

2.10

Soiend2 D et 2 9 Pour(v;r)2 (V3 Zy)\ ,onadeni I'espacegyg,,. |
ne depend pasde (v;r), cf. 2.5.0n le note g4. . On note S( ) I'espacedesfonctions sur
0q4: , a valeurscomplexes(c'est un espacede dimension nie puisquegy. estun espace
de dimension nie sur Fy).

On ade ni en2.4l'ensenble de facettes! . Onpose! 9=1 \ 9 Soit 92149
Choisissongv;r) 2 (V& Zp)\ ,(V3r) 2 (VG Zp)\ ° Onadeni lessous-espaces
Py vor0s Uyirvero, Mygnoro de gy, . Leursimagesreciproques 4 *(Py..vor0) €tc... dansgy.,
sort de nies sur Fq. Elles ne dependent pasdeschoix de (v;r) et (v%r9, cf. 2.5.0n les
note py.. o Ug;; o, Mg;; o. ON@amg; o= g4 o graceau lemme 2.5.2. Cela permet de
de nir une application lineaireinjective :

S9! s():

A une fonction ' °sur gq. o, on assaie la fonction ' sur gq. , a support danspg.: o, telle
que,pour X 2 mg.. oetY 2 Ug: o' (X +Y)="YX).

Pourr 2 R, notons! (> r) I'ensenble des °2 ! 9 tellesquer( 9 > r.
Commeen 2.8(2), on peut aussibien remplacerles conditionsr; r°2 R par r; r°2 Z,
et V< par V3.

Lemme 2.10.1 : Soienr 2 Z et °2 19> r). Supposonsque coupe V(g) frg.
Alors, toute fonction dansl'image de l'injection S( 9! S( ) esta support nilpotert.

Preuwe. Il s'agit demorntrer quepy.. oestformed'elemerts nilpotents. Fixons (v;r) 2
Vo Zw)\ et (Vr) 2 (V5 Zp)\ Cavecr®> r. On choisit e 2 P tel que
ev, e’2 X eter;er’®2 Z. On posex = eWw evetongraduel'espaceg commeen 2.2
enposan, pouri 2 Z:

gli] = fX 2 9;822 Fy; Ad(x (2))(X) = ZXg:

L'espaceg[ 1] estle radical nilpotent d'une sous-algbre parabolique de g. Il estdonc
forme d'elemerts nilpotents. Par de nition :

Pg;; o= 4 (gler® er)):

Puisque r® > r, cet espaceest inclus dans Yg[ 1]) et est donc forme d'elemeris
nilp otents.

Remarquonsque, quand la projection de dansR estouverte,ona 2! 9(r) pour
tout r tel que coupe V(g) frg. Alors tout elemer de g4. estnilpotert.
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Desapplications precedenes se deduit une application lineaire:

s © eS(9! S():

Lemme 2.10.2 : Soit (v;r) 2 (V( Zp)\ . Il existeune application lineaire:

d
p)
TiS()! 02!“(>r)S( ()

veri ant la condition suivante. Soit J une forme lineairesur S( ) invariante par adjonc-
tion par Gg., et a support nilpotent et soit’ 2 S( ). AlorsJ s (") =J().

Preuve. Pour X 2 gq4. , notons' x la fonction caracteristiquede X . Cesfonctionsfor-
mant unebasedeS( ), il sut demortrer que,pourtout X, il existe' °2 o, a>r ) S( 9

telle qued s (9 = J(' x) pour tout J veriant leshypothesesde I'enon@. Si X n'est
pasnilpotent, ' °= 0 corvient. SupposonsX nilpotent. Completons X en un sl,-triplet
(X;H;Y) veriant les conditions du lemme 2.9.1. Ce sl,-triplet sereleve en un homo-
morphismede SL, dansGy, ou SL, estle groupe algebriqueevidert sur Fq. NotonsA le
tore diagonalde SL, et A sonimagedansG 4. Cette imageestun tore deploye, d'algebre
de Lie a engendeepar H. PuisqueH 2 g,.,, A estinclus dansGg,. On aintroduit au
lemme2.7.2un sous-toredeploye maximal T 4., de Gg.,. Tout sous-toredeploye de Gg.,
est conjugue a un sous-torede T 4., par un elemen de Gq.,. Quitte a e ectuer une telle
conjugaison,a laquelle notre probleme est insensible,on peut supposerA  Tg.. Les
carresdu diagrammesuivant sort comnutatifs :

X (A) ! X (A) ! X (T av)
# # #
X (A) zFq=a ! X (A) zFg=a ! X (Tay) zFq= tay:

L'elemen H estlimage dansty., de l'unique coracinesimpledansX (A) par le chemin
sud-ouestde cediagramme.ll I'est aussipar le chemin nord-estet provient d'un elemen
deX (Tg4y) auquelonlidentie. Posonsx = 4(H). Ceterme appartiernt a X 9 et v+ sx
appartient a V9 pour tout reels. Choisissonse 2 P tel queev2 X ;er 2 Z, posons
V0= v+ X %=1+ 2 Supposonse assezgrand pour que ce couple (v%r9 appartienne
a!,,. Notons °la facette a laquelle appartient (v%r9. Elle appartient a! 4(> r). En
2.9, on a assaie au sl,-triplet (X;H;Y) une graduation (g4(i))i2z de g4. En 2.2, les
espaces,, ..o €tc... ont ete de nis a l'aide d'une graduation (g[i])i>z de g. Il s'avere
quegq(i) = 4(gli]) pour tout i. Puisqueer® er= 2,ona:

pd;; o= 4 l(pv;r;vo;ro) = l(gv;r \ g[ 2]) = gd;v;r( 2)1

Ug;; 0= dl(uv;r;vo;ro) = dl(gv;r\ gl 3]) = g ( 3):

Notons' la fonction caracteristiquede X + gq.v,(  3), multipli eepar jgqv ( 3)j L.
D'apresle lemme 2.9.2, cette fonction est equivalente a' x, ausensou J(" ) = J(' x)
pour tout J commedans | enone. Les formules ci-dessusmortrent que' appartient a
I'image de l'injection S( 9 ! S( ). L'existencede la fonction ' ° cherchee s'en deduit.
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3 Analyse harmonique ; une premi ere reduction

3.1

On xe pourtout le chapitre 3un elemen d 2 D. Danslestrois premiersparagraphes,
on xe aussiun corpsF 2 CLg.

Lemme 3.1.1 : Il existeuneunique mesurede Haar sur G4 telle que,pour tout v 2 V(g),
la mesurede Gq,, soit egalea jGg,,jq 9™ (Cav)=2,

(Conformemen a la corvertion adopteeen 1.5, on note Gg., = Gg¢.,(O)).

Preuwve. Pour v 2 V(f)), notonsK 4., le noyau de la projection G4, ! Gg4., du lemme
2.7.1.Commeen 1.7, on montre qu'il estcohomologiquementrivial. Du lemme2.7.1se
deduit I'egalite jGg.vj = ]Gg.v=Kq.j. La condition imposee dans|'enon@ equivaut donc
a:

(1) mes(Kgy) = g 9mEu)2:

La chambre C™ appartient a 9:pour 2 , d( )r consenreC" parcequed( )2 N".
Choisissonain elemert v 2 V(f'))\ C", consiceronsla mesurede Haar qui veri e (1) pour
cepoint v. Pour montrer qu'elle corvient, on doit mortrer que, pour tout v°2 V(g), ona
I'egalite :

() mes(Kay)mes(Kgy) = gffm(@me dm (a2,

Ce problemeestinvariant par conjugaisonpar Gg, on peut supposerque v° appartient a
'adherencede C™. On sait bienqu'alorsK 4.0 K., et le quotient s'iderti e au radical
unipotent d'un sous-grou parabolique de Gg;vo (la composarte neutre de G g4.,0) dornt
le sous-grou de Levi estisomorphea Gg;v. La relation (2) s'ensuit.

Le groupe G lui-m&meest muni d'une action de , donc d'une structure sur F et
un lemme analoguemunit G d'une mesurede Haar. L'isomorphisme 4 est un torseur
interieur de G4 vers sa forme quasi-teployee G. On sait qu'un tel torseur etablit une
correspndanceertre mesuresde Haar sur G et Gg.

Lemme 3.1.2 : Lesdeux mesuresde Haar de nies sur G et G4 secorrespndert.

Preuve. Choisissonsun point v 2 V(‘g) commedans la preuve precderie. Kott witz
de nit dans[K4] paragraphel une mesurede Haar ¢, sur G4 telle que la mesurede
K gy soit q 9M(€d) Or dim(G4) = dim(G) et, pour le point v quel'on a choisi, Gg., est
un tore de dimensionrang(D). Notre mesureest donc egalea @™ () rang(®)=2 .  Or
Kott witz montre que ¢, correspnd a la mesure ¢ sur G. Le lemmes'ensuit.
Remarque.Kott witz supposedans son article que la caracteristique de F est nulle,

mais c'est inutile pour ce point.

3.2

Pourr 2 R, on pose: [ [
Oayr = Ad(9)(9d:vir):

92Gq v2Vvd
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Pour toute extensionK de F cortenue dansF ™, on pose:
t(K) =fX 2t(K);8x 2 X ;val(x (X)) ro:

On denit : [ [
Od;r+ = Oas; U(K)s = t(K)s:

S>r s>r
Pour tout elemern semi-simpleX 2 g4, on note r(X) le supdesr 2 R tels que X 2 gq;
(en particulier r(0) = 1 ).

Lemme 3.2: (i) Il existeuneextensiongaloisiennenie K deF cortenue dansF ™ telle
qgue, pour tout elemen semi-simpleX 2 gq, il existeg2 G(K) tel que Ad(g) 4(X) 2
t(K).

(i) Soit X un elemen semi-simplede g4, choisissongy 2 G(K) commeen (i), posons
X0%= Ad(g) q¢(X). Alors, pour tout r 2 R, X 2 g4, Sietseulemensi X2 t(K),.

(ii) Il existee 2 P tel que, pour tout elemer semi-simplenon nul X 2 gq4, On ait
er(X) 2 Z.

Preuve. Choisissonsine extensiongaloisiennenie K, deF cortenue dansF ™ telle
que le sous-grou@ Gal(F ™9=K,) agissetrivialement sur D et d soit trivial sur
ce sous-groug. Il n'y a qu'un nombre ni d'extensionsK, de K; dans F*¢P de degre
[K2 : K4] divisart jWj. Grace a I'hypothese (Prang(p)), jW] est premier a p et toute
telle extensionK , est cortenue dansF ™. Soit K la composeede cesextensions.Alors
K repond a la question.En e et, soit X un elemen semi-simplede g4. Choisissonsun
tore maximal T; Gg, deni surF, tel que X 2 t;. PosonsT, = 4(T,). Puisqued
esttrivial sur Gal(F™9=K,), 4 estde ni surK, et T, estun sous-toremaximal de G
de ni sur K. Il existeun elemen g, 2 G tel que Ad(g,)(T,) = T. Le choix d'un tel
elemen nouspermet d'identier T, a T, l'action de Gal(F*%®P=K,) sur T, etant celle
sur T tordue par un cocycle a valeursdansW . Etant donne le choix de K 4, l'action de
Gal(F*¢P=K) sur T , estdonc simplemern donneepar un homomorphismede ce groupe
dansW. Par de nition de K, cette action estforcemen triviale sur Gal(F *¢P=K). Donc
T, est, commeT, deploye sur K. Deux tels tores sort conjugues par un elemen de
G(K), dou (i).

Le (i) resultedu lemme2.2.1de [KM] et de la compatibilite de la de nition de gq,
avec une extensionmoderemer rami eedu corpsde base([KM] 2.1).

ChoisissonK commeci-dessusnotons e sonindice e rami cation sur F. Il estclair
que, pour X 2 t(K), le sup de l'ensenble fr 2 R; X 2 t(K),g appartient a <Z. Alors
(iii) resultede (ii).

3.3

On pose:
si= , 4S():

On note C! (gq) I'espacedesfonctionssur gq, a valeurscomplexesjocalemen constartes
et a support compact.

Soit 2 9. Choisissonsin point (v;r) 2 \ (V(g) Z(p))- On disposede 'application
dvr - Odvr ' Odver = Qg - SI' 2 S( ), ondenit la fonction rea= (" ) surgq : elle est

nulle hors de gq.vr ; pour X 2 Qgvr, rea (" )(X) = avr (X). Gracea 2.5, cette
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construction ne depend pasdu point (v;r) choisi.Onarea: (' ) 2 C! (gq4). Par linearite,
cette construction de nit une application lineaire:

reg :S%! C? (gy):

Soiet 2 det 9219 Onadeni en2.10uneinjection S( 9! S( ). Graceau
lemme2.5.2,0na:

(1) le triangle

S( 9 ! S()
& reg . rea
Ce (94)

est comnutatif.

Pourr 2 R, on note:

Srd= 2 dir() rS( ); S:j+ = 2 dir()>r S():

Les fonctions dansimage de S¢ par rea- sort, par construction, a support dans gy, .
Rappelonsle lemmebien conru :

Lemme 3.3 : Soit (v;r) 2 V(‘;) Z . Tout element de gy, appartenart a l'image par

Preuve. Soit X 2 ggr+ \ Qgvr. Choisissons(v%r9 2 v¢ R et g 2 Gy tels que
r’> r et Ad(g)(X) 2 gqvoro. Gracea la decompsition de Bruhat-Tits, on peut ecrire
g = hk, ou k 2 Gg, et l'action deh * sur Il mm(Gy;F) ervoie v°sur un elemen de VY,
Quitte a changerv®, on peut doncsupposerg 2 Gg.,. Puisque 4. (X) estnilpotert si et
seulemensi 4., Ad(g)(X) I'est, on peut aussibien supposerg = 1 et X 2 gg.yor0. Pour
tout elemen (v%r® du segmen joignant (v;r) et (vV%r9, ona X 2 gqye e On choisit
(v%°r% assezproche de (v;r) pour quela facette “cortenarnt (v®9r° appartiennea! ¢,
ou estla facette cortenart (v;r). La facette “Cappartient mémea! 9(> r). Alors le
lemme2.10.1ertra™e que 4., (X) estnilpotert.

On note gg, ¢4 I'eNnsenble deselements semi-simplesreguliersde g4. Pour X 2 gg;reg,
notonsT x soncertralisateur dansG 4. La preuve du lemme3.2morntre queT x sedeploie
sur F™4. On peut consicerer Ty commele groupe ass@ie a un certain diagrammeDy .
On a muni G4 d'une mesure.Par la m&éme construction, Tx Se retrouve muni d'une
mesure.On pose:

( X) = jdet(ad(X)jga=tx )j*™;

ou il s'agit de la valeur absolueusuellede F. Pour f 2 C! (Gq), on de nit lintegrale
orbitale : Z

JC(X;f)= ( X) f (Ad(g)(X)) dg:

Gg=Tx

3.4
Jusque-, on a x ele corpsF. Supprimons-ledesdonnees.

Prop osition 3.4 : Soitr 2 Z,. Il existe une application lineaire™, : S¢! S¢ telle
que, pour tout * 2 SY, tout F 2 CLg ettout X 2 gqr+ \ Qareg, ON ait I'egalite :

JC(X;rea (")) = I%(X;reax (")):
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Preuve. On peut xer %2 9dtelquer( 9 r etdenir *, (") pour' 2 S( 9.
Sir(9>r,onasS(9 S4,il sut deposer (') =".Supposonsr( 9 = r.
D'apres 2.8(3), on peut xer v 2 V(g) tel que (v;r) appartienne a I'adherencede °
Notons la facette cortenart (v;r). Ona ©2 !9 et on disposede l'injection S( 9 !
S( ). Supposonsde ni *, surS( ). Onde nit *, sur S( 9 commela composede cette
application ", sur S( ) et de l'injection preacderie. Grace a 3.3(1), cette application
convient. On estainsiramereaucasdeS( ). Onade ni aulemme2.10.2uneapplication
TiS()! o1 dsr ) S( 9. Ce dernier espaceest inclus dans SY, et on de nit *, sur
S( ) commeetarnt cette application ".

Soient F 2 CLg, X 2 Ggr+ \ Qareg €' 2 S( ). Posonsf = rea- ("), f°= rea
+(" ). Notons I'ensenble desg 2 G4=Tx tels que Ad(Q)(X) 2 gq.:- Il eststable par
multiplication a gaude par Gg.. Po%r g2 Ggn, 0£ af (Ad(g)(X)) = 0. On obtient :

(1)  I%(X;f)= (X) mes(Gay) * f (Ad(kg)(X)) dkdg:

Gd;v
Pour g2 , de nissonsuneforme Iir;(eairejg sur S( ) par:
jo( 0) = jGaui * "o Ad(K)( avir (Ad(9)(X)))

k2Ggy

pour tout ' g 2 S( ). Par de nition derea-, le terme interieur du memnbre de droite de

(1) n'est autre quejg4(' ). On obtient : 5

JS(X;E)= (X) o' )dg:
Rappelonsque I'on disposede I'application lineaire:
s : oeS(Y! S():
Posons' ¥=s " (")etf®=rea (' %. Le mézmecalcul conduit a I'egalite :

JCX; 1% = (X) jo( *Ydg

Mais, pour g2 , 4 estuneforme lineairesur S( ) invariante par adjonction par Gg.y
et, d'apres le lemme 3.3, elle est a support nilpotent. Le lemme 2.10.2 entra™e que
jg(') = ig(" 9. D'ou I'egalite J®4(X;f) = J%(X;f%. Gracea 3.3(1),f®= f%et on
obtient I'egalite cherdhee.

4 Centralisateurs d'elements semi-simples.

4.1

Soit : ! N;e un cocycle. On note V() l'espaceV muni de l'action de
(;v)7" ()r (V). On noteV le sous-espaca ne despoints xes par dansV( ).
On de nit Vi) () etV enremplacart V par Vi, danscesde nitions.

Pour v 2 V), l'appartenancede v a V, equwaut a la relation :

t' () (t)2N
pourtout 2 . Siv?2 Vipy l'application 7! t,% () (t,) estun cocyclede dansN.

On note alors () l'automorphisme Ad(t,* ( ) (t.)) de G.
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4.2

Soit A un sous-espacane deV tel que A\ V, soit densedansA. Notons ( A)
I'ensenble desracines 2  qui prennern une valeur constarte sur A. On note (A)
cette valeur. PuisqueA\ V, estdensedansA, (A) appartient aZ,. L'ensenble ( A)
estaussicelui desracines 2  qui annulent I'espacevectoriel sous-jacen a A. Un tel
ensenble est un sous-ensefe de Levi de . |l lui correspnd un sous-groug connexe
H(A) G dort l'algebrede Lie estengendeepart etlesE pour 2 ( A).

Lemme 4.2.1 : Soitn 2 Njgqg.

() On al'egalite H(ng(A)) = Ad( n(n))(H(A)).

(i) Supposonsque y(n) 2 H(A) et qu'il existevy 2 A\ V) tel que ng(vp) = Vo.
Alors ng(v) = v pour tout v 2 A.

Preuve. Notons w l'image den dansW. Pour tout 2 , il existec 2 Z tel que
(nr(V)) = w ( )(v) + ¢ pourtout v 2 V. On en deduit que ( ng(A)) = w(( A)).
DoncH (ngr(A)) estle sous-groug connexede G dornt I'algebrede Lie estengendeepar
t etlesEyy pour 2 ( A). Cegroupe estevidemmen egala Ad( n(n))(H(A)), d'ou
().

Demortrons (ii). PuisqueA\ V, estdensedansA, il sut de prouver queng xe
tout elemen de A\ V. Soitv 2 A\ V. L'egalite nr(v) = v equivaut a t, *nt, 2 N.
Puisqueng(vo) = Vo, onat,'nt,, 2 N. Posons = t,t,'. Pour mortrer queng(v) = v,
il sut deprouver que n = n,ouencore = n n ! Ecrivons = X r, avec
X 2X etr2Zg,r60.0nann *=w(k) r.Parcequev Vv, appartient ala
partie vectoriellede A, ona< ;x >= 0Opourtout 2 ( A). Puisque n(n) 2 H(A),
w appartient au groupe engende par les symetries relatives a cesracines 2 ( A).
L' egalite precederie ertrane quew xe X . D'ou =n n 1

Soit : | N;eq Un cocycle.

Lemme 4.2.2 : SupposonsA V. Alors, pour tousv 2 A\ V) et 2 , l'auto-
morphisme .,( ) deG consere H(A) et sarestriction a cegroupe estindependarte de
V.

Preuve. Soit 2 . Notons w limage de ( ) dans W. Puisque A V ,ona
( )r (A) = A. Commedansla preuve preedene, celaenramel'egalitew (( A)) =
( A). Pourv 2 A\ V), on remarqueque I'image dansW det,* ( ) (t,) estw. Alors
v( )(H(A)) estle sous-groue connexede G assaieal'ensenble deracinesw (( A)).
Il estdoncegala H(A), cequi prouve la premiere assertionde I'enone.
Soiert v; vo 2 A\ V), posons = t,t, ! et:

%=t () (tw) () (tw) * () 't

Ona 92 T, et lesegalites:

P () ()= 1! O[vol () (tw); V()= Ad( ? 9 vol )

La premiere ertraneque ! °2 N, donc ! %2 T. En vertu de la seconde,pour
prouver que . ( ) et .,( ) ont mémerestriction a H(A), il sut de prouver que
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( *9=1pourtout 2 ( A). Ecrivons =x r,avecx 2 X etr2Zgy,r8O0.
Onalegalite °=w (x) (r), ou (r) estcalcule dans Gy eq. Alors :

(19=r (T e

Comme dans la preuwve precederte, ona < ;x >= 0Opour 2 ( A). On a aussi
< ;w (x)>= 0 puisquew consere ( A). Donc ( ! 9 = 1, cequi adew la
preue.

4.3

Soien F 2 CLyete 2 P. Pourv 2 V('pge), on disposedu sdiema en groupes G¢

sur O¢. On de nit un homomorphisme , : G ! G engereralisart la construction de
2.3.0n xe un multiple €’ de e dansP tel que eV 2 X et | (€9 agissetrivialement
sur D. Alors  estle compose de Ad(tF;%,) et de l'inclusion G¢ G$°. Commeau
lemme 2.3.1,'image (G?) estle sous-grou despoints xes dans G desoperateurs
v( )= Ad( (t)t, b pour 2 I(e). On montre aussi:

(1) . serestreirt enunesurjectiondeN (F®)\ G{ surN\ (G?) et cetterestriction
concideavec n red

En e et, soit €® comme ci-dessus.Gracea 2.1(1), Ad(tF;},) se restreint en une

surjection de N (F¢) \ Gf;‘0 sur N. Commeen 1.7, le noyau de cette surjection est co-
homologiquemen trivial. En passam aux points xes par | (e), on obtient la premiere
assertion.La secondesedemortre comme2.3(2).

Soit ¢ : ! N™¢d un cocycle,quel'on supposetrivial surl(€). Posons = red .
Soit v 2 V('pge)\ V . Pour 2 , loperateur Ad( ( )) de G consere G(F*).
Parcequev 2 V , il consere G. On verie que, pour tout g 2 G¢, on a I'egalite

v Ad(Ce()) (@@= () (9. A fortiori, .( ) conserelimage ,(G?).

4.4

Soient F 2 CL, et A un sous-espacane deV tel queV, \ A soit densedansA.
Choisissone 2 P tel quee (A) 2 Z pourtout 2 ( A) etl(e) agissetrivialement sur
D.

Introduisonsla decompsition en facettesde V relative a I'entier e, cf. 1.6. Parmi les
facettesqui coupernt A, xons-en une de dimensionmaximale, que I'on note

Lemme 4.4.1: Soitv2 A\ V) \

(i) La composarie neutrede ,(G?) estegalea H(A).

(i) Pour tout h 2 G¢, il existen 2 N(F®)\ GS etk 2 G? tels queh = nk et
v(K) 2 H(A).

Preuve. On mortre d'abord :

(1) ( A) estl'ensenbledes 2 telsquee (v) 2 Z.

Soit 2 . Alorse (v) 2 Z siet seulemen s'il exister 2 %Z tel quev appartienne
a I'hyperplan H ., cf.1.6. Parce que | (e) agit trivialement sur D, la decompsition
en facettesest preciemen de nie par la collection d'hyperplansH ,, pour 2 et
r2 %Z. Puisquev 2 , celaentra™me quee (v) 2 Z si et seulemen s'il exister 2 %Z
tel que H ... Si cette derniere condition estveri ee, A\ H ... Mais, d'apres
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le choix de , A\ estouvert dansA ([La], lemme 10.14).Donc A H ,, et est
constarte sur A, i.e. 2 ( A). Inversemeny si 2 ( A),onaA H (), afortiori
A\ H (a). D'apreslhypothesesur e, (A) 2 %Z. Donc I'hyperplan H (4
appartient ala collectiond'hyperplansde nissant la decompsition enfacettes.Puisqu'il
coupe ,ona H (a). Celaprouve (1).

D'apres 4.3, l'algebre de Lie de (Gy) estl'ensenble despoints xes dansg des
operateurs ( ) pour 2 1(e). Pour prouver (i), il sut deprouverque 2 ( A) siet
seulemensi ( ) xe E pourtout 2 I(e).

Fixonsn 2 P tel queent, 2 X . Posonsx = ent,. Pour 2 1(e), ona (t,)t,!=
X ( en), OU ¢y estlimage de dans ¢n(Fg). Soit 2 . On al'egalite ( )(E ) =

( (O, HDE = 5 “E .Maisona (v) = ein < ;X >.Alors E est xe par les
operateurs ( ) pourtout 2 1(e) sietseulemensiz ® ) = 1pourtout z2 ,(Fg)
tel quez" = 1. Celaequivaut ae (v) 2 Z. En utilisant (1), celademorire (i).

Tout elemen de (Gy) s'ecrit sousla formenk, oun 2 N\ (G?) etk appartient a
la composarte neutrede (G¢), autremert dit aH (A). On remorte cette decomsition
a G¢ enutilisant 4.3(1).

De mémequel'on aconstruit H(A) G, onconstruit H(A) G assaieal'ensenble
deracines ( A).

Lemme 4.4.2 : Pourv?2 A\ Vq,, le groupe H(A;F®)\ GY estindependart dev. Son
imagepar , estH(A).

Preuve. Soiert v; v® 2 A\ V. Choisissonsun multiple €’ de e dans P tel que
eV 2 X eted®2 X . LesgroupesH (A;F®)\ G¢, resp.H(A;F®)\ G&, sort lesgroupes
d'invariants par | (€) dansH(A;F€)\ G€, resp. H(A;F€)\ G&. Pour demortrer la
premiere assertionde I'enone, il sut de prouver que cesgroupessort egaux.Quitte a
remplacere par €° on peut donc supposerev2 X , eW2 X . Leselemens tg., et tg.o
appartiennert a T (F°®) et on al'egalite G¢ = Ad(tF;\,tF;{,O)(GSo). Commedansla preuve
du Iemme4.2.1,tp;\,tF;1Vo commnute a H (A; F°€). De I'egalite precderie sededuit I'egalite
cherchee.Celademorire la premiere assertionde I'enone.

Soit v 2 A\ Vp, choisissonsun multiple €° de e dansP tel quee¥ 2 X . Il est
clair que l'application  : H(A;F®)\ G§' ! G a pour imageH (A). Puisque Ad(t.},
normaliseH (A; F), limage deH (A; F¥)\ G& par  Ad(t.1) estaussiH (A). Le noyau
de cette application etant cohomologiquementrivial, on peut passeraux sous-grougs
desinvariants par | (€) : I''mage deH (A;F®)\ G¢{ par , estle sous-groug deselemerts
de H(A) xes par les operateurs ,( ) pour 2 I(e). Mais ce groupe est H(A) tout
ertier. Cela seprouve commedansle lemmepreacder. On n'a plus la relation (1) mais
toutefois l'inclusion : ( A) estinclus dansl'ensenble des 2 tels quee (v) 2 Z.
Cette inclusionsut pour conclure.

4.5

Consiceronsles donneessuivantes :

() D°= (X°; ® ©XO% © 9 estune donneede racinesmunie d'une action de ,
cf. 1.4. On introduit les objets relatifs a D° que I'on a introduits dans les paragraphes
precdens pour la donneeD. On lesa ecte d'un ', par exempleWw? TOetc...

(i)  estun coupledisomorphismesde Z-modulesX’ | X , X°! X , endualite.
Pour simpli er, on note encore chacun de cesisomorphismesainsi que tout isomor-
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phismequi s'endeduit par fonctorialit e, par exempleertre lesgroupesd'automorphismes
deX’ etX .On supposeque ( 9 et (9 etque ( 9, resp. (9, estle
sous-systmede racinesde , resp., engendepar ( 9, resp. ( 9. Autrement dit,
via , DYs'idertie a un sous-systme de Levi standard de D. On suppose aussi que,

pourtout 2 , il existew 2 W tel que =w . Cet elemen est unique, on
le notew ();
(III) r 2 Z(p) ;

on note t(r) le Fq-espacevectorielt = X 7 Fq muni de I'action de de nie de la
faconsuivante :  agit par le produit de sesactionssur X etFq;pour 21,x 2 X et
z2Fq (x 2z)= (x) r()z cf.1.2.0nde nit defaconsimilaireto(r). Remarquons
guede sededuit un isomorphisme,encorenote , deto(r) sur t(r), qui n'est pasen
gereral equivariant pour lesactionsde . On pose:

() =12 21t%r);8 °2 % 42) = Og;

(iv) 2°2 t2 .(r) . On suppose:

(1) pourtout 2 n (9, (29 6 0.

Cesdonneesformert un quadruplet(D% ;r;Z9. OnnoteL (D) I'ensenble desquadru-
plets veri ant cesconditions.

Soiert (DY 1;r1;Z9) et (DY; 2;r2;ZY) deux elements de L (D). Par de nition, un
isomorphismeentre cesquadrupletsn'existe quesir, = r,. Danscecas,un isomorphisme
est un couple (f;w) forme d'un isomorphismef : D ! D2, dans un sensevidert,
equivariant pour lesactionsde , et d'un elemennt w2 W tels que:

, f=w jetf(z)=2z)

Remarquonsque:

(2) le groupe d'automorphismesd'un quadruplet (D% ;r;Z9 2 L(D) esttrivial.

En eet, soit (f;w) un tel automorphisme.Onaw (29 = (Z9. L'hypothese
(P ) permetdetravailler commeen caracteristique nulle. Le certralisateur dansW d'un
elemen det(r) estle groupe de Levi de W assmie aux racines 2  qui annulent cet
elemen. Dansle casde (Z9, gracea (1), celaertramew 2 (W9. Soit w°2 WO tel
quew = (w9. Alors f estl'action de w° Puisquecette action doit conserer les bases

et % onaw’= 1.

4.6

On xe jusgu'ala n du chapitre 4 un quadruplet (D% ;r;Z9 2 L(D). On introduit
le groupe G° assaie a D° et on de nit un plongemeh :

i :G°%l G

caracterise par les proprietessuivantes :

-i serestreint enlisomorphismede T°sur T deduitde :X°%! X ;

- ennotant encorei la deriveedu plongemet, i (E%) = E ( o pourtout °2 °©

Ce plongemen i serestreint en un plongemen N°! N. Il est compatible aux
sectionsn®: W% NO9n:W ! N deniesenl.5,cesta-direquei nqw)=n (w9
pour tout w® 2 WP D'autre part, de  sededuit un isomorphismeTg ! Tg. Cet
isomorphismeet le plongemenm preceder seregroupent enun plongemen :

; . N O .
I'red; 'Nred! Nred-
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On note Z,.q. le sous-grou dest 2 T,eq tels que (t) = 1 pourtout 2 ( 9. Ses
elemerts commutent aireq. (N%y). OnposeZ = Z.eq. \ T. C'estle certre dei (G9.
Remarquonsla propriete :
(1) soien 2 et 2 . Supposonsque etw () ( ) soiern de signesopposes.
Alors 62 ( 9.
Eneet, soit °2 O Lescouplessuivants sort formesde racinesde mémesigne:
(9et car (9 :
et ( Ycar ( 9= ©
Y9 et Y 9car (9 :
9et T w()?! (9 carcesdeuxtermessort egaux;
fw ()t (Yetw ()t (Ycar () = .
Donc ( Qetw () ! (9 sort de mtmesigne,cequi ertrame (1).
PosonsZ = (Z9. Pour 2 , ondenit leselemens zg. ()2 Tg,z ()2 T,
z ( )2Tredan ( )2Nredsn ( )2N par

0 1
X
zs, ()= @ A
2 ;> 0w () ()<0
Y
2 z()= (2);
2 ;> 0w () ()<o0

z()=12:()z ()
n()=z(C)nw ()
n()= ~nn()=2z()nw ():

Remarquonsguela de nition (2) estloisible:si 2 esttelque > Oetw () ()<
0,ona 62 ( 9 dapres(1), donc (Z) 6 0 dapres4.5(1).

Lemme 4.6 : (i) L'application 7! n ( ) estun cocyclede dansNgg.
(i) Pourtout 2 ,zg. () etz () appartiennert aZ,oq. etz ( ) appartient a
Z

(iii) Pour tout g°2 G° on al'egalite i (9% = Ad(n () i (9.
(iv) Pour tout n°2 NZ,, onal'egaliteieq: N=n () drea (NOn () L

Preuwve. Le (i) resultedela preuve du lemme2.2A de [LS].

Introduisons les objets relatifs a la donnee Dg.. Soit 2 . De mémeque l'on a
construit zg. () 2 Tg, n () 2 Nyeg €tC..., 0n construit zg. sc( ) 2 Tguse, N s ) 2
Nreg:sc €tC... On a lesegaliteszg. () = Zs. sc( ),n ()= n .«( ) etc... Pour
demortrer (ii), il sut de demorirer les assertionsanaloguespour les objets zg. .sc( )
etc... On peut aussibien abandonnerles indices sc et supposerque D = Dg.. On va
demortrer quez ( ) 2 Z , lesautresassertionssetraitant dela mémefacon. Parcequ'on
suppose G simplemern connexe,un element de T appartient a Z si et seulemen s'il
est xe par l'action de (W9. Montrons quez ( ) verie cette condition. Soit w°2 W?¢,
posonsw = (w9. Ona:

(3) l'application 7! w( ) consere l'ensenble des 2 tels que > 0 et
w()*)<o.

Soit  dans cet ensenble. D'apres (1), 2 n ( 9. Par denition dew ( ),
l'automorphisme ' w () *deX consere ( 9, doncaussi n ( % et (WO
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Donc, dunepart, * w () )2 n (9, dautre part il existew? 2 WO tel
quenposart wy = (W9), onait ' w()! w=w I 'w () L L'ensenble
( 9 estun sous-ensebile de Levi standard de et w appartient au groupe de Weyl
ass@ie a cesous-enselrle. Lesseulesracinesinversespar un tel elemen appartiennert
a (9. Puisque 62 (9, w( ) estde mtmesigneque ,i.e.w( ) > 0. De m&me
w, P w () Y )estdememesigneque ' w () ( ). Alors lescouplessuivants
sort de mémesigne:
w()*()et * w()?()car () = ;
Lw () () etw L w () % ), commeon vient dele voir;
W, Lw()Y)et * w()?! w()carcesdeuxtermessorn egaux;
Yw ()t w()etw ()t w( )car () = .
Doncw () ' w( ) estde mtmesignequew () ( ),ie.w ()1 w()<0O.
Celaprouve (3).
Ona: Y
w(z ()= w() (2):

2 ;> 0w () ()<o0
On remplacew( ) par . Gracea (3), on obtient :

Y
w(z ()= w i )(Z):

2 ;> 0w () 1()<0

Pour tout , w ( )(Z) = w(Z) = wqZ9. Mais wZ9 = Z° parce que
702 t2 (r). Doncw X( )(Z) = (Z). Celaentramew(z ( )) = z () et le (i) de
I'enone.

On a bienI'egalite i = Ad(n () i surTO: celaresultede la de nition de
w (). Pour prouver (i), il sut de prouver quei (E%) = Ad(n ()) i (E%)
pour tout °2 O Fixonsuntel ° posons °= (9, = (9 = (9 Ona

02 0 . 2 etw () ()= .Ondoit montrer queAd(n ()) (E )=E .De
nouveau, on peut supposerque G est simplemern connexe.Des proprietesde la section

n resulteque:
(4  Adn(w () (E)= E;

avec 2 f 1g. Celaernra™me I'egalite dansN :

) nw ()n(s )= ()n(s)n(w ()):

D'apres1.5(1), le menbre de gaude vaut :
(W ()is y)nw ()s ()):

Les seulesracinesinversespar s ( y sort (). Elles ne sort pasinversespar w ( )
carw () ()= .Donc (w ();s()) = 1etlemenbre de gaude de (5) estegal
an(w ( )s (). Pour uneraisonsimilaire, le menbre de droite vaut ( )n(w ( )s ().
Celaentrame () = 1. Puisqu'on a suppo G simplemen connexe,il en resulte que
= 1.0n adejamontrequez ( ) appartenaita Z . Ceterme certralise E . De (4), ou
= 1, resultel'egalite Ad(z ( )n(w ( ))) (E )= E , cequi estl'egalite cherchee.
Pour demortrer (iv), il sut de prouver I'egalite enquestionpourn®2 T etn®2 N°
Sur T, la conjugaisonpar n () n'est autre que I'action naturelle dew ( ). L'egalite

38



cherchee pour n° 2 T¢ resulte alors de la de nition de w (). Pour n°2 N° on a
irea: (N9 =i (nY et on sait gracea (iii) que:

Ired; M) =n () dreq (N0 () &

Mais, gracea (i), zg. ( ) commute a i,eq: (n9. On peut donc remplacerdans cette
egaliten ( )parzg. ( )n ()= n () et celaachew la preuve.

4.7

Soit F 2 CL4. On construit les groupesG° et G sur F asseiesaux donneesD® et
D. Commeen 4.6, on construit un plongemen i :G°! G, qui estde ni sur F™d,
Pour tout reels et toute extensionK de F cortenue dansF ™9, on a de ni en 3.2
lesreseauxt(K )s et t(K)s. Sis62Z,, thod = ¢, Supposonss 2 Z,. On de nit un
isomorphismede -mo dules:
gmod=mod 1 (s):

Ecrivonss = 2 avece2 P etn 2 Z, soitx y 2 tT avecx 2 X ety 2 Fmd,
val(y) s. L'isomorphismeenvoiex ysurx z, ouz estlareductionnaturelle dans
Fq de l'entier $ ,"y.

On de nit de mémet ™. On pose:

0 0,
tooms = X 2798 92 % 9X) = 0g:

cent;s

On de nit de memetMd., et, pour s 2 Z(,, on a encoreun isomorphisme:

cent;s+

%mod —%mod 0 .
tcent;s =tcent;s+ ' tcent (S) "
Commeen 1.7, Ie_s -mo dules tﬁ’;‘rﬁ’t‘;’s et tﬁ’;‘ﬁ{?w sort cohomologiqguementriviaux. Cela
ertra™e que l'application :
0 0
t P teent(S)

cent;s

estsurjective. Appliquons celaas = r. On peut alors xer Z2 2 tJ,., dont Iimage dans
t2..(r) soitZ°

A l'aide de Z2, on construit commeen 4.6 un cocyclen  de dansN™¢d On a
l'egaliten =red n .. On montre commeau lemme4.6 I'egalite :

(1) i = Ad(n () i

pour tout 2 .

4.8

On construit legroupeD%= (X °=X%) .ors. De  sededuit unesurjectionX °=X9 !
X =X .. Elle est equivariante pour les actionsde car l'action de W sur I'ensenble
d'arrivee est triviale. Il s'en deduit une surjection (X 0:XO;SC) I' (X =X &) puis, en
passam aux sous-grougsde torsion, un homomorphismeD®! D, qui n'a plus de raison
d'etre surjectif. On le note po.

Soitd°2 D® Pour 2 , posonsdy( )= ireq: dY )n (). Graceau lemme4.6(iv),
do estun cocyclede dansNeg.
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Soit F 2 CLg4. On denit de mémeun cocycle dor de dans N™d en posarn
o () =i d2()n £()

Lemme 4.8 : Posonsd = po(dY. Les deux cocyclesdyr et d- de nissert le méme
elemen de HY( ;GM),

Preuwe. Introduisonsune z-extension:
1 1! 2z Gcr"G! 1

veri ant lesconditionsde 1.10.Le cocyclen . serelewe enun cocyclen ... de dans
GMod tel quen £ = N scr. ON denit un groupe reductif G° sur F, muni d'un
isomorphisme:

T :G% bl (GY)

tel que,pourtout 2 , i = Ad(~ n scr()) T . La suite (1) secomplete en
un diagrammecomnutatif :

11 z & G

La suite exacteinferieure est une z-extensionde G°.
PuisqueG . estsimplemen connexeH!( ;GMd) = f0g. On peut xer g2 GM°d tel
que:
(2) g () (@=1
pourtout 2 . De nissonsuncocycled;r de dansG™d pardir( ) = (9) *dor( )
(9). I sut de prouver que di.r et d= sort cohomologuesMais d; ¢ est trivial sur
|, commedye. Il sut donc de prouver que di.e( 1) et de( 1) ont mEéme image par
I'application :
(3) Gnr ‘IVG (X =X ;sc)l ! (X =X ;sc) .

En appliquant 1.10(3)a G© choisissonsx? 2 G™ tel que B{x% = d2( ;). Posonsx =
~9) ()~ n sr( 1)~ 1(9). Ona:

(4) %2 G"™ eth(x) = dir( 1):

La deuxieme assertion est immediate. Soit 2 |. On doit montrer que (x) = x.
Remarquonsque, gracea (2), on a I'egalite x = Ad(~«g) 1)(i (69). Alors :

09 =Ad(~ (9 Y ~0I:
Ona:
~ ()= Ad(~ n e () DA (D)
Mais (%% = x°et on obtient :

(6) = Ad(Hn sscr () (@) (T 06)):

Toujours gracea (2), cette expressionest egalea Ad(~g) )( (%), ou encorex, cequi
demortre (4).
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En appliquart 1.10(4), I'i'mage de di.¢ ( 1) par (3) estegalea cellede x par la suite
d'applications :

nr |C nr WG ap _ b _ _ .
Remarquonsque cette suite secomplete en un diagrammea carrescomrmutatifs :
W
G !C glr) !Gab ()(— =X ;SC)| !b

nooAie

(X =X ;sc)l ! (X =X ;sc)
I ab ! !

kP

0 c0

Ws0

G Gl TP (x0T (X%=X0) ! (X%=XO)

ou on a utilise desnotations transparertes. L'homomorphismec est la restriction a G™
d'un homomorphismec : G ! G, Celui-ci annule {Gg.). Doncc(¥) = ¢ T (9 =
T 9. Le diagrammeci-dessusmontre quel'image de x par la suite d'applications
du haut est I''mage de x° par le parcours sud-est. En appliquant de nouveau 1.10(4),
l'image de x° dans (X °=X%) par la suite d'applications du bas est egalea I'image de
d2( ;) par l'analogue de I'application (3). Par de nition de d, elle a mémeimage que
de( 1) dans(X =X .sc) . Celaadew la preuwe.

4.9

Fixons un sous-grou ouvert o de qui agissetrivialement sur D et D% On montre
commeen 2.8(1) que I'on peut supposerlindice de o dans premier a p. On peut
remplacerdanstoutes nosconstructions par = (. En particulier, la fonction zg. est
invariante par o. Ondenit z, 2 Tg par:

X
zo=1[: o * Zs, ()
2 =9

Soit d°2 D® On construit commedans le paragrapheprecedert le cocycle dy. On note
vo . V2! 'V lisomorphisme deduit naturellement de . On peut aussile consicerer
commeun homomorphismede VY{d% dansV (dy), cf. 4.1.

Lemme 4.9 : L'application :

V) | V(o)
VO 7! Zo.R VO(V%

est equivariant pour lesactionsde

Preuve. Pour tout 2 , posons:

z()=n () (2)n ()Y z()=22s; () ™

Ce sort deselemerts de T,eq. Montrons que:
(1) zo( ) et zy( ) appartiennen aZ,eq etzy( )zo( ) 12 T.
Que z,( ) appartiennea Z,¢q. resultedu lemme4.6.Soit 2 ( 9. On alegalite:

@(N=C " w() " N):
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L'automorphisme ' w () !consere ( 9. Depluszy 2 Z,oq. dapresle lemme
4.6. L'expressionci-dessusvaut doncl et z;( ) appartient a Z,.q. . Parcequen estun
cocycle,onal'egaliten () (n ( 9)=n ( 9 pourtout °2 . Cequel'on ecrit plus
explicitemen :

n() @: (Pn () 'zs; ()N ()M (N=2;( In( O

On endeduit que:

z5; ()zs; () ' () (zs; (Pn () !

appartient a la foisa T,eq €t a N, donca T. En multipliant cestermespour °2 = g,
on obtient que:

(z2( ) 'm( N2 T
cequi ertra’me la deuxiemeassertionde (1).
Pour demortrer le lemme,on doit prouver que, pour tout 2 , onalegalite:

zor  vo dX)r = do( )R Zor Vo
Or, par construction,
VO do( R = (ired; do( MR VO,
vo =w () vo=n ( )r vo.

Celanousramenea prouver |'egalite :

(Zoirea; AN ( Dr= (do( ) (Zo)r;
ou encore:
(Zoirea;  dX N ( NDr = (ires;  dLIN () @&

Graceau lemme 4.6, z, comnute a l'image de iyeq. , doncaijeg.  dY ), ce qui nous
ramenea demortrer |'egalite :

(zon ( Nr=(n () (20))r:

elle-mémeequivalente a z,( )g = z1( )r. Cette egalite resultede la derniere assertionde

().

4.10

Soit d°2 D On de nit dy commedans les paragraphesprecederis et on posed =
po(d).
Prop osition 4.10 : Il existen 2 N,q et k 2 G veri ant lesconditions suivantes :
() nr(V®) V4
(i) posonsA = ng(V®): alorsk appartient a H(A) ;
(i) soilen 2 etv 2 A\ Vg ; posonsm( ) = ndo( ) (n) *d( ) *; alors
n(Mm( ) = K oav( )k D).
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Remarque.On a utilise les notations de 4.1 et 4.2. Il estclair que A\ V, estdense
dans A, ainsi qu'on I'a impose en 4.2. Cela se prouve comme en 2.8. De méme, les
sous-espaces nes quel'on introduira dansla preuve veri ent cette condition.

Preuve.On poseA, = V%, FixonsF 2 CL4. Onde nit le cocycledyr de dansG™d
commeen 4.8. D'apresle lemme 4.8, on peut xer x 2 G™ tel que xdor( ) (x) ! =
de( ) pourtout 2 . Choisissonse 2 P tel quel (e) agissetrivialement sur D et D°,
e (Ag) 2 Zpourtout 2 (Ap) etx 2 G(F®). Legroupei (G9 estun Levi de G
contenant T. On sait qu'alors I'application :

i vo:GYF® V° G(F® V

sequotierte enun plongemen del mm(G?% F®) dansl mm(G; F ©). Puisquezgr commute
al'action dei (NYF®), on peut composer yoaveczyg. On peut aussicomposeri avec
la multiplication a gaude par x. De nissonsdonc:

i GqF®) VO ! G(F®) V
V) 7 X (@)zor  vo(VY)
puis :
Fao: GR(F® VA ! Gy(F®) V(d)
de sorte que le diagrammeevidert soit comnutatif :

GU(F®) VA 1™ G4(F®) V(d)
# g idyo # 4 idy

GYFe) vo I G(F®) V

Alors |~ .0 sequotierte enun plongemen j 4o : Imm(G%; F®) ! Imm(Ggy F®e). Ona:
(1) j .q0 estequivariant pour lesactionsde .
Soiet 2 , ¢°2 G(F®) et v°2 VYd9. On veut montrer quej qo( (99;dY )r
(v9) a memeimageque (  d( )r) | .(g%Vv9) dans| mm(Gg;F®). En composarn
avec ¢ idy,ilsut quey; =1 (@ idvo)( (69;dY )r (V) ety,= (g idy)
( d( )r) | .0(g% VY aiernt mémeimage dans| mm(G;F®). Posonsv = yo(v9. On
a:
yr =T (Ad(d:( ) o(@);d )r  (VY)
= (xAd(i  dR ()i o(@);zor  vo d)r (V)
= (xAd(i - RN £ (NC w(@);do( Ir Zor(V))
= (xdoe( ) oo(@)dor () *ido( )r Zor(V))

(la troisieme egalite resulte du lemme 4.9). Ce terme a mémeimage dans| mm(G; F €)
que:

yi= (xdoe () a(0);  zor(V)):
Ona:
y2 = ((Ad(dr( )) a) W()r ) T e(dSVY

=((Ad(de( ) ) (d()r ) T (o idvo)(gV)
= (Ad(d:( ) (x w(@));d( )r Zor(V))
= (de() (0 o(@)de( ) Hd( r Zor(V)):
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Ceterme a mémeimagedans| mm(G;F°®) que:

ya= (de( ) () w(0);  zZowr(V)):

Mais xdor () = de( ) (x), doncy? = y?, cequi prouve (1).
Intro duisonsla decomppsition en facettesde V relative a l'entier e. Parmi lesfacettes
qui coupent Ay, xons-en une de dimensionmaximale. Notons-la . Fixons vy 2 Ag\
o\ V(p, soit v§ 2 VOtel quezor  vo(V3) = Vo. D'apresle lemme 4.9, v§ appartient
a V' D1apres(1), limage de [ .o(1;VvQ) danslmm(Ggy;F®) est xe par , autremert
dit appartient a l'immeuble | mm(Gg;F). On peut donc xer (y;v) 2 Gy VY qui
ait mémeimage que j~ .q(1; V) dans| mm(Gy;F®). Alors ( ¢(y);Vv) a mémeimage que
(g idy) T a0(1;v9) = (X; Vo) dansl mm(G; F®). Celaertra™el'existencede o2 N (F*®)
et o2 G telsquev = red o)r(Vo) €t X = 4(y) o* o. PosonsA; = red( o)r(Ao),
1 = red o)r( o). La facette ; estde dimension maximale parmi cellesqui coupent
Ai;.Onav2 A;\ 1\ Vy. Appliquons le lemme4.4.1(ii) : on peut ecrire o= ;' ,
avec 1 2 N(F)\ G, 2GPet (()2H(AL). Posons = ; g,n=red )2 Ngq €t
k= ()2 G. Montrons que cestermesn et k veri ent la conclusionde I'enone.
PosonsA = ngr(Ap). Ona A = n3r(A;), ouny = red ;). Donc:

H(A) = Ad( n(ny))(H (A1)

(lemme 4.2.1(1)). Mais y(ny) = ( 1). Puisque ; 2 G¢, ( 1) appartient a (G?),
doncnormalisela composarie neutre de cegroupe, qui estegalea H (A;) (lemme4.4.1(i)).
Celademorire que H(A) = H(A1). En particulier, k 2 H(A).

Soit 2 . On alestrois egalites:

x= q(y) tixdoe( ) (%) P=de( ) de( ) Ca(yDde() T= ay)

celle-ciparcequey 2 G4. On en deduit :

(2) doe( ) () *de() *= Ad(de()) (M)

Posonsm( ) = ndo( ) (n Y)d( ) *. Puisquev 2 V9, l'operateur Ad(d=( ))  consere
Gy. Le menbre de droite de I'egalite ci-dessusappartient a G¢. Projetons I'egalite par
v. On obtient :

3) n(m( ) = k g )k )

L'automorphisme 4. ( ) consere (G¢?), cf.4.3,doncaussisacomposarie neutreH (A).
Le menbre de droite de (3) appartient donca H (A). Lesdeux menbresde (2) appartien-
nert aG¢, donc xent v par leur action naturelle surl mm(G; F ©). Puisquele mentbre de
gaude appartient a N (F €), sonaction surV n'est autre quem( )gr, doncm( )r(v) = v.
De méme,ny.r(V) = v. Puisquev 2 A;, celaentramev 2 A. On peut alors appliquer a
m( ) le lemme4.2.1(ii) : m( )r xe tout point de A. Soitv®2 A. Onad( )g (V) =
m( )g'nrdo( )r (Ng1(VY). Or nt(v) 2 A donc do( )r (N*(V9) = ngt(v9. D'ou
d( )r (V9 = m( )g'(v9 = v° Celademortre linclusion A V9,

Maintenart, I'egalite (3), prouvee pour le point particulier v que l'on a x e, reste
vraie si on remplacev par un point quelconquede A\ V,, graceau lemme4.2.2.Cela
achew la preuwe.
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4.11

Soitd°2 D® posonsd = o(d9), xons n etk veri ant lesconditionsdela proposition
4.10.Posonsn = (n). On de nit une application ane :

OdO

V 0,0 . V I Vd
0 |
VO 7l ng Zor  vo(V9)

. OdO d
Elle envoie V(p) dansv(p).

Lemme 4.11 : (i) Soitv°2 v(‘;;*f, posonsv = yog(v9. L'homomorphismeAd(k n) i
envoie Gf}o dansG, et il existeun homomorphismel oo : Ggo;vo ' Ggy, deni surFg,

tel que le diagrammesuivant soit commutatif :

i 'do,v0

Govo | G
# g # 4
GO, Ad(k!ln) i Gy:
i) Soit de pluss 2 Z,. L'homomorphismeAd(k n) i ervoie g%, dansg,. et
(p) v0s Vis

il existe un unique homomorphismei .qovos : 9uyos ! Ggvis: deni sur Fy, tel quele
diagrammesuivant soit comrutatif :

i 40,0
0 d0vOs
gdo;vo;s ? gd;v;s
# g # 4
0 Ad(k *n) i _
vO:s . v;s*

Preuwe. Il s'agit de prouver que,pour 2 , onalegalite:
av( ) Ad(k 'n) i =Ad(k 'n) i ae( ):
Poosnsv; =  vo(V9), Vo = zor(V). Soit 2 . Ona:

i o )= 0 Ad(tAY ) (tw) = (Ad i (t,dY ) (L) i

Onai (ty) = ty,. En utilisant le lemme4.6(iii) et (iv), on obtient :
i wew( )= Ad(tT dU)n () () () D Ad(n () i
= Ad(t,i d()n () (tw)n () *n () P

Gracea 4.9(1), I'element z;( )zo( ) *deT commute alimagedei . On peut multiplier

agaudel egalite ci-dessugpar Ad(z:( )zz( ) 1), celanechangepasle menbre de gaude
et on obtient :

L) 0 we( )= AdX)
ou :

x=2z1()z() 't dIn () @tIn () *n ()
Le terme z;( ) et les deux composartes z,* et zg. () de zy( ) ! appartiennen a

Z,eg: donc comnutent a i d{ ). Elles comnutent aussia T,eq donc a t,, et a
n () (ty)n () L On peut donclesrepartir ainsi:

x= 1,2 d{)z()n () (t)n () 'zs; ()n ()
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On a d'autre part I'egalite t,, = zot,, et I'expressionci-dessusdeviert :

x= 1,0 dL)n () (ty) = t,'do( ) (tv,):

Puisquev = ng(v,), onat,nt,, 2 N doncn = t, !nt,,. Alors x s'ecrit :
x=n 't,'ndo( ) (n) * (t,) (N)=n *t,*ndo( ) (n) *d( ) *tJt,*d( ) (t) (n):

Le terme ertre crochets estegalat, *m( )t,, avec les notations de la proposition 4.10.
L'egalite precederie montre qu'il appartient aN. Il estdoncegala n(m( )). Orona:

n(m( ) =k av( )k )=kt Md() () (k1) (L) *d() 't

Alors :
x=n *kt,'d( ) (t,) (k 'n):

L'egalite (1) devien :
i gow( )= Ad(n k) Ad(t,'d( ) (t)) Ad( (k 'n) i

= Ad(n k)  gv() Ad(k 'n) i :
En la multipliant a gaude par Ad(k n), on obtient I'egalite cherchee.

4.12

On consere les mémeshypothesessoit de plus F 2 CL,. On e ectue les construc-
tions de 4.7.0n xe ng 2 N™ tel queredng) = n. On poseA = yog(V'®), on xe
Vo 2 A\ V) etonchoisit e 2 P tel quel (€) agissetrivialement surD et D% ng 2 N(F©)
ete (A) 2 Zpourtout 2 ( A). Lelemme4.4.2nousdit que l'application :

(1) w:HAF)\N G ! H(A)

est surjective. On peut choisir k; 2 H(A;F®)\ GJ tel que (ki) = k. Consiceronsles
deux termes:

nei  d2()n £ () (Ne) *de( ) *etkyde( ) (k) *de( ) ™

lls appartiennert tous deux a G . Le secondappartient a H(A;F®) : celase mortre
comme au lemme 4.2.2. La proposition 4.10 nous dit qu'ils ont méme image par ,
et cette image appartient a H(A). Puisquele premier terme appartient a N (F€), cela
ertra™e qu'il appartient a H(A; F€). Nos deux termes appartiennernt donc tous deux a
H(A;F®)\ G§ etont metmeimagepar ,,. Commeen 1.7, le noyau de (1) est coho-
mologiquemen trivial, pour toute action tordue de . On endeduit qu'en multipliant k;
par un elemen corvenablede ce noyau, on obtient un element ke 2 H(A;F°)\ GJ, tel
guel'on ait |'egalite :

nei RN () (Ne) *de( ) "= kede () (ke) "de() %

Oou encore.
@ de()=ke'nei AN £ () (Neke):
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On de nit un isomorphismei .0:G%! Gy de sorte que le diagrammesuivant soit
comnutatif :

i .40

Ggo I Gy
# g # 4
GO Ad(k,:!ln,:) [

La relation (2) montre quei .qo estde ni surF.

Lemme 4.12.1 : Il existe un unique plongemen j .4 : ImMmM(G%;F) ! 1 mm(Gg;F)
qui concide avec o sur V' et tel que, pour tout x°2 1mm(G%; F) et tout g°2 G%,
on ait I'egalite :

iao(@1x9) =i (@G ao(x9):

Preuve. L'unicit eestclaire : puisqueV * estun appartemert del'immeuble | mm(G ; F)
(cf. lemme1.9), cetimmeuble est engende par V' sousl'action de G-

On choisit ecommedansla constructionprecedart I'enon@. On de nit un plongemen
j a0 ImMmM(GY%;F8) ! Imm(Gg; F) commedansla preuve de la proposition 4.10,en
remplacart x par k-'ng, ce qui est loisible d'apres (2). Ce plongemen est equivariant
par lesactionsde et serestreirt enun plongemen del mm(G; F) dansl mm(Gg4; F).
La premiere propriete de I'enone@ resulted'un calcul simple. Il restea prouver quej .qo
envoie V' dans V¢ et concide avec yoqo sur V. Soit v02 V. Il sut de prouver
gue lesdeux elemerts :

(¢ idv) T (l;v)et(q idy)(2; voa(v9))

de G(F®) V ont mémeimage dans| mm(G;F°€). Ceselemeris sort respectivemen
egauxa:

(ke'ng;zor  vo(V9) et (1; vogo(VY):
Le premieramgmeimagedansl mm(G;F®) que(ke % ng zor  vo(V9), i.e. (Kt vogo(V9).
Posonsv = yog(v). Onav 2 A. Par de nition, onake 2 H(A;F®)\ GE . Graceau
lemme4.4.2,0n a aussiks 2 G¢. Mais alors, (k. *;v) a meémeimagedans| mm(G;F¢©)
que (1;v). Celaadhew la preuve.

Lemme 4.12.2 : (i) Soitv°2 V(%’)o, posonsv = yoqo(VY. Alors i .q serestreirt enun
plongemen de G .., dansGg, de ni sur O et le diagrammesuivant estcommutatif :

d0

Gohy(0O™) 1% Gay(O™)
# dO;VO # d;V
G 80;\,0 I id O;VO G d’v :

(i) Soit de pluss 2 Z,. Alors i . serestreint en un plongemen de g%, 0, dans
Jg.v:s de ni sur O et le diagrammesuivant est commutatif :

d0

i
ggo;vo;s(onr) I’ gd;v;s(onr)
# dovOs # d;v;s
i g0y0s
ggo;vo;s (i gd;v;s:

C'est immediat.
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5 Une deuxi eme reduction

5.1

Soitd 2 D. Pour v 2 V(g), consiceronsl'ensenble M 4., descouples = (m;h) 2

Nieq G telsque,pourtout 2 , onait:
t,*m *d( ) (m)d( ) 't, 2 N

et:
t,'m () (m)d( ) *tv=h av( )(h Y):

Pour un tel couple , on pose (v) = mg(Vv). Les proprietes suivantes sort faciles a
etablir :
(1) soit e 2 P tel quel(e) agissetrivialement sur D et ev2 X ; alors pour tout

= (Mh)2Mgy,onam2N'Sete (v)2 X ;
(2) pourtout 2 M gy, (V)2 V)
(3) pourtout = (m;h) 2 M 4., I'application Ad( n(m)h) ervoie G, dansG () et

il existe un unique isomorphisme , de ni sur Fq, rendart comnutatif le diagramme:

Gd;v ! Gd; (v)
# 4 # g
Ad( N (m)h)

Gy I\‘ " G (V)

de méme, pour tout r 2 Z,, l'application Ad( n(m)h) envoie g,, dansg (., et il
existe un unique isomorphisme , de ni sur Fg, rendart comnutatif le diagramme:

gd;v;r ! r gd; (v);r

# 4 # 4
Ad( y (m)h)
vir .

(V)i -

De nissonsunerelation dansV(‘;')) par:v , Visietseulemens'il existe 2 M gy
tel quev, = (V). Alors :
(4) wm, estunerelation d'equivalence.
Onadeni en2.7le Z-module X9 desx 2 X telsqued( ) (x) = x pour tout
2 . Onlidentie aun sous-grougdeTs = X zZ(, quel'on note Tyg . Alors :

(5) Tus flg M gy pourtout v2 V3.

Lemme 5.1 : Soien F 2 CLg, v; vy 2 V(g). Alors vy, Vi Si et seulemen s'il existe
g 2 Gq tel quel'on ait I'egalite g(v) = v; dans|I mm(Gg;F). Plus precigmen, soit
2 M 4, et supposonsv; = (V). Alors il existeg 2 Gy tel que:
(i) 9(v) = va;
(ii) le diagrammesuivant soit commutatif :

A
Gd;v F(g) Gd;V1
# dv # d;vp
Gd;\/ ! Gd;V1 ;
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(iif) pourtout r 2 Z,), le diagrammesuivant soit commnutatif :

Af(Q)

Od;v;r Jdvr

# dyv;r # divi;r
r .

gd;v;r ! gd;vl;r .

Preuve. Supposonsqu'il existeg 2 Ggq tel queg(v) = v4, xons un tel g. Choisissons
e 2 P tel quel (e) agissetrivialement surD etev2 X . Onalegalite 4(g)(v) = v, dans
| mm(G; F€). Par de nition decetimmeuble,il existedoncmg 2 N(F€) ethg 2 G,(0°)

tels que 4(g) = meghg. Notons m I'image de mg dansNr'ég) et h I'image de hg dansG

par Ad(tp;%,)- On amg(v) = vi. Puisqueg 2 Gq, ona 4(9) = de () a(@de () !
pourtout 2 etcelaenraMme:

Me'de( ) (Me)de( ) *=hede () (heMde( ) &

Puisquev 2 V(g), le membre de droite appartient a G,(O¢€) donc le menbre de gaude
aussi.Alors t,'m d( ) (m)d( ) t, 2 N. Deplus:

t,'m () (md() 'tv= Ad(tey)(hede( ) (heD)de( ) 1) =h a( )(h Y):

Alors (m;h) 2 M gy €tvy ym, V.

Inversemeh supposonsv; u, Vet xons = (m;h)2 M g, tel que (V) = v;. On
relevemenmeg 2 N(F®) ethenh; 2 G,(O°) tel que Ad(tF;},)(hl) = h. Posonsg,; =
me h;. En remortant le calcul ci-dessuspn voit quele cocycle 7! gide( ) (gu)de( ) *
esta valeursdansle noyau dans G, (O°¢) de I'application Ad(tF;},). Commeen 1.7, ce
noyau est cohomologiquementrivial pour toute action tordue de . En multipliant hy
par un elemer convenablede ce noyau, on le remplacepar un elemen hg 2 G, (O°) tel
qu'en posart g, = mehg, on ait cette fois g, *de () (g2)de( ) *= 1 pourtout 2 .
On poseg = 4'(g). Alors g appartiernt a G4 et veri e les conditions de I'enone.

5.2

Soiert (D% ;r;2%9 2 L(D) et d®2 D% Posonsd = po(d). On de nit lesrelations
d'equivalence dansv(g) et wmy dansV((;d)o. Soitv 2 V(g). Notons V0 I'ensenble des
V02 V(?go tels que yvog(v) w, V. On verie que cet ensenble est clospour la relation

M 4 - Plus preciemer :

(1) V2 estreunion nie de classedd'equivalencepour la relation 40"

En eet, gracea 5.1(1), on peut xer e; 2 P tel que la classed'equivalencede v
dansv(g) soit inclusedanse, *X 9. On peut ensuite xer e 2 P tel quelimage reciproque
dee X 9 par yog soitinclusedanse X, Alors ¥ e !X D'apres5.1(5), toute

orbite pour I'action de T dansV((If;’)0 estinclusedansune classed'equivalence.Or cette

action n'a qu'un nombre ni d'orbites danse X . L'assertion (1) s'en deduit.

On xe un ensenble VO V0 de represemants des classesd'equivalence.Pour tout
V02 V0 on xe oy 2 M gy tel que o, (V) = vogo(v9). Onnotejyyo:Go! Gay le
plongemet j.,o = I .qoyvo. DE M&me,pour s 2 Z,), on note jyyos - Ggovos | Gguvs
le plongemen

1
vOv

L [
vov;s ;dovls.
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Soit F 2 CLq. Pour tout v°2 V?, on xe g,y 2 Gq veri ant lesconditions du lemme
5.1relativesa l'elemert o, 2 M 4,. On a alors desdiagrammescomrutatifs :

Ad(gyo,) 10 g0
G80;v0 o Gd;v
# dO;VO # d,V
jywo

0 v .
GdO;VO Y Gd;v,
go Ad(g\,q\i) 1 40 g
dov0:s : d;v;s
# do:v0:s # d;v;s

J v';v Os

0 .
Ogovos Odyv;s-

Le lemme 5.1 fournit l'interpretation suivante de I'ensenble V2. Soit v° 2 V(fgo tel

qu'il existeg 2 G4 desorte queg(v) = vogqo(V9. Il existealors un unique v®2 V0 et un
elemen g°2 G tels que vP= gqv%.

5.3
Soiert (D% ;r;Z9 2 L(D) etd°2 D Posonsd=po(d9.

Prop osition 5.3 : SupposonsZ®6 0. Il existe une application lineaire " po, : S8 ! Sfdo
veri ant la condition suivante. Soiert * 2 Sf, F 2 CLg, Z°2 g%, X°2 g3, ¢, Supposons
que:

@ o(Z9 2 O, etsonimagedanstd,,(r) estegalea Z°;

(b) X°2 g, -

PosonsX =i .¢(Z°%+ X 9. Alors on a I'egalite :

I%(X;rea () = I%0(XOred “po(')):

Remarque.L'element X est semi-simpleet regulier. En e et, choisissonsy®2 G’med

tel que Ad(g9) (X9 2 t'™md. Notons X 0 cet element et posonsZ?= Ad(g9) (29 =
©(Z9 (puisque (Z9 estcertral dansg9. Il existeg 2 G™ tel que Ad(g) 4(X) =
i (Z9+ X9). Notons X, cedernier elemert. Il sut de prouver qu'il estregulier. Soit
2 , posons °= 1()2X%.Ona (X1)= YZ%+X9.Si °2 %ona 4z9=0
et X9 6 0puisqueX ®estregulier.Donc (X1) 6 0.Si °62 % onaval( {X?)>r
puisqueX °2 g, .. Onaval( Z9) r.Pluspreciemern, posonsr = 2 avecn 2 Z et
e2 P. LareductiondansFy, de$," 4Z9) est 4Z9. Par 'hypothese4.5(1), ce terme

est non nul. Donc val( 4Z9) = r, puis val( 4Z9+ X9) = r etval( (X1)) =r. A
fortiori (X1) 6 O.

Preuve. On peut xer 2 9telquer( ) r etdenir “po, surS( ).

Sir( ) > r,onpose pe (") = 0pourtout ' 2 S( ). On doit montrer que sous
les hypothesesde I'enone, on a J®(X;rea: (' )) = 0. Reprenonsle raisonnemen de
la remarque ci-dessus.Parce qu'on supposeZ® 6 0, on voit qu'il existex 2 X tel
que val(x (X)) = r. D'apresle lemme 3.2.1, celaertrame X 6294.+. Or rea=(' ) est
a support dans gq4,+. La classede conjugaisonde X ne coupe pas ce support, donc
JGi(X;rea (")) = 0.
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On supposemaintenarnt r( ) = r. Le m&émeraisonnemeh que dansla preuve de la
proposition 3.4 nouspermet de remplacer par une facette qui coupe V(‘;) frg. Fixons
v 2V tel que(v;r) 2 . Soit' 2 S( ) et soiert F; Z% X% X commedans|'enone.
Posonsf = rea-(' ). Ona:

Z

JC(X;f)= ( X) f (Ad(g)(X)) dg:

Gd=Tx
En reprenart lescalculsde la remarque,on a :

Y i1=2 _ Y i1=2; Y i1=2
(X)=j  (X9i*?=] (X2)i*% XDit™:
2 2 no 0 o
Le secondproduit vaut X 9. Lestermes qui interviennert dansle premier sort de
valuation r. On obtient :

M (x)=gl T D ax9:

Soit g 2 Gy. Pour quef (Ad(g)(X)) soit non nul, on doit avoir Ad(g)(X) 2 gg.v:r- NOus
n'avons de ni que les reseauxde Moy-Prasad ass@ies aux points de V¢ mais on sait
bien qu'on peut en assaier a tout point de | mm(Gg; F). Avec une notation eviderte,
la condition precedere estequivalerte a X 2 gq.q 1¢v)yr- OF :

(2) I'ensenble desv; 2 Imm(Ggq; F) tels que X 2 gq.,r €stinclus danslimage du
plongemet j .qo.

Celaresulte du lemme 2.2.6 de [KM]. Les hypothesesde ce lemme sort veri ees:
i .qo(Z) estun "bon elemen” au sensde [KM] eti .4o(GJ) en estle certralisateur dans
Gqg.

On peut donc selimiter aux g tels queg *(v) appartiennea l'image dej .q. Puisque
tout elemen de | mm(GY;F) s'ecrit g(v9 avecg®2 G% et v02 V™, les consicerations
de 5.2 nous permettert d'ecrire I'ensenble preceden commel'union disjointe :

t Vo2V 9 Gy g\,o;{, i ;dO(Ggo) .

Pour v°2 V¢, posons:

Z
Jvo = f (Ad(g)(X)) dg:
G g\,o];'vi ;dO(Ggo)sz
Alors : X
()  JICX:f)= ( X) Jyo:
vo2v 0
Fixons v 2 V0. On ai qo(G%) \ QuoywGavGoy = i :a(Gly0). En eet, pour g° 2 GY,

i .0(09) appartient a g0, Ga,v G0y Si €t seulemens'il xe le point yogo(v) delimmeuble
I mm(Gyg; F). Puisquej .o estinjectif, celaequivaut a ceque g® xe VO i.e. g°2 G, 0.
D'autre part Ty = i .¢o(Ty0). Alors :
X Z
Jyo = f (Ad(9)(X)) dg
02650, 0nG=TL o S 9,01 a0(@)Tx =Tx
X Z
= me T (Ad(K)(X ) dk;

_ Gy
g2 Ggo;v OnGgO_TQ 0 dv
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Ou ONn a poe :
Mgo = mes(Gd;vg\IO;lvi (09 Tx =Tx )mes(Ggy)
Xgp= Ad(g,ai a(g))(X):
Notons % 2  |a facette qui cortientF(VO, r). De nissonsles fonctions suivantes :
'12S( ) par’ 4(Y)=q MMCeIZ o (AX)(Y)) ;

' 102 S( 80) par' 1,0 = jGgoy 1qd|m(Ggo;\,o)=2. L dewor

"v02 S( %) par’ vo(Y) =" 1yo( (29 + Y9,

Cette derniere de nition est loisible. En e et, pour tout v®°2 V", lintersection de
toent AVECQ0n, estegalea to,(r)'. De plus, la restriction de ' atoy, estequivariante
pour les actionsde : la torsion par l'action du groupe de Weyl ne sevoit passur le
certre. Il enresulteque '(Z9 appartient a gl,e, pour tout vo°2 V¢,

Posonsf o = ree%(' w). Pour tout g°2 Ggo,zon a l'egalite :

(4) f (Ad(K)(X ) dk = fyo(Ad(KGA(X 9) dk®

Gy Ggo;\,o
Eneet, ona:
Xgo= Ad(Gyey) T a[Z°+ Ad(g)(X ]
Les conditions X g 2 gg.v:r €t Ad(g)(X 9 2 ggo;\,o;r sort equivalertes. Si ellesne sort pas
veri ees,lesdeux menbresde (4) sort nuls. Supposons-lesveri ees.Alors :

dvir (Xg0) = Juwer  aower (Z°+ Ad(GNXI) = junor ( o' (ZY +  qovor (AD(GY(XI)):
En serappelart lesde nitions de nosmesuresona:

fFAD(K)(X ) Ak = ' 1 gy (Xg) = g ™ COZ G o 1o( o (Z9+  govor (Ad(G(X 9))

Gd;v

im 0 =2- - im 0 =2. .
= g "MCIFGY, " o do;voz(Ad(g()(x 9) = q "MCaIZGS, gif vo(Ad(g(X 9)
= fyo(Ad(k%GY(X 9) dk®

0
GdO;vO

Celaprouve (4).
D'autre part :

Mgo = mey([i (99 lgvo;de;vg\,O;lvi (@ Tx) *
= mes(go ngo;v(JgO\ T>(<)0 = meS(Ggo;vagOT;()OZTQO)mes(Ggo;VO) t
On en deduit :
X Z
Jyo = mes(G.,00°TR =Tg o)) Mes(Go0) * fo(Ad(k%GA(X ) dk®
0

- G
g% Ggo;v NGYe=TS o dOv 0

vd
fwo(Ad(g)(X 9) dg®

070
Gy~ Ty 0

Posons:
0— LG9 ) 0 0g0,
= v02V\9qz(J 1D vo 2 vOZVQS( VO) Sr :

L'egalite ci-dessuset lesrelations (1) et (3) demortrent I'egalite :
JCa(X;f) = J%(X red (" 9):

Il sut dedenir “po,(" ) ="' °pour satisfaire aux conditions de I'enone.
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6 Classes de conjugaison stable

6.1

Notons B I'ensenble des couples(Z;r) telsquer 2 Z, et Z 2 t(r), Z 6 0. Le
groupe W o  agit sur B via sonaction sur lesespaceg(r). On pose:

B= (B=W) :

Remarque : |l existee?2 P tel que, pour tout (Z;r) 2 B dont I'image dansB=W soit
Xe par ,onaiter2 Z.

En e et, la condition Z 6 0 imposeque (t(r)=W) soit non nul et une variante du
lemme3.2.1ertra’me le resultat.

Soit b 2 B. On va lui assaier un elemert de L (D). Pour cela, choisissonsun
relevement (Z;r) de b dans B. Notons ; l'ensenble des 2 tels que (Z) = O.
En caracteristique nulle, il est bien conru que le comnutant d'un element semi-simple
d'une algebre de Lie est une sous-algbre de Levi. La m&me propriete est vraie en car-
acteristique positive sousl'hypothese(P ). Donc ; estun sous-ensetvie de Levi de .
Il existew 2 W tel quew( ;) soit standard, c'est-a-dire engendeepar (w( 1)\ ).
Quitte a remplacer(Z;r) par (w(Z);r), on peut supposer ; standard. Notons W le
sous-groue de Levi de W assa@ie a ;. Toujours gracea (P ), c'estle xateur de Z.
Puisqueb 2 B, il existepour tout 2 unelemen w( )2 W tel quew( ) (Z) = Z.
Cew( ) n'est pasunique maissaclasseW;w( ) I'est. Onaentout casw( ) ( 1) = 1.

Quitte a multiplier a gaude w( ) par un elemert de Wy, on peut imposerque w( )
0

consere ;\ . celadetermineuniquemen w( ). On poseX’ = X , :X° 1 X

est l'identite et on munit X° de l'action de telle que = w( ) . on

de nit par dualite X%et :X°%! X ,onpose °= I ,), %= 1\ ),
o= ), °= .\ 9, Z2°=  Y2Z), ou , estlensenble des pour

2 4. PosonsD®= (X'; & %X% & 9 Alors (D% :r;Z9 appartient a L(D).
C'est I'elemen cherde.

Cet elemen n'est pasde ni defaconuniquecaril n'y a pasunicite du choix de(Z;r)
tel quel'ensenble ; soit standard. Mais lesdi ererts elemerns de L (D) quel'on peut
construire sort equivalerts. Inversemety si on en xe un, quel'on note (D% ;r;Z9, le
terme ( (Z9;r) estun relevemen de b dansB:.

6.2

Notons Z~ I'ensenble desfamilles:
(Z1;Z25 005 Zi Ty i 1)

telles que:

() k estun ertier 1;

(i) r;onre2 Zgy etry< rp< i<y,

(i) pourtout i = 1;::;;k, Zj 2 t(r;) et Z; 6 0.

Pour tout i = 1;::;;k, notons ; I'ensenble des 2  telsque (Z;) = O pour tout
] 211;::;10. Notons X i l'intersectionde X et de I'espacevectoriel sur Q engende par
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les pour 2 . Posonst; = X ; zF; t.Rappelonsquet(r;) n'est quet muni
d'une action tordue de . L'espacet; s'idertie a un sous-espacée t(r;) quel'on note
ti(ri), qui n'est en gereral passtable par . On impose:

(iv) pouri =1,k 1,Zjw 2 ti(ri);

(V) t) ty) ) te=f0g.

Il 'y a une certaine dissynetrie dans cette de nition. On imposeque Z5; :::; Zx sort
en quelquesorte dans une certaine algebre semi-simple,on ne I'imp osepas pour Z;. De
fait, le certre joue ici un role perturbateur.

Le groupe W o  agit naturellemen surZ : pour! 2 Wo ,

V(Zy; s Zigry i) = (Y (Zo); st (Ze);ra vnrg):

Tout elemen de Z= est regulier, c'est-a-dire que son xateur dans W est trivial. En
eet, soit 2= (Zq;:::;Zk;r1; 5 rk) 2 Z, introduisonsles ensenbles ;. Commeon l'a
rappele en 6.1, ce sort des sous-ensetles de Levi de . Notons W; les sous-grougs
de W assaies.Le xateur de Z; dans W est W;. Celui de Z, dans W; est W, etc...
Finalemert le xateur de zestWy. Mais W, = f 1g car t, = f0g.

On poseZ = (Z =W) . A tout element z 2 Z , on va ass@ier un groupe D,. Soit

Z un relevemen dez dansZ . Pour tout 2 , il existeun uniqguew,( ) 2 W tel que
wz( ) (2) = z L'application 7! wx( ) estun cocyclede dansW. NotonsX .,= X ,
. X 21 X Tlidentit eet munissonsX . del'action de telleque . = wy( ) 2

On poseD; = (X ) 1ors. Cegroupe depend de z Mais soit 2’ un autre relevemen de z
dansZ . Il y aun uniquew 2 W tel quew(z) = Z° Il y a alors un unique isomorphisme
w:X ! X .otelque » w=w . Cetisomorphismeestequiariant pour les
actionsde et de nit un isomorphismede D, sur Dy. On note D, la limite inductive
desD,, lesapplications de transition etant cesisomorphismescanoniques.

Avec les meémesnotations, de I'nomomorphisme . se deduit un homomorphisme
X .21 X =X .&. Ce dernier est equivariant pour les actions de . Il s'en deduit un
homomorphismede D, dansD. Il estcompatible aveclesapplications de transition. On
obtient un homomorphismequel'on note p, = D,! D.

Si 6 ;,onposeZ =2Z,Z=2.Si =, Cesta-diresiD estla donneede
racinesd'un tore, on adjoint a Z~ la famille vide enposart Z = Z [ f;g . On consicere
que cette famille vide est xe par . OnposeZ = Z [ f;g.OnposeD. = X . .ors.

6.3
L'application :
z ! B
(Zy; 5 Zigry i) 70 (Za;r)
est surjective et equivariante pour les actionsde W o . On en deduit une surjection
Z ! B. Soitb2 B. On note Z, la bre de cette surjection au-dessusle b. Commeen
6.1, ass@ionsa bun elemen (D% ;r;Z9% deL (D).
Soit z 2 Zy,. On peut choisir un relevemen de z dansZ" dela forme:
( (Z9:Z2; 520 r2,00m0):
Consiceronsla collection:
(2% YZy):i:m MZWiriraunr:
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On verie qu'elle appartient a Z° ('analogue pour D° de Z) et que son image dans
Z%=WOest xe par . Notons I(z) cette image, qui appartient donca Z° On verie
gu'elle ne depnd pasdu relevemer choisi de z.

On peut en dire autant de la collection::

( YZo)::m NzZWiranr;

a cecipresquelesensenbles Z° et Z © doivert etre completesenZ%et Z°% On note (2)
I'image de cette collection dansZ°
On a ainsi de ni deux applications:

ZO

Elles sort injectives. L'image de ! estZ3, ou I est Iimage de (Z%r) dans B® Pour
decrirel'image de , introduisonsquelquesnotations. Pour z 2 Z, on de nit r(z) ainsi:
si z estlimage de (Z1;:::;Zk; r1; 25 ry), r(z) = ry; dansle casparticulier ou z estvide,
on poser(z) = 1 . On adeni en1.5la donneeD§,,. Notons Z§,, I'ensenble qui lui
estassaie. Il y a uneinjection naturelle Z3,, ! Z° L'image de estl'image par cette
injection de I'ensenble desz®2 Z 3, telsquer(z% > r.

Pour z 2 Zy, on de nit lesgroupesD,, D j(;), D (. Il resultede leur construction
queD , = D (; etquede sededuit un isomorphismeD (; ! D,. Le diagramme
suivant est commnutatif :

D (Z) ' DZ
# D # b,
DO °° D

6.4

On xe jusqu'ala n du chapitre 6 un corpsF 2 CLq. Pour X 2 t™4, posons:
r(X) =inf fval(x (X));x 2 X g

Cette notation est cohererte avec cellede 3.2.0nar(0) = 1. Si X 6 0, la borne
inferieureest atteinte, c'est-a-dire qu'il existex 2 X tel queval(x (X)) = r(X). Cette
borner(X) appartient a Z .

Pour un sous-systmederacines © , onnoteX . o e I'annulateur de °dansX
et X . o 4 l'intersectionde X avecl'espacevectoriel sur Q engende par les coracines

pour 2 © On pose:

tmgdcent = X ;0 cent z FmOd; tmgdder = X ;0 der Z FmOd:

L'hypothese(P o) ertrame que X . o cent X . o ger €Std'indice premiera p dansX .
On en deduit la decompsition :

mod .
to der-

(1) tmod - tm(c))d

cent
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Notons t;¢q I'ensenble desX 2 t telsque (X) 6 Opourtout 2 . Nousallons
de nir une application :
~ogmod o 7

reg
Soit X 2 tp;%d. SupposonsX = 0. Les deux hypotheses"'X = 0" et "X estregulier”

ertrament = ;. On pose (X) = ;. Supposonsmaintenant X 6 0. Consideronsle
sous-ensetrie de Z; :

fr(X)gl fval( (X)), 2 g

Notons seselemerns dans l'ordre croissam r; < rp < i< r. Onary = r(X). Pour
i = 1;::;k, posons:
i=f 2 ; val( (X)) >rig

Ona:

1) 2) ) k=g
Les ensembles ; sort des sous-systmesde racinesde . La decompsition (1) se
gereralisesous-laforme::

tmod — tmod

o ent (tmod \ tmod

mod mod
1 der 2 cent) (t \ t 3

mod mod
2 der (tklder\tk

cent) cent)

On decommseX en X = X1+ X, + i+ X conformemen a cette decompsition. Il
resulte desde nitions que, pour i = 1;::;;k, X; 2 t[‘i“’d ntpi‘i’d. Notons X; l'image de X;
par la projection t?i“’d I t(r;). On verie quela famille :

(Xqyon X ranrg)

appartient al'ensenble Z (lesensenbles ; introduits en6.2relativemen a cette famille
sort ceuxde nis ci-dessus)On note (X)) cette famille, ce qui de nit I'application ~
L'application ~estequivariante pour lesactionsde W et . PosonsZg = (tMo9=Ww) .

reg
On deduit de ~une application :

gl Z:
6.5
On de nit la variete sur F, non connexe:;
G
Op = Oq-
d2D

On de nit de facon eviderte les enserbles de points gi°?, go etc... et le sous-ensetvle
gD;re '

S?)ien X 2 Garegs X 2 daoreg- On dit queX et X ®sort conjuguessid = d°et il existe
g2 Gqtel que Ad(g)(X9 = X. Ondit queX et X %sort stablemen conjuguess'il existe
g2 G tel queAd(g) (X9 = 4(X). Graceau lemme3.2.1,0n peut remplacerdans
cette de nition la condition g2 G par g2 G™d,

Il est bien conru que I'ensenble des classesde conjugaisonstable dans gp eq €St
en bijection avec (t,e=W)%¥F**=F)  Grace au lemme 3.2.1, cet ensemble est egal a
(the!=W) ,i.e.aZ¢. La bijection seconstruit ainsi. Soit X 2 gy eq. ON choisit X 02t
etg2 G™ telsqueAd(g) 4(X) = X° L'image de X °danst]i'=W est xe par . On
asseie a X cette image.
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Pour ze 2 Zg, on note C(z¢) la classede conjugaisonstable dans gp ¢y asseieea
zr et cl(zr) I'ensenble desclassesle conjugaison(ordinaire) contenuesdans C(zg).

Soitzg 2 Zg, posonsz = (zg) 2 Z. On va de nir une application :

:C(zg)! Dy

Fixons z 2 Z relevant z. Par construction de , il existeZ 2 t?;%d relevant z- tel que
Z) = z Les elemerns de t?;%d relevant ze etant tous conjugues par W et z etant
regulier, I'element Z est uniquemern determine. Pour tout 2 , on adeni en6.2
I'element wx( ) de W. D'apresl'equivariancede 7, c'est l'unique elemern de W tel que
wz( ) (Z) = Z. Notons T ; le tore sur F dont le groupe descocaracteresest X ... On
a un isomorphisme ,:T,! T, deni sur F™d tel que , = wWy( ) = pour
tout 2 . En appliquarnt a cetore lesresultats rappelesen 1.9, on a l'isomorphisme
HY( ;T (X ) sors = D

Pour 2 , denissonsaz( )2 T™d etny( )2 N™d par :

Y
az( )= ( (2));

2 ;> Owz( ) ()<0

nz( )= n(w:( ));

oun:W ! N estlasectionde nie en1.4.Soit X 2 ggreg\ C(zr). Fixonsg2 G™™ tel
queAd(g) 4(X)=Z.Pour 2 , onverie quegd:( ) (g) *estun elemert deN ™
dont I'image dansW estw,( ). Alors gde( ) (9) *nz( ) *az( ) *2 T™d On de nit :

#X): | Tmod

par (X; )= LYgde( ) (@) nz( ) 'az( ) ). Graceau lemme 2.2A de [LS], on
verie que x(X) estun cocycle.On note encore (X ) saclassedansH?( ;T/d) = D,.
Celade nit une application ,:C(zr)! D,.

Soit 2° un autre relevemen de z dans Z". Grace au lemme 2.3A de [LS], on voit
que » et » secorrespndert par I'i'somorphismecanoniqueD; ' Dj. La famille des
applications , de nit donc l'application cherchee :C(zr)! D,.

Evidemmen (X) ne depend que de la classede conjugaisonde X . L'application
de nit par passageau quotient une application ¢ :cl(zg)! D,.

Lemme 6.5: (i) Soitd2 D. Pour X 2 C(z¢)\ gg,0ona p, (X)=d.
(i) L'application ¢ estbijective.

Preuve. On reprend les notations de la construction de . On xe #zet Z comme
dans cette construction. Puisque G est quasi-teploye, un theoreme de Steinberg ([St]
theoreme 9.8) arme qu'il existe Xo 2 g et gop 2 G™ tel que Ad(go)(Xo) = Z.
Fixons de tels elemerts. Alors Ad(go) * = est un isomorphismede T, sur Tx,. On
peut remplacer , par l'application ¢ : C(zg) ! HY( ;T{{‘g’d) de nie par o(X; ) =
Ad(go) * ( 2(X; )). Plus correctemenm, o(X) estla classede cecocycle.De nissons
une applicationap: ! T par :

ao( )= Gtaz( )nz( ) (Q):

Pour X 2 ggreg\ C(2zr), choisissonsh 2 G™ tel que Ad(h) 4(X) = X, et de nissons
a(X): ! Tgpara(X; )= hd:() (h) . Lesapplicationsay et a(X) sort des
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cocycles. Remarquonsque I'elemert g utilise dans la construction de (X)) peut &tre
choisi egala goh. On a alors I'egalite :

(1)  oX) = aX)a,™:

Linclusion Tgd  G™d de nit un homomorphismeH?*( ;T4 1 HY( ;G™). Le
diagrammesuivant est commnutatif :

HY( ;Tged)y 1 HY( ;T = D,
# # b,
Hl( ;Gmod) - D

Le cocycle ag est conomologueau cocycle 7! az( )nz( ). Mais la construction de ces
termesaz( ) et nz( ) serelewe a G4 et le cocycle preedert est I'image par d'un
cocycle a valeurs dans G, PuisqueH( ;GI°d) = f0g, celaertra™me que image de
ap dansH( ;G™) estnulle. L'image de a(X ) estcellede d:, sonimagedansD estd.
Gracea (1), on obtient la premiere assertionde I'enone.

Toujours gracea (1) et puisqueH *( ;T>’(“0°d) estun groupe, l'application  estbijec-
tive si et seulemen si I'application X 7! a(X) sefactorise en une application bijective
de cl(ze) sur H( ;T°%). On peut xer d, noter H( ;T4 la bre au-dessusie d
de l'un ou l'autre deschemins du diagramme ci-dessuscl(zr )4 I'image danscl(zg) de
C(zr)\ gq et montrer que l'application precederne, restreine a C(zg) \ gq, sefactorise

en une bijection de cl(zg)q sur H( ;T)’(“g’d)d. La demonstration est standard.

6.6
Soit z 2 Z , notons b sonimage dans B. Commeen 6.1, ass@ionsa b un elemern
(D% :r;Z9 de L(D). Posonsz! = 1(z) 2 Z9 cf.6.3. Consicerons les deux ensenbles

z2) Zeet ") 2zQ.

Rappelonsquel'on disposedelisomorphismei : t™md 1 tmod_ || p'est pasequirariant
pour les actions de  mais I'application que I'on en deduit de t™4=W° dans tmod=w
lest. Soit zL 2 ° (2l), choisissonsun relevemen X! 2 tM% de zL. Le termei (X7)
estregulier:si = ( 9avec °2 %ona (i (X)) = qXHe60;si 2 n (9,
onverie queval( (i (X)) = r. Limage dei (X!) danst[i&'=W est xe par , i.e.
appartient a Zg. Notons z- cette image.Alors z- 2 (2).

Inversemelty soit z= 2 1(z). Choisissonaun relevemen z de z dansZ" de la forme
( (Z9;Z5; 5210, 1). 1l existe un unique relevemen X de ze danstp‘e%d tel que
X)==z=0nai }X) 2 tf'ggd. Pour 2 ,ona i*X)=i! w() X).
Puisque X relewe zg, il existeu 2 W tel quew () (X) = u (X). Puisque ~ est
equivariante pour lesactionsdeW et , onaaussiw () (& = u (). Celaertra™e
w () (z9=u (29. Maisw () (29 = (z9 = (Z9. Alors u
appartient a (W9. Il existedoncu® 2 W°tel que i }(X)=u® i }X). L'image

dei }(X) danstf’;‘gd=W° est xe par , i.e.appartient aZ2. Notons z]F cette image.On

veri e quez]F appartient a ° 1(2!).
Les deux applications zz $ z]F que l'on vient de construire sort inversesl'une de
l'autre. On a ainsi etabli une bijection :

L @3% ")
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Posonsz’= (z) 2 Z° cf.6.3. A la donneeD§,, sort asseiesdesensenblesZj,, et

0 i i o . 0 0 i 0 0
Z3.. etune application § : Z%.r ! Z3. En fait, Z3,,, resp.Z%..r, seplonge na-

turellemert dansz % resp.Z 2, etonl'identi e asonimage.Notonsaussit° I'ensenble

centjz0
deselemerts det?,, \ tf"“’d dont l'image dansto(r) estZ% Soit z]F 2 ° Y(2l), choisissons

un relevement X! de zL danstf’ggd. Conformement a la decompsition :

%mod — +%mod %mod.
t - tcent tder ’

ecrivons X1 = Z%+ X° On verie quez°2 t%, .., et que limage de X ° dans t{z>?=W°
estinvariante par . Notons z2 cette image. Elle appartient a Zé’er;F et on verie que

9.+(z2) = Zz°% On aainsi de ni une application :

0 0
(2) 1(2]) ! tf:)entjz0 derl(z(b;
qui estevidemmen bijective.

Lemme 6.6.1 : L'application estsurjective.

Preuve. Le temps de cette preuve, on s'autorise a faire varier D. On raisonne par
recurrencesur le rang de D. Le casde rang nul esttrivial. On reviert a notre D et on
supposele lemmeprouve pour lesdonneesde rang strictemert inferieur. Soitz2 Z. On
veut montrer que  (z) n'est pasvide. Dansle casou = ; etz = ;, onasimplemen
Zr = tetl'elemen 02 tverie (0) = ;.Supposonsz 2 Z . On e ectue lesconstructions
precederies. PuisqueZ®6 0, on arang(DY..) < rang(D% = rang(D). Par I'nypothese

der
0 . .
de recurrence, 4'(z9 n'est pasvide. On a la suite exacte:

0! tmody ¢'mod | yfmody tmod | 40 (py 1 @

cent cent

%mod

cent

Le -mo dulet 2%\ thOd est cohomologiquementrivial, on endeduit que I'application :

0 0
tgent\ trmOd ' tcent(r)

est surjective. Alors t((:)entjzo n'est pasvide. D'apres(1) et (2), %(z) n'est pasvide non
plus.

Reprenonsles donneesdu debut du paragraphe.Soit z= 2 (z), notons z]F son
image par (1) et (2%22) I'image de z]F par (2). On disposedesclassesde conjugaison
stable C(zr), C(Z]F), C(z2) et desensenbles de classesle conjugaisoncl(z:), cI(z]F) et
cl(z2).

Remarque. On consicere ici z2 comme un elemert de Z2 et non de Z§, . Les
elemers desclassesdanscl(z?) appartiennert a des algebresgger;do mais on consicere
leur conjugaisonpar G%. Les groupesderivesn'interviennert pas.

On a de ni une application po: D°! D et, pour tout d®2 D% un plongemen
i w0:GR! G o, douaussiun plongemen i qo:ggp! g o Cesapplicationsse
regroupert en une application lineaire:

i po:gle! Op:

Cette application est compatible a la conjugaisonet a la conjugaisonstable. Si X1 2
C(Z]F), onverie quei po(X1) 2 C(z:). Dei .po sededuit une application encorenotee:

i poicl(zl) ! cl(zr):
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L'elemen Z°estcertral pour la donneeD? et agit de facon simple sur les classegle
conjugaisonDe faconprecisesoitd’2 D° Alors ! serestreirt atm% enuneapplication
invariante par . En particulier, '(Z9 appartient a g%. L'application X °7! X% }(Z9
de nit une bijection de C(z2) \ g% sur C(zL)\ g%. De cesapplications se deduit une
bijection :

cl(2) ! clz):
On a dit en6.3 quel'on pouvait identier D,, D, et D,o.

Lemme 6.6.2 : Le diagrammesuivant estcommutatif :

(z2) ' @) 17 cl(ze)
# # g #
De ! Dy ! D,

Remarque.Graceau lemme 6.5, celaertra™e que l'application i .po de I'enone est
bijective.

Preuve. La comnutativit e du carre de gaude estimmediate : la construction de {
estinsensiblea I'addition d'elemers certraux.

Choisissonaun relevemen #z de z dansZ dela forme:

( (Z9;Za05ZG ;00 r):

Posonsz = (Z% Y(Z,):::  NZW);r;ry:nry). Cestun relevemen de zI dans Z°.
Pour 2 , onadeniw ();wx()2Wetwy( )2 WP?Onalesegalitesw,( ) (& =
ZWu() (#)= A eti =w () i . On endeduit :

@) we( )= (wa( Dw ():

D'apres4.6(1), les longueurss'ajoutent dans cette egalite, c'est-a-dire que la longueur
de w,( ) estla sommedeslongueursdewy( ) etdew ( ).

De (3) resulte que I'application ' i A4 . Ta! Tzestdenie sur F. On
en deduit un isomorphismeH *( ;Tz[}“’d " HY( ;T/Mod), qui s'idertie a lisomorphisme
D, "' D,.

Commeen 6.5,0n de nit Z 2 t™¢ relatif a z= et z et, de facon analogue,z! 2 t,7o¢
relatif azL et2.Onaz =i (Z!). Soitd°2 D%t X! 2 g%\ C(zL). Posonsd = po(d) et
X =i go(X). Fixonsg°2 G™ tel que Ad(g) «(X1) = Z!. D'apreslesde nitions et

0
cequi precde,l'image par I'application cI(z]F) 1 D,; ! D, dela classede conjugaison
de X! estla classedu cocycle, a valeursdans T/"¢ :

@ 70 gwR() (@) () tan( )t
D'apresla construction de 4.12,il existeh 2 G™ tel que:
g | .go= Ad(h) i e
et, pour tout 2 ,

(5) de()=hi de()n () (h) -
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Posonsg =i (g9h 1. onverie queAd(g) «(X)= Z. D'apreslesde nitions, limage
par  dela classede conjugaisonde X estla classedu cocycle:

(6) 7! z-l gde () (9) 'nz( ) taz( )

Pour demortrer le lemme,on doit prouver quelescocycles(4) et (6) sort cohomologues.
PosonsTMd = (T, cf. 1.7. Commeau lemme 1.7,0n a H*( ; T"*¢) = fOg. Il
sut de prouver que les imagesdans T;‘Od:Tg‘fd destermes (4) et (6) sort egales.En
utilisant (5) ci-dessuset 4.7(1), on veri e |'egalite :

gd= () (@) *=1i (HR() (@) Hn & ():

Il sut alorsde prouver que,pourtout 2 , lestermes:

i (az( )nzi( ) etaz( )nz( )n £() *

di erert par un elemern de T"d. Cesdeux termesappartiennert a N™, |l s'agit de
prouver queleursimagesdansN,q par I'application redsort egalesNotonspar un indice
redlesimagesdesdi ererts termespar cette application : az.eq( ) = redaz( )) etc...
On anzred( ) = N(Wa( )), Nzijea( ) = NWa (), i sed(Nzijea( )) = N (Wa ().
Rappelonsquen () = z ( )n(w ( )). Gracea (3) ou, commeon lI'a remarque, les
longueurss'ajoutent, on a I'egalite :

nwz( )=n  (wa( ))n(w ()):

Alors :
aZ;red( )nZ;red( )n ( ) t= aZ;red( )l ;red(nZ];red( ))Z ( ) l:

Graceau lemme4.6(ii), ceterme estaussiegala :

aZ;red( )Z ( ) i ;red(nZ];red( ))

Il nousreste seulemeh a demortrer |'egalite :

(7) azred )z () L= ;red(aZ];red( ):

Fixons , posonswg = W (), w = wx( ), w®=(wu( )). Par construction, les trois
termesintervenan dans(7) sort desproduits determes (a ), ou 2 , > 0,lesa
etant deselemens de G eq. Plus preciemert :

-dansaz ed( ), les verientw ()< Oeta =red (Z), ouredestcette fois
I'homomorphismede F ™%  dans Gmred;

- dansi yed(azireq( ), les  verient w' ()< Oeta = red i (z) =
red (2);

-dansz (), les verient w,!( )< Oeta =(r; (Z)),o0uZ = (Z9 estidenti e
aun elemen det.

En utilisant encore(3), ou leslongueurss'ajoutent, on voit quel'ensenble des > 0
tels quew ( ) < 0 est reunion disjointe de I'ensenble des > 0 tels quew’ 1( ) < 0
et de limage par w® de I'ensenble des > 0 tels quew,*( ) < 0. On obtient :

Y
azyred( ) =1 ;red(azl;red( ) WO( )(red WO( )(2)):

> Ow, 1( )<0
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Puisque (Z) = z onared (Z)= (r; (Z)) pourtout 2 n ( 9. Soit >0
tel quew,?( ) < 0. D'apres4.6(1),ona 62 ( 9 doncaussiwy ) 62 ( 9. Alors
red wq{ )(Z) = (r;wY )(Z)). PuisqueZ estinvariant pari (W9, ceterme est aussi
egala (r; (Z)). On obtient I'egalite :

aZ;red( ): [ ;red(azl;red( ))WO(Z ( ))

Graceau lemme 4.6(ii), z () estinvariant par w° et on en deduit (7). Cela achewe la
demonstration.

7 Le theoreme principal

7.1

SoitF 2 CLq. Pourd 2 D, onade ni en3.3lesespaces? et C! (gq) et I'application
lineaire:
rea :S%! C? (gu):
On pose:
S= ©bS% C; (%)= ¢pC; (%):
La sommedesapplicationsrea- de nit une application lineaire:

rea- :S! C? (gp):

On peut consicererleselemens de C! (go) commedesfonctionssur I'ensenble gp . Pour
X 2 gpreg €t f 2 C! (o), ON pose:

JGo(X;f) = J%(X;fy);

ou d estl'unique elemert de D tel queX 2 gq et f4 estla composarte def dansC? (gq).

7.2

Theoreme : Soiet z2 Z et 2 D,. Il existe une forme lineaire J°(z; ;:) sur S
veriant la condition suivante. Soiet F 2 CLy, zr 2 Zg, X 2 C(zz) et' 2 S.
Supposons (zg) = zet (X)= . Alorsonalegalite:

J%(X;rea (")) = 3°%(z; ;' ):

Preuwve. A z est assaie un erier k tel que tout relevemen de z dans Z soit de la
forme (Z4; 5, Z; rq1; 20 rk). On note cet ertier k(z). Sik(z) 1(i.e.z2 Z), il estde
mémeasseie a z la suite ry; ::;; ry(,) ci-dessusOn poser(z) = ry.

Nous allons raisonner par recurrencesur I'entier k(z). Preciemen, pour k x e, on
supposele theoremevrai pour touteslesdonneesD®, z% Ctellesquerang(D9 rang(D)
et k(z% < k. On supposedesormaisk(z) = k.

Traitons le cask = 0. Alors z estvide. Un tel elemen n'existe quesi D estla donnee
d'untore.OnaD, = D. SoitF 2 CLy. OnaZg = t = getl'unique elemen zg 2 Z¢ tel
que (zg) = zestzg = 0. L'unique elemen X 2 C(zg) tel que (X) = estl'elemen O
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deg . Soit' = P wp  d2 S,avec’ 42 Sypourtout d. Posonsfy = rea:(" 4) 2 Cl (gq)-
On a alorsI'egalite :
Jéo (X;rea (")) = f (0):
De nissonssur chaqueS¢ I'application lineaire' °! ' q0):si 2 det' °2 S( ), 40)
estla valeurde' °en02 gq. . On a alors|'egalite f 4(0) = ' 4(0). Il sut de poser:
@z ;1)=" (0
pour satisfaire aux conditions de I'enone.

On supposedesormaisk  1.0On peut xer d2 D, 2 ¢ et secortenter de de nir
JP(z; ;)surS() SY S.Ona:

(1) sid8 p,( ), la formelineaireJP(z; ;:) = 0sur S( ) satisfait la condition de
I'enone.

En e et, d'apresle lemme 6.5(i), pour tous F; zg; X commedans |'enone, on a
X2G, () doncJ®e (X;rea- (")) = Opourtout' 2 S( )sidé p, ().

On supposedesormaisd = p,( ). Onadeni r( )2 Z;.Ona:

(2) Sir(z) < r( ), laformelineaireJP(z; ;:) = 0sur S( ) satisfait la condition de
I'enone.

En eet, soient F; zg; X commedans|'enone et ' 2 S( ). Pour tout elemen
X092 gg conjugue a X, onar(X9 = r(z) donc X°2 ggr(z mais X° 6294, )+ . OF,
par construction, rea: (' ) esta support dansdg,()  Garz)+ - DONCrea: (' ) s'anrule
sur la classede conjugaisonde X et J° (X ;rea: (' )) = 0.

On supposedesormaisr(z) r( ). D'apresle lemme2.4.2et la remarquede 6.1, on
peut xer e 2 P, independart de nosdonnees,tel quer(z) et r( ) appartiennert tous
deuxa iZ. Il estlegitime de raisonnerpar recurrencesurr(z) r( ). Preciemen, onva
supposergu'une forme lineaire J°(z; ;:) veri ant lesconditions de I'enone est de nie
surS( 9 pourtout °2 dtelquer( 9> r().

Supposonsd'abord r(z) = r( ). Notons b I'image de z dans B. Assccionsa b un
elemen (D% ;r;Z9 deL(D). Onar = r(z). Posonsz’= (z) 2 Z% idertions aun
elemen de D, posonsd®= p ,( ) 2 D% Ona po(d) = d. Introduisonsl'application
lineaire po, : SY ! Sfdo dela proposition 5.3. RemarquonsqueS( )  SY. D'autre part,
k(z) = k 1 et I'hypothesede recurrencenous fournit une forme lineaire J°°(z% ;)
sur S% Pour ' 2 S( ), posonsJ®(z; ;') = JP%(z% : per(*)). Montrons que cette
de nition satisfait aux conditions de I'enon®. Soien F; ze et X commedans!|'enon@.

Soit (2% 2z2) 2 tgentjzo Zerl(z% l'image de z- par la composee des bijections (1) et (2)
de 6.6. Soit X°2 C(z2) tel que (X9 = . Commeci-dessuson a X°2 g%. D'apres

le lemme 6.6.2, X appartient a la meéme classede conjugaisonque i g (29 + X9.
On peut supposercesdeux termes egaux.On peut appliquer au couple( '(Z9;X 9 la
proposition 5.3, qui entra™e I'egalite :

JG(X;rea (")) = (X %red po(")):
Par I'hypothesede recurrence Je menbre de droite estegala J°°(z° ; por(')), C'esta-
dire, d'apresnotre de nition, aJP(z; ;' ). D'ou I'egalite cherchee.
Supposonsmaintenart r(z) > r( ). Introduisonsl'application lineaire () :Sﬂ( y !
Srd( y+ delaproposition 3.4. Sonimageestcortenue dansunesomme nie d'espacesS( 9

pour %2 dtelquer( 9 > r( ). L'hypothesederecurrenceportant surr(z) r( ) nous
fournit une forme lineaireJ°(z; ;:) de nie sur limage de (). Pour ' 2 S( ), posons
JP(z; ;') =3P(z; ;°.(")). On verie gracea la proposition 3.4 que cette de nition
corvient.
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7.3

Le theoreme permet de comparer des integralesorbitales relatives a des groupes
de nis sur des corps de basedi ererts. Mais il consere une signi cation méme sur
un corpsde base x e. Il arme alors une propriete de constancelocale desintegrales
orbitales desfonctionsappartenart al'image de I'application rea- . Exprimons-lacomme
un corollaire, bien qu'elle ne soit qu'un casparticulier du theoreme.

Corollaire 7.3 : Soien F 2 CLgetX; X°2 gpreq. Notonszg, resp.z2, I'elemert deZ¢
qui parametre la classede conjugaisonstable de X, resp. X % Supposons (zz) = (z2)
et, ennotant z cet elemen, supposonsque,dansD,, onal'egalite (X)= (X9. Alors,
pour tout ' 2 S, on al'egalite :

J% (X;rea (")) = J% (XSrea (' )):

8 Endoscopie
8.1

Consiceronsles donneessuivantes :
() Du = (Xg; ny w:X w: ws w)estunedonneederacinesmunie d'une actioon

de ;

(i) estun coupled'isomorphismesde Z-modulesX,, ! X ,X 4! X ,endualite.
On note aussi  chacun de cesisomorphismesOn impose ( ) , (n) . On
imposeaussique, pour tout 2 , il existeun elemen de W, necessairemeénunique,
quel'on notew ( ), tel que =w ()

PosonsTy = X, 2C ,2y =ft21T4;8 2 4; (t) = 1g. De l'action de sur
X, sededuisen desactionssur Ty et 2.

(i) s2 ZH. On imposeque,pour 2 n ( ), ona *( )s)6 1.

Le triplet (Dy; ;s) estappele donneeendoscopiquelde D.

Soiernt (Dy; ;s) et (DY; ©s9 deux donneesendoscopiquesle D. Un isomorphisme
entre cesdonneesestun couple(f;w), ouf : Dy ! D& estunisomorphismeequivariant
pour lesactionsde et w estun elemen de W, cecoupleveriant lesrelations :

1) O f=w ; f(s)2s2, "

Onanoteici ' : fiy I T2 lisomorphisme deduit fonctoriellemen de f et 2, la
composarte neutre de 2}, .

Soit (Dy; ;s) unedonneeendoscopiqueleD. NotonsD ladonnee(X ; ; ;X ; :).
De cette donneesededuit un groupe complexeG muni d'une action de preserant un
epinglage.De nissons de méme Dy, dont se deduit un groupe B. De  sededuit un
plongemen ~: B 1 & et s s'interprete commeun elemert du certre de !, x e par .
Soit F 2 CLg, introduisonsles groupesG et H sur F ass@iesa D et Dy. Le triplet
(H; " s) estun triplet endoscopiquede G au senshabituel. Plus generalemer, c'estun
triplet endoscopiquede G4 pour tout d 2 D. Par cortre, la notion d'isomorphismein-
troduite ci-dessusestplus ne qouela notion usuelle.D'habitude, on remplacela seconde
condition de (1) par f'(s) 2 s%Z,,°* %(Z,). Notre notion est adapteea la consiceration
simultanee de tous lesgroupes G .
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8.2

On xe pour tout le chapitre 8 une donnee endoscopiqueDy; ;s) de D. On note
encore lesisomorphismegjui sededuisen fonctoriellemen dela donnee . On construit
lesdi ererts objets attachesa la donneeDy et on lesa ecte d'un indice H.

Pourtout r 2 Z,, il y aunisomorphisme :ty(r)! t(r), qui n'est pasequiariant,
en gereral, pour lesactionsde . Notons Y I'ensenble desfamilles:

(Y Y rary)

telles que:
- pourtout i = 1, Kk, onait ri 2 Zy etY; 2 ty(ri);
- la famille ( (Y1);::; (Yw);ra; i ry) appartiennea Z.
On note:

v Y ! z
(Yoo Yarn o) 70 (Yo (Y ra k)

C'est une bijection, qui n'est pas, en gereral, equivariante pour les actionsde . Par
corire, l'application de Y=Wy dansZ=W qui s'endeduit lI'est. On poseY = (Y=Wy)
et on deduit de . une application y : Y ! Z qui n'est en gereral ni injective, ni
surjective.

Nous allons de nir une application ~: Y !  Zy. Soit ¥ = (Yq;:5 Y rq;nre) 2 Y.

Siy=;,i.e.k=0,o0npose~y) = ;. Supposonsk 1.Pouri = 1;::;k, notons (i)
l'ensenble des 2 | telsque (Y;) = Opourtout j = 1;::;i. C'est un sous-systme
deracinesde 4. On alesinclusions:

H H (1) w(2) o H(kK)=;:

Consiceronsl'ensenble d'entiers :
flg[ fi2f2;:5kg, w(i 1)) w(D)g

Notons seselemerns dansl'ordre croissat i; < i, < :ih. Onaiy = 1. Pourj = 1;::;h,
posons ;j = n(ij). De facon analogueaux decomsitions introduites en 6.4, on a
pour tout r 2 Z, une decompsition :

tu(r) = ty; H cent(r)  th; H der(r):

On poseZ; = Y;. Pour j = 2;:::;h, notons Z; la projection de Yy surty; ., ., der(ri,-)
relative a la decompsition ci-dessusMontrons que la famille :

(1) (Za;imZnsrigsisr,)

appartient a Z. Les conditions (i) et (i) de 6.2 sort evidertes ainsi que la premiere
partie de (iii). Montrons que les enserbles ; quel'on vient de de nir sort ceuxde
6.2, c'est-a-dire :

(2) vi = fF 2 w;8m= 1,55 (Zm) = Og:

On le demortre par recurrencesur j. C'est immediat pour j = 1. Supposonsj 2 et
l'assertion demorreepour j 1. Par de nition :

Hi =F 2wy u8m=1i; 1+ 1505 (Ym) = 00
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Puisque w(ij 1) = w(ij 1+1)=:1= n(ij 1),ona (Yy)=Opourtout 2 ; ;
ettout m=1i; 1+ 1;::550; 1. On adoncsimplemen :

g =F 2wy 1 (Yy) = 0g:

Par de nition, Y;, Z; appartient aty; ,,; , cent(ri;). Ceterme estdoncannule par tout
2 nu; 1 etonpeutremplacerla condition (Y ) = O ci-dessugpar (Z;) = 0.D'ou:

Hj =f 2 Hj 1, (ZJ):Og

En utilisant I'nypothesede recurrence,on obtient (2).
L'egalite (2) et la stricte decroissancele la suite :

Hi1)  Hi2) ) Hh =

ertra™e la deuxiemepartie de (iii) ainsi que (iv) et (v) de 6.2.
Notons ~y) la famille (1). Celade nit I'application ~
Cette application est equivariante pour l'action de Wy o . Elle sedescenden une
application :
Y1 Zy:

On a construit deux applications::

Zy Z
Soity 2 Y, posonsz = v(Y), z4 = (y). On aun isomorphismenaturel :
(3) Dy, ' Dy

En eet, xons un relevemen y 2 Y, posonsz = (), zu = ~(y). Pour 2 , soit
Wy( ) un elemen de Wy tel que wy( ) (y¥) = y Puisque ~ est equivariante pour les
actionsde Wy 0 , onawy( ) = wg, (). On al'egalite =w () ¢+ Onen
deduit wx( ) = (wy( ))w ( ). Mais alors, l'application ,* X Hz !X 2
est equivariante pour lesactionsde . On en deduit un isomorphismeD,, ! D, puis
l'isomorphisme(3). On veri e que cedernier ne depend pasdu choix de y-

Soitzy 2 Zy. Alors s de nit un elemen s,, deHom(D_, ;C ). En e et, choisissons
un relevemen zy dezy dansZy. Notons X, ... le -mo duledualdeX 4.5, .De 4, se
deduit un isomorphisme:

i Th=X, zCtoX 2 C :

H 2w
La restriction de ", a Zy est equivariante pour les actions de . Alors ", (s) 2
(Xy.5, zC ) .Cegroupes'envoie naturellemen dansHom(D4, ;C ), parcequeD;, =
(X Hz) tors- ENN, HomM(D,,;C ) s'idetie a Hom(D,,;C ). On note s,, l'image
de AZH (s) par cette suite d'applications. On veri e, toujours parceques estcertral, que
cette image ne depend pasdu choix de z, .

Rewenonsa la situation precedenne ouy 2 Y, z = v(y), z4 = (y). Gracea (3),
I'elemen s,, quel'on vient de construire s'idertie a un elemernt deHom(D,;C ) que
I'on note s, .
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8.3
On xe jusqu'ala n du chapitre 8 un corpsF 2 CL,. De sededuit un homomor-
phismetj°? I t™9.On note t}%¢ |, Iimage reciproque de t/y! et :

— (¢mod — .
Zh regF — (tH;G reg_WH) .

Cet ensenble estinclus dansZ .. L'homomorphismetfi®d I tM°d n'est pasequivariant
pour_les actions_; de_ mais l'application deduite t{]% reg=Wh ! t?;%d:W l'est. On en
deduit une application :

ZH;G reg,F -F'F ZF:

De nissons ~: tfi%g reg ! Y desorte quele diagrammesuivant soit comnutatif :

tmod | tmod

H;G reg - reg
(1) # ~ # =
y vz

C'est possiblepuisque - est bijectif. On veri e que ~ est equivariant pour les actions
deWy o . On endeduit une application :

:ZH;G reg;F! Y.

Lemme 8.3.1 : Lesdiagrammessuivants sort comrmnutatifs :

ZH G regF ! Y ZH G regF ! Y
# 2 # v # #
Zr ! z Zhr " Zy

Preuve. La comnutativit e du premier estimmediate. Soit Y 2 t}j%¢ ., posonsX =
(Y) 2 tmd, Reprenonda constructiondel'elemen (X)) = (Xq;::5; X r1; 1), cf.6.4.

reg *
Onya in%roduit des ensenbles pour i = 1;::;k et une decompsition X =
X+ i+ Xy, Pouri = 1;::5k, posonsY; = 1(X;). Posonsy = (Yq; 5 Y reiirg) 2 Y.
Onay= ~(Y). Construisons~y) commeen 8.2. On a construit dansce paragrapheune
suitei; < i < iy et desensermbles (i) pouri = 1;::ket y; pourj = 1;::;;h.Ona:

@ r(X)=r,<r,<:i<r;

(3) H Hit)  Hi2) 1) WA=

Par de nition, ()= x4\ () pourtout i = 1;:5k. Soitj 2 f1;:5;h  1g.
Pour 2 4y;n pja,ona 2 p(ij+r 1)n y(ijea)donc ()2 4, 1n 4, .
Celaertrame val( ( )(X)) = ri,,, ouencoreval( (Y)) =rj,, . Onaobteru:

(4)pourj =1u5h et 2 pyyn yye,val( (Y)=ri,.

De la mémefacon:

(B) pour 2 yn gy, val( (Y)) = r(X).

Remarquonsquer(X) = r(Y). Alors les proprietes(2) a (5) caracterisen les suites
d'elemerts de Z ;) et de sous-systmesde racinesde 4 quel'on utilise pour construire
commeen 6.4 I'element 7 (Y). Celamontre deja que 1 (Y) et ~ ~Y) sort tous deux
de la forme:

T(Y) = (U o Unsrigs i ry);
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~ ~Y) = (Za; 52 rigs i ry):
Introduisonsla decomposition :

mod — jsmod
tmod = ¢

mod mod mod mod .
; H:1 o cent (tH; H:1 der\ tH; H:2 cent) (tH; H:h 1 der\ tH; H:h cent)'

Conformemert a cette decomposition, ecrivons::
Y=Y+ 5+ Y,

et, pouri = 1;::;k;
YXi) = Yir+ i+ Yip:

Par de nition desensenbles 4j,ona (X;) 2 tﬂ‘f’dH;j . cent pOUr toUL ] = 25 het
tout i < ij. Donc Yy = Opouri <ijetm j.PuisqueY = _ .. *(X;), onen
deduit :

®6)Y; = ... Y pourtout j = 1;:5h;

on en deduit egalemen :

(7) Yy = 1(X1);

(8) pourj = 2;::;h, Y, ; estla projection de  (X,) surt’,ﬁ?dH;j . der-

Soitj 2 f2;:::;hg. Par de nition, laj-iemecomposarte U; de 7 (Y) estla projection
dey, 2 t’,l??rdij dansty (ri ). Pouri > ij, ona 2t tﬁf’r‘fj+. Sa projection dans
tu (ri;) estnulle. Gracea (6), U; estdoncegalala projection de'Y;,; dansty (r;, ). Grace
a (8), c'estlimage de 1(Xij) par le chemin nord-estdu diagramme:

d d d
tm?ri,- oot Hi 1 der \ tm?”j
# #
tH(r|J) I tH; Hij 1 der(rlj)

Ce diagrammeest commutatif. Par le parcourssud-ouest, *(X;;) s'ervoie successie-
mert sur'Y;, puissurla composarte Z; de~ ~Y). D'oul'egalite Uy = Z;. On a suppose
] 2 mais, de facon analogueet en utilisant (7), on montre que U; = Z,. Cela prouve
que {(Y) =~ ~Y) etlelemme.

Lemme 8.3.2 : L'application estsurjective.

Preuwve. Soity 2 Y. Posonsz = v (y). L'application est surjective (lemme 6.6.1).
Choisissonsze 2 Z¢ tel que (zr) = z. Choisissonsdesrelevemerns y de 'y dans Y,
z de z dans Z et X de z- dans t[‘;%d de sorte que z = (¥ et (X) = 2z Posons
Y = }X) 2 thod, Cet elemen appartient evidemmen atﬁ?g reg €L SONiMage par ~
esty. Pour demortrer le lemme,il sut de prouver quelimage deY danst}% reg=WH
est xe par . Soit 2 . Parcequeyreleve un elemen de, il existew 2 Wy tel que

(y) = w(y). Ce w estdailleurs unique. Parce que ~ est equivariant pour lesactions de
Wy o , (Y)etw(Y)ont mtmeimagepar ~ De la commnutativit e du diagramme (1)
resulteque ( (Y)) et (w(Y)) ont meémeimagepar ~. ParcequeX releve un elemen de
Zr, cesdeux termesappartiennen a l'orbite de X pour I'action de W. Or la restriction
de ~ a une telle orbite est injective (parce que les elemens de Z" sort reguliers).Donc

les deux termesci-dessussort egaux.D'ou (Y) = w(Y), cequi achew la preuve.
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8.4

Soit zyr 2 Zu.g regr, POSONSZE = 7. (Znr). A Zr est asseiee une classede
conjugaisonstable C(zr) gp. Rewenart a un point de vue plus habituel, a z, ¢ est
asseiee une classede conjugaisonstable C(zy.r) h. Soiet Y 2 C(zy¢) etd 2 D.
Langlandset Shelstadont de ni le facteur de transfert . (Y;:), qui estune fonction
sur gq, a support dansC(zr) \ gg.

Remarqueq1) Langlandset Shelstadont de ni cefacteur detransfert surlesgroupes.
Il sedescendaux algebresde Lie. Il y estd'ailleurs beaucoupplus simple.

(2) Nous supprimonsde la de nition le facteur |, que nousavons incorpore a la
de nition desintegralesorbitales.

(3) Le facteur detransfert n'est de ni qu'a une constarte pres.Toutefois,il estcanon-
iguemern de ni dansle casd'un groupe quasi-ceploye, moyennart le choix d'epinglages.
Cette de nition canoniques'etenda notre casou on disposed'un elemen deH (Gal(F $¢P=F); G )
de nissart le torseurinterieur g.

On note simplemen ( z4.¢;:) la fonction sur C(z¢) dont, pour tout d 2 D, la
restriction a C(zg) \ gq estegalea .1 (Y;:). Ce facteur de transfert secalculede la
facon suivante. Posonsy = (z4), z= (zr) = v(y). On a ass@ie a y un elemer
sy 2 Hom(D,;C ). Soit X 2 C(z¢). On a asseie a X un element (X) 2 D,. On a
I'egalite :

D) (zae:X) =50 (X))

C'est etudie pour.

9 Transfert endoscopique

9.1

On xe pour ce chapitre une donnee endoscopiqugDy; ;s) de D. Pour F 2 CL,,
Zu.r 2 Zyg regr €tf 2 CL (gp), onde nit lntegraleorbitale endoscopique

X
JGD;H(ZH;F;f): ( ZH;F;X)JGD(X;f);
X

ou X parcourt un ensenble de represetants de cl( z.r(zuy.r)) dansgp.

Prop osition 9.1 : Soity 2 Y. Il existeune forme lineaireJP P+ (y;:) sur S veri ant la
condition suivante. Soiet F 2 CLg, Znr 2 Zn.g regr €' 2 S. Supposons (zy.e) = Y.
Alors on a I'egalite :

I (zugsrear (1)) = 3PP (y;");

Preuve. Posonsz = y(y) et:

| X
JPPH (y;n) = sy( HIP(z ;)

2D,

Il resultedu theoreme7.2, de la relation 8.4(1) et desde nitions que cette forme lineaire
veri e lesconditions de |'enone.
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9.2

Le triplet (Dy;id; s) estune donneeendoscopiquede Dy . On peut lui appliquer les
de nitions et resultats precederts. En particulier, pour F 2 CL,, on de nit :
G
hD = hd

H
d2Dy

et, pour zy ¢ 2 Zy ¢, la formelineaire JHou (.2 ;1) sur C! (hp,,).

Remarque.La notation manquede precisioncar elle ignorel'elemert s dont depend
pourtant cette forme lineaire. En fait, remplacers par 1 reviert ici a multiplier cette
forme lineaire par un scalairesur chaquefacteur C (hy).

Soient f 2 C! (gp) et fy 2 C?! (hp,). On dit que fy estun transfert de f si et
seulemen si, pour tout z4.r 2 Zy.c regr, ON al'egalite :

JMon(zy e fh) = 3 (e )

Corollaire 9.2: Soiert' 2 S,' y 2 Sy, F et F°deuxelemerts de CL 4. Supposonsque
reag.r (" n) soitun transfert derea-(' ). Alors reay.ro(' ) estun transfert deregeo(' ).

Preuve. Poury 2 Y, on disposede la formelineaireJ PP+ (y;:) sur S dela proposition
9.1. Appliquons cette proposition en remplacart D par Dy . Dans ce cas,l'ensenble Y
estegala Zy et l'application estegalea . Pour zqy 2 Zy, on disposedonc de la
forme lineaire JP+ P+ (z ;1) sur Sy . Montrons que :

(1) reay.e (" 1) estun transfert derea- (" ) si et seulemeh si pour tout y 2 Y, ona
I'egalite JPPH (y;' ) = IPHPr ((y);' ).

Soit Z4.g 2 Zn.g regr, POSONsy = (zy.r). On alesegalites:

3% Mz irea (1)) = 3PP (v );

Mo (zgeireane () = IPHPH (Cu(Zue); w) = IPHPR((y)s w);

cette derniereegaliteresultart dulemme8.3.1.Lesdeux premiersmenbresde cesegalites
sort egauxpour tout zy.r Si et seulemen si lesdeux derniersmenbres sort egauxpour
tout y appartenart a limage de . Mais estsurjective (lemme 8.3.2). D'ou (1).

La relation (1) traduit la condition "reay.r (' 4) estun transfert de rea-(' )" en
termesindependarts de F, ce qui ertra™e |'enone.

9.3

Consiceronsle casou D et Dy sort nonrami es,c'est-a-dire quel agit trivialement
surD et Dy. Le groupe D = (X =X .&) .tors COrtient I'elemen dy = 0. Le point vo = 0
appartient a V%, Il est hyperspecial. Notons , 2 % |a facette qui le cortient et
' 02 S( o) la fonction constarte egalea jGgyvoj g™ (Cdovo) sur gy, ,. Pour F 2 CLg,
posonsfy = reg (' o). C'est la fonction caracteristique du resauhypersgecial gg,:v,:0,
multipli eepar une constarie dont la presenceestjusti eepar la de nition denosmesures
de Haar. On la consicere commeun elemen de C! (go) dont lescomposartes sort nulles
sur gq pour d 8 do. On de nit de facon similaire ' .0 2 S(hg,,.o; ,.,,) €t, pour F 2 CLg,
fro2 C¢ (hpy,).
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Pour F 2 CLg, le "lemme fondamenal pour lesalgebresde Lie" estl'assertion: fy.o
estun transfert de f,". Notons que lescomposaries gq pour d 6 dy et hy pour d 6 dy.o
ne jouent plus de roleici.

Corollaire 9.3 : SupposonsD et Dy nonrami es,soiert F; F°2 CL,. Alors le lemme
fondamernal pour les algebresde Lie est veri e sur le corpsde baseF si et seulemenh
s'il I'est sur le corpsde baseF°.

Preuve. On applique le corollaire precden au couple’ ¢; ' H.o-
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