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In tro duction
Soient F un corpslocal non archim�edien,G un groupealg�ebriqued�e�ni sur F r�eductif

et connexe,(H ; �̂ ; s) un triplet endoscopiquedeG, cf. [K1] paragraphe7.4.On supposela
caract�eristiquer�esiduellep deF granderelativement au rang deG. Notonsg l'alg�ebrede
Lie deG, g = g(F ) et C1

c (g) l'espacedesfonctionsdeg dansC, localement constanteset
�a support compact.On utilise desnotationssimilairespour tout autre grouped�e�ni surF .
Si f 2 C1

c (g) et X estun �el�ement semi-simpler�egulierdeg, on d�e�nit l'in t�egraleorbitale
J G(X ; f ). Si Y est une classede conjugaisonstable dans h, assezr�eguli�ere, on d�e�nit
l'in t�egraleorbitale endoscopiqueJ G;H (Y; f ), qui estunecombinaisonlin�eaired'int�egrales
J G(X ; f ). Si f H 2 C1

c (h), on d�e�nit de mêmel'in t�egraleorbitale stableJ H ;st (Y; f H ). On
dit que f H est un transfert de f si J G;H (Y; f ) = J H ;st (Y; f H ) pour tout Y . Supposons
de plus G et H non rami� �es,c'est-�a-dire quasi-d�eploy�eset d�eploy�essur l'extension non
rami� �eemaximale F nr de F . Il existedansg desr�eseaux"hypersp�eciaux". Notons f 0 2
C1

c (g) la fonction caract�eristique de l'un d'eux. D�e�nissons de mêmef H ;0 2 C1
c (h). Le

"lemme fondamental pour les alg�ebresde Lie" a�rme que f H ;0 est un transfert de cf 0,
pour une constante c > 0 d�ependant des mesureschoisies.Des progr�es ont �et�e faits
r�ecemment �a propos de ce lemme fondamental, par Goresky, Mac-Phersonet Kott witz
d'une part, par Laumond'autre part. Lesm�ethodesg�eom�etriquesutilis�eespar cesauteurs
supposent (du moins,�a l'instant pr�esent) queF estde caract�eristiquepositive. Celapose
la question(vague)suivante : en admettant le lemmefondamental (pour lesalg�ebresde
Lie) prouv�e sur un corpsde basede caract�eristiquepositive, peut-on en d�eduire le même
lemmesur un corpsde basede caract�eristiquenulle? Le but de cet article est de pr�eciser
cette questionet d'y r�epondre positivement. Signalonsque d'autres auteurs ont abord�e
cesdernierstemps desquestionsde mêmenature, tels Denef,Loeseret Hales.

La questions'ins�eredansun cadreplus g�en�eral. Commen�conspar le pr�esenter. L'hy-
poth�eseseraqueG et H sont mod�er�ement rami� �es,c'est-�a-direquasi-d�eploy�eset d�eploy�es
sur l'extension mod�er�ement rami� �eemaximaleF mod de F . On poseGmod = G(F mod). A
tout �el�ement d 2 H 1(Gal(F mod=F); Gmod), on associe une forme int�erieureG d de G sur
F . Remarquonsque ce groupe H 1(Gal(F mod=F); Gmod) n'est pas celui qui classi�e les
formes int�erieuresde G : ce dernier est H 1(Gal(F mod=F); Gmod

ad ), o�u Gad est le groupe
adjoint. En g�en�eral, la famille (G d)d2 H 1 (Gal (F mod =F );Gmod ) ne contient pastoutes lesformes
int�erieuresde G, et inversement peut contenir plusieurs fois la même.On consid�ere la
vari�et�e non connexe:

gD = t d2 H 1 (Gal (F mod =F );Gmod )gd:

Il n'est pas di�cile de d�e�nir la notion d'int�egraleorbitale ou d'int�egrale orbitale en-
doscopiqued'un �el�ement de C1

c (gD ) (on utilisera les notations J GD et J GD ;H ). Ni de
d�e�nir la notion de transfert entre �el�ements de C1

c (gD ) et �el�ements de l'epaceanalogue
C1

c (hD H ). Soit d 2 H 1(Gal(F mod=F); Gmod). Fixons un appartement V d dansl'immeuble
de Gd sur F . Pour (v; r ) 2 V d � R, Moy et Prasadont d�e�ni deux r�eseaux:

gd;v;r + � gd;v;r � gd:

Le quotient gd;v;r =gd;v;r + estun espacevectoriel dedimension�nie sur le corpsr�esiduelFq

de F . Toute fonction sur ce quotient s'identi�e �a une fonction sur gd : on la remonte en
une fonction sur gd;v;r et on l' �etendpar 0 hors de cer�eseau.On peut ensuitel'identi�er �a

1



une fonction sur gD , nulle sur gd0 pour d0 6= d. Nousallons�etudier les int�egralesorbitales
de telles fonctions.Nousmontrerons que leur calcul ne fait intervenir le corpsF quevia
soncorpsr�esiduelFq.

Pour cela,on doit transcrire toutes nosdonn�eesentermesind�ependants deF . On �xe
d�esormaisle corps�ni Fq decaract�eristiquep et on note CL q l'ensemble descorpslocaux
de corps r�esiduelFq (en admettant qu'un tel ensemble existe...). On remarqued'abord
que, pour F 2 CLq, le groupe Gal(F mod=F) admet une description ind�ependante de F .
C'est bien connu pour les groupesGal(F mod=Fnr ) et Gal(F nr =F), que l'on identi�e re-
spectivement �a desgroupesI et � ind�ependants deF . Modulo deschoix d'uniformisantes,
Gal(F mod=F) s'identi�e �a un produit semi-direct� = � n I . Au lieu de sedonnerG sur
F , on �xe la donn�eede racinescorrespondante D = (X � ; � ; � ; X � ; �� ; ��) (cf. 1.4; � est
un syst�emederacines,� enestunebase).Elle estmunie d'une action de �. On sait bien,
qu'inversement, cette donn�ee�etant �x �ee,on pourra lui associer pour tout F 2 CL q un
unique groupe G quasi-d�eploy�e sur F . Grâceaux travaux de Kott witz, on peut attacher
�a D un groupe �ni D de sorte que, pour F 2 CL q et G commeci-dessus,il y ait une
bijection canoniqueD ' H 1(Gal(F mod=F); Gmod). Les r�eseauxde Moy-Prasad, ou plus
exactement leurs quotients, admettent eux-aussiune description ind�ependante de F . En
e�et, pour d 2 D, on d�e�nit un espacea�ne V d � X � 
 Z R. Introduisonsl'anneau Z(p)

localis�e de Z en p, c'est-�a-dire l'anneau desrationnels n
e , o�u n 2 Z et e est un entier � 1

et premier �a p. PosonsV d
(p) = V d \ (X � 
 Z Z(p)). Cet ensemble est densedans V d. Pour

(v; r ) 2 V d
(p) � Z(p) , on d�e�nit un espacevectoriel �gd;v;r . Cesobjets v�eri�ent lespropri�et�es

suivantes. Pour tout F 2 CL q, V d s'identi�e canoniquement �a un appartement de l'im-
meublede Gd sur F . Et �gd;v;r s'identi�e canoniquement au quotient gd;v;r =gd;v;r + . Notons
S(�gd;v;r ) l'espacede dimension�nie desfonctions de �gd;v;r dansC. Posons:

S = � d2 D � (v;r )2 V d
( p) � Z( p)

S(�gd;v;r ):

D'apr�esce qui pr�ec�ede,pour tout F 2 CL q, on peut identi�er tout �el�ement de S �a une
fonction sur gD . Autrement dit, on disposed'une application lin�eaire :

r eaF : S ! C1
c (gD ):

En fait, l'espaceS est inutilement groscar beaucoupde r�eseauxgd;v;r sont �egaux.Dans
l'article, on consid�ereun espaceS plus petit, mais peu importe danscette introduction.

Pour traduire la notion d'int�egrale orbitale en termes ind�ependants de F , on doit
d'abord e�ectuer la mêmetraduction pour les classesde conjugaison.C'est impossible,
maison peut tout demêmeintroduire desobjets qui lesremplacent. Posons�t = X � 
 Z

�Fq,
o�u �Fq est la clôture alg�ebriquede Fq. Le groupe � agit sur �t . Pour r 2 Z(p) , on d�e�nit un
�-mo dule �t (r ), qui n'est autre que�t , muni d'une certaineaction tordue de �. On note ~Z
l'ensemble desfamilles ( �Z1; ::: �Zk ; r1; :::; r k) telles que :

(i) k 2 N ;
(ii) r1; :::; r k 2 Z(p) et r1 < r2 < ::: < r k ;
(iii) pour tout i = 1; :::; k, �Z i 2 �t (r i ) et �Z i 6= 0.

Pour i = 1; :::; k, notons � i l'ensemble des � 2 � tels que � ( �Z j ) = 0 pour tout j 2
f 1; :::; ig. Notons X � ;i l'in tersection de X � et du sous-espacevectoriel sur Q engendr�e
par les �� pour � 2 � i . Posons�t i = X � ;i 
 Z

�Fq � �t , que l'on identi�e �a un sous-espace
�t i (r i ) � �t (r i ). On imposeencore:

(iv) pour i = 1; :::; k � 1, �Z i +1 2 �t i (r i ) ;
(v) �t ) �t 1 ) ::: ) �t k = f 0g.
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Le groupe � agit sur ~Z et le groupe de Weyl W de D aussi.On pose:

Z = ( ~Z =W) � ;

l'exposant � ayant la signi�cation usuelle: il s'agit de l'ensemble des�el�ements invariants
par �. Cet ensemble Z va remplacercelui desclassesde conjugaisonstable.Pr�ecis�ement,
soit F 2 CLq, posonstmod = X � 
 Z F mod, notons tmod

r eg le sous-ensemble des �el�ements
r�egulierset Z F = (tmod

r eg =W)� . On peut identi�er Z F �a l'ensemble desclassesde conju-
gaisonstable d'�el�ements semi-simplesr�eguliersdansgD . Il y a alors une application :

� : ZF ! Z :

Elle se d�eduit d'une application ~� : tmod
r eg ! ~Z , que nous allons d�e�nir. Notons val la

valuation usuelledeF quel'on prolonge�a F mod. Pour identi�er Gal(F mod=F) �a �, on a dû
�xer unefamille d'�el�ements ($ 1

e
) deF mod, index�eepar lesentiers e � 1 premiers�a p, telle

que val($ 1
e
) = 1

e pour tout e . Soit X 2 tmod
r eg . Posonsr 1 = inf f val(x � (X )); x � 2 X � g.

Ecrivons r 1 = n
e , avec n 2 Z et e � 1 premier �a p, puis X = ($ 1

e
)nY. Alors Y ser�eduit

naturellement en un �el�ement �X 1 de �t , que l'on identi�e �a un �el�ement de �t (r1) pour que
l'application que l'on construit soit �equivariante pour lesactionsde �. Associonscomme
ci-dessus�a �X 1 un sous-ensemble � 1 de �. De même que l'on a construit �t 1 � �t , on
construit tmod

1 � tmod . Ce sous-espaceadmet un suppl�ementaire naturel, l'annulateur de
� 1. On peut doncprojeter X sur un �el�ement X 1 de tmod

1 . On recommencele processusen
rempla�cant X par X 1 : on poser 2 = inf f val(x � (X 1)); x � 2 X � g, on d�e�nit un �el�ement
�X 2 2 �t 2(r2), puis X 2 2 tmod

2 et ainsi de suite. Le proc�ed�e s'arrête et on a obtenu :

~� (X ) = ( �X 1; :::; �X k ; r1; :::; r k):

Une classede conjugaisonordinaire peut sed�ecrirecommeune classede conjugaison
stableplus unedonn�eecohomologique.On associera �a tout �el�ement z 2 Z un groupe �ni
Dz v�eri�an t la condition suivante. Soient F 2 CL q, zF 2 � � 1(z), notons C(zF ) la classe
de conjugaisonstable dansgD param�etr�eepar zF . Il y a alors une application surjective
� : C(zF ) ! Dz dont les �bres sont les classesde conjugaisonordinaire contenuesdans
C(zF ).

On peut maintenant �enoncerle th�eor�emeprincipal, cf.7.2.

Th �eor�eme : Soient z 2 Z et � 2 D z. Il existe une forme lin�eaire J D (z; � ; :) sur S
v�eri�an t la condition suivante. Soient F 2 CL q, zF 2 ZF , X 2 C(zF ) et ' 2 S.
Supposons� (zF ) = z et � (X ) = � . Alors on a l' �egalit�e :

J GD (X ; r eaF (' )) = J D (z; � ; ' ):

Passonsaux int�egralesorbitales endoscopiques.La notion de triplet endoscopiqueest
remplac�eepar cellededonn�eeendoscopique(DH ; � ; s). Fixons unetelle donn�ee.Le terme
DH est unedonn�eede racinessimilaire �a D. On peut lui associer diversobjets commeon
en a associ�es�a D. On les a�ecte d'un indice H . On disposeen particulier de l'ensemble
ZH . Soit F 2 CLq. De notre donn�ee endoscopiquese d�eduit un triplet endoscopique
(H ; �̂ ; s) de G. On construit l'ensemble Z H ;F param�etrant les classesde conjugaison
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stable d'�el�ements semi-simplesr�eguliersdans hD H . On d�e�nit de fa�con usuelle le sous-
ensemble ZH ;G� r eg;F param�etrant lesclassesG-r�eguli�eres.On disposed'une application :

ZH ;G� r eg;F
� Z ;F! ZF ;

la correspondanceusuelleentre classesdeconjugaisonstable.Il n'y a pasd'application de
ZH dans Z qui traduise l'application pr�ec�edente. On doit introduire un autre ensemble
Y que nousne d�ecrironspasdanscette introduction, et deux applications :

Y
� . & � Y

ZH Z

Pour F 2 CLq, cesapplications secompl�etent en un diagrammecommutatif :

ZH ;G� r eg;F
� Z ;F
! ZF

& �
� H # Y # �

� . & � Y

ZH Z

La proposition suivante r�esulteais�ement du th�eor�eme,cf. 9.1.

Prop osition : Soit y 2 Y. Il existe une forme lin�eaire J D;DH (y; :) sur S v�eri�an t la
condition suivante. Soient F 2 CL q, zH ;F 2 ZH ;G� r eg;F et ' 2 S. Supposons� (zH ;F ) = y.
Alors on a l' �egalit�e :

J GD ;H (zH ;F ; r eaF (' )) = J D;DH (y; ' ):

(le membre de gauche de cette �egalit�e est l'in t�egraleorbitale endoscopiqueassoci�ee�a la
classede conjugaisonstable param�etr�eepar zH ;F ). On en d�eduit (cf. 9.2) :

Corollaire : Soient ' 2 S, ' H 2 SH , F et F 0 deux �el�ements de CL q. Supposonsque
reaH ;F (' H ) soit un transfert de reaF (' ). Alors reaH ;F 0(' H ) est un transfert de reaF 0(' ).

En e�et, dire quereaH ;F (' H ) estun transfert dereaF (' ) signi�e quel'on a des�egalit�es
entre int�egralesorbitales stablesde reaH ;F (' H ) et int�egralesorbitales endoscopiquesde
reaF (' ). Or la proposition (que l'on peut aussiappliquer au casD = DH ) dit que tous
cestermessecalculent par desformules ind�ependantes de F . Le r�esultat s'ensuit.

Dans le caso�u D et DH sont non rami� �es,c'est-�a-dire quele groupe d'inertie I y agit
trivialement, on construit ais�ement des�el�ements ' 0 2 S et ' H ;0 2 SH tels que,pour tout
F 2 CLq, le lemmefondamental relatif �a G et (H ; �̂ ; s) soit l'assertion : r eaH ;F (' H ;0) est
un transfert de reaF (' 0). Le corollaire pr�ec�edent a pour casparticulier le r�esultat que
l'on avait envue, �a savoir quepour deux�el�ements F et F 0 de CLq, le lemmefondamental
sur le corpsde baseF est �equivalent au mêmelemmesur le corpsde baseF 0.

Le th�eor�emea aussiune cons�equencene concernant pas l'endoscopie,qui pr�eciseles
propri�et�esde constancelocale desint�egralesorbitales de fonctions reaF (' ) pour ' 2 S
(cf.7.3).

Corollaire : Soient F 2 CL q et X ; X 0 deux �el�ements semi-simplesr�eguliers de gD .
Notons zF , resp.z0

F , l' �el�ement de Z F param�etrant la classede conjugaisonstable de X ,
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resp.X 0. Supposons� (zF ) = � (z0
F ), notons z cet �el�ement de Z . Supposonsaussique les

�el�ements � (X ) et � (X 0) de Dz sont �egaux.Alors, pour tout ' 2 S, on a l' �egalit�e :

J GD (X ; r eaF (' )) = J GD (X 0; r eaF (' )) :

Indiquons tr �es bri�evement les grandes lignes de la preuve du th�eor�eme. Sous ses
hypoth�eses,on veut montrer que l'in t�egraleorbitale J GD (X ; r eaF (' )) ne d�epend que de
z, � et ' . On peut �xer d 2 D et (v; r ) 2 V d

(p) � Z(p) et supposer' 2 S(�gd;v;r ). On peut
supposerX 2 gd, cequi setraduit par une relation simple reliant � et d. A z est associ�e
un �el�ement r (z) 2 Z(p) . C'est le terme tel que tout rel�evement ~z de z dans ~Z soit de la
forme :

~z = ( �Z1; :::; �Zk ; r (z); r2; :::; r k):

Concr�etement, notons T X le centralisateur de X dans G d et X � (T X ) le groupe des
caract�eresde T X . Alors :

r (z) = inf f val(x � (X )); x � 2 X � (T X )g:

Si r (z) < r , on voit qu'aucun conjugu�e de X n'appartient au support de reaF (' ).
Donc J GD (X ; r eaF (' )) = 0 et on n'a pas besoinde soulignerque 0 est ind�ependant de
la temp�erature.

On peut donc supposerr (z) � r . Cestermesappartiennent �a Z (p) mais en fait �a un
ensemble beaucoupplus petit, de la forme 1

eZ. Il est l�egitime de raisonnerpar r�ecurrence
sur r (z) � r .

Si r (z) > r , on utilise desr�esultatsde DeBacker. On peut remplacer' par ' 0 appar-
tenant �a unesomme�nie d'espacesS(�gd;v0;r 0), o�u r 0 > r , desortequeJ GD (X ; r eaF (' )) =
J GD (X ; r eaF (' 0)). La construction de l'application ' 7! ' 0 ne d�epend pas desdonn�ees
X ; F , etc... Puisqu'on fait ainsi monter le terme r , on fait baisserr (z) � r et on conclut
en appliquant l'hypoth�esede r�ecurrence.

Le cas crucial est r (z) = r . Notons � X � X � (T X ) l'ensemble des racines de T X

dans gd. On peut introduire le " r -centralisateur" de X . C'est le sous-groupe connexe
G0 � Gd engendr�e par T X et les sous-groupes radiciels associ�es aux racines � 2 � X

telles que val(� (X )) > r . Les r�esultats de Kim et Murnaghan permettent de construire
une fonction f 0 sur g0 telle que J Gd (X ; r eaF (' )) = J G0

(X ; f 0). Cette construction se
traduit de fa�con abstraite, c'est-�a-dire ind�ependante de F . Plus pr�ecis�ement, on peut
construire une donn�eeD0 (traduisant G0), des�el�ements z0 2 Z 0 et � 0 2 Dz0 (on a�ecte
�evidemment d'un ' lesobjets relatifs �a D0), une fonction ' 0 2 S0 et, le corpsF et la classe
zF �etant donn�es,une classez0

F 2 Z 0 telle que � 0(z0
F ) = z0, de sorte que,pour X 0 2 C(z0

F )
tel que � 0(X 0) = � 0, on ait l' �egalit�e :

J GD (X ; r eaF (' )) = J G0
D 0(X 0; r ea0

F (' 0)) :

En premi�ere approximation, on est ainsi ramen�e �a une donn�ee D0 dont le rang semi-
simple est plus petit que celui de D et on conclut en raisonnant par r�ecurrencesur ce
rang semi-simple.En fait, les �el�ements centraux jouent ici un rôle perturbateur et on
doit raisonnerd'une fa�con un peu plus subtile que l'on ne d�etaillera pas ici.

Les chapitres 1 et 2 sont consacr�es �a la construction des avatars "abstraits" des
groupes,appartements d'immeubles,r�eseauxdeMoy-Prasadetc...Le chapitre 3 d�emontre
l'analoguedu r�esultat deDeBacker �evoqu�e ci-dessus.Le chapitre 4 construit et �etudie les
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donn�eesD0 traduisant lesr -centralisateurs. Le chapitre 5 d�emontre l'analoguedu r�esultat
de Kim-Murnaghan dont on a besoin.Au chapitre 6, on construit les objets abstraits
traduisant lesclassesde conjugaisonet de conjugaisonstable.Le th�eor�emeest d�emontr �e
au chapitre 7. Le chapitre 8 adapte�a notre cadrela th�eoriede l'endoscopie.Lesr�esultats
concernant le transfert sont d�emontr �esau chapitre 9.

1 Group es et donn �ees de racines

1.1

Nous �xerons dans le paragraphesuivant un nombre premier p. Nous imposerons�a
partir de 1.5qu'il est "grand". Commen�constout de suite par pr�ecisercequel'on entend
par l�a.

Consid�eronsun syst�emede racines� dansun espacevectoriel r�eelV qu'il engendre.
Introduisons l'ensemble de coracines �� dans l'espacedual de V, notons �X le r�eseau
qu'ellesengendrent. Pour un nombre premier p, on d�e�nit lesdeux conditions :

(P0
� ) pour tout sous-ensemble lin�eairement ind�ependant A � �, l'indice du r�eseau

Z[A] dansQ[A] \ H omZ( �X ; Z) est premier �a p;
(P00

� ) pour tout sous-ensemble lin�eairement ind�ependant A � � et toute famille
(c� )� 2 A de nombres rationnels telle que

P
� 2 A c� � 2 �, le rationnel 1 �

P
� 2 A c� est

nul ou de valuation p-adiquenulle.
Puisqu'il n'y a qu'un nombre �ni de possibilit�es pour A et (c� )� 2 A , cesconditions

seront v�eri� �eespour p assezgrand.
On sait d�e�nir le nombre de Coxeter h(�) d'un syst�eme de racines � r�eduit et

irr �eductible. Si � est seulement r�eduit, on note h(�) le plus grand des h(� 0) quand
� 0 parcourt lescomposantes irr �eductiblesde �. On d�e�nit la condition :

(P� ) p > 3(h(�) � 1).
Soit maintenant N 2 N. Il n'y a qu'un nombre �ni de syst�emesde racinesde rang

� N , le rang �etant la dimensionde V avec lesnotations ci-dessus.On dira que (PN ) est
v�eri� �eesi :

(i) p � N + 2;
(ii) pour tout syst�emede racines� de rang � N , (P 0

� ) et (P00
� ) sont v�eri� �ees;

(iii) pour tout syst�emede racines� r�eduit, de rang � N , (P� ) est v�eri� �ee.

1.2

On �xe un nombre premier p et une puissanceq de p. On note P l'ensemble des
entiers e � 1 et premiers�a p. On note Fq le corps�ni �a q �el�ements, on en �xe uneclôture
alg�ebrique �Fq. On pose� = Ẑ, on note � 1 le g�en�erateur topologique canoniquede �
(� 1 = 1). Le groupe � s'identi�e au groupe de Galois Gal( �Fq=Fq), � 1 s'identi�an t au
Frobenius. Pour tout corps k et tout entier n � 1, on note � n (k) le groupe desracines
n-i�emesde l'unit �e dansk. On pose:

I = lim
 

e2 P

� e( �Fq);

lesapplications de transition �etant :

� ee0( �Fq) ! � e( �Fq)
z 7! ze0

:
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On munit I de l'action de � telle que l'action de � 1 soit � 7! � q. On pose� = � n I .
Pour tout e 2 P, on note I (e) l'unique sous-groupe de I d'indice e.

On note Z(p) le localis�e en p de l'anneau Z. On d�e�nit une forme bilin�eaire :

I � Z(p) ! �F�
q

(� ; r ) 7! r (� )

de la fa�con suivante. Pour (� ; r ) 2 I � Z(p) , �ecrivons r = n
e , avec n 2 Z, e 2 P, notons

� e l'image de � dans � e( �Fq). Alors r (� ) = (� e)� n . On poseGm;r ed = Z(p) � �F�
q , que l'on

munit de l'action de � ainsi d�e�nie : pour (r; z) 2 Z(p) � �F�
q , � 2 �, � 2 I , on pose

� (r; z) = (r; � (z)), � (r; z) = (r; zr (� ) � 1).

1.3

Soit F un corps local non archim�edien dont le corps r�esiduela q �el�ements. Fixons
une clôture s�eparableF sep de F , notons F nr , resp. F mod, la plus grandesous-extension
de F sep non rami� �ee,resp.mod�er�ement rami� �ee,sur F . Notons f nr le corpsr�esiduelde
F nr , �xons un isomorphismei : f nr ! �Fq. Pour tout entier e 2 P, la compos�eede i et de
la r�eduction identi�e � e(F nr ) �a � e( �Fq). et on identi�e ainsi cesdeux groupes.On �xe une
uniformisante $ 1 de F puis, pour tout e 2 P, on �xe $ 1

e
2 F mod de sorte que l' �egalit�e

($ 1
ee0

)e0
= $ 1

e
soit v�eri� �ee.On a l' �egalit�e :

F mod =
[

e2 P

F nr ($ 1
e
):

On identi�e � au groupe de Galois de F mod=F de la fa�con suivante :
- le groupe � agit de fa�con usuellesur F nr et �xe $ 1

e
pour tout e 2 P ;

- soit � 2 I ; alors � �xe tout �el�ement de F nr et, pour e 2 P, � ($ 1
e
) = � e$ 1

e
, o�u � e

est l'image de � dans � e( �Fq).
On note val la valuation deF , telle queval($ 1) = 1. On la prolongeenunevaluation

de F mod �a valeursdansZ(p) [ f1g . On d�e�nit un homomorphisme:

red : F mod;� ! Gm;r ed

de la fa�con suivante :
- pour tout e 2 P, red($ 1

e
) = ( 1

e; 1) ;
-pour tout x 2 F mod;� tel que val(x) = 0, notons �x son image dans f nr ; alors

red(x) = (0; i ( �x)).
L'homomorphismered est �equivariant pour les actions de �. On d�e�nit une section

de cet homomorphismeau-dessusde Z(p) : �a l' �el�ement n
e 2 Z(p) , avecn 2 Z et e 2 P, on

associe ($ 1
e
)n .

On a adjoint �a F des donn�eesF sep; i; ($ 1
e
)e2 P , obtenant ainsi un quadruplet F =

(F; F sep; i; ($ 1
e
)e2 P ). On �xe un ensemble CL q form�e de tels quadruplets de sorte que,

pour tout tel quadruplet F , il existe un unique F 0 2 CLq tel que F soit isomorphe�a
F 0 en un sens�evident. Pour all�eger les notations, on consid�erera tout �el�ement de CL q

commeun corpslocal, quel'on notera simplement F , maison serappelleraqu'il estmuni
de donn�eessuppl�ementaires occultes.
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1.4

On consid�ereradesdonn�eesde racinesmuniesd'une action de �. Un tel objet est un
sextuplet :

D = (X � ; � ; � ; X � ; �� ; ��)

qui estunedonn�eederacinesau sensusuel.C'est-�a-dire queX � et X � sont desZ-modules
libres de rang �ni, endualit�e, � estun syst�emederacinesr�eduit dansX � , � estunebase
de racinessimples, �� , resp. �� , est l'ensemble de coracinesdansX � associ�e �a �, resp. �.
On supposede plus que � agit sur X � et X � par desactions dualesl'une de l'autre, qui
conservent � ; � ; �� ; �� .

La base� d�etermine un sous-ensemble de racinespositives dans �. On note W le
groupe de Weyl du syst�eme de racines �. On appelle rang de D le rang commun des
Z-modulesX � et X � .

Notons X � ;sc � X � le r�eseauengendr�e par �� et X �
sc � X � 
 Z Q celui engendr�e

par les poids fondamentaux. Posonsaussi X � ;der = X � \ (X � ;sc 
 Z Q), X �
der = X �

sc \
H omZ(X � ;der ; Z). De D se d�eduisent les deux autres donn�eesde racinesmunies d'une
action de � :

Dsc = (X �
sc; � ; � ; X � ;sc; �� ; ��) ; Dder = (X �

der ; � ; � ; X � ;der ; �� ; ��) :

On �xe pour presquetout l'article unedonn�eede racinesD munie d'une action de �.
On suppose:

p v�eri�e la condition (Pr ang(D)).

1.5

Soit k un corpscommutatif decaract�eristique0 ou p. Fixons-enuneclôture s�eparable
ksep et supposonsdonn�e un homomorphismedu groupe de Galois Gal(ksep=k) dans �.
Ce groupe de Galois agit donc sur D. Il existeun groupe r�eductif connexeG, muni d'un
sous-groupe de Borel B et d'un sous-toremaximal T de B , tous trois d�e�nis sur k et
v�eri�an t la condition suivante. Notons X � (T ), resp. X � (T ), le groupe des caract�eres,
resp. sous-groupes �a un param�etre, de T et g l'alg�ebre de Lie de G. Alors il existe un
coupled'isomorphismesen dualit�e X � ! X � (T ), X � ! X � (T ), notons-lestous lesdeux
j , qui identi�en t � �a l'ensemble des racinesde T dans g, �� �a l'ensemble de coracines
associ�e, � au sous-ensemble de racinessimplesd�etermin�e par B , et qui sont �equivariants
pour les actions de Gal(ksep=k). Le quadruplet (G; B ; T ; j ) est unique �a isomorphisme
pr�es.

Pour simpli�er, on note encoreG le groupe des points d�e�nis sur ksep, c'est-�a-dire
"G = G(ksep)". On poseG = G(k). On utilise desnotations analoguespour les autres
groupeset alg�ebresde Lie. On note par une lettre gothique minuscule l'alg�ebre de Lie
d'un groupe not�e par la lettre latine majusculecorrespondante.

Pour tout � 2 �, notons u� le sous-espaceradiciel de g associ�e �a � . On �xe un
�epinglage(E � )� 2 � de g, d�e�ni sur k. C'est-�a-dire que pour tout � 2 �, E � est un
�el�ement non nul de u� et, pour tout 
 2 Gal(ksep=k), on a l' �egalit�e 
 (E � ) = E 
 (� ) .
Rappelons que le quintuplet (G; B ; T ; j; (E � )� 2 � ) est unique �a unique isomorphisme
pr�es.L'alg�ebrede Lie t s'identi�e �a X � 
 Z ksep, �� s'identi�e donc �a un sous-ensemble de
t . Pour � 2 �, on note E � � l'unique �el�ement de u� � tel que [E � ; E � � ] = �� . Notons N
le normalisateur de T dansG. Le quotient N =T s'identi�e �a W. On d�e�nit une section
ensembliste n : W ! N caract�eris�eepar lespropri�et�es(cf. [Sp] 11.2.9)
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- pour � 2 �, n(s� ) = exp(E � )exp(� E � � )exp(E � ), o�u s� est la sym�etrie associ�ee�a
� (l'hypoth�ese(P� ) nouspermet de d�e�nir l'exponentielle d'un �el�ement nilpotent de g) ;

- pour w1; w2 2 W tels que la longueurde w1w2 soit la sommede cellesde w1 et w2,
n(w1w2) = n(w1)n(w2).

Plus g�en�eralement, pour tous w1; w2 2 W, on a l' �egalit�e :

(1) n(w1)n(w2) = � (w1; w2)n(w1w2);

o�u :
� (w1; w2) =

Y

�> 0;w � 1
1 (� )< 0;w � 1

2 w � 1
1 (� )> 0

�� (� 1);

cf. [LS] lemme2.1.A.
On sait que l'on peut prolonger la famille (E � )� 2� � en une famille (E � )� 2 � v�eri�an t

lesconditions suivantes :
- pour tout � 2 �, E � est un �el�ement non nul de u� ;
- pour tous � 2 �, 
 2 Gal(ksep=k), il existe � 2 f� 1g tel que 
 (E � ) = �E 
 (� ) ;
- pour tous � 2 �, w 2 W, il existe � 2 f� 1g tel que Ad(n(w))( E � ) = �E w(� ) .
Cf [Sp] th�eor�eme11.3.6.La famille est unique aux signespr�es,c'est-�a-dire que l'on

peut remplacerune partie desE � par leurs oppos�es.
On note G sc le rev̂etement simplement connexedu groupe d�eriv�e de G. C'est le

groupe associ�e �a la donn�ee de racines Dsc. On note � : G sc ! G l'homomorphisme
naturel ou, plus g�en�eralement, tout homomorphismequi s'en d�eduit fonctoriellement,
par exemple� : gsc ! g. Ce dernier identi�e gsc �a l'alg�ebred�eriv�eede g.

Suivant le mauvais usage,on note B sc, T sc etc... lesimagesr�eciproquesde B , T etc...
dans G sc. On d�e�nit commepr�ec�edemment une section nsc : W ! N sc. On a l' �egalit�e
n = � � nsc.

1.6

Appliquons la construction du paragraphepr�ec�edent �a k = Fq et �a l'homomorphisme
Gal( �Fq=Fq) = � ,! �. On obtient un groupe sur Fq que l'on note �G. On a�ecte d'une
� tous les objets associ�es : �B , �T etc... On �xe un �epinglagesur Fq, que l'on prolongeen
une famille ( �E � )� 2 � . Jusque-l�a, nous n'avons utilis�e que l'action de � sur D. PuisqueI
agit lui-aussi, on en d�eduit une action de I sur �G. Pr�ecis�ement, soit � 2 I . Cet �el�ement
agit sur X � , donc sur T = X � 
 Z

�F�
q . L'action seprolonge�a �G de sorte que, pour tout

� 2 �, � ( �E � ) = �E � (� ) . Plus g�en�eralement, pour � 2 �, il existe � 2 f� 1g tel que
� ( �E � ) = � �E � (� ) . Parce que I ne commute pas �a �, l'action de I sur �G n'est pas en
g�en�eral d�e�nie sur Fq, mais les deux actions de I et � secombinent en une action de �
sur �G.

PosonsT$ = X � 
 Z Z(p) , Tr ed = X � 
 Z Gm;r ed. Le groupe �N agit dans X � via sa
projection sur W, donc aussidansT$ . On pose:

Nr ed = T$ o �N

et on note � N : Nr ed ! �N la projection de noyau T$ . On a les �egalit�esutiles :

Tr ed = T$
�T ; Nr ed = T$

�N = Tr ed
�N = Tr edn(W):

Des actions de � sur X � et sur Gm;r ed se d�eduit une action sur Tr ed. L'action de �
sur �G serestreint en une action sur �N . Les deux actions co•�ncident sur �T = Tr ed \ �N .
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On en d�eduit une action de � sur N r ed. Remarquonsque T$ n'est pas stable par cette
action et que � N n'est pas�equivariant.

PosonsV = X � 
 Z R, V(p) = X � 
 Z Z(p) � V . Remarquonsque l'on a d�ej�a introduit
ce dernier ensemble sousle nom de T$ . De fait cet ensemble intervient de deux fa�cons
di� �erentes. L' �egalit�e T$ = V(p) permet toutefois de poser la d�e�nition ci-dessousd'une
action de Nr ed dansV. On la note (n; v) 7! nR(v) et elle est caract�eris�eeainsi :

- pour t 2 T$ et v 2 V, tR(v) = v � t ;
- le groupe �N agit via l'action de sonquotient W sur X � .
De l'action de � sur X � sed�eduit uneaction sur V qui conserve V(p) . L'action de Nr ed

dansV est compatible aux actions de �.
On peut e�ectuer lesmêmesconstructionspour le groupe �G sc et d�e�nir Nr ed;sc et Vsc.

On a une d�ecomposition :
V = Vcent � Vsc;

o�u Vcent = f v 2 V; 8� 2 �; � (v) = 0g. On identi�e tout automorphismea�ne de Vsc

�a l'automorphisme de V sommede cet automorphismede Vsc et de l'identit �e de Vcent .
Ainsi, pour n 2 Nr ed;sc, l'automorphisme a�ne nR de Vsc s'identi�e �a l'automorphisme
a�ne �(n)R de V.

Soit e 2 P. On a d�e�ni en1.2le groupeI (e). On note � e l'ensemble desorbitesdeI (e)
dans� et V I (e) , N I (e)

r ed etc... lessous-ensemblesde points �xes par I (e) dansV, N r ed etc...
L'action de N I (e)

r ed conserve V I (e) . On note ~W e le groupe d'automorphismea�nes de V I (e)

imagede cette action. On d�e�nit ~W e
sc de fa�con similaire. Commeci-dessus,un �el�ement

de cegroupe est a priori un automorphismede V I (e)
sc , mais s'�etenden un automorphisme

de V I (e) . Pour toute fonction a�ne sur V I (e) de la forme � + r o�u � 2 � e et r 2 R,
posons:

H � + r = f v 2 V I (e) ; � (v) + r = 0g:

On note � e
af f le sous-ensemble de cesfonctions � + r telles qu'il existe un �el�ement de

~W e
sc dont l'ensemble despoints �xes soit H � + r . LeshyperplansH � + r , pour � + r 2 � e

af f ,
d�e�nissent une d�ecomposition de V I (e) en facettes.On note Ce la chambre qui contient
� �� pour � > 0 assezpetit, o�u �� est la demi-sommedescoracines> 0. Cette chambre est
conserv�eepar �. L'action de ~W e sur V I (e) conserve � e

af f et la d�ecomposition en facettes.
On note ~N e le sous-groupe de ~W e qui conserve Ce et N e

r ed son image r�eciproque dans
N I (e)

r ed .
Dans le case = 1, on remplaceles exposants e par nr : ~W nr , Cnr etc...

1.7

Soit F 2 CLq. Appliquons la construction de 1.5 �a k = F et �a l'homomorphisme
Gal(F sep=F) ! Gal(F mod=F) ! � d�e�ni en 1.3. On construit un groupe G d�e�ni sur
F , muni de sous-groupesB et T . On �xe un �epinglaged�e�ni sur F , que l'on prolonge
en une famille (E � )� 2 � .

Pour le groupe G, ainsi que pour les autres groupes d�e�nis sur F , on utilise les
notations suivantes. On a d�ej�a dit que l'on identi�ait G �a G(F sep). On poseGmod =
G(F mod), Gnr = G(F nr ), G = G(F ).

Pour toute extensionK , avec F � K � F mod, posons:

T (K )1 = f t 2 T (K ); 8x � 2 X � ; val(x � (t) � 1) > 0g:
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Lemme 1.7 : Soit � 0 un sous-groupe ferm�e de � . Pour tout entier i > 0, on a l' �egalit�e
H i (� 0; Tmod

1 ) = f 0g.

Celemmeest facile.On va le d�emontrer end�etail car on utilisera beaucoupdelemmes
similairessansen donner de d�emonstration.

Preuve. Soit i > 0. Le groupe H i (� 0; Tmod
1 ) est d�e�ni comme limite inductive des

H i (� 0=� 00; Tmod;� 00

1 ), o�u � 00parcourt lessous-groupesdistingu�esouverts de � 0. L'ensemble
des intersections� 0 \ � 0, o�u � 0 est un sous-groupe distingu�e ouvert de �, est un sous-
ensemble co�nal de l'ensemble des� 00pr�ec�edents. On peut �xer un tel sous-groupe � 0, as-
sezpetit pour agir trivialement sur D. On doit montrer queH i (� 0=(� 0 \ � 0); Tmod;� 0 \ � 0

1 ) =
f 0g. NotonsF0, resp.F 0

0, le sous-corpsdespoints �xes de � 0, resp.� 0 \ � 0, dansF mod. Le
groupe Tmod;� 0 \ � 0

1 est limite inductive desT (K )1 quand K parcourt lesextensions�nies
de F , stablespar � 0 et telles que F0 � K � F 0

0. On peut �xer une telle extensionK et
remplacerTmod;� 0 \ � 0

1 par T (K )1. Notons L le sous-corpsdespoints �xes de � 0 dans K .
Alors K est une extensiongaloisienne�nie de L et � 0=(� 0 \ � 0) s'identi�e au groupe de
Galoisdecette extension.Celanousram�ene�a prouver queH i (Gal(K =L); T (K )1) = f 0g.
Notonse l'indice derami�cation deK =F. Le groupeT (K )1 est�ltr �epar lessous-groupes:

T (K )n = f t 2 T (K ); 8x � 2 X � ; val(x � (t) � 1) �
n
e

g

pour n entier � 1. Il estcompletpour cette �ltration. Il su�t de �xer n et deprouver que
H i (Gal(K =L); An ) = f 0g, o�u An = T (K )n=T (K )n+1 . Notons J le sous-groupe d'inertie
de Gal(K =L), � = Gal(K =L)=J et k le corps r�esiduelde K . D'apr�es [Se] proposition
5 p.126, il su�t de prouver que H i (J; An ) = H i (� ; AJ

n ) = f 0g. Or An est un espace
vectoriel sur k, donc d'ordre une puissancede p. L'ordre de J est premier �a p, donc
H i (J; An ) = f 0g. Le groupe AJ

n est encoreun espacevectoriel sur k. L'action de � est
telle que pour a 2 AJ

n , z 2 k et � 2 �, on ait � (za) = � (z)� (a). Un tel espaceest
n�ecessairement de la forme (AJ

n )� 
 ` k, o�u ` = k� . La nullit �e de H i (� ; AJ ) r�esultealors
de cellede H i (� ; k), qui est bien connue. �

De l'homomorphismered: F mod;� ! Gm;r ed sed�eduit un homomorphisme:

Tmod = X � 
 Z F mod;� ! Tr ed = X � 
 Z Gm;r ed:

La formule (1) de 1.5 permet de le prolonger en un homomorphismeN mod ! Nr ed

qui, pour tout w 2 W, envoie n(w) sur �n(w). On note encorered ces di� �erents ho-
momorphismes.Ils sont �equivariants pour les actions de �. Leur noyau commun est
Tmod

1 . Le lemme entra�̂ne que, pour tout sous-groupe ferm�e � 0 de �, l'homomorphisme
N mod;� 0

! N � 0

r ed est surjectif.
Remarquonsque de la sectionde red au-dessusde Z (p) d�e�nie en 1.3 sed�eduit une

sectionT$ ! Tmod.
Soit e 2 P. On note F e le sous-corpsdes points �xes par I (e) dans F mod. On sait

construire l'immeuble de G vu commegroupe d�e�ni sur F e. On le note I mm(G; F e).
Le groupe G(F e) agit sur cet immeuble. Notons Oe l'anneau des entiers de F e. Pour
tout v 2 I mm(G; F e), il existe un unique sch�ema en groupesG e

v sur Oe, lisse,de �bre
g�en�erique G, tel que G e

v(Oe) soit le sous-groupe des �el�ements de G(F e) qui �xen t v.
Pour simpli�er les notations, on identi�e G e

v �a son groupe de points G e
v(Oe). Notons

T e le plus grand sous-torede T d�eploy�e sur F e. On a X � (T e) = X I (e)
� . C'est un sous-

tore d�eploy�e maximal de G vu comme groupe sur F e. Son centralisateur dans G est
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T , son normalisateur est N . Il lui est associ�e un appartement dans I mm(G; F e), sur
lequel N (F e) agit. En comparant les d�e�nitions, on voit que l'on peut identi�er cet
appartement �a V I (e) de sorte que l'action de n 2 N (F e) soit r ed(n)R. On peut alors
d�ecrire I mm(G; F e) commele quotient de G(F e) � V I (e) par la relation d'�equivalence
suivante : (g; v) est �equivalent �a (g0; v0) si et seulement s'il existe n 2 N (F e) et k 2 Ge

v

tels quev0 = red(n)R(v) et g0 = gkn� 1. Au tore T e sont associ�esun ensemble de racines
a�nes et un groupe de Weyl a�ne �etendu.Ils ne sont autresque� e

af f et ~W e. Dansle cas
o�u G est semi-simpleet simplement connexe,on sait quele groupe de Weyl a�ne �etendu
n'est autre que le groupe associ�e au syst�eme de racines a�nes et qu'il agit de fa�con
simplement transitive sur l'ensemble deschambres.Autrement dit, ~W e

sc est le groupe de
Weyl associ�e �a � e

af f et ~W e est le produit semi-direct ~W e
sc o ~N e.

Soient e;e0 2 P, e divisant e0. Alors I mm(G; F e0
) est muni d'une action de I (e), en

fait de I (e)=I (e0), qui sed�eduit de l'action de ce groupe sur G(F e0
) � V I (e0) . Parce que

F e0
=Fe est mod�er�ement rami� �ee, l'ensemble I mm(G; F e) s'identi�e �a celui des points

�xes I mm(G; F e0
)I (e) . De même,pour v 2 I mm(G; F e), Ge

v n'est autre que Ge0;I (e)
v .

1.8

Conservons la situation pr�ec�edente et rappelonsquelquesr�esultats connus, dus pour
la plupart �a Kott witz.

Soit e 2 P. Appliquant la construction ci-dessusau cas G = T , on dispose,pour
tout v 2 V I (e) , d'un sch�ema en groupesT e

v sur Oe. Il est en fait ind�ependant de v. On
note T e

c sa composante neutre. Supposonsque I (e) agissetrivialement sur D. Alors G
est d�eploy�e sur F e. On a l' �egalit�e :

T e
c = X � 
 Z Oe;� � X � 
 Z F e;� = T (F e):

De la valuation val : F e;� ! 1
eZ sed�eduit un homomorphismewe

T : T (F e) ! 1
eX � . La

suite suivante est exacte:

1 ! T e
c ! T (F e)

we
T!

1
e

X � ! 0:

Consid�erons le cas e = 1, auquel cas on remplace les exposants e par nr . Pour e
commeci-dessus,la norme T (F e) ! Tnr est surjective. L'image de T e

c est T nr
c . Notons

X � ;I le groupe des coinvariants de X � pour l'action de I . La suite exacte ci-dessusse
compl�ete en un diagramme �a carr�es commutatifs et dont les deux suites horizontales
sont exactes:

1 ! T e
c ! T (F e)

we
T! 1

eX � ! 0
# # #

1 ! T nr
c ! Tnr wT! X � ;I ! 0

Les deux premi�eresapplications verticalessont les normes.La derni�ere est la compos�ee
de la multiplication par e et de la surjection naturelle X � ! X � ;I .

On a �evidemment T (F e)1 � T e
c, Tnr

1 � T nr
c et la normeserestreint en une surjection

T (F e)1 ! Tnr
1 . Par l'homomorphismered, les r�esultats setransposent de la fa�con suiv-

ante. Notons �T c la composante neutre de �T I . Le diagrammeci-dessousjouit desmêmes
propri�et�esque le pr�ec�edent :

1 ! �T ! T I (e)
r ed

we
T! 1

eX � ! 0
# # #

1 ! �T c ! T I
r ed

wT! X � ;I ! 0

12



Tout �el�ement de N I
r ed s'�ecrit de fa�con unique t �n(w), avec t 2 T I

r ed, w 2 W I . En
envoyant un tel �el�ement sur (wT (t); w), on d�e�nit un homomorphismeN I

r ed ! X � ;I o W I

et de la suite exacteci-dessussed�eduit la suivante :

(1) 1 ! �T c ! N I
r ed ! X � ;I o W I ! 1:

Consid�erons la surjection X � ;I ! (X � =X � ;sc)I . Elle est �equivariante pour les actions
naturelles de W I . Mais W agit trivialement sur X � =X � ;sc : pour tous w 2 W, x � 2 X � ,
on a w(x � ) � x � 2 X � ;sc. La surjection se prolonge en un homomorphismesurjectif
X � ;I o W I ! (X � =X � ;sc)I , dont on d�eduit un homomorphismesurjectif :

(2) N I
r ed ! (X � =X � ;sc)I :

On a d�e�ni le sous-groupe N nr
r ed � N I

r ed. Il contient �T I donc aussi �T c.

Lemme 1.8.1 : La suite :

1 ! �T c ! N nr
r ed ! (X � =X � ;sc)I ! 0

est exacte.

Preuve. La suite exacte(1) secompl�ete en un diagramme:

0
"

(X � =X � ;sc)I

"
1 ! �T c ! N I

r ed ! X � ;I o W I ! 1
" � " � "

1 ! �T c;sc ! N I
r ed;sc ! X � ;sc;I o W I ! 1

Sescarr�essont commutatifs. Lestrois suitessont exactes.Consid�eronsl'homomorphisme
(2). On disposede trois informations :

- il est surjectif ;
- �(N I

r ed;sc) est inclus danssonnoyau (cela r�esultedu diagrammeci-dessus);
- on a l' �egalit�e N I

r ed = N nr
r ed� (N

I
r ed;sc) (cela r�esultede l' �egalit�e ~W nr = ~N nr ~W nr

sc ).
Alors (2) restreint �a N nr

r ed restesurjectif.
Le diagrammemontre que le noyau de (2) est �T c� (N I

r ed;sc). Le noyau de la restriction
de(2) �a N nr

r ed estdonc �T c(�(N I
r ed;sc)\ N nr

r ed). Il r�esultedesd�e�nitions que�(N I
r ed;sc)\ N nr

r ed =
�(N nr

r ed;sc). Pour achever la preuve du lemme,il su�t de d�emontrer :

(3) N nr
r ed;sc = �T c;sc:

Soit n 2 N nr
r ed;sc. L'action nR appartient �a ~W nr

sc et �xe Cnr , c'est donc l'action triviale.
Notons (x; w) l'image de n dans X � ;sc;I o W I , et y l'image de x par l'homomorphisme
naturel :

(4) X � ;sc;I ! X I
� ;sc 
 Z Z(p) � V I

(p) :

On v�eri�e que, pour tout v 2 V I
(p) , on a l' �egalit�e nR(v) = w(v) � y. Puisque nR = 1,

cela entra�̂ne w = 1 et y = 0. Mais l'homomorphisme(4) est injectif : I permute les
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�el�ements de la base �� de X � ;sc, donc X � ;sc est sommede I -modulesinduits et X � ;sc;I est
sanstorsion. Alors x = 0 et l'image de n dansX � ;sc;I o W I est nulle. Donc n 2 �T c;sc, ce
qui d�emontre (3). �

On a l' �egalit�e :
H 1(� ; (X � =X � ;sc)I ) = (X � =X � ;sc)� ;tor s;

o�u l'on note ainsi le sous-groupe de torsion de (X � =X � ;sc)� . A un cocycle � , on associe
l'image de � (� 1) dans (X � =X � ;sc)� . De l'application (2) restreinte �a N nr

r ed se d�eduit une
application :

H 1(� ; N nr
r ed) ! (X � =X � ;sc)� ;tor s:

Lemme 1.8.2 : Cette application est bijective.

Preuve. Soit � 2 (X � =X � ;sc)� ;tor s, que l'on remonte en un cocyclede � �a valeursdans
(X � =X � ;sc)I , puis en une application de � dansN nr

r ed. D�e�nissonsune action tordue de �
sur �T c par (� ; t) 7! Ad(� (� )) � (t). Grâceau lemmepr�ec�edent, le calcul habituel montre
quel'obstruction �a relever � en un �el�ement de H 1(� ; N nr

r ed) vit dansle groupe H 2(� ; �T c),
o�u � agit par cette action tordue. Mais ce groupe de cohomologieest nul car �T c est
de torsion ([Se] proposition 2, p.197). L'application de l' �enonc�e est donc surjective. De
même, son injectivit �e r�esulte de la nullit �e d'un groupe H 1(� ; �T c). Celle-ci r�esulte du
th�eor�emede Lang : �T c est connexe.�

On �xe un ensemble D de cocyclesde � �a valeurs dans N nr
r ed tel que l'application

naturelle D ! H 1(� ; N nr
r ed) soit bijective. On les consid�erera aussicommedescocycles

d�e�nis sur �, triviaux sur I .
Revenons�a la situation sur F . On note N nr l'image r�eciproque de N nr

r ed par l'ho-
momorphismered. Celui-ci d�e�nit une application H 1(� ; N nr ) ! H 1(� ; N nr

r ed), qui est
bijective : celar�esultedela nullit �edegroupesH i (� ; Tnr

1 ) ; cesnullit �esseprouvent comme
en 1.7. Plus pr�ecis�ement, tout cocycle de � dans N nr

r ed serel�eve en un cocycle �a valeurs
dansN nr . Pour tout d 2 D, on �xe un tel rel�evement que l'on note dF .

1.9

Consid�eronsla situation de 1.7. Kott witz a d�e�ni un homomorphismesurjectif :

Gnr wG! (X � =X � ;sc)I

qui poss�edeles propri�et�essuivantes :
- wG co•�ncide sur Tnr avecla compos�eede wT et de l'homomorphismenaturel X � ;I !

(X � =X � ;sc)I ;
- �(Gnr

sc ) est inclus dans le noyau de wG.
Cf. [K3] paragraphe7. Il en r�esulte que la restriction de wG �a N nr est la compos�ee

de red et de l'homomorphisme1.8(2). D'autre part, on a les �egalit�es:

H 1(Gal(F sep=F); G) = H 1(� ; Gmod) = H 1(� ; Gnr );

et wG d�e�nit un isomorphisme:

H 1(� ; Gnr ) �! H 1(� ; (X � =X � ;sc)I ) = (X � =X � ;sc)� ;tor s:
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Grâceau lemme1.8.2,de l'inclusion N nr � Gnr sed�eduit une bijection :

H 1(� ; N nr ) �! H 1(� ; Gnr ):

Alors D s'identi�e �a un ensemble de cocyclesrepr�esentant l'ensemble H 1(� ; Gnr ).
Tout �el�ement d 2 D d�e�nit une nouvelle structure de G sur F . Pr�ecis�ement, on

d�e�nit Gd sur F muni d'un isomorphisme� d : Gd ! G d�e�ni sur F nr et v�eri�an t
� d � � = Ad(dF (� )) � � � � d pour tout � 2 �. On peut aussidire que� d � 
 = Ad(dF (
 )) � 
 � � d

pour tout 
 2 �. On note T d l'image r�eciproquede T par � d. Il est stablepar l'action de
�. Notons T d;F le plus grand sous-tored�eploy�e sur F de T d.

Lemme 1.9 : Le tore T d;F est un sous-tored�eploy�e maximal de G d.

Preuve. On sait qu'il existe deux sous-toresT 1 � T 2 de Gd, d�e�nis sur F , tels
que T 1 soit d�eploy�e sur F , maximal et T 2 soit d�eploy�e sur F nr , maximal. Fixons-les.
Soit T 3 le plus grand sous-torede T d�eploy�e sur F nr . Les tores � d(T 2) et T 3 sont tous
deux dessous-toresde G d�eploy�es sur F nr , maximaux. Il existe donc g 2 Gnr tel que
Ad(g) � � d(T 2) = T 3. Fixons un tel g. Pour � 2 �, posonsd0

F (� ) = gdF (� )� (g) � 1. Posons
� d0 = Ad(g) � � d. On a � d0 � � = Ad(d0

F (� )) � � � � d0. Puisque T 2 et T 3 sont d�e�nis
sur F , cette relation entra�̂ne que d0

F (� ) normalise T 3. Le centralisateur de T 3 est T .
Donc d0

F (� ) normaliseT , i.e. d0
F (� ) 2 N nr . Notons X d0

� le Z-module desx � 2 X I
� tels que

d0
F (� )� (x � ) = x � pour tout � 2 �. Danscette relation, d0

F (� ) agit par l'action naturelle de
N dansX � . On a X d0

� = � d0(X � (T 1)). Pour n 2 N nr , posonspour simpli�er nR = red(n)R.
Notons V d0

le sous-ensemble desv 2 V I tels que d0
F (� )R� (v) = v pour tout � 2 �, ou

encoredesv 2 V tels qued0
F (
 )R
 (v) = v pour tout 
 2 �. C'est un sous-espacea�ne de

V de partie vectorielleX d0

� 
 Z R. Donc dimR(V d0
) = dimF (T 1). On d�e�nit de mêmeV d

et on a dimR(V d) = dimF (T d;F ). On a d�e�ni uned�ecomposition deV I enfacettes.Parmi
lesfacettesqui coupent V d0

, choisissons-enunede dimensionmaximale.Notons-la � . On
peut choisir n0 2 N nr tel quen0

R(� ) soit inclusedansl'adh�erence �Cnr de la chambre Cnr .
Quitte �a remplacerd0

F par � 7! n0d0
F (� )� (n0)� 1 et � d0 par Ad(n0) � � d0, on est ramen�e au

caso�u � � �Cnr . Puisque� \ V d0
6= ; , d0

F (� 1)R� 1 conserve la facette � . LeschambresCnr

et d0
F (� 1)R� 1(Cnr ) poss�edent toutes deux � dans leur adh�erence.Il est connu que cela

entra�̂ne l'existencede n 2 N nr
sc tel que nR(� ) = � et nRd0(� 1)R� 1(Cnr ) = Cnr . Puisque

Cnr est stable par � 1, elle l'est aussipar nRd0
F (� 1)R. Alors �(n)d0

F (� 1) 2 N nr . Rappelons
que l'on a le diagrammecommutatif :

N nr ! (X � =X � ;sc)I ! (X � =X � ;sc)�

& % wG

Gnr

Puisque�(Gnr
sc ) est contenu dansle noyau de wG, l'image de �(n)d0

F (� 1) dans(X � =X � ;sc)�

est la mêmeque cellede d0
F (� 1). C'est aussicellede dF (� 1) puisquedF et d0

F d�e�nissent
le même �el�ement de H 1(� ; Gnr ). Il existe donc m 2 N nr tel que les deux �el�ements
�(n)d0

F (� 1) et m� 1dF (� 1)� 1(m) aient même image dans (X � =X � ;sc)I . Grâce au lemme
1.8.1,on a alors :

(1) nRd0
F (� 1)R = m� 1

R dF (� 1)R� 1mR:

RappelonsquenR(� ) = � . Puisquen 2 N nr
sc , celaentra�̂ne quenR �xe � point par point.

Parceque� est de dimensionmaximaleparmi lesfacettesqui coupent V d0
, l'in tersection

� \ V d0
est ouverte dansV d0

([La], lemme10.14).Alors nR �xe point par point un ouvert
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non vide de V d0
, donc �xe tout point de V d0

. Donc V d0
est �x �e point par point par

nRd0
F (� 1)R� 1. De l' �egalit�e (1) r�esultequemR(V d0

) est �x �e point par point par dF (� 1)R� 1.
Puisque� 1 engendretopologiquement �, cela entra�̂ne l'inclusion mR(V d0

) � V d. Alors
dimR(V d) � dimR(V d0

), ou encoredimF (T d;F ) � dimF (T 1). Puisque T 1 a �et�e choisi
d�eploy�e maximal, T d;F l'est aussi.�

NotonsV(d) l'espaceV muni de l'action de � : (
 ; v) 7! d(
 )R
 (v). Soit e 2 P tel que
I (e) agissetrivialement sur D. De mêmeque l'on a construit l'immeuble I mm(G; F e)
commequotient de G(F e) � V , on construit l'immeuble I mm(G d; F e) commequotient
de Gd(F e) � V (d) (cesdeux immeublessont d'ailleurs isomorphes).L'action naturelle
de � sur ce produit passeau quotient en une action sur l'immeuble. Grâce au lemme
pr�ec�edent, on peut identi�er l'immeuble I mm(G d; F ) de Gd sur F au sous-ensemble des
points �xes de cette action de � dans I mm(G d; F e). L'appartement associ�e �a T d;F est
l'ensemble V d despoints �xes de � dansV(d).

Soit v 2 V d. Il existeun sch�emaen groupesG d;v sur l'anneau desentiers O de F , de
�bre g�en�erique G d, et un isomorphismeGd;v(Onr ) �! Gnr

v , d�e�ni sur Onr , qui prolonge
l'isomorphisme� d des�bres g�en�eriques.On note encore� d cet isomorphisme.

1.10

Soit F 2 CLq. Revenonssur la d�e�nition de l'homomorphisme:

Gnr wG! (X � =X � ;sc)I :

Kott witz a introduit la notion de z-extensionde G, cf. [K2]. Il s'agit d'une suite exacte:

1 ! Z a! ~G b! G ! 1

o�u :
~G est un groupe r�eductif d�e�ni sur F ;
Z est un tore d�e�ni sur F ;
a et b sont deshomomorphismesde groupesd�e�nis sur F ;
(1) le groupe d�eriv�e de ~G est simplement connexe;
a(Z) est central dans ~G ;
(2) X � (Z) estun Gal(F sep=F)-module induit, c'est-�a-diredela formeI ndGal (F sep =F )

� 0 (Y),
o�u � 0 est un sous-groupe ouvert de Gal(F sep=F) et Y est un Z-module libre de rang �ni
muni de l'action triviale de � 0.

De telles z-extensionsexistent. Dans notre situation o�u G est quasi-d�eploy�e et o�u
Gal(F sep=Fmod) agit trivialement sur D, le groupe ~G est lui-aussi quasi-d�eploy�e et on
peut imposerque Gal(F sep=Fmod) agit trivialement sur la donn�eede racinesassoci�ee �a
~G, ainsi que sur X � (Z).

Fixons une z-extensionv�eri�an t cesconditions. Les groupesb� 1(B ) et ~T = b� 1(T )
sont respectivement un sous-groupe de Borel et un sous-toremaximal de ~G. Notons
~D = ( ~X � ; ~� ; ~� ; ~X � ;

~�� ; ~��) la donn�eede racinesde ~G associ�ee�a cessous-groupes.Alors b
d�e�nit un homomorphismeencorenot�e b : ~X � ! X � qui serestreint en desbijections de
~�� sur �� et de ~�� sur ��.

Remarquonsqu'au niveaudesrev̂etements simplement connexesdesgroupesd�eriv�es,
il n'y a pas de di� �erenceentre ~G et G. Autrement dit, on dispose d'un diagramme
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commutatif :
~G b! G

- ~� % �
G sc

Grâce�a (2), H 1(I ; Z) = f 0g, d'o�u :

(3) l'homomorphisme ~Gnr b! Gnr est surjectif.
Notons ~Gab le tore de groupe de cocaract�eres ~X � = ~X � ;sc. De l'homomorphisme ~X � !

~X � = ~X � ;sc sed�eduit un homomorphisme~T ! ~Gab. Grâce�a (1), il seprolongeen un ho-

momorphismec : ~G ! ~Gab. On disposeen�n de l'homomorphisme ~Gnr
ab

w ~G ab! ( ~X � = ~X � ;sc)I

. Alors :
(4) le diagrammesuivant est commutatif :

~Gnr c! ~Gnr
ab

w ~G ab! ( ~X � = ~X � ;sc)I

# b # b
Gnr wG! (X � =X � ;sc)I :

Cf. [K3] paragraphe7.

2 Group es parahoriques, �ltrations de Mo y-Prasad

2.1

Soit e 2 P tel queI (e) agissetrivialement sur D. Soit F 2 CL q. On a associ�eau point
v = 0 2 V I (e) un sch�emaengroupesG e

0 sur Oe. Notons ~Ge
0 sa�bre sp�eciale,� : G e

0 ! ~Ge
0

la r�eduction naturelle et notonsde mêmela d�eriv�eege
0 ! ~ge

0. On sait que ~Ge
0 est r�eductif

connexesur �Fq parceque le point 0 est hypersp�ecial, et les imagespar � de G e
0 \ B (F e),

resp.Ge
0 \ T (F e), sont lesgroupesde points sur �Fq d'un sous-groupe de Borel, resp.d'un

sous-toremaximal ~T , de ~Ge
0. Soit x � 2 X � . Cet �el�ement d�e�nit un homomorphismede

F e� dansT (F e). Par restriction, on obtient un homomorphismedeOe;� dansGe
0\ T (F e),

qui se r�eduit en un homomorphisme~x � de �F�
q dans ~T . L'application x � 7! ~x � identi�e

X � �a X � ( ~T ). On sait que,par cet isomorphisme,� s'identi�e au syst�emede racinesde ~T
dans ~ge

0. Introduisonsle Oe-module t (Oe) = X � 
 Z Oe � X � 
 Z F e = t(F e). Alors ge
0 est

sommedirecte de t (Oe) et desOe-modulesengendr�espar lesE � , pour � 2 �. La famille
(� (E � )) � 2 � est un �epinglagede ~ge

0. On peut alors identi�er le groupe ~Ge
0 au groupe �G

de 1.6 de sorte que :
- ~T s'identi�e �a �T , l'identi�cation �etant compatibleaux isomorphismesd�ej�a introduits

X � ( ~T ) ' X � ' X � ( �T ) ;
- pour tout � 2 �, � (E � ) s'identi�e �a �E � .
On identi�e d�esormaisles deux groupes.Alors � devient un homomorphismede G e

0
dans �G. Il r�esultedesconstructionsque :

(1) N (F e) \ Ge
0 est l'image r�eciproque de �N par l'application red et � co•�ncide avec

red sur cette intersection.
La famille (� (E � )) � 2 � prolonge l' �epinglage( �E � )� 2 � . On voit qu'elle v�eri�e les con-

ditions impos�eesen 1.5. Comme on l'a dit, cesconditions d�eterminent la famille �a des
signespr�es. Pour tout � 2 �, il existe donc � � 2 f� 1g tel que � (E � ) = � �

�E � . On a
n�ecessairement � � = 1 pour � 2 � �. Quitte �a modi�er notre famille de d�epart (E � )� 2 �

en la multiplian t par lesmêmessignes,on supposed�esormaisque � (E � ) = �E � pour tout
� 2 �.

17



2.2

On a d�e�ni en1.2uneformebilin�eaireI � Z(p) ! �F�
q et en1.6l'ensemble V(p) . Puisque

V I
(p) = X I

� 
 Z Z(p) et �T c = X I
� 
 Z

�F�
q , de la forme bilin�eaire ci-dessuss'en d�eduit une

autre :
I � V I

(p) ! �T c

(� ; v) 7! v(� ):

On peut aussila d�e�nir de la fa�con suivante. Pour v 2 V(p) , il existe un unique �el�ement
tv 2 T$ tel que tv;R(0) = v (quand on identi�e T$ = X � 
 Z Z(p) = V(p) , on a tv = � v).
On a d�e�ni une action de � sur Tr ed = T$

�T . Pour (� ; v) 2 I � V I
(p) , on a l' �egalit�e

v(� ) = � (tv)t � 1
v .

Soit v 2 V I
(p) . Le groupe I agit sur �G. Pour � 2 I , on note � v(� ) l'automorphisme

Ad(v(� )) � � de �G. L'application � 7! � v(� ) est un homomorphisme.On note �G v le
sous-groupe des�el�ements de �G �xes par � v(� ) pour tout � 2 I . C'est un groupe r�eductif
sur �Fq, en g�en�eral non connexe.

Soient (v; r ) 2 V I
(p) � Z(p) . On pose:

�gv;r = f X 2 �g; 8� 2 I ; � v(� )(X ) = r (� )X g:

Cet espaceest stable par l'action de �G v. Dans le caso�u r = 0, c'est l'alg�ebrede Lie du
groupe �G v.

Consid�eronsdeux couples(v; r ); (v0; r 0) 2 V I
(p) � Z(p) . Choisissonsun entier e 2 P tel

que ev; ev0 2 X � et er; er0 2 Z. Posonsx � = ev0 � ev. Il d�e�nit un homomorphismede
�F�

q dans �T . Pour tout i 2 Z, posons:

�g[i ] = f X 2 �g; 8z 2 �F�
q ; Ad(x � (z))( X ) = zi X g;

�g[� i ] = � j � i �g[j ]:

On v�eri�e que lesespaces�g[er0� er], �g[� er0� er] et �g[� er0� er + 1] ne d�ependent pas
du choix de e. De plus, �gv;r est sommedirecte de sesintersectionsavec chacun des �g[i ].
On pose:

�mv;r ;v0;r 0 = �gv;r \ �g[er0 � er];

�uv;r ;v0;r 0 = �gv;r \ �g[� er0 � er + 1];

�pv;r ;v0;r 0 = �gv;r \ �g[� er0 � er]:

Dans le caso�u r = r 0 = 0, �pv;0;v0;0 est une sous-alg�ebre parabolique de �gv;0, �mv;0;v0;0 en
est une sous-alg�ebrede L�evi et �uv;0;v0;0 est son radical nilpotent.

2.3

Soient F 2 CLq et v 2 V I
(p) . Choisissonsun entier e 2 P tel que ev 2 X � et I (e)

agissetrivialement sur D. On disposedessch�emasen groupesG nr
v sur Onr et Ge

v sur Oe.
Notons ~Gnr

v et ~Ge
v lesplus grandsquotients r�eductifs de leurs �bres sp�eciales.On a d�ej�a

dit que Gnr
v = Ge;I

v . L'action de I sur Ge
v sedescenden une action sur ~Ge

v et l' �egalit�e
pr�ec�edente secompl�ete en un diagrammecommutatif :

(1)
Gnr

v = Ge;I
V

# #
~Gnr

v = ~Ge;I
v

:
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cf. [Le] paragraphe3.5.
On a not�e tv l' �el�ement de T$ tel que tv;R(0) = v. On a d�e�ni en 1.7 une section

T$ ! Tmod. On note tF;v l'image de tv par cette section. Sa d�e�nition et l'hypoth�ese
sur e montrent que tF;v appartient �a T (F e). On a Ge

v = Ad(tF;v)(Ge
0). On d�e�nit un

homomorphisme:
� v : Gnr

v ! �G

compos�e de � � Ad(t � 1
F;v) et de l'inclusion Gnr

v � Ge
v.

Lemme 2.3.1 : L'homomorphisme� v a pour image �G v et sequotiente en un isomor-
phismede ~Gnr

v sur �G.

Preuve. D'apr�es le diagramme(1) et les propri�et�esde � , � v sequotiente en un iso-
morphismede ~Gnr

v sur le sous-groupe despoints �xes dans �G pour une certaine action
� 7! � (� ) deI . Cette action estobtenuepar r�eductionvia � � Ad(t � 1

F;v) del'action naturelle
dansGe

v. Autrement dit, pour � 2 I , on a :

� (� ) � � � Ad(t � 1
F;v) = � � Ad(t � 1

F;v) � � :

On calcule:

� (� ) � � = � � Ad(t � 1
F;v) � � � Ad(tF;v) = � � Ad(t � 1

F;v � (tF;v)) � � = Ad(v(� )) � � � � = � v(� ) � � :

D'o�u l' �egalit�e � (� ) = � v(� ) puis le lemme.�
Remarquonsla propri�et�e suivante :
(2) pour tout n 2 N mod \ Ge

v, on a les �egalit�es � � Ad(t � 1
F;v)(n) = t � 1

v r ed(n)tv =
� N � r ed(n).

La premi�ere�egalit�e r�esultede2.1(1).En vertu decette �egalit�e, t � 1
v r ed(n)tv appartient

�a �N , doncest�egal�a saprojection par � N . Cette projection est�egale�a � N � r ed(n) puisque
� N (tv) = 1.

Soient e 2 P et (v; r ) 2 V I (e) � R. Moy et Prasad ont d�e�ni un Oe-r�eseauge
v;r de

g(F e). Rappelonssa d�e�nition. On a not�e � e l'ensemble desorbites de l'action de I (e)
dans�. Pour � 2 � e, on poseu� = � � 2 � u� . Le r�eseauge

v;r estsommedesesintersections
avec t (F e) et avec les u� (F e) pour � 2 � e. On a :

ge
v;r \ t (F e) = f X 2 t (F e); 8x � 2 X � ; val(x � (X )) � r g;

et, pour � 2 � e,

ge
v;r \ u� (F e) = f X =

X

� 2 �

x � E � 2 u� (F e); 8� 2 � ; val(x � ) � r � � (v)g:

L'application r 7! ge
v;r est d�ecroissante. On pose:

ge
v;r + =

[

s>r

ge
v;s:

Pour (v; r ) 2 V I � R, on a les�egalit�esgnr
v;r = ge;I

v;r , gnr
v;r + = ge;I

v;r + .
Supposonsque I (e) agissetrivialement sur D. Pour (v; r ) = (0; 0), ge

0;0 est �egal �a
l'alg�ebre de Lie de G e

0 d�ej�a introduite en 2.1. Pour v = 0 et r = n
e , avec n 2 Z, on a

ge
0;r = $ n

1
e
ge

0;0.
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Soit maintenant (v; r ) 2 V I
(p) � Z(p) . Choisissonse 2 P tel que ev 2 X � , er 2 Z et

I (e) agissetrivialement sur D. On a l' �egalit�e ge
v;r = Ad(tF;v)($ er

1
e

ge
0;0). Notons encore

� : ge
0;0 ! �g la d�eriv�eede l'homomorphismede 2.1. On d�e�nit une application lin�eaire :

� v;r : gnr
v;r ! �g

commela compos�eede la suite d'applications :

gnr
v;r = ge;I

v;r � ge
v;r

Ad(t � 1
F ;v )

! $ er
1
e

ge
0;0

� $ � er
1
e! ge

0;0
�! �g:

Lemme 2.3.2 : L'application � v;r a pour image�gv;r et sequotiente en un isomorphisme
de gnr

v;r =gnr
v;r + sur �gv;r .

Preuve.Oubliant l'inclusion degnr
v;r dansge

v;r , la suited'applicationspr�ec�edente d�e�nit
uneapplication lin�eaireencorenot�ee� v;r : ge

v;r ! �g. Elle sequotiente enun isomorphisme
ge

v;r =ge
v;r +

�! �g. Cet isomorphismeentrelace l'action naturelle de I sur ge
v;r =ge

v;r + avec
une certaineaction � 7! � (� ) de I dans �g. On calculecette action commedansle lemme
pr�ec�edent. Pour X 2 �g et � 2 I , on a � (� )(X ) = r (� ) � 1� v(� )(X ). Alors � v;r serestreint
en un isomorphismede (ge

v;r =ge
v;r + )I sur �gv;r . Un lemmeanalogueau lemme1.7 montre

que ge
v;r + est cohomologiquement trivial. On en d�eduit les�egalit�es:

(ge
v;r =ge

v;r + )I = ge;I
v;r =ge;I

v;r + = gnr
v;r =gnr

v;r + : �

2.4

Pour � 2 � nr , on pose�u� = � � 2 � �u� . On �etend � nr en ~� nr = � nr [ f 0g et on pose
�u0 = �t . Pour � 2 ~� nr , on note R� l'ensemble des r 2 Z(p) tels qu'il existe un �el�ement
non nul X 2 �u� v�eri�an t � (X ) = r (� )X pour tout � 2 I . L'ensemble R� est stable par
translations par Z et son imagedansZ(p)=Z est �nie. Dans l'espaceV I � R, consid�erons
la collection deshyperplansf (v; r ) 2 V I � R; r � � (v) = r � g, pour � 2 ~� nr et r � 2 R� .
Cette collection d�e�nit une d�ecomposition de V I � R en facettes.On note � l'ensemble
de cesfacettes.Chaquefacette est stable par translations par V I

cent . Pour tout � 2 �, le
sous-ensemble �=V I

cent de(V I =VI
cent ) � R estrelativement compact.Saprojection sur R est

un intervalle born�e dont on note r (� ) la borne sup�erieure. Remarquonsque l'in tervalle
peut être ouvert ou ferm�e en chacunede sesextr�emit�es et r (� ) ne lui appartient pas
toujours.

Lemme 2.4.1 : Soit � 2 � . Alors l'in tersection � \ (V I
(p) � Z(p)) est densedans � . De

plus r (� ) 2 Z(p) .

Preuve. Par d�e�nition de la d�ecomposition en facettes,il existe :
- une d�ecomposition en union disjointe ~� nr = ~� nr

= t ~� nr
6= ;

- pour tout � 2 ~� nr
= , un �el�ement r � 2 R� ;

- pour tout � 2 ~� nr
6= , deux �el�ements cons�ecutifs r �

� < r +
� de R� ;

de sorte que � soit l'ensemble des(v; r ) 2 V I � R v�eri�an t lesconditions :
(1) pour tout � 2 ~� nr

= , r � � (v) = r � ;
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(2) pour tout � 2 ~� nr
6= , r �

� < r � � (v) < r +
� .

Fixons un sous-ensemble A � ~� nr
= \ � nr , lin�eairement ind�ependant et maximal. L'hy-

poth�ese(P0
� nr ) nouspermet de �xer un sous-ensemble B � H omZ(X I

� ; Z), disjoint de A,
tel que A [ B soit lin�eairement ind�ependant et tel que :

(3) Z(p) [A [ B ] = H omZ(X I
� ; Z(p)).

Pour tout � 2 ~� nr
= , �ecrivons � =

P
� 2 A c� ;� � avec desc� ;� 2 Q (si � = 0, c� ;� = 0

pour tout � ). L' �egalit�e pr�ec�edente imposequec� ;� 2 Z(p) . Je dis que la condition (1) est
�equivalente �a la r�eunion desdeux conditions :

(4) pour tout � 2 A, r � � (v) = r � ;
(5) pour tout � 2 ~� nr

= , on a l' �egalit�e r (1 �
P

� 2 A c� ;� ) = r � �
P

� 2 A c� ;� r � .
En e�et, soient (v; r ) v�eri�an t (4) et � 2 ~� nr

= . On a :

r � � (v) = r �
X

� 2 A

c� ;� � (v) = r �
X

� 2 A

c� ;� (r � r � ):

Que ce terme soit �egal �a r � est �equivalent �a l' �egalit�e (5).
Consid�eronsla condition :
(6) il existe � 2 ~� nr

= tel que
P

� 2 A c� ;� 6= 1
(elle est v�eri� �eesi 0 2 ~� nr

= ). Supposons-lav�eri� �ee.Alors la projection de � dans R est
r�eduite �a un seul point, qui appartient �a Z(p) . En e�et, soient (v; r ) 2 � et � v�eri�an t
(6). La condition (5) pour ce � d�etermine r , qui appartient bien �a Z (p) grâce �a (P 00

� nr ).
Le r�eelr (� ) est n�ecessairement �egal�a cet unique point et appartient donc �a Z (p) . Soit de
nouveau (v; r ) 2 � . Choisissonsv0 2 V I tel que � (v) = � (v0) pour � 2 A, b(v0) 2 Z(p)

pour b 2 B et b(v0) � b(v) soit assezpetit. La condition (2), �etant ouverte, est encore
v�eri� �eepour (v0; r ). Les conditions (4) et (5) sont aussiv�eri� �eespour (v0; r ) puisqu'elles
le sont pour (v; r ). Donc (v0; r ) 2 � . On a impos�e queb(v0) 2 Z(p) pour b2 B. On a aussi
� (v0) 2 Z(p) pour � 2 A puisque� (v0) = r � r � . Grâce�a (3), on en d�eduit que v0 2 V I

(p) .
Cela d�emontre que � \ (V I

(p) � Z(p)) est densedans � .
On supposemaintenant que(6) n'est pasv�eri� �ee.La condition (5) devient ind�ependante

de (v; r ). Puisque � n'est pas vide, elle est toujours v�eri� �ee et on peut l'oublier. Soit
(v; r ) 2 � . Choisissonsr 0 2 Z(p) tel que r 0 � r soit assezpetit et v0 2 V I tel que
� (v0) = r 0 � r � pour � 2 A, b(v0) 2 Z(p) pour b 2 B et b(v0) � b(v) soit assezpetit. On
montre commeci-dessusque(v0; r 0) 2 � \ (V I

(p) � Z(p)). On end�eduit quecette intersection
est densedans � .

Remarquonsque l'on peut ci-dessusprendre r 0 > r ou r 0 < r . Cela montre que la
projection de � dansR est un intervalle ouvert et r (� ) n'appartient pas �a cet intervalle.

Par d�e�nition de r (� ), il existe v0 2 V I tel que (v0; r (� )) appartienne �a l'adh�erence
de � . Fixons un tel v0, soit � 0 la facette �a laquelle appartient (v0; r (� )). En appliquant
�a � 0 les r�esultats ci-dessus,il y a deux possibilit�es : ou bien la projection de � 0 dans R
est r�eduite �a un seulpoint, �a savoir r (� ), qui appartient �a Z (p) , ou bien cette projection
est un intervalle ouvert. Pour prouver que r (� ) appartient �a Z (p) , on va exclure cette
deuxi�eme possibilit�e. Notons plus pr�ecis�ement ~� nr

= (� ), r � (� ) etc... les termes not�es ci-
dessus~� nr

= , r � etc... et introduisonsles termesanalogues~� nr
= (� 0), r � (� 0) etc... relatifs �a

� 0. Puisque� 0 est contenue dans l'adh�erencede � , on a les relations :
~� nr

= (� ) � ~� nr
= (� 0) et r � (� ) = r � (� 0) pour � 2 ~� nr

= (� ) ;
~� nr

6= (� 0) � ~� nr
6= (� ) et, pour � 2 ~� nr

6= (� 0), r +
� (� ) = r +

� (� 0), r �
� (� ) = r �

� (� 0) ;
pour � 2 ~� nr

= (� 0) \ ~� nr
6= (� ), r � (� 0) = r +

� (� ) ou r � (� 0) = r �
� (� ).
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Supposonsque la projection de � 0 dans R soit un intervalle ouvert. On peut choisir
(v0

1; r ) 2 � 0 avecr < r (� ). Par d�e�nition, si r (� ) � r est assezpetit, on peut aussichoisir
v1 2 V I tel que (v1; r ) 2 � . Montrons que :

(7) pour � > 0 assezpetit, (v0+ � (v1 � v0
1); r (� )) 2 � .

Soit � 2 ~� nr
= (� ). On a r � � (v0

1) = r � (� 0) = r � (� ) = r � � (v1), donc � (v0
1) = � (v1).

Alors r (� ) � � (v0+ � (v1 � v0
1)) = r (� ) � � (v0) = r � (� 0) = r � (� ).

Soit � 2 ~� nr
6= (� 0). Alors r �

� (� ) = r �
� (� 0) < r (� ) � � (v0) < r +

� (� 0) = r +
� (� ). Pour � assez

petit, on a encorer �
� (� ) < r (� ) � � (v0+ � (v1 � v0

1)) < r +
� (� ).

Soit � 2 ~� nr
= (� 0) \ ~� nr

6= (� ) tel que r � (� 0) = r +
� (� ). On a r � � (v0

1) = r � (� 0) =
r +

� (� ) > r � � (v1). Donc � (v1 � v0
1) > 0. On a r (� ) � � (v0) = r � (� 0) = r +

� (� ). Pour
� > 0, on a alors r (� ) � � (v0 + � (v1 � v0

1)) < r +
� (� ). Si � est assezpetit, on a aussi

r �
� (� ) < r (� ) � � (v0+ � (v1 � v0

1)).
Un raisonnement similaire vaut pour � 2 ~� nr

= (� 0) \ ~� nr
6= (� ) tel que r � (� 0) = r �

� (� ).
Cela v�eri�e (7).

Mais (7) entra�̂ne que r (� ) appartient �a la projection de � dans R. On a vu que ce
n'�etait pas le cas.Cette contradiction ach�eve la preuve. �

Notons le corollaire de la preuve ci-dessus:

Lemme 2.4.2 : Il existee 2 P tel que er(� ) 2 Z pour tout � 2 � .

Preuve. On a vu que pour tout � 2 �, il existait � 0 2 � tel que r (� ) = r (� 0) et � 0

v�eri�ait la condition (6). On peut donc se limiter aux � qui v�eri�ent cette condition.
Pour une telle � , r (� ) est d�etermin�e par une �egalit�e (5) pour laquelle1�

P
� 2 A c� ;� 6= 0.

Puisqu'il n'y a qu'un nombre �ni de choix possiblespour la racine � et l'ensemble A, on
peut �xer e0 2 P tel que, pour toute telle �egalit�e (5), les termes

e0(1 �
X

� 02 A

c� ;� 0)� 1c� ;�

appartiennent �a Z pour tout � 2 A. Les termesr � appartiennent �a R� et on peut �xer
e002 P tels que e00r � 2 Z pour tout � 2 ~� nr . Mais alors e0e00r (� ) 2 Z. �

Pour � 2 �, on note ! � l'ensemble des � 0 2 � dont l'adh�erencecontient � . Pour
(v; r ) 2 � , on pose! v;r =

S
� 02 ! �

� 0. C'est un voisinagede (v; r ) dansV I � R.

2.5

Soit F 2 CLq.

Lemme 2.5.1 : Soient (v; r ); (v0; r 0) 2 V I � R. Ces deux �el�ements appartiennent �a
la mêmefacette si et seulement si les deux �egalit�esgnr

v;r = gnr
v0;r 0 et gnr

v;r + = gnr
v0;r 0+ sont

v�eri� �ees.

Preuve. Notons R0
0 le sous-ensemble des r 2 R tels qu'il existe X 2 tnr v�eri�an t

inf f val(x � (X )); x � 2 X � g = r . Pour � 2 � nr , notons R0
� le sous-ensemble des r 2 R

tels qu'il existeX =
P

� 2 � x � E � 2 unr
� v�eri�an t inf f val(x � ); � 2 � g = r . On d�e�nit une

d�ecomposition enfacettesdeV I � R commeen2.4,eny rempla�cant lesensemblesR� par
les R0

� . La description desr�eseauxgnr
v;r , cf. 2.3, montre que les deux �egalit�esde l' �enonc�e

sont v�eri� �eessi et seulement si (v; r ) et (v0; r 0) appartiennent �a la mêmefacette de cette
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nouvelle d�ecomposition. Le lemme sera prouv�e si nous montrons qu'en fait, les deux
d�ecompositions co•�ncident, autrement dit que l'on a les �egalit�es R0

0 = R0 et R0
� = R�

pour tout � 2 � nr . On va prouver que R0
0 = R0, les autres �egalit�es se prouvant de la

mêmefa�con. Pour X 2 tnr , on a certainement inf f val(x � (X )); x � 2 X � g 2 Z(p) . Donc
R0

0 � Z(p) . Soit r 2 Z(p) , �ecrivons r = n
e avec n 2 Z, e 2 P, en choisissant e assezgrand

pour que I (e) agissetrivialement sur D. En �ecrivant X = $ n
1
e
Y, on voit que r 2 R0

0 si et

seulement s'il existe Y 2 t (F e) tel que :
- pour tout � 2 I , � ($ n

1
e
Y) = $ n

1
e
Y ;

- inf f val(x � (Y )); x � 2 X � g = 0.
La premi�ere condition est �equivalente �a � (Y) = r (� )Y pour tout � 2 I . La seconde

est �equivalente �a Y 2 t (Oe) et � (Y) 6= 0. Parce que e est premier �a p, l'application
suivante est surjective :

f Y 2 t (Oe); 8� 2 I ; � (Y) = r (� )Yg �! f Y 2 �t ; 8� 2 I ; � (Y) = r (� )Yg:

Alors r 2 R0
0 si et seulement si ce dernier espacen'est pas nul. Mais cela �equivaut �a

r 2 R0, par d�e�nition de R0. �
Le lemmesigni�e que notre d�ecomposition en facettesest la mêmeque celle d�e�nie

par DeBacker ([D] d�e�nition 3.2.2). Cela a plusieurscons�equences:
- de �, on d�eduit une d�ecomposition en facettesde V I en coupant les�el�ements de �

par V I identi� �e �a V I � f 0g � V I � R ; la d�ecomposition obtenue est la mêmeque celle
d�e�nie en 1.6;

- pour (v; r ) 2 V I � R et (v0; r 0) 2 ! v;r , on a les inclusions:

gnr
v;r + � gnr

v0;r 0+ � gnr
v0;r 0 � gnr

v;r :

Soient (v; r ); (v0; r 0) 2 V I
(p) � Z(p) , supposons(v0; r 0) 2 ! v;r . On a deuxfa�consd'envoyer

gnr
v0;r 0 dans �g : la premi�ereest � v0;r 0 ; la secondeest la compos�eede l'inclusion gnr

v0;r 0 � gnr
v;r

et de � v;r . Comparons-les.

Lemme 2.5.2 : Soient (v; r ); (v0; r 0) 2 V I
(p) � Z(p) , supposons(v0; r 0) 2 ! v;r . L'image de

gnr
v0;r 0, resp.gnr

v0;r 0+ , par � v;r est le sous-espace�pv;r ;v0;r 0, resp. �uv;r ;v0;r 0, de �gv;r . Les espaces
�mv;r ;v0;r 0 et �gv0;r 0 sont �egauxet l'application � v0;r 0 est �egale�a la compos�eede l'application
� v;r qui envoie gnr

v0;r 0 dans �pv;r ;v0;r 0 avec la projection naturelle de cet espacesur �mv;r ;v0;r 0.

Preuve. Notons �, resp. � 0, la facette contenant (v; r ), resp. (v0; r 0), introduisonsles
objets ~� nr

= (� ), r � (� ) etc... de la preuve du lemme2.4.1.De la description de gnr
v;r donn�ee

en 2.3 et de la d�e�nition de � v;r r�esulteque :
- pour � 2 ~� nr

= (� ), � v;r (gnr
v;r \ unr

� ) = �gv;r \ �u� ;
(1) pour � 2 ~� nr

6= (� ), � v;r (gnr
v;r \ unr

� ) = f 0g;
(on a pos�e u0 = t). Pour � 2 ~� nr

= (� ), on a aussi:
- si r 0 � � (v0) � r � � (v), gnr

v0;r 0 \ unr
� = gnr

v;r \ unr
� ;

- si r 0 � � (v0) > r � � (v), gnr
v0;r 0 \ unr

� = gnr
v;r + \ unr

� .
Alors � v;r (gnr

v0;r 0) est la sommedes�gv;r \ �u� sur les� 2 ~� nr telsquer 0� � (v0) � r � � (v).
Fixons e 2 P tel queev; ev0 2 X � et er; er0 2 Z. Introduisonsla graduation de 2.2.Pour
� 2 ~� nr , on a l'inclusion �u� � �g[e� (v0 � v)]. La condition r 0 � � (v0) � r � � (v) est
�equivalente �a �u� � �g[� er0 � er]. D'apr�esla d�e�nition de �pv;r ;v0;r 0, on en d�eduit l' �egalit�e
� v;r (gnr

v0;r 0) = �pv;r ;v0;r 0. On d�emontre de mêmeque � v;r (gnr
v0;r 0+ ) = �uv;r ;v0;r 0.
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On voit qu'envoyer gnr
v0;r 0 dans �pv;r ;v0;r 0 puis projeter sur �mv;r ;v0;r 0 revient �a projeter

d'abord gnr
v0;r 0 sur la sommedesgnr

v0;r 0\ unr
� , sur les� 2 ~� nr

= (� ) tels quer 0� � (v0) = r � � (v),
puis �a appliquer � v;r . Remarquonsquecet ensemble de � n'est autre que ~� nr

= (� 0) d'apr�es
les descriptions donn�eesdans la preuve du lemme 2.4. (les rôles de � et � 0 y �etaient
invers�es; ici � est dans l'adh�erencede � 0). On doit montrer que l'op�eration ci-dessus
revient �a appliquer � v0;r 0. On peut �xer � 2 ~� nr et comparerleurs e�ets sur gnr

v0;r 0 \ unr
� .

Si � 2 ~� nr
6= (� 0), les deux applications sont nulles : pour la premi�ere, la projection de

unr
� est nulle ; pour � v0;r 0, c'est (1) appliqu�e �a (v0; r 0) et � 0.

Supposons� 2 ~� nr
= (� 0). Lesdeuxapplicationssont � v;r et � v0;r 0. Introduisonsecomme

ci-dessus,supposonsde plus que I (e) agit trivialement sur D. Rappelonsque � v;r est la
compos�eede Ad(t � 1

F;v), de la multiplication par $ � er
1
e

et de la projection � . Sur u� (F e),

la compos�ee de Ad(t � 1
F;v) et de la multiplication par $ � er

1
e

est �egale�a la multiplication

par $ e(� (v)� r )
1
e

. Une description analoguevaut pour � v0;r 0. Mais on a l' �egalit�e � (v) � r =

� (v0) � r 0 qui permet de conclure.�
D'apr�eslesdeux lemmespr�ec�edents, l'espace�gv0;r 0 et la projection � v0;r 0 ned�ependent

quede la facettecontenant (v0; r 0). On appliquecela�a (v; r ) puis on appliquede nouveau
les lemmes.Alors les espaces�pv;r ;v0;r 0 etc... et la restriction de � v;r �a gnr

v0;r 0 ne d�ependent
que desfacettescontenant (v; r ) et (v0; r 0).

2.6

Soit d 2 D. Tout �el�ement de T$ est �xe par �. Il en r�esulteque l'application � N � d :
� ! �N est un cocycle. On peut d�e�nir un groupe �Gd sur Fq, muni d'un isomorphisme
�� d : �Gd ! �G, d�e�ni sur �Fq et tel que �� d � � = (Ad � � N � d)( � ) � � � �� d pour tout � 2 �.

Soit v 2 V d
(p) . Pour � 2 � et � 2 I , les automorphismes(Ad � � N � d)( � ) � � et � v(� )

de �G ne commutent pas.Mais on a l' �egalit�e :

(Ad � � N � d)( � ) � � � � v(� ) � � � 1 � (Ad � � N � d)( � ) � 1 = � v(� � � � 1):

Alors (Ad � � N � d)( � ) � � conserve le sous-groupe �G v. Le sous-groupe �Gd;v = �� � 1
d ( �G v)

de �Gd est d�e�ni sur Fq. On peut dire leschosesd'une autre fa�con. Parcequev 2 V d, on
a t � 1

v d(
 )
 (tv) 2 �N pour tout 
 2 �. L'application 
 7! t � 1
v d(
 )
 (tv) est un cocycle. On

munit �G d'une action 
 7! � d;v(
 ) de � en posant � d;v(
 ) = Ad(t � 1
v d(
 )
 (tv)) � 
 . On

munit �Gd d'une action de � de sorte que �� d � 
 = � d;v(
 ) � �� d. Cette action co•�ncide sur
� avecl'action d�ej�a d�e�nie. Alors �Gd;v est le sous-groupe despoints �xes par I dans �Gd.

Soit de plus r 2 Z(p) . Notons �gd;v;r le sous-espacedesX 2 �gd tels que � (X ) = r (� )X
pour tout � 2 I . Ce sous-espaceest d�e�ni sur Fq, c'est-�a-dire qu'il est stablepar l'action
de �. Il est aussistable par l'action adjointe de �Gd;v . On a l' �egalit�e �� d( �gd;v;r ) = �gv;r .

2.7

Soient d 2 D, F 2 CL q et v 2 V d
(p) . On a d�e�ni en 1.9 le sch�emaen groupesG d;v sur

O.

Lemme 2.7.1 : Le plus grand quotient r�eductif de la �bre sp�ecialede G d;v s'identi�e �a
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�Gd;v , de sorte que le diagramme�evident ci-dessoussoit commutatif :

Gd;v(Onr )
� d! Gnr

v
� d;v # # � v

�Gd;v
�� d! �G v

:

Preuve. On d�e�nit l'homomorphismeG d;v(Onr ) ! �Gd;v de sorte que le diagramme
soit commutatif. On doit montrer qu'il commute aux actions de �. Cela revient �a dire
que, pour � 2 �, on a l' �egalit�e � v � Ad(dF (� )) � � = � d;v(� ) � � v . On laissela v�eri�cation
au lecteur. �

Notons X d
� le sous-groupe desx � 2 X I

� tels que d(� )� (x � ) = x � pour tout � 2 �.

Lemme 2.7.2 : Il existe un sous-tore �T d;v de �Gd;v , d�e�ni sur Fq et d�eploy�e maximal,
tel que �� d( �T d;v) � �T et X � ( �� d( �T d;v)) = X d

� .

Preuve. En 1.9, on a d�e�ni le tore T d;F et montr �e qu'il �etait un sous-tored�eploy�e
maximal de Gd. Le point v appartient �a l'appartement de I mm(G d; F ) associ�e �a cetore.
La th�eorie de Bruhat-Tits nous dit alors que l'image de T nr

d;F \ Gd;v(Onr ) dans �Gd;v est
le groupe despoints sur �Fq d'un sous-tore �T d;v d�e�ni sur Fq et d�eploy�e maximal de ce
groupe. Il r�esultedesconstructionsque �T d;v poss�edelespropri�et�esrequises.�

Soit (v; r ) 2 V d � R. Notons gd;v;r le Onr -r�eseaude gnr
d tel que � d(gd;v;r ) = gv;r . Il est

muni d'une structure sur O, c'est-�a-dire qu'il est stable par l'action de �.

Lemme 2.7.3 : Soit (v; r ) 2 V d
(p) � Z(p) . Il existe une projection � -�equivariante � d;v;r :

gd;v;r ! �gd;v;r qui rend commutatif le diagrammesuivant :

gd;v;r
� d! gv;r

# � d;v;r # � v;r

�gd;v;r

�� d! �gv;r :

2.8

Soit d 2 D. NotonsK erd le sous-groupedes� 2 � tels qued(� )R� soit l'action triviale
de V. On a :

(1) l'indice de K erd dans � est premier �a p.
Soit � 2 �. On doit montrer que l'automorphisme a�ne d(� )R� de V est d'ordre

premier �a p. Par construction, c'est le produit d'une translation et d'un automorphisme
lin�eaire issu d'un automorphismede X � que l'on note u(� ). PosonsN = rang(D) =
rang(X � ). Identi�ons X � �a ZN . Alors u(� ) devient un �el�ement deGLN (Z). Puisqued(� )R�
est d'ordre �ni, u(� ) l'est aussi.Sesvaleurs propres forment un ensemble de racinesde
l'unit �e stable par l'action du groupe de Galois de �Q=Q. Notons Q(� p) l'extension de Q
engendr�ee par les racinesp-i�emesde l'unit �e. Si l'une des valeurs propres de u(� ) �etait
d'ordre divisible par p, on aurait N � [Q(� p) : Q] = p � 1, ce qui contredit (PN ). Donc
l'ordre de u(� ) est premier �a p. Notons e cet ordre. Alors (d(� )R� )e est une translation.
On sait qu'elle est d'ordre �ni. Elle est donc triviale et celad�emontre (1).
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On a d�e�ni l'ensemble de facettes �. L'action � 7! d(� )R� de � sur V I agit par
permutations sur �. On note � d le sous-ensemble desfacettes�x �eespar cette action. Il
est clair par convexit�e que tout �el�ement de � d coupe V d � R. On a :

(2) pour tout � 2 � d, � \ (V d
(p) � Z(p)) est densedans � \ (V d � R).

En e�et, grâce�a (1), la projection de V I � R sur V d � R :

(v; r ) 7! ([� : K erd]� 1
X

� 2 � =K erd

d(� )R� (v); r )

envoie V I
(p) � Z(p) sur V d

(p) � Z(p) . Alors l'assertion r�esultedu lemme2.4.1.
De même:
(3) pour tout � 2 � d, l'adh�erence�� de � coupe V d

(p) � f r (� )g.

2.9

Soient d 2 D et v 2 V d
(p) . On consid�ere l'alg�ebre �gd. Dans ce paragraphe et les

suivants, "nilp otent" signi�e nilpotent en tant qu'�el�ement de cette alg�ebre. Pour tout
r 2 Z(p) , on a d�e�ni le sous-espace�gd;v;r de �gd. L'application qui �a r 2 Z(p) associe le
caract�ere � 7! r (� ) de I se descenden un isomorphismede Z (p)=Z sur le groupe des
caract�erescontinus d'ordre �ni de I . On en d�eduit que �gd;v;r ne d�epend que de l'image
de r dansZ(p)=Z et que l'on a la d�ecomposition :

(1) �gd = � r 2 Z( p) =Z �gd;v;r

(cessous-espaces�etant presquetous nuls). Remarquonsque :
(2) pour r; s 2 Z(p) , X 2 �gd;v;r , Y 2 �gd;v;s, on a [X ; Y ] 2 �gd;v;r + s.
DeBacker a remarqu�equela th�eorieusuelledessl2-triplets s'adaptait �a cettesituation,

cf. [D] appendice2.

Lemme 2.9.1 : Soient r 2 Z(p) et X 2 �gd;v;r . SupposonsX nilpotent. Alors il existe
un �el�ement nilpotent Y 2 �gd;v;� r et un �el�ement semi-simpleH 2 �gd;v;0 tels que(X ; H; Y)
soit un sl2-triplet.

Preuve. Grâce�a (P� ), on peut appliquer la th�eorie usuelle�a l'alg�ebre de Lie �gd sur
Fq. Il existe H1; Y1 2 �gd tels que (X ; H1; Y1) soit un sl2-triplet. Notons H , resp. Y2, la
projection de H1 sur �gd;v;0, resp.de Y1 sur �gd;v;� r , conform�ement �a la d�ecomposition (1).
Grâce �a (2) et �a l'hypoth�eseX 2 �gd;v;r , les relations [H1; X ] = 2X et [X ; Y1] = H1

entra�̂nent [H; X ] = 2X et [X ; Y2] = H . Le raisonnement de [C] page141 montre que
l'on peut remplacerY2 par Y3 2 �gd de sorte que l'on ait encore[X ; Y3] = H et de plus
[H; Y3] = � 2Y3. En rempla�cant encoreY3 par sa projection Y sur �gd;v;� r , on obtient le
lemme.�

Soient r 2 Z(p) et (X ; H; Y) un sl2-triplet v�eri�an t les conditions du lemme. On
graduel'espace�gd de la fa�con habituelle. Pour i 2 Z, on pose:

�gd(i ) = f Z 2 �gd; [H; Z ] = iZ g:

Cette graduation est d�e�nie sur Fq et induit des graduations analoguessur tout sous-
espace�gd;v;s. On pose�gd(� i ) = � j � i �gd(j ).

Lemme 2.9.2 : Soit Z 2 �gd;v;r (� 3). Alors il existex 2 �Gd;v tel queAd(x)(X ) = X + Z.
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Preuve. Le raisonnement habituel montre que, pour tout entier i � 1, l'application
ad(X ) se restreint en une surjection de �gd(i ) sur �gd(i + 2). En projetant cette �egalit�e
grâce�a la d�ecomposition (1), on obtient quead(X ) d�e�nit une surjection de �gd;v;0(i ) sur
�gd;v;r (i + 2). Le raisonnement habituel permet d'en d�eduire l' �enonc�e. On a besoinpour
cela d'utiliser des exponentielles d'�el�ements nilpotents, ce que l'hypoth�ese(P� ) nous
autorise. �

2.10

Soient d 2 D et � 2 � d. Pour (v; r ) 2 (V d
(p) � Z(p)) \ � , on a d�e�ni l'espace�gd;v;r . Il

ne d�epend pasde (v; r ), cf. 2.5. On le note �gd;� . On note S(� ) l'espacedesfonctions sur
�gd;� , �a valeurs complexes(c'est un espacede dimension�nie puisque �gd;� est un espace
de dimension�nie sur Fq).

On a d�e�ni en 2.4 l'ensemble de facettes! � � �. On pose! d
� = ! � \ � d. Soit � 0 2 ! d

� .
Choisissons(v; r ) 2 (V d

(p) � Z(p)) \ � , (v0; r 0) 2 (V d
(p) � Z(p)) \ � 0. On a d�e�ni lessous-espaces

�pv;r ;v0;r 0, �uv;r ;v0;r 0, �mv;r ;v0;r 0 de �gv;r . Leurs imagesr�eciproques�� � 1
d ( �pv;r ;v0;r 0) etc... dans �gd;v;r

sont d�e�nies sur Fq. Elles ne d�ependent pas deschoix de (v; r ) et (v0; r 0), cf. 2.5. On les
note �pd;�;� 0, �ud;�;� 0, �md;�;� 0. On a �md;�;� 0 = �gd;� 0 grâceau lemme 2.5.2. Cela permet de
d�e�nir une application lin�eaire injective :

S(� 0) ! S(� ):

A une fonction ' 0 sur �gd;� 0, on associe la fonction ' sur �gd;� , �a support dans �pd;�;� 0, telle
que, pour X 2 �md;�;� 0 et Y 2 �ud;�;� 0, ' (X + Y) = ' 0(X ).

Pour r 2 R, notons ! d
� (> r ) l'ensemble des� 0 2 ! d

� telles que r (� 0) > r .
Commeen 2.8(2), on peut aussibien remplacerles conditions r; r 0 2 R par r; r 0 2 Z(p)

et V d par V d
(p) .

Lemme 2.10.1 : Soient r 2 Z(p) et � 0 2 ! d
� (> r ). Supposonsque � coupe V d

(p) � f r g.
Alors, toute fonction dans l'image de l'injection S(� 0) ! S(� ) est �a support nilpotent.

Preuve. Il s'agit demontrer que�pd;�;� 0 est form�ed'�el�ements nilpotents. Fixons (v; r ) 2
(V d

(p) � Z(p)) \ � et (v0; r 0) 2 (V d
(p) � Z(p)) \ � 0 avec r 0 > r . On choisit e 2 P tel que

ev; ev0 2 X � et er; er0 2 Z. On posex � = ev0� ev et on graduel'espace�g commeen 2.2
en posant, pour i 2 Z :

�g[i ] = f X 2 �g; 8z 2 �F�
q ; Ad(x � (z))( X ) = zi X g:

L'espace�g[� 1] est le radical nilpotent d'une sous-alg�ebreparabolique de �g. Il est donc
form�e d'�el�ements nilpotents. Par d�e�nition :

�pd;�;� 0 = �� � 1
d ( �g[er0 � er]):

Puisque r 0 > r , cet espaceest inclus dans �� � 1
d ( �g[� 1]) et est donc form�e d'�el�ements

nilpotents. �
Remarquonsque, quand la projection de � dansR est ouverte, on a � 2 ! d

� (r ) pour
tout r tel que � coupe V d

(p) � f r g. Alors tout �el�ement de �gd;� est nilpotent.
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Desapplications pr�ec�edentes sed�eduit une application lin�eaire :

s� : � � 02 ! d
�
S(� 0) ! S(� ):

Lemme 2.10.2 : Soit (v; r ) 2 (V d
(p) � Z(p)) \ � . Il existeune application lin�eaire :

` : S(� ) ! � � 02 ! d
� (>r )S(� 0)

v�eri�an t la condition suivante. Soit J une forme lin�eairesur S(� ) invariante par adjonc-
tion par �Gd;v et �a support nilpotent et soit ' 2 S(� ). Alors J � s� � `(' ) = J (' ).

Preuve. Pour X 2 �gd;� , notons ' X la fonction caract�eristiquede X . Cesfonctionsfor-
mant unebasedeS(� ), il su�t demontrer que,pour tout X , il existe' 0 2 � � 02 ! d

� (>r )S(� 0)
telle queJ � s� (' 0) = J (' X ) pour tout J v�eri�an t leshypoth�esesde l' �enonc�e. Si X n'est
pas nilpotent, ' 0 = 0 convient. SupposonsX nilpotent. Compl�etonsX en un sl2-triplet
(X ; H; Y) v�eri�an t les conditions du lemme 2.9.1. Ce sl2-triplet se rel�eve en un homo-
morphismede SL2 dans �Gd, o�u SL2 est le groupe alg�ebrique�evident sur Fq. NotonsA le
tore diagonaldeSL2 et �A sonimagedans �Gd. Cette imageestun tore d�eploy�e, d'alg�ebre
de Lie �a engendr�eepar H . PuisqueH 2 �gv;0, �A est inclus dans �Gd;v . On a introduit au
lemme2.7.2un sous-tored�eploy�e maximal �T d;v de �Gd;v . Tout sous-tored�eploy�e de �Gd;v

est conjugu�e �a un sous-torede �T d;v par un �el�ement de �Gd;v . Quitte �a e�ectuer une telle
conjugaison,�a laquelle notre probl�emeest insensible,on peut supposer �A � �T d;v . Les
carr�esdu diagrammesuivant sont commutatifs :

X � (A ) �! X � ( �A ) ! X � ( �T d;v)
# # #

X � (A ) 
 Z Fq = a �! X � ( �A ) 
 Z Fq = �a ! X � ( �T d;v) 
 Z Fq = �td;v :

L' �el�ement H est l'image dans�td;v de l'unique coracinesimple dansX � (A ) par le chemin
sud-ouestde cediagramme.Il l'est aussipar le chemin nord-estet provient d'un �el�ement
deX � ( �T d;v) auquelon l'identi�e. Posonsx � = �� d(H ). Ceterme appartient �a X d

� et v+ sx�

appartient �a V d pour tout r�eel s. Choisissonse 2 P tel que ev 2 X � ; er 2 Z, posons
v0 = v + x �

e , r 0 = r + 2
e. Supposonse assezgrand pour que ce couple(v0; r 0) appartienne

�a ! v;r . Notons � 0 la facette �a laquelle appartient (v0; r 0). Elle appartient �a ! d
� (> r ). En

2.9, on a associ�e au sl2-triplet (X ; H; Y) une graduation ( �gd(i )) i 2 Z de �gd. En 2.2, les
espaces�pv;r ;v0;r 0 etc... ont �et�e d�e�nis �a l'aide d'une graduation ( �g[i ])i 2 Z de �g. Il s'av�ere
que �gd(i ) = �� � 1

d ( �g[i ]) pour tout i . Puisqueer0 � er = 2, on a :

�pd;�;� 0 = �� � 1
d ( �pv;r ;v0;r 0) = �� � 1

d ( �gv;r \ �g[� 2]) = �gd;v;r (� 2);

�ud;�;� 0 = �� � 1
d ( �uv;r ;v0;r 0) = �� � 1

d ( �gv;r \ �g[� 3]) = �gd;v;r (� 3):

Notons ' la fonction caract�eristique de X + �gd;v;r (� 3), multipli �eepar j�gd;v;r (� 3)j � 1.
D'apr�es le lemme 2.9.2, cette fonction est �equivalente �a ' X , au senso�u J (' ) = J (' X )
pour tout J commedans l' �enonc�e. Les formules ci-dessusmontrent que ' appartient �a
l'image de l'injection S(� 0) ! S(� ). L'existencede la fonction ' 0 cherch�ee s'en d�eduit.
�
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3 Analyse harmonique ; une premi �ere r �eduction

3.1

On �xe pour tout le chapitre 3 un �el�ement d 2 D. Danslestrois premiersparagraphes,
on �xe aussiun corpsF 2 CL q.

Lemme 3.1.1 : Il existeuneuniquemesuredeHaar sur Gd telle que,pour tout v 2 V d
(p) ,

la mesurede Gd;v soit �egale�a j �Gd;v jq� dim ( �G d;v )=2.

(Conform�ement �a la convention adopt�eeen 1.5, on note Gd;v = Gd;v(O)).
Preuve. Pour v 2 V d

(p) , notons K d;v le noyau de la projection G d;v ! �Gd;v du lemme
2.7.1.Commeen 1.7, on montre qu'il est cohomologiquement trivial. Du lemme2.7.1se
d�eduit l' �egalit�e j �Gd;v j = jGd;v=Kd;v j. La condition impos�eedans l' �enonc�e �equivaut donc
�a :

(1) mes(K d;v) = q� dim ( �G d;v )=2:

La chambre Cnr appartient �a � d : pour � 2 �, d(� )R� conserveCnr parcequed(� ) 2 N nr .
Choisissonsun �el�ement v 2 V d

(p) \ Cnr , consid�eronsla mesurede Haar qui v�eri�e (1) pour
cepoint v. Pour montrer qu'elle convient, on doit montrer que,pour tout v0 2 V d

(p) , on a
l' �egalit�e :

(2) mes(K d;v)mes(K d;v0)� 1 = q[dim ( �G d;v 0)� dim ( �G d;v )]=2:

Ce probl�emeest invariant par conjugaisonpar Gd, on peut supposerquev0 appartient �a
l'adh�erencede Cnr . On sait bien qu'alors K d;v0 � K d;v et le quotient s'identi�e au radical
unipotent d'un sous-groupe parabolique de �G0

d;v0 (la composante neutre de �Gd;v0) dont
le sous-groupe de L�evi est isomorphe�a �G0

d;v. La relation (2) s'ensuit. �
Le groupe G lui-mêmeest muni d'une action de �, donc d'une structure sur F et

un lemme analoguemunit G d'une mesurede Haar. L'isomorphisme � d est un torseur
int�erieur de Gd vers sa forme quasi-d�eploy�ee G. On sait qu'un tel torseur �etablit une
correspondanceentre mesuresde Haar sur G et Gd.

Lemme 3.1.2 : Les deux mesuresde Haar d�e�nies sur G et Gd secorrespondent.

Preuve. Choisissonsun point v 2 V d
(p) commedans la preuve pr�ec�edente. Kott witz

d�e�nit dans [K4] paragraphe1 une mesurede Haar � Gd sur Gd telle que la mesurede
K d;v soit q� dim (G d ) . Or dim(Gd) = dim(G) et, pour le point v que l'on a choisi, �Gd;v est
un tore de dimension rang(D). Notre mesureest donc �egale�a qdim (G )� r ang(D)=2� Gd . Or
Kott witz montre que � Gd correspond �a la mesure� G sur G. Le lemmes'ensuit. �

Remarque.Kott witz supposedans son article que la caract�eristique de F est nulle,
mais c'est inutile pour cepoint.

3.2

Pour r 2 R, on pose:
gd;r =

[

g2 Gd

[

v2 V d

Ad(g)(gd;v;r ):
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Pour toute extensionK de F contenue dansF mod, on pose:

t (K )r = f X 2 t (K ); 8x � 2 X � ; val(x � (X )) � r g:

On d�e�nit :
gd;r + =

[

s>r

gd;s; t (K )r + =
[

s>r

t (K )s:

Pour tout �el�ement semi-simpleX 2 gd, on note r (X ) le sup desr 2 R tels que X 2 gd;r

(en particulier r (0) = 1 ).

Lemme 3.2 : (i) Il existeuneextensiongaloisienne�nie K deF contenuedansF mod telle
que, pour tout �el�ement semi-simpleX 2 gd, il existe g 2 G(K ) tel que Ad(g) � � d(X ) 2
t (K ).

(ii) Soit X un �el�ement semi-simplede gd, choisissonsg 2 G(K ) commeen (i), posons
X 0 = Ad(g) � � d(X ). Alors, pour tout r 2 R, X 2 gd;r si et seulement si X 0 2 t (K )r .

(iii) Il existe e 2 P tel que, pour tout �el�ement semi-simplenon nul X 2 gd, on ait
er(X ) 2 Z.

Preuve. Choisissonsuneextensiongaloisienne�nie K 1 de F contenue dansF mod telle
que le sous-groupe Gal(F mod=K1) � � agissetrivialement sur D et d soit trivial sur
ce sous-groupe. Il n'y a qu'un nombre �ni d'extensionsK 2 de K 1 dans F sep de degr�e
[K 2 : K 1] divisant jWj. Grâce �a l'hypoth�ese(Pr ang(D)), jWj est premier �a p et toute
telle extensionK 2 est contenue dansF mod. Soit K la compos�eede cesextensions.Alors
K r�epond �a la question.En e�et, soit X un �el�ement semi-simplede gd. Choisissonsun
tore maximal T 1 � Gd, d�e�ni sur F , tel que X 2 t1. PosonsT 2 = � d(T 1). Puisqued
est trivial sur Gal(F mod=K1), � d est d�e�ni sur K 1 et T 2 est un sous-toremaximal de G
d�e�ni sur K 1. Il existe un �el�ement g2 2 G tel que Ad(g2)(T 2) = T . Le choix d'un tel
�el�ement nous permet d'identi�er T 2 �a T , l'action de Gal(F sep=K1) sur T 2 �etant celle
sur T tordue par un cocycle �a valeursdansW. Etant donn�e le choix de K 1, l'action de
Gal(F sep=K1) sur T 2 est donc simplement donn�eepar un homomorphismede cegroupe
dansW. Par d�e�nition de K , cette action est forc�ement triviale sur Gal(F sep=K ). Donc
T 2 est, comme T , d�eploy�e sur K . Deux tels tores sont conjugu�es par un �el�ement de
G(K ), d'o�u (i).

Le (ii) r�esultedu lemme2.2.1de [KM] et de la compatibilit �e de la d�e�nition de gd;r

avec une extensionmod�er�ement rami� �eedu corpsde base([KM] 2.1).
ChoisissonsK commeci-dessus,notons e son indice e rami�cation sur F . Il est clair

que, pour X 2 t (K ), le sup de l'ensemble f r 2 R; X 2 t (K )r g appartient �a 1
eZ. Alors

(iii) r�esultede (ii). �

3.3

On pose:
Sd = � � 2 � d S(� ):

On note C1
c (gd) l'espacedesfonctionssur gd, �a valeurscomplexes,localement constantes

et �a support compact.
Soit � 2 � d. Choisissonsun point (v; r ) 2 � \ (V d

(p) � Z(p) ). On disposede l'application
� d;v;r : gd;v;r ! �gd;v;r = �gd;� . Si ' 2 S(� ), on d�e�nit la fonction reaF (' ) sur gd : elle est
nulle hors de gd;v;r ; pour X 2 gd;v;r , r eaF (' )(X ) = ' � � d;v;r (X ). Grâce �a 2.5, cette
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construction ne d�ependpasdu point (v; r ) choisi. On a reaF (' ) 2 C1
c (gd). Par lin�earit�e,

cette construction d�e�nit une application lin�eaire :

r eaF : Sd ! C1
c (gd):

Soient � 2 � d et � 0 2 ! d
� . On a d�e�ni en 2.10une injection S(� 0) ! S(� ). Grâceau

lemme2.5.2,on a :
(1) le triangle

S(� 0) ! S(� )
& reaF . r eaF

C1
c (gd)

est commutatif.
Pour r 2 R, on note :

Sd
r = � � 2 � d ;r (� )� r S(� ); Sd

r + = � � 2 � d ;r (� )>r S(� ):

Les fonctions dans l'image de Sd
r par reaF sont, par construction, �a support dansgd;r .

Rappelonsle lemmebien connu :

Lemme 3.3 : Soit (v; r ) 2 V d
(p) � Z(p) . Tout �el�ement de �gd;v;r appartenant �a l'image par

� d;v;r de gd;r + \ gd;v;r est nilpotent.

Preuve. Soit X 2 gd;r + \ gd;v;r . Choisissons(v0; r 0) 2 V d � R et g 2 Gd tels que
r 0 > r et Ad(g)(X ) 2 gd;v0;r 0. Grâce �a la d�ecomposition de Bruhat-Tits, on peut �ecrire
g = hk, o�u k 2 Gd;v et l'action de h� 1 sur I mm(Gd; F ) envoie v0 sur un �el�ement de V d.
Quitte �a changerv0, on peut doncsupposerg 2 Gd;v . Puisque� d;v;r (X ) est nilpotent si et
seulement si � d;v;r � Ad(g)(X ) l'est, on peut aussibien supposerg = 1 et X 2 gd;v0;r 0. Pour
tout �el�ement (v00; r 00) du segment joignant (v; r ) et (v0; r 0), on a X 2 gd;v00;r 00. On choisit
(v00; r 00) assezproche de (v; r ) pour que la facette � 00contenant (v00; r 00) appartienne�a ! d

� ,
o�u � est la facette contenant (v; r ). La facette � 00appartient même�a ! d

� (> r ). Alors le
lemme2.10.1entra�̂ne que � d;v;r (X ) est nilpotent. �

On note gd;r eg l'ensemble des�el�ements semi-simplesr�eguliersde gd. Pour X 2 gd;r eg,
notonsT X soncentralisateur dansG d. La preuvedu lemme3.2montre queT X sed�eploie
sur F mod. On peut consid�erer T X commele groupe associ�e �a un certain diagrammeDX .
On a muni Gd d'une mesure.Par la même construction, TX se retrouve muni d'une
mesure.On pose:

�( X ) = jdet(ad(X )jgd=tX )j1=2;

o�u il s'agit de la valeur absolueusuellede F . Pour f 2 C1
c (Gd), on d�e�nit l'in t�egrale

orbitale :

J Gd (X ; f ) = �( X )
Z

Gd =TX

f (Ad(g)(X )) dg:

3.4

Jusque-l�a, on a �x �e le corpsF . Supprimons-ledesdonn�ees.

Prop osition 3.4 : Soit r 2 Z(p) . Il existe une application lin�eaire ` r : Sd
r ! Sd

r + telle
que, pour tout ' 2 Sd

r , tout F 2 CLq et tout X 2 gd;r + \ gd;r eg, on ait l' �egalit�e :

J Gd (X ; r eaF (' )) = J Gd (X ; r eaF � ` r (' )) :

31



Preuve. On peut �xer � 0 2 � d tel que r (� 0) � r et d�e�nir ` r (' ) pour ' 2 S(� 0).
Si r (� 0) > r , on a S(� 0) � Sd

r + , il su�t de poser ` r (' ) = ' . Supposonsr (� 0) = r .
D'apr�es 2.8(3), on peut �xer v 2 V d

(p) tel que (v; r ) appartienne �a l'adh�erencede � 0.
Notons � la facette contenant (v; r ). On a � 0 2 ! d

� et on disposede l'injection S(� 0) !
S(� ). Supposonsd�e�ni ` r sur S(� ). On d�e�nit ` r sur S(� 0) commela compos�eede cette
application ` r sur S(� ) et de l'injection pr�ec�edente. Grâce �a 3.3(1), cette application
convient. On estainsi ramen�eau casdeS(� ). On a d�e�ni au lemme2.10.2uneapplication
` : S(� ) ! � � 02 ! d

� (>r )S(� 0). Ce dernier espaceest inclus dans Sd
r + et on d�e�nit ` r sur

S(� ) comme�etant cette application `.
Soient F 2 CLq, X 2 gd;r + \ gd;r eg et ' 2 S(� ). Posonsf = reaF (' ), f 0 = reaF �

` r (' ). Notons 
 l'ensemble desg 2 Gd=TX tels que Ad(g)(X ) 2 gd;v;r . Il est stable par
multiplication �a gauche par Gd;v . Pour g 2 Gd n 
, on a f (Ad(g)(X )) = 0. On obtient :

(1) J Gd (X ; f ) = �( X )
Z



mes(Gd;v)� 1

Z

Gd;v

f (Ad(kg)(X )) dkdg:

Pour g 2 
, d�e�nissonsune forme lin�eaire j g sur S(� ) par :

j g(' 0) = j �Gd;v j � 1
X

k2 �Gd;v

' 0 � Ad(k)( � d;v;r (Ad(g)(X )))

pour tout ' 0 2 S(� ). Par d�e�nition de reaF , le terme int�erieur du membre de droite de
(1) n'est autre que j g(' ). On obtient :

J Gd (X ; f ) = �( X )
Z



j g(' ) dg:

Rappelonsque l'on disposede l'application lin�eaire :

s� : � � 02 ! d
�
S(� 0) ! S(� ):

Posons' 00= s� � ` r (' ) et f 00 = reaF (' 00). Le mêmecalcul conduit �a l' �egalit�e :

J Gd (X ; f 00) = �( X )
Z



j g(' 00) dg:

Mais, pour g 2 
, j g est une forme lin�eairesur S(� ) invariante par adjonction par �Gd;v

et, d'apr�es le lemme 3.3, elle est �a support nilpotent. Le lemme 2.10.2 entra�̂ne que
j g(' ) = j g(' 00). D'o�u l' �egalit�e J Gd (X ; f ) = J Gd (X ; f 00). Grâce �a 3.3(1), f 00 = f 0 et on
obtient l' �egalit�e cherch�ee. �

4 Centralisateurs d' �el�ements semi-simples.

4.1

Soit � : � ! Nr ed un cocycle. On note V(� ) l'espaceV muni de l'action de � :
(
 ; v) 7! � (
 )R
 (v). On note V � le sous-espacea�ne despoints �xes par � dans V(� ).
On d�e�nit V(p)(� ) et V �

(p) en rempla�cant V par V(p) danscesd�e�nitions.
Pour v 2 V(p) , l'appartenancede v �a V �

(p) �equvaut �a la relation :

t � 1
v � (
 )
 (tv) 2 �N

pour tout 
 2 �. Si v 2 V �
(p) , l'application 
 7! t � 1

v � (
 )
 (tv) est un cocyclede � dans �N .
On note alors � � ;v(
 ) l'automorphisme Ad(t � 1

v � (
 )
 (tv)) � 
 de �G.
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4.2

Soit A un sous-espacea�ne de V tel que A \ V(p) soit densedans A. Notons �( A)
l'ensemble des racines� 2 � qui prennent une valeur constante sur A. On note � (A)
cette valeur. PuisqueA \ V(p) est densedansA, � (A) appartient �a Z(p) . L'ensemble �( A)
est aussicelui desracines� 2 � qui annulent l'espacevectoriel sous-jacent �a A. Un tel
ensemble est un sous-ensemble de L�evi de �. Il lui correspond un sous-groupe connexe
�H (A) � �G dont l'alg�ebrede Lie est engendr�eepar �t et les �E � pour � 2 �( A).

Lemme 4.2.1 : Soit n 2 N r ed.
(i) On a l' �egalit�e �H (nR(A)) = Ad(� N (n))( �H (A)).
(ii) Supposonsque � N (n) 2 �H (A) et qu'il existe v0 2 A \ V(p) tel que nR(v0) = v0.

Alors nR(v) = v pour tout v 2 A.

Preuve. Notons w l'image de n dansW. Pour tout � 2 �, il existe c� 2 Z(p) tel que
� (nR(v)) = w� 1(� )(v) + c� pour tout v 2 V. On en d�eduit que �( nR(A)) = w(�( A)).
Donc �H (nR(A)) est le sous-groupe connexede �G dont l'alg�ebrede Lie est engendr�eepar
�t et les �Ew(� ) pour � 2 �( A). Ce groupe est �evidemment �egal �a Ad(� N (n))( �H (A)), d'o�u
(i).

D�emontrons (ii). PuisqueA \ V(p) est densedans A, il su�t de prouver que nR �xe
tout �el�ement de A \ V(p) . Soit v 2 A \ V(p) . L' �egalit�e nR(v) = v �equivaut �a t � 1

v ntv 2 �N .
PuisquenR(v0) = v0, on a t � 1

v0
ntv0 2 �N . Posons� = tvt � 1

v0
. Pour montrer que nR(v) = v,

il su�t de prouver que � � 1n� = n, ou encore� = n� n� 1. Ecrivons � = x � 
 r , avec
x � 2 X � et r 2 Z(p) , r 6= 0. On a n� n� 1 = w(x � ) 
 r . Parce que v � v0 appartient �a la
partie vectorielle de A, on a < � ; x � > = 0 pour tout � 2 �( A). Puisque� N (n) 2 �H (A),
w appartient au groupe engendr�e par les sym�etries relatives �a ces racines � 2 �( A).
L' �egalit�e pr�ec�edente entra�̂ne que w �xe x � . D'o�u � = n� n� 1. �

Soit � : � ! Nr ed un cocycle.

Lemme 4.2.2 : SupposonsA � V � . Alors, pour tous v 2 A \ V(p) et 
 2 � , l'auto-
morphisme� � ;v(
 ) de �G conserve �H (A) et sarestriction �a cegroupe est ind�ependante de
v.

Preuve. Soit 
 2 �. Notons w l'image de � (
 ) dans W. Puisque A � V � , on a
� (
 )R
 (A) = A. Commedansla preuve pr�ec�edente, celaentra�̂ne l' �egalit�e w � 
 (�( A)) =
�( A). Pour v 2 A \ V(p) , on remarqueque l'image dansW de t � 1

v � (
 )
 (tv) est w. Alors
� � ;v(
 )( �H (A)) estle sous-groupeconnexede �G associ�e �a l'ensemble deracinesw� 
 (�( A)).
Il est donc �egal �a �H (A), cequi prouve la premi�ere assertionde l' �enonc�e.

Soient v; v0 2 A \ V(p) , posons� = tvt � 1
v0

et :

� 0 = t � 1
v0

� (
 )
 (tv0 )
 (� )
 (tv0 )� 1� (
 ) � 1tv0 :

On a � 0 2 Tr ed et les �egalit�es:

t � 1
v � (
 )
 (tv) = � � 1� 0t � 1

v0
� (
 )
 (tv0 ); � � ;v(
 ) = Ad(� � 1� 0)� � ;v0 (
 ):

La premi�ere entra�̂ne que � � 1� 0 2 �N , donc � � 1� 0 2 �T . En vertu de la seconde,pour
prouver que � � ;v(
 ) et � � ;v0 (
 ) ont même restriction �a �H (A), il su�t de prouver que
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� (� � 1� 0) = 1 pour tout � 2 �( A). Ecrivons � = x � 
 r , avec x � 2 X � et r 2 Z(p) , r 6= 0.
On a l' �egalit�e � 0 = w � 
 (x � ) 
 
 (r ), o�u 
 (r ) est calcul�e dansGm;r ed. Alors :

� (� � 1� 0) = r � <�;x � > 
 (r )<�;w � 
 (x � )> :

Comme dans la preuve pr�ec�edente, on a < � ; x � > = 0 pour � 2 �( A). On a aussi
< � ; w � 
 (x � ) > = 0 puisquew � 
 conserve �( A). Donc � (� � 1� 0) = 1, ce qui ach�eve la
preuve. �

4.3

Soient F 2 CLq et e 2 P. Pour v 2 V I (e)
(p) , on disposedu sch�ema en groupes G e

v

sur Oe. On d�e�nit un homomorphisme� v : Ge
v ! �G en g�en�eralisant la construction de

2.3. On �xe un multiple e0 de e dans P tel que e0v 2 X � et I (e0) agissetrivialement
sur D. Alors � v est le compos�e de � � Ad(t � 1

F;v) et de l'inclusion Ge
v � Ge0

v . Comme au
lemme 2.3.1, l'image � v(Ge

v) est le sous-groupe despoints �xes dans �G desop�erateurs
� v(� ) = Ad(� (tv)t � 1

v ) � � pour � 2 I (e). On montre aussi:
(1) � v serestreint enunesurjection de N (F e) \ Ge

v sur �N \ � v(Ge
v) et cette restriction

co•�ncide avec � N � r ed.
En e�et, soit e0 comme ci-dessus.Grâce �a 2.1(1), � � Ad(t � 1

F;v) se restreint en une
surjection de N (F e0

) \ Ge0

v sur �N . Comme en 1.7, le noyau de cette surjection est co-
homologiquement trivial. En passant aux points �xes par I (e), on obtient la premi�ere
assertion.La secondesed�emontre comme2.3(2).

Soit � F : � ! N mod un cocycle,quel'on supposetrivial sur I (e). Posons� = red� � F .
Soit v 2 V I (e)

(p) \ V � . Pour 
 2 �, l'op�erateur Ad(� F (
 )) � 
 de G conserve G(F e).
Parce que v 2 V � , il conserve Ge

v. On v�eri�e que, pour tout g 2 G e
v, on a l' �egalit�e

� v � Ad(� F (
 )) � 
 (g) = � � ;v(
 ) � � v(g). A fortiori, � � ;v(
 ) conserve l'image � v(Ge
v).

4.4

Soient F 2 CLq et A un sous-espacea�ne de V tel que V(p) \ A soit densedans A.
Choisissonse 2 P tel quee� (A) 2 Z pour tout � 2 �( A) et I (e) agissetrivialement sur
D.

Introduisonsla d�ecomposition en facettesde V relative �a l'entier e, cf. 1.6. Parmi les
facettesqui coupent A, �xons-en une de dimensionmaximale, que l'on note � .

Lemme 4.4.1 : Soit v 2 A \ V(p) \ � .
(i) La composante neutre de � v(Ge

v) est �egale�a �H (A).
(ii) Pour tout h 2 Ge

v, il existe n 2 N (F e) \ Ge
v et k 2 Ge

v tels que h = nk et
� v(k) 2 �H (A).

Preuve. On montre d'abord :
(1) �( A) est l'ensemble des� 2 � tels que e� (v) 2 Z.
Soit � 2 �. Alors e� (v) 2 Z si et seulement s'il existe r 2 1

eZ tel que v appartienne
�a l'hyperplan H � + r , cf.1.6. Parce que I (e) agit trivialement sur D, la d�ecomposition
en facettesest pr�ecis�ement d�e�nie par la collection d'hyperplans H � + r pour � 2 � et
r 2 1

eZ. Puisquev 2 � , cela entra�̂ne que e� (v) 2 Z si et seulement s'il existe r 2 1
eZ

tel que � � H � + r . Si cette derni�ere condition est v�eri� �ee,A \ � � H � + r . Mais, d'apr�es
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le choix de � , A \ � est ouvert dans A ([La], lemme 10.14). Donc A � H � + r et � est
constante sur A, i.e. � 2 �( A). Inversement, si � 2 �( A), on a A � H � � � (A ) , a fortiori
A \ � � H � � � (A ) . D'apr�es l'hypoth�esesur e, � (A) 2 1

eZ. Donc l'hyperplan H � � � (A )

appartient �a la collectiond'hyperplansd�e�nissant la d�ecomposition en facettes.Puisqu'il
coupe � , on a � � H � � � (A ) . Cela prouve (1).

D'apr�es 4.3, l'alg�ebre de Lie de � v(Ge
v) est l'ensemble des points �xes dans �g des

op�erateurs� v(� ) pour � 2 I (e). Pour prouver (i), il su�t de prouver que � 2 �( A) si et
seulement si � v(� ) �xe �E � pour tout � 2 I (e).

Fixons n 2 P tel que entv 2 X � . Posonsx � = entv. Pour � 2 I (e), on a � (tv)t � 1
v =

x � (� en), o�u � en est l'image de � dans � en( �Fq). Soit � 2 �. On a l' �egalit�e � v(� )( �E � ) =
� (� (tv)t � 1

v ) �E � = � <�;x � >
en

�E � . Mais on a � (v) = � 1
en < � ; x � > . Alors �E � est �xe par les

op�erateurs� v(� ) pour tout � 2 I (e) si et seulement si z� en� (v) = 1 pour tout z 2 � en( �Fq)
tel que zn = 1. Cela �equivaut �a e� (v) 2 Z. En utilisant (1), celad�emontre (i).

Tout �el�ement de � v(Ge
v) s'�ecrit sousla formenk, o�u n 2 �N \ � v(Ge

v) et k appartient �a
la composante neutrede � v(Ge

v), autrement dit �a �H (A). On remonte cette d�ecomposition
�a Ge

v en utilisant 4.3(1). �
De mêmequel'on a construit �H (A) � �G, on construit H (A) � G associ�e �a l'ensemble

de racines�( A).

Lemme 4.4.2 : Pour v 2 A \ V(p) , le groupe H (A; F e) \ Ge
v est ind�ependant de v. Son

imagepar � v est �H (A).

Preuve. Soient v; v0 2 A \ V(p) . Choisissonsun multiple e0 de e dans P tel que
e0v 2 X � et e0v0 2 X � . LesgroupesH (A; F e) \ Ge

v, resp.H (A; F e) \ Ge
v0, sont lesgroupes

d'invariants par I (e) dans H (A; F e0
) \ Ge0

v , resp. H (A; F e0
) \ Ge0

v0. Pour d�emontrer la
premi�ere assertionde l' �enonc�e, il su�t de prouver que cesgroupessont �egaux.Quitte �a
remplacere par e0, on peut donc supposerev 2 X � , ev0 2 X � . Les �el�ements tF;v et tF;v0

appartiennent �a T (F e) et on a l' �egalit�e G e
v = Ad(tF;v t � 1

F;v0)(Ge
v0). Commedans la preuve

du lemme4.2.1,tF;v t � 1
F;v0 commute �a H (A; F e). De l' �egalit�e pr�ec�edente sed�eduit l' �egalit�e

cherch�ee.Cela d�emontre la premi�ere assertionde l' �enonc�e.
Soit v 2 A \ V(p) , choisissonsun multiple e0 de e dans P tel que e0v 2 X � . Il est

clair que l'application � : H (A; F e0
) \ Ge0

0 ! �G a pour image �H (A). PuisqueAd(t � 1
F;v)

normaliseH (A; F e0
), l'image deH (A; F e0

) \ Ge0

v par � � Ad(t � 1
F;v) estaussi �H (A). Le noyau

de cette application �etant cohomologiquement trivial, on peut passeraux sous-groupes
desinvariants par I (e) : l'image de H (A; F e) \ Ge

v par � v est le sous-groupe des�el�ements
de �H (A) �xes par les op�erateurs � v(� ) pour � 2 I (e). Mais ce groupe est �H (A) tout
entier. Cela seprouve commedansle lemmepr�ec�edent. On n'a plus la relation (1) mais
toutefois l'inclusion : �( A) est inclus dans l'ensemble des � 2 � tels que e� (v) 2 Z.
Cette inclusion su�t pour conclure.�

4.5

Consid�eronslesdonn�eessuivantes :
(i) D0 = (X

0� ; � 0; � 0; X 0
� ; �� 0; �� 0) est une donn�eede racinesmunie d'une action de �,

cf. 1.4. On introduit les objets relatifs �a D0 que l'on a introduits dans les paragraphes
pr�ec�edents pour la donn�eeD. On les a�ecte d'un ', par exempleW 0; �T 0 etc...

(ii)  est un coupled'isomorphismesde Z-modulesX
0� �! X � , X 0

�
�! X � , en dualit�e.

Pour simpli�er, on note encore chacun de cesisomorphismes,ainsi que tout isomor-
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phismequi s'end�eduit par fonctorialit �e,par exempleentre lesgroupesd'automorphismes
de X

0� et X � . On supposeque  (� 0) � � et  ( �� 0) � �� et que  (� 0), resp.  ( �� 0), est le
sous-syst�emede racinesde �, resp. ��, engendr�e par  (� 0), resp.  ( �� 0). Autrement dit,
via  , D0 s'identi�e �a un sous-syst�eme de L�evi standard de D. On supposeaussi que,
pour tout 
 2 �, il existe w 2 W tel que  � 
 = w � 
 �  . Cet �el�ement est unique, on
le note w (
 ) ;

(iii) r 2 Z(p) ;
on note �t (r ) le �Fq-espacevectoriel �t = X � 
 Z

�Fq muni de l'action de � d�e�nie de la
fa�consuivante : � agit par le produit de sesactionssur X � et �Fq ; pour � 2 I , x � 2 X � et
z 2 �Fq, � (x � 
 z) = � (x � ) 
 r (� )z, cf. 1.2.On d�e�nit de fa�consimilaire �t 0(r ). Remarquons
que de  sed�eduit un isomorphisme,encorenot�e  , de �t 0(r ) sur �t (r ), qui n'est pas en
g�en�eral �equivariant pour lesactions de �. On pose:

�t 0
cent (r ) = f Z 2 �t 0(r ); 8� 0 2 � 0; � 0(Z ) = 0g;

(iv) �Z 0 2 �t 0
cent (r )� . On suppose:

(1) pour tout � 2 � n  (� 0), � �  ( �Z 0) 6= 0.
Cesdonn�eesforment un quadruplet (D0;  ; r; �Z 0). On noteL (D) l'ensemble desquadru-

plets v�eri�an t cesconditions.
Soient (D0

1;  1; r1; �Z 0
1) et (D0

2;  2; r2; �Z 0
2) deux �el�ements de L (D). Par d�e�nition, un

isomorphismeentre cesquadrupletsn'existequesi r 1 = r2. Danscecas,un isomorphisme
est un couple (f ; w) form�e d'un isomorphismef : D0

1 ! D0
2, dans un sens�evident,

�equivariant pour lesactions de �, et d'un �el�ement w 2 W tels que :

 2 � f = w �  1 et f ( �Z 0
1) = �Z 0

2:

Remarquonsque :
(2) le groupe d'automorphismesd'un quadruplet (D0;  ; r; Z 0) 2 L (D) est trivial.
En e�et, soit (f ; w) un tel automorphisme.On a w �  ( �Z 0) =  ( �Z 0). L'hypoth�ese

(P� ) permet de travailler commeen caract�eristiquenulle. Le centralisateur dansW d'un
�el�ement de �t (r ) est le groupe de L�evi de W associ�e aux racines� 2 � qui annulent cet
�el�ement. Dans le casde  ( �Z 0), grâce �a (1), cela entra�̂ne w 2  (W 0). Soit w0 2 W 0 tel
que w =  (w0). Alors f est l'action de w0. Puisquecette action doit conserver les bases
� 0 et �� 0, on a w0 = 1.

4.6

On �xe jusqu'�a la �n du chapitre 4 un quadruplet (D0;  ; r; �Z 0) 2 L (D). On introduit
le groupe �G0 associ�e �a D0 et on d�e�nit un plongement :

�i  : �G0 ! �G

caract�eris�e par les propri�et�essuivantes :
- �i  serestreint en l'isomorphismede �T 0 sur �T d�eduit de  : X 0

� ! X � ;
- en notant encore�i  la d�eriv�eedu plongement, �i  ( �E 0

� 0) = �E  (� 0) pour tout � 0 2 � 0.
Ce plongement �i  se restreint en un plongement �N 0 ! �N . Il est compatible aux

sections�n0 : W 0 ! �N 0, �n : W ! �N d�e�nies en 1.5, c'est-�a-dire que�i  � �n0(w0) = �n �  (w0)
pour tout w0 2 W 0. D'autre part, de  se d�eduit un isomorphismeT 0

$
�! T$ . Cet

isomorphismeet le plongement pr�ec�edent seregroupent en un plongement :

i r ed; : N 0
r ed ! Nr ed:
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On note Zr ed; le sous-groupe des t 2 Tr ed tels que � (t) = 1 pour tout � 2  (� 0). Ses
�el�ements commutent �a i r ed; (N 0

r ed). On pose �Z  = Zr ed; \ �T . C'est le centre de �i  ( �G0).
Remarquonsla propri�et�e :
(1) soient � 2 � et 
 2 �. Supposonsque � et w (
 )� 1(� ) soient de signesoppos�es.

Alors � 62 (� 0).
En e�et, soit � 0 2 � 0. Les couplessuivants sont form�esde racinesde mêmesigne:
 (� 0) et � 0 car  (� 0) � � ;
� 0 et 
 � 1(� 0) car 
 (� 0) = � 0;

 � 1(� 0) et  � 
 � 1(� 0) car  (� 0) � � ;
 � 
 � 1(� 0) et 
 � 1 � w (
 )� 1 �  (� 0) car cesdeux termessont �egaux;

 � 1 � w (
 )� 1 �  (� 0) et w (
 )� 1 �  (� 0) car 
 (�) = �.
Donc  (� 0) et w (
 )� 1 �  (� 0) sont de mêmesigne,ce qui entra�̂ne (1).
Posons �Z =  ( �Z 0). Pour 
 2 �, on d�e�nit les �el�ements z$ ; (
 ) 2 T$ , �z (
 ) 2 �T ,

z (
 ) 2 Tr ed, n (
 ) 2 Nr ed, �n (
 ) 2 �N par :

z$ ; (
 ) =

0

@
X

� 2 � ;�> 0;w  (
 ) � 1 (� )< 0

��

1

A 
 r ;

(2) �z (
 ) =
Y

� 2 � ;�> 0;w  (
 ) � 1 (� )< 0

�� � � ( �Z );

z (
 ) = z$ ; (
 ) �z (
 );

n (
 ) = z (
 ) �n(w (
 ));

�n (
 ) = � N (n (
 )) = �z (
 ) �n(w (
 )) :

Remarquonsquela d�e�nition (2) est loisible : si � 2 � est tel que� > 0 et w (
 )� 1(� ) <
0, on a � 62 (� 0) d'apr�es(1), donc � ( �Z ) 6= 0 d'apr�es4.5(1).

Lemme 4.6 : (i) L'application 
 7! n (
 ) est un cocyclede � dansN r ed.
(ii) Pour tout 
 2 � , z$ ; (
 ) et z (
 ) appartiennent �a Z r ed; et �z (
 ) appartient �a

�Z  .
(iii) Pour tout g0 2 �G0, on a l' �egalit�e �i  � 
 (g0) = Ad(�n (
 )) � 
 � �i  (g0).
(iv) Pour tout n0 2 N 0

r ed, on a l' �egalit�e i r ed; � 
 (n0) = n (
 )
 � i r ed; (n0)n (
 )� 1.

Preuve. Le (i) r�esultede la preuve du lemme2.2A de [LS].
Introduisons les objets relatifs �a la donn�ee Dsc. Soit 
 2 �. De même que l'on a

construit z$ ; (
 ) 2 T$ , n (
 ) 2 Nr ed etc..., on construit z$ ; ;sc(
 ) 2 T$ ;sc, n ;sc(
 ) 2
Nr ed;sc etc... On a les �egalit�es z$ ; (
 ) = � � z$ ; ;sc(
 ), n (
 ) = � � n ;sc(
 ) etc... Pour
d�emontrer (ii), il su�t de d�emontrer les assertionsanaloguespour les objets z$ ; ;sc(
 )
etc... On peut aussi bien abandonnerles indices sc et supposer que D = Dsc. On va
d�emontrer que �z (
 ) 2 �Z  , lesautresassertionssetraitan t dela mêmefa�con.Parcequ'on
suppose �G simplement connexe,un �el�ement de �T appartient �a �Z  si et seulement s'il
est �xe par l'action de  (W 0). Montrons que �z (
 ) v�eri�e cette condition. Soit w0 2 W 0,
posonsw =  (w0). On a :

(3) l'application � 7! w(� ) conserve l'ensemble des � 2 � tels que � > 0 et
w (
 )� 1(� ) < 0.

Soit � dans cet ensemble. D'apr�es (1), � 2 � n  (� 0). Par d�e�nition de w (
 ),
l'automorphisme 
 � 1 � w (
 )� 1 de X � conserve  (� 0), donc aussi � n  (� 0) et  (W 0).
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Donc, d'une part, 
 � 1 � w (
 )� 1(� ) 2 � n  (� 0) ; d'autre part il existe w0
1 2 W 0 tel

qu'en posant w1 =  (w0
1), on ait 
 � 1 � w (
 )� 1 � w = w1 � 
 � 1 � w (
 )� 1. L'ensemble

 (� 0) est un sous-ensemble de L�evi standard de � et w appartient au groupe de Weyl
associ�e �a cesous-ensemble. Lesseulesracinesinvers�eespar un tel �el�ement appartiennent
�a  (� 0). Puisque � 62 (� 0), w(� ) est de même signeque � , i.e. w(� ) > 0. De même
w1 � 
 � 1 � w (
 )� 1(� ) est de mêmesigneque
 � 1 � w (
 )� 1(� ). Alors lescouplessuivants
sont de mêmesigne:

w (
 )� 1(� ) et 
 � 1 � w (
 )� 1(� ) car 
 (�) = � ;

 � 1 � w (
 )� 1(� ) et w1 � 
 � 1 � w (
 )� 1(� ), commeon vient de le voir ;
w1 � 
 � 1 � w (
 )� 1(� ) et 
 � 1 � w (
 )� 1 � w(� ) car cesdeux termessont �egaux;

 � 1 � w (
 )� 1 � w(� ) et w (
 )� 1 � w(� ) car 
 (�) = �.
Donc w (
 )� 1 � w(� ) est de mêmesigneque w (
 )� 1(� ), i.e. w (
 )� 1 � w(� ) < 0.

Cela prouve (3).
On a :

w( �z (
 )) =
Y

� 2 � ;�> 0;w  (
 ) � 1 (� )< 0

w( �� ) � � ( �Z ):

On remplacew( �� ) par �� . Grâce�a (3), on obtient :

w( �z (
 )) =
Y

� 2 � ;�> 0;w  (
 ) � 1 (� )< 0

�� � w� 1(� )( �Z ):

Pour tout � , w� 1(� )( �Z ) = � � w( �Z ) = � �  � w0( �Z 0). Mais w0( �Z 0) = �Z 0 parce que
�Z 0 2 �t 0

cent(r ). Donc w� 1(� )( �Z ) = � ( �Z ). Cela entra�̂ne w( �z (
 )) = �z (
 ) et le (ii) de
l' �enonc�e.

On a bien l' �egalit�e �i  � 
 = Ad(�n (
 )) � 
 � �i  sur �T 0 : celar�esultede la d�e�nition de
w (
 ). Pour prouver (iii), il su�t de prouver que�i  � 
 ( �E 0

� 0) = Ad(�n (
 )) � 
 � �i  ( �E 0
� 0)

pour tout � 0 2 � 0. Fixons un tel � 0, posons� 0 = 
 (� 0), � =  (� 0), � =  (� 0). On a
� 0 2 � 0, � ; � 2 � et w (
 ) � 
 (� ) = � . On doit montrer queAd(�n (
 )) � 
 ( �E � ) = E � . De
nouveau, on peut supposerque �G est simplement connexe.Despropri�et�esde la section
�n r�esulteque :

(4) Ad(�n(w (
 ))) � 
 ( �E � ) = � �E � ;

avec � 2 f� 1g. Cela entra�̂ne l' �egalit�e dans �N :

(5) �n(w (
 )) �n(s
 (� ) ) = �� (� ) �n(s� ) �n(w (
 )) :

D'apr�es1.5(1), le membre de gauche vaut :

� (w (
 ); s
 (� ) ) �n(w (
 )s
 (� ) ):

Les seulesracinesinvers�eespar s
 (� ) sont � 
 (� ). Elles ne sont pas invers�eespar w (
 )
car w (
 ) � 
 (� ) = � . Donc � (w (
 ); s
 (� ) ) = 1 et le membre de gauche de (5) est �egal
�a �n(w (
 )s
 (� ) ). Pour une raison similaire, le membre de droite vaut �� (� ) �n(w (
 )s
 (� ) ).
Cela entra�̂ne �� (� ) = 1. Puisqu'on a suppos�e �G simplement connexe,il en r�esulte que
� = 1. On a d�ej�a montr �e que �z (
 ) appartenait �a �Z  . Ce terme centralise E � . De (4), o�u
� = 1, r�esulte l' �egalit�e Ad( �z (
 ) �n(w (
 ))) � 
 ( �E � ) = E � , cequi est l' �egalit�e cherch�ee.

Pour d�emontrer (iv), il su�t de prouver l' �egalit�e enquestionpour n0 2 T0
$ et n0 2 �N 0.

Sur T0
$ , la conjugaisonpar n (
 ) n'est autre que l'action naturelle de w (
 ). L' �egalit�e
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cherch�ee pour n0 2 T0
$ r�esulte alors de la d�e�nition de w (
 ). Pour n0 2 �N 0, on a

i r ed; (n0) = �i  (n0) et on sait grâce�a (iii) que :

i r ed; � 
 (n0) = �n (
 )
 � i r ed; (n0) �n (
 )� 1:

Mais, grâce�a (ii), z$ ; (
 ) commute �a i r ed; � 
 (n0). On peut donc remplacerdans cette
�egalit�e �n (
 ) par z$ ; (
 ) �n (
 ) = n (
 ) et celaach�eve la preuve. �

4.7

Soit F 2 CLq. On construit les groupesG 0 et G sur F associ�es aux donn�eesD0 et
D. Commeen 4.6, on construit un plongement i  : G0 ! G, qui est d�e�ni sur F mod.

Pour tout r�eel s et toute extensionK de F contenue dans F mod, on a d�e�ni en 3.2
les r�eseauxt (K )s et t (K )s+ Si s 62Z(p) , tmod

s+ = tmod
s . Supposonss 2 Z(p) . On d�e�nit un

isomorphismede �-mo dules:
tmod
s =tmod

s+ ! �t (s):

Ecrivons s = n
e avec e 2 P et n 2 Z, soit x � 
 y 2 tmod

s , avec x � 2 X � et y 2 F mod,
val(y) � s. L'isomorphismeenvoie x � 
 y sur x � 
 z, o�u z est la r�eduction naturelle dans
�Fq de l'entier $ � n

1
e

y.

On d�e�nit de mêmet
0mod
s . On pose:

t
0mod
cent;s = f X 2 t

0mod
s ; 8� 0 2 � 0; � 0(X ) = 0g:

On d�e�nit de mêmet
0mod
cent;s+ et, pour s 2 Z(p) , on a encoreun isomorphisme:

t
0mod
cent;s=t

0mod
cent;s+ ! �t 0

cent(s):

Comme en 1.7, les �-mo dules t
0mod
cent;s et t

0mod
cent;s+ sont cohomologiquement triviaux. Cela

entra�̂ne que l'application :
t0
cent;s ! �t 0

cent (s)�

est surjective. Appliquons cela�a s = r . On peut alors �xer Z 0
F 2 t0

cent;r dont l'image dans
�t 0

cent (r )� soit �Z 0.
A l'aide de Z 0

F , on construit commeen 4.6 un cocycle n ;F de � dans N mod. On a
l' �egalit�e n = red� n ;F . On montre commeau lemme4.6 l' �egalit�e :

(1) i  � 
 = Ad(n ;F (
 )) � 
 � i  

pour tout 
 2 �.

4.8

On construit le groupeD 0 = (X 0
� =X 0

� ;sc)� ;tor s. De sed�eduit unesurjectionX 0
� =X 0

� ;sc !
X � =X � ;sc. Elle est �equivariante pour les actions de � car l'action de W sur l'ensemble
d'arriv �ee est triviale. Il s'en d�eduit une surjection (X 0

� =X 0
� ;sc)� ! (X � =X � ;sc)� puis, en

passant aux sous-groupesde torsion, un homomorphismeD 0 ! D , qui n'a plus de raison
d'être surjectif. On le note  D 0.

Soit d0 2 D 0. Pour 
 2 �, posonsd0(
 ) = i r ed; � d0(
 )n (
 ). Grâceau lemme4.6(iv),
d0 est un cocyclede � dansN r ed.
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Soit F 2 CLq. On d�e�nit de même un cocycle d0;F de � dans N mod en posant
d0;F (
 ) = i  � d0

F (
 )n ;F (
 ).

Lemme 4.8 : Posonsd =  D 0(d0). Les deux cocyclesd0;F et dF d�e�nissent le même
�el�ement de H 1(� ; Gmod).

Preuve. Introduisonsune z-extension:

(1) 1 ! Z a! ~G b! G ! 1

v�eri�an t lesconditions de 1.10.Le cocyclen ;F serel�eve en un cocyclen ;sc;F de � dans
Gmod

sc tel que n ;F = � � n ;sc;F . On d�e�nit un groupe r�eductif ~G0 sur F , muni d'un
isomorphisme:

~i  : ~G0 ! b� 1(i  (G0))

tel que, pour tout 
 2 �, ~i  � 
 = Ad(~� � n ;sc;F (
 )) � 
 � ~i  . La suite (1) secompl�ete en
un diagrammecommutatif :

1 ! Z a! ~G b! G ! 1
" id " ~i  " i  

1 ! Z a0

! ~G0 b0

! G0 ! 1

La suite exacteinf�erieureest une z-extensionde G 0.
PuisqueG sc est simplement connexe,H 1(� ; Gmod

sc ) = f 0g. On peut �xer g 2 Gmod
sc tel

que :
(2) g� 1n ;sc;F (
 )
 (g) = 1

pour tout 
 2 �. D�e�nissonsun cocycled1;F de� dansGmod par d1;F (
 ) = �(g) � 1d0;F (
 )� �

 (g). Il su�t de prouver que d1;F et dF sont cohomologues.Mais d1;F est trivial sur
I , comme d0;F . Il su�t donc de prouver que d1;F (� 1) et dF (� 1) ont même image par
l'application :

(3) Gnr wG! (X � =X � ;sc)I ! (X � =X � ;sc)� :

En appliquant 1.10(3) �a G 0, choisissons~x0 2 ~G
0nr tel que b0(~x0) = d0

F (� 1). Posons~x =
~�(g) � 1~i  (~x0)~� � n ;sc;F (� 1)~� � � 1(g). On a :

(4) ~x 2 ~Gnr et b(~x) = d1;F (� 1):

La deuxi�eme assertion est imm�ediate. Soit � 2 I . On doit montrer que � (~x) = ~x.
Remarquonsque, grâce�a (2), on a l' �egalit�e ~x = Ad(~�(g) � 1)(~i  (~x0)). Alors :

� (~x) = Ad(~� � � (g) � 1)( � � ~�  (~x0)) :

On a :
� � ~�  (~x0) = Ad(~� � n ;sc;F (� )� 1)(~i  � � (~x0)) :

Mais � (~x0) = ~x0 et on obtient :

� (~x) = Ad(~�(n ;sc;F (� )� (g)) � 1(~i  (~x0)) :

Toujours grâce�a (2), cette expressionest �egale�a Ad(~�(g) � 1)(~i  (~x0)), ou encore~x, cequi
d�emontre (4).
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En appliquant 1.10(4), l'image de d1;F (� 1) par (3) est �egale�a celle de ~x par la suite
d'applications :

~Gnr c! ~Gnr
ab

w ~G ab! ( ~X � = ~X � ;sc)I
b! (X � =X � ;sc)I ! (X � =X � ;sc)� :

Remarquonsque cette suite secompl�ete en un diagramme�a carr�escommutatifs :

~Gnr c! ~Gnr
ab

w ~G ab! ( ~X � = ~X � ;sc)I
b! (X � =X � ;sc)I ! (X � =X � ;sc)�

" ~i  ;ab " ~ "  "  

~G
0nr c0

! ~G
0nr
ab

w ~G 0
ab! ( ~X 0

� = ~X 0
� ;sc)I

b0

! (X 0
� =X 0

� ;sc)I ! (X 0
� =X 0

� ;sc)�

o�u on a utilis�e desnotations transparentes. L'homomorphismec est la restriction �a ~Gnr

d'un homomorphismec : ~G ! ~Gab. Celui-ci annule ~�(G sc). Donc c(~x) = c � ~i  (~x0) =
~i  ;ab � c0(~x0). Le diagrammeci-dessusmontre que l'image de ~x par la suite d'applications
du haut est l'image de ~x0 par le parcours sud-est.En appliquant de nouveau 1.10(4),
l'image de ~x0 dans (X 0

� =X 0
� ;sc)� par la suite d'applications du bas est �egale�a l'image de

d0
F (� 1) par l'analogue de l'application (3). Par d�e�nition de d, elle a même image que

dF (� 1) dans(X � =X � ;sc)� . Cela ach�eve la preuve. �

4.9

Fixons un sous-groupe ouvert � 0 de � qui agissetrivialement sur D et D0. On montre
comme en 2.8(1) que l'on peut supposer l'indice de � 0 dans � premier �a p. On peut
remplacerdanstoutes nosconstructions� par � =� 0. En particulier, la fonction z$ ; est
invariante par � 0. On d�e�nit z0 2 T$ par :

z0 = [� : � 0]� 1
X


 2 � =� 0

z$ ; (
 ):

Soit d0 2 D 0. On construit commedans le paragraphepr�ec�edent le cocycle d0. On note
 V 0 : V 0 ! V l'isomorphisme d�eduit naturellement de  . On peut aussi le consid�erer
commeun homomorphismede V 0(d0) dansV(d0), cf. 4.1.

Lemme 4.9 : L'application :

V 0(d0) ! V (d0)
v0 7! z0;R �  V 0(v0)

est �equivariant pour les actions de � .

Preuve. Pour tout 
 2 �, posons:

z1(
 ) = n (
 )
 (z0)n (
 )� 1; z2(
 ) = z0z$ ; (
 )� 1:

Ce sont des�el�ements de Tr ed. Montrons que :
(1) z1(
 ) et z2(
 ) appartiennent �a Z r ed; et z1(
 )z2(
 )� 1 2 �T .
Que z2(
 ) appartienne�a Z r ed; r�esultedu lemme4.6. Soit � 2  (� 0). On a l' �egalit�e :

� (z1(
 )) = (
 � 1 � w (
 )� 1(� ))( z0):
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L'automorphisme 
 � 1 � w (
 )� 1 conserve  (� 0). De plus z0 2 Zr ed; d'apr�es le lemme
4.6. L'expressionci-dessusvaut donc 1 et z1(
 ) appartient �a Z r ed; . Parcequen est un
cocycle,on a l' �egalit�e n (
 )
 (n (
 0)) = n (
 
 0) pour tout 
 0 2 �. Ce que l'on �ecrit plus
explicitement :

n (
 )
 (z$ ; (
 0))n (
 )� 1z$ ; (
 ) �n (
 )
 ( �n (
 0)) = z$ ; (
 
 0) �n (
 
 0):

On en d�eduit que :

z$ ; (
 )z$ ; (
 
 0)� 1n (
 )
 (z$ ; (
 0))n (
 )� 1

appartient �a la fois �a Tr ed et �a �N , donc �a �T . En multiplian t cestermespour 
 0 2 � =� 0,
on obtient que :

(z2(
 )� 1z1(
 )) [� =� 0 ] 2 �T ;

cequi entra�̂ne la deuxi�emeassertionde (1).
Pour d�emontrer le lemme,on doit prouver que, pour tout 
 2 �, on a l' �egalit�e :

z0;R �  V 0 � d0(
 )R � 
 = d0(
 )R � 
 � z0;R �  V 0:

Or, par construction,
 V 0 � d0(
 )R = (i r ed; � d0(
 ))R �  V 0;

 V 0 � 
 = w (
 ) � 
 �  V 0 = �n (
 )R � 
 �  V 0:

Cela nousram�ene�a prouver l' �egalit�e :

(z0i r ed; � d0(
 ) �n (
 ))R = (d0(
 )
 (z0))R;

ou encore:
(z0i r ed; � d0(
 ) �n (
 ))R = (i r ed; � d0(
 )n (
 )
 (z0))R:

Grâceau lemme 4.6, z0 commute �a l'image de i r ed; , donc �a i r ed; � d0(
 ), ce qui nous
ram�ene�a d�emontrer l' �egalit�e :

(z0 �n (
 ))R = (n (
 )
 (z0))R;

elle-m̂eme�equivalente �a z2(
 )R = z1(
 )R. Cette �egalit�e r�esultede la derni�ereassertionde
(1). �

4.10

Soit d0 2 D 0. On d�e�nit d0 commedans les paragraphespr�ec�edents et on posed =
 D 0(d0).

Prop osition 4.10 : Il existen 2 N r ed et k 2 �G v�eri�an t les conditions suivantes :
(i) nR(V d0 ) � V d ;
(ii) posonsA = nR(V d0 ) ; alors k appartient �a �H (A) ;
(iii) soient 
 2 � et v 2 A \ V(p) ; posons m(
 ) = nd0(
 )
 (n) � 1d(
 ) � 1 ; alors

� N (m(
 )) = k� d;v(
 )(k� 1).
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Remarque.On a utilis�e les notations de 4.1 et 4.2. Il est clair que A \ V(p) est dense
dans A, ainsi qu'on l'a impos�e en 4.2. Cela se prouve comme en 2.8. De même, les
sous-espacesa�nes que l'on introduira dans la preuve v�eri�ent cette condition.

Preuve.On poseA0 = V d0 . Fixons F 2 CLq. On d�e�nit le cocycled0;F de� dansGmod

commeen 4.8. D'apr�es le lemme 4.8, on peut �xer x 2 Gmod tel que xd0;F (
 )
 (x) � 1 =
dF (
 ) pour tout 
 2 �. Choisissonse 2 P tel que I (e) agissetrivialement sur D et D0,
e� (A0) 2 Z pour tout � 2 �( A0) et x 2 G(F e). Le groupe i  (G0) est un L�evi de G
contenant T . On sait qu'alors l'application :

i  �  V 0 : G0(F e) � V 0 ! G(F e) � V

sequotiente enun plongement deI mm(G 0; F e) dansI mm(G; F e). Puisquez0;R commute
�a l'action de i  (N 0(F e), on peut composer V 0 avecz0;R. On peut aussicomposeri  avec
la multiplication �a gauche par x. D�e�nissonsdonc :

~j  : G0(F e) � V 0 ! G(F e) � V
(g0; v0) 7! (xi  (g0); z0;R �  V 0(v0))

puis :
~j  ;d0 : G0

d0(F e) � V 0(d0) ! Gd(F e) � V(d)

de sorte que le diagramme�evident soit commutatif :

G0
d0(F e) � V 0(d0)

~j  ;d 0

! Gd(F e) � V(d)
# � d0 � idV 0 # � d � idV

G0(F e) � V 0
~j  ! G(F e) � V

Alors ~j  ;d0 sequotiente en un plongement j  ;d0 : I mm(G0
d0; F e) ! I mm(Gd; F e). On a :

(1) j  ;d0 est �equivariant pour lesactions de �.
Soient 
 2 �, g0 2 G0

d0(F e) et v0 2 V 0(d0). On veut montrer que ~j  ;d0(
 (g0); d0(
 )R �

 (v0)) a même image que (
 � d(
 )R) � ~j  ;d0(g0; v0) dans I mm(Gd; F e). En composant
avec � d � idV , il su�t que y1 = ~j  � (� d0 � idV 0)( 
 (g0); d0(
 )R � 
 (v0)) et y2 = (� d � idV ) �
(
 � d(
 )R) � ~j  ;d0(g0; v0) aient mêmeimage dans I mm(G; F e). Posonsv =  V 0(v0). On
a :

y1 = ~j  (Ad(d0
F (
 )) � 
 � � d0(g0); d0(
 )R � 
 (v0))

= (xAd(i  � d0
F (
 ))( i  � 
 � � d0(g0)) ; z0;R �  V 0 � d0(
 )R � 
 (v0))

= (xAd(i  � d0
F (
 )n ;F (
 ))( 
 � � d0(g0)) ; d0(
 )R � 
 � z0;R(v))

= (xd0;F (
 )
 � � d0(g0)d0;F (
 )� 1; d0(
 )R � 
 � z0;R(v))

(la troisi�eme�egalit�e r�esultedu lemme4.9). Ce terme a mêmeimagedans I mm(G; F e)
que :

y0
1 = (xd0;F (
 )
 � � d0(g0); 
 � z0;R(v)) :

On a :
y2 = ((Ad(dF (
 )) � 
 � � d) � (d(
 )R � 
 )) � ~j  ;d0(g0; v0)

= ((Ad(dF (
 )) � 
 ) � (d(
 )R � 
 )) � ~j  � (� d0 � idV 0)(g0; v0)

= (Ad(dF (
 )) � 
 (x� d0(g0)) ; d(
 )R � 
 � z0;R(v))

= (dF (
 )
 (x)
 � � d0(g0)dF (
 )� 1; d(
 )R � 
 � z0;R(v)) :
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Ce terme a mêmeimagedansI mm(G; F e) que :

y0
2 = (dF (
 )
 (x)
 � � d0(g0); 
 � z0;R(v)) :

Mais xd0;F (
 ) = dF (
 )
 (x), donc y0
1 = y0

2, cequi prouve (1).
Introduisonsla d�ecomposition en facettesde V relative �a l'entier e. Parmi lesfacettes

qui coupent A0, �xons-en une de dimensionmaximale. Notons-la � 0. Fixons v0 2 A0 \
� 0 \ V(p) , soit v0

0 2 V 0 tel que z0;R �  V 0(v0
0) = v0. D'apr�es le lemme 4.9, v0

0 appartient
�a V

0d0
. D'apr�es (1), l'image de ~j  ;d0(1; v0

0) dans I mm(Gd; F e) est �xe par �, autrement
dit appartient �a l'immeuble I mm(G d; F ). On peut donc �xer (y; v) 2 Gd � V d qui
ait mêmeimage que ~j  ;d0(1; v0

0) dans I mm(Gd; F e). Alors (� d(y); v) a mêmeimage que
(� d� idV )� ~j  ;d0(1; v0

0) = (x; v0) dansI mm(G; F e). Celaentra�̂ne l'existencede� 0 2 N (F e)
et � 0 2 Ge

v tels que v = red(� 0)R(v0) et x = � d(y)� � 1
0 � 0. PosonsA1 = red(� 0)R(A0),

� 1 = red(� 0)R(� 0). La facette � 1 est de dimensionmaximale parmi cellesqui coupent
A1. On a v 2 A1 \ � 1 \ V(p) . Appliquons le lemme4.4.1(ii) : on peut �ecrire � 0 = � � 1

1 � ,
avec � 1 2 N (F e) \ Ge

v, � 2 Ge
v et � v(� ) 2 �H (A1). Posons� = � 1� 0, n = red(� ) 2 Nr ed et

k = � v(� ) 2 �G. Montrons que cestermesn et k v�eri�ent la conclusionde l' �enonc�e.
PosonsA = nR(A0). On a A = n1;R(A1), o�u n1 = red(� 1). Donc :

�H (A) = Ad(� N (n1))( �H (A1))

(lemme 4.2.1(i)). Mais � N (n1) = � v(� 1). Puisque� 1 2 Ge
v, � v(� 1) appartient �a � v(Ge

v),
doncnormalisela composante neutredecegroupe,qui est�egale�a �H (A1) (lemme4.4.1(i)).
Cela d�emontre que �H (A) = �H (A1). En particulier, k 2 �H (A).

Soit 
 2 �. On a les trois �egalit�es:

x = � d(y)� � 1� ; xd0;F (
 )
 (x) � 1 = dF (
 ); dF (
 )
 (� d(y))dF (
 )� 1 = � d(y)

celle-ciparceque y 2 Gd. On en d�eduit :

(2) � d0;F (
 )
 (� ) � 1dF (
 )� 1 = �Ad (dF (
 )) � 
 (� � 1):

Posonsm(
 ) = nd0(
 )
 (n� 1)d(
 ) � 1. Puisquev 2 V d, l'op�erateur Ad(dF (
 )) � 
 conserve
Ge

v. Le membre de droite de l' �egalit�e ci-dessusappartient �a G e
v. Projetons l' �egalit�e par

� v. On obtient :
(3) � N (m(
 )) = k� d;v(
 )(k� 1):

L'automorphisme� d;v(
 ) conserve � v(Ge
v), cf. 4.3,doncaussisacomposante neutre �H (A).

Le membre dedroite de (3) appartient donc�a �H (A). Lesdeuxmembresde(2) appartien-
nent �a Ge

v, donc�xen t v par leur action naturelle sur I mm(G; F e). Puisquele membre de
gauche appartient �a N (F e), sonaction sur V n'est autre quem(
 )R, doncm(
 )R(v) = v.
De même,n1;R(v) = v. Puisquev 2 A1, cela entra�̂ne v 2 A. On peut alors appliquer �a
m(
 ) le lemme 4.2.1(ii) : m(
 )R �xe tout point de A. Soit v0 2 A. On a d(
 )R
 (v0) =
m(
 )� 1

R nRd0(
 )R
 (n� 1
R (v0)). Or n� 1

R (v0) 2 A0 donc d0(
 )R
 (n� 1
R (v0)) = n� 1

R (v0). D'o�u
d(
 )R
 (v0) = m(
 ) � 1

R (v0) = v0. Cela d�emontre l'inclusion A � V d.
Maintenant, l' �egalit�e (3), prouv�ee pour le point particulier v que l'on a �x �e, reste

vraie si on remplacev par un point quelconquede A \ V(p) , grâceau lemme4.2.2.Cela
ach�eve la preuve. �
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4.11

Soit d0 2 D 0, posonsd =  D 0(d0), �xons n et k v�eri�an t lesconditionsdela proposition
4.10.Posons�n = � N (n). On d�e�nit une application a�ne :

 V 0;d0 : V
0d0

! V d

v0 7! nR � z0;R �  V 0(v0)

Elle envoie V
0d0

(p) dansV d
(p) .

Lemme 4.11 : (i) Soit v0 2 V
0d0

(p) , posonsv =  V 0;d0(v0). L'homomorphismeAd(k� 1�n) � �i  

envoie �G0
v0 dans �G v et il existeun homomorphisme�i  ;d0;v0 : �G0

d0;v0 ! �Gd;v , d�e�ni sur Fq,
tel que le diagrammesuivant soit commutatif :

�G0
d0;v0

�i  ;d 0;v 0

! �Gd;v

# �� d0 # �� d

�G0
v0

Ad(k � 1 �n)� �i  ! �G v:

(ii) Soit de plus s 2 Z(p) . L'homomorphismeAd(k� 1�n) � �i  envoie �g0
v0;s dans �gv;s et

il existe un unique homomorphisme�i  ;d0;v0;s : �g0
d0;v0;s ! �gd;v;s, d�e�ni sur Fq, tel que le

diagrammesuivant soit commutatif :

�g0
d0;v0;s

�i  ;d 0;v 0;s! �gd;v;s

# �� d0 # �� d

�g0
v0;s

Ad(k � 1 �n)� �i  ! �gv;s:

Preuve. Il s'agit de prouver que, pour 
 2 �, on a l' �egalit�e :

� d;v(
 ) � Ad(k� 1�n) � �i  = Ad(k� 1�n) � �i  � � d0;v0(
 ):

Poosnsv1 =  V 0(v0), v2 = z0;R(v1). Soit 
 2 �. On a :

�i  � � d0;v0(
 ) = �i  � Ad(t � 1
v0 d0(
 )
 (tv0)) � 
 = (Ad � �i  (t � 1

v0 d0(
 )
 (tv0))) � �i  � 
 :

On a �i  (tv0) = tv1 . En utilisant le lemme4.6(iii) et (iv), on obtient :

�i  � � d0;v0(
 ) = Ad(t � 1
v1

�i  � d0(
 )n (
 )
 (tv1 )n (
 )� 1) � Ad(�n (
 )) � 
 � �i  

= Ad(t � 1
v1

�i  � d0(
 )n (
 )
 (tv1 )n (
 )� 1�n (
 )) � 
 � �i  :

Grâce�a 4.9(1), l' �el�ement z1(
 )z2(
 )� 1 de �T commute �a l'image de�i  . On peut multiplier
�a gauchel' �egalit�eci-dessuspar Ad(z1(
 )z2(
 )� 1), celanechangepasle membre degauche
et on obtient :

(1) �i  � � d0;v0(
 ) = Ad(x) � 
 � �i  ;

o�u :
x = z1(
 )z2(
 )� 1t � 1

v1
�i  � d0(
 )n (
 )
 (tv1 )n (
 )� 1�n (
 ):

Le terme z1(
 ) et les deux composantes z� 1
0 et z$ ; (
 ) de z2(
 )� 1 appartiennent �a

Zr ed; donc commutent �a �i  � d0(
 ). Elles commutent aussi �a Tr ed donc �a tv1 et �a
n (
 )
 (tv1 )n (
 )� 1. On peut donc les r�epartir ainsi :

x = t � 1
v1

z� 1
0

�i  � d0(
 )z1(
 )n (
 )
 (tv1 )n (
 )� 1z$ ; (
 ) �n (
 ):

45



On a d'autre part l' �egalit�e tv2 = z0tv1 et l'expressionci-dessusdevient :

x = t � 1
v2

�i  � d0(
 )n (
 )
 (tv2 ) = t � 1
v2

d0(
 )
 (tv2 ):

Puisquev = nR(v2), on a t � 1
v ntv2 2 �N donc �n = t � 1

v ntv2 . Alors x s'�ecrit :

x = �n� 1t � 1
v nd0(
 )
 (n) � 1
 (tv)
 ( �n) = �n� 1[t � 1

v nd0(
 )
 (n) � 1d(
 ) � 1tv]t � 1
v d(
 )
 (tv)
 ( �n):

Le terme entre crochets est �egal �a t � 1
v m(
 )tv , avec les notations de la proposition 4.10.

L' �egalit�e pr�ec�edente montre qu'il appartient �a �N . Il est donc �egal �a � N (m(
 )). Or on a :

� N (m(
 )) = k� d;v(
 )(k� 1) = kt � 1
v d(
 )
 (tv)
 (k� 1)
 (tv)� 1d(
 ) � 1tv:

Alors :
x = �n� 1kt � 1

v d(
 )
 (tv)
 (k� 1�n):

L' �egalit�e (1) devient :

�i  � � d0;v0(
 ) = Ad(�n� 1k) � Ad(t � 1
v d(
 )
 (tv)) � Ad(
 (k� 1�n)) � 
 � �i  

= Ad(�n� 1k) � � d;v(
 ) � Ad(k� 1�n) � �i  :

En la multiplian t �a gauche par Ad(k � 1�n), on obtient l' �egalit�e cherch�ee. �

4.12

On conserve les mêmeshypoth�eses,soit de plus F 2 CL q. On e�ectue les construc-
tions de 4.7. On �xe nF 2 N mod tel que red(nF ) = n. On poseA =  V 0;d0(V

0d0
), on �xe

v0 2 A \ V(p) et on choisit e 2 P tel queI (e) agissetrivialement sur D et D0, nF 2 N (F e)
et e� (A) 2 Z pour tout � 2 �( A). Le lemme4.4.2nousdit que l'application :

(1) � v0 : H (A; F e) \ Ge
v0

! �H (A)

est surjective. On peut choisir k1 2 H (A; F e) \ Ge
v0

tel que � v0 (k1) = k. Consid�eronsles
deux termes:

nF i  � d0
F (
 )n ;F (
 )
 (nF )� 1dF (
 )� 1 et k1dF (
 )
 (k1)� 1dF (
 )� 1:

Ils appartiennent tous deux �a G e
v0

. Le secondappartient �a H (A; F e) : cela se montre
comme au lemme 4.2.2. La proposition 4.10 nous dit qu'ils ont même image par � v0

et cette image appartient �a �H (A). Puisque le premier terme appartient �a N (F e), cela
entra�̂ne qu'il appartient �a H (A; F e). Nos deux termesappartiennent donc tous deux �a
H (A; F e) \ Ge

v0
et ont même image par � v0 . Comme en 1.7, le noyau de (1) est coho-

mologiquement trivial, pour toute action tordue de �. On en d�eduit qu'en multiplian t k1

par un �el�ement convenablede cenoyau, on obtient un �el�ement kF 2 H (A; F e) \ Ge
v0

tel
que l'on ait l' �egalit�e :

nF i  � d0
F (
 )n ;F (
 )
 (nF )� 1dF (
 )� 1 = kF dF (
 )
 (kF )� 1dF (
 )� 1;

ou encore:
(2) dF (
 ) = k� 1

F nF i  � d0
F (
 )n ;F (
 )
 (n� 1

F kF ):
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On d�e�nit un isomorphismei  ;d0 : G0
d0 ! Gd de sorte que le diagrammesuivant soit

commutatif :
G0

d0

i  ;d 0

! Gd

# � d0 # � d

G0 Ad(k � 1
F nF )� i  
! G:

La relation (2) montre que i  ;d0 est d�e�ni sur F .

Lemme 4.12.1 : Il existe un unique plongement j  ;d0 : I mm(G0
d0; F ) ! I mm(Gd; F )

qui co•�ncide avec  V 0;d0 sur V
0d0

et tel que,pour tout x0 2 I mm(G0
d0; F ) et tout g0 2 G0

d0,
on ait l' �egalit�e :

j  ;d0(g0(x0)) = i  ;d0(g0)( j  ;d0(x0)) :

Preuve.L'unicit �eestclaire: puisqueV
0d0

estun appartement del'immeuble I mm(G d0; F )
(cf. lemme1.9), cet immeubleest engendr�e par V

0d0
sousl'action de G0

d0.
On choisit ecommedansla constructionpr�ec�edant l' �enonc�e.On d�e�nit un plongement

j  ;d0 : I mm(G0
d0; F e) ! I mm(Gd; F e) commedans la preuve de la proposition 4.10,en

rempla�cant x par k� 1
F nF , ce qui est loisible d'apr�es (2). Ce plongement est �equivariant

par lesactionsde � et serestreint en un plongement de I mm(G 0
d0; F ) dansI mm(Gd; F ).

La premi�ere propri�et�e de l' �enonc�e r�esulted'un calcul simple. Il reste �a prouver que j  ;d0

envoie V
0d0

dans V d et co•�ncide avec  V 0;d0 sur V
0d0

. Soit v0 2 V
0d0

. Il su�t de prouver
que lesdeux �el�ements :

(� d � idV ) � ~j  ;d0(1; v0) et (� d � idV )(1;  V 0;d0(v0))

de G(F e) � V ont même image dans I mm(G; F e). Ces �el�ements sont respectivement
�egaux�a :

(k� 1
F nF ; z0;R �  V 0(v0)) et (1;  V 0;d0(v0)) :

Le premiera mêmeimagedansI mm(G; F e) que(k� 1
F ; nR� z0;R�  V 0(v0)), i.e. (k� 1

F ;  V 0;d0(v0)).
Posonsv =  V 0;d0(v0). On a v 2 A. Par d�e�nition, on a kF 2 H (A; F e) \ Ge

v0
. Grâceau

lemme4.4.2,on a aussikF 2 Ge
v. Mais alors, (k� 1

F ; v) a mêmeimagedans I mm(G; F e)
que (1; v). Cela ach�eve la preuve. �

Lemme 4.12.2 : (i) Soit v0 2 V
0d0

(p) , posonsv =  V 0;d0(v0). Alors i  ;d0 serestreint en un
plongement de G0

d0;v0 dansGd;v d�e�ni sur O et le diagrammesuivant est commutatif :

G0
d0;v0(Onr )

i  ;d 0

! Gd;v(Onr )
# � d0;v0 # � d;v

�G0
d0;v0

�i  ;d 0;v 0
! �Gd;v :

(ii) Soit de plus s 2 Z(p) . Alors i  ;d0 se restreint en un plongement de g0
d0;v0;s dans

gd;v;s d�e�ni sur O et le diagrammesuivant est commutatif :

g0
d0;v0;s(O

nr )
i  ;d 0
! gd;v;s(O

nr )
# � d0;v0;s # � d;v;s

�g0
d0;v0;s

�i  ;d 0;v 0;s
! �gd;v;s:

C'est imm�ediat. �
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5 Une deuxi �eme r�eduction

5.1

Soit d 2 D. Pour v 2 V d
(p) , consid�erons l'ensemble M d;v des couples� = (m; h) 2

Nr ed � �G tels que, pour tout 
 2 �, on ait :

t � 1
v m� 1d(
 )
 (m)d(
 ) � 1tv 2 �N

et :
t � 1
v m� 1d(
 )
 (m)d(
 ) � 1tv = h� d;v(
 )(h� 1):

Pour un tel couple � , on pose � (v) = mR(v). Les propri�et�es suivantes sont faciles �a
�etablir :

(1) soit e 2 P tel que I (e) agissetrivialement sur D et ev 2 X � ; alors pour tout
� = (m; h) 2 M d;v, on a m 2 N I (e)

r ed et e� (v) 2 X � ;
(2) pour tout � 2 M d;v, � (v) 2 V d

(p) ;
(3) pour tout � = (m; h) 2 M d;v, l'application Ad(� N (m)h) envoie �G v dans �G � (v) et

il existeun unique isomorphisme�� , d�e�ni sur Fq, rendant commutatif le diagramme:

�Gd;v
��

! �Gd;� (v)

# �� d # �� d

�G v
Ad(� N (m)h)

! �G � (v) ;

de même, pour tout r 2 Z(p) , l'application Ad(� N (m)h) envoie �gv;r dans �g� (v);r et il
existeun unique isomorphisme�� r , d�e�ni sur Fq, rendant commutatif le diagramme:

�gd;v;r
�� r! �gd;� (v);r

# �� d # �� d

�gv;r
Ad(� N (m)h)

! �g� (v);r :

D�e�nissonsunerelation � M d dansV d
(p) par : v � M d v1 si et seulement s'il existe� 2 M d;v

tel que v1 = � (v). Alors :
(4) � M d est une relation d'�equivalence.
On a d�e�ni en 2.7 le Z-module X d

� desx � 2 X � tels que d(
 )
 (x � ) = x � pour tout

 2 �. On l'identi�e �a un sous-groupe de T$ = X � 
 Z Z(p) , que l'on note Td;$ . Alors :

(5) Td;$ � f 1g � M d;v pour tout v 2 V d
(p) .

Lemme 5.1 : Soient F 2 CL q, v; v1 2 V d
(p) . Alors v � M d v1 si et seulement s'il existe

g 2 Gd tel que l'on ait l' �egalit�e g(v) = v1 dans I mm(Gd; F ). Plus pr�ecis�ement, soit
� 2 M d;v et supposonsv1 = � (v). Alors il existeg 2 Gd tel que :

(i) g(v) = v1 ;
(ii) le diagrammesuivant soit commutatif :

Gd;v
Ad(g)
! Gd;v1

# � d;v # � d;v1

�Gd;v
��

! �Gd;v1 ;
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(iii) pour tout r 2 Z(p) , le diagrammesuivant soit commutatif :

gd;v;r
Ad(g)
! gd;v1 ;r

# � d;v;r # � d;v1 ;r

�gd;v;r
�� r! �gd;v1 ;r :

Preuve. Supposonsqu'il existe g 2 Gd tel que g(v) = v1, �xons un tel g. Choisissons
e 2 P tel queI (e) agissetrivialement sur D et ev 2 X � . On a l' �egalit�e � d(g)(v) = v1 dans
I mm(G; F e). Par d�e�nition decet immeuble,il existedoncmF 2 N (F e) et hF 2 G v(Oe)
tels que � d(g) = mF hF . Notons m l'image de mF dansN I (e)

r ed et h l'image de hF dans �G
par � � Ad(t � 1

F;v). On a mR(v) = v1. Puisqueg 2 Gd, on a � d(g) = dF (
 )
 � � d(g)dF (
 )� 1

pour tout 
 2 � et celaentra�̂ne :

m� 1
F dF (
 )
 (mF )dF (
 )� 1 = hF dF (
 )
 (h� 1

F )dF (
 )� 1:

Puisquev 2 V d
(p) , le membre de droite appartient �a G v(Oe) donc le membre de gauche

aussi.Alors t � 1
v m� 1d(
 )
 (m)d(
 ) � 1tv 2 �N . De plus :

t � 1
v m� 1d(
 )
 (m)d(
 ) � 1tv = � � Ad(t � 1

F;v)(hF dF (
 )
 (h� 1
F )dF (
 )� 1) = h� d;v(
 )(h� 1):

Alors (m; h) 2 M d;v et v1 � M d v.
Inversement, supposonsv1 � M d v et �xons � = (m; h) 2 M d;v tel que � (v) = v1. On

rel�eve m en mF 2 N (F e) et h en h1 2 G v(Oe) tel que � � Ad(t � 1
F;v)(h1) = h. Posonsg1 =

mF h1. En remontant le calcul ci-dessus,on voit que le cocycle
 7! g1dF (
 )
 (g1)dF (
 )� 1

est �a valeursdansle noyau dansG v(Oe) de l'application � � Ad(t � 1
F;v). Commeen 1.7, ce

noyau est cohomologiquement trivial pour toute action tordue de �. En multiplian t h1

par un �el�ement convenablede cenoyau, on le remplacepar un �el�ement hF 2 G v(Oe) tel
qu'en posant g2 = mF hF , on ait cette fois g� 1

2 dF (
 )
 (g2)dF (
 )� 1 = 1 pour tout 
 2 �.
On poseg = � � 1

d (g2). Alors g appartient �a Gd et v�eri�e les conditions de l' �enonc�e. �

5.2

Soient (D0;  ; r; �Z 0) 2 L (D) et d0 2 D 0. Posonsd =  D 0(d0). On d�e�nit les relations
d'�equivalence� M d dansV d

(p) et � M d0 dansV
0d0

(p) . Soit v 2 V d
(p) . Notons ~V0

v l'ensemble des
v0 2 V

0d0

(p) tels que  V 0;d0(v0) � M d v. On v�eri�e que cet ensemble est clospour la relation
� M d0. Plus pr�ecis�ement :

(1) ~V0
v est r�eunion �nie de classesd'�equivalencepour la relation � M d0.

En e�et, grâce �a 5.1(1), on peut �xer e1 2 P tel que la classed'�equivalencede v
dansV d

(p) soit inclusedanse� 1
1 X d

� . On peut ensuite�xer e 2 P tel quel'image r�eciproque

de e� 1
1 X d

� par  V 0;d0 soit inclusedanse� 1X
0d0

� . Alors ~V0
v � e� 1X

0d0

� . D'apr�es5.1(5), toute
orbite pour l'action de T0

d0;$ dansV
0d0

(p) est inclusedansune classed'�equivalence.Or cette
action n'a qu'un nombre �ni d'orbites danse� 1X

0d0

� . L'assertion (1) s'en d�eduit.
On �xe un ensemble V0

v � ~V0
v de repr�esentants desclassesd'�equivalence.Pour tout

v0 2 V0
v, on �xe � v0;v 2 M d;v tel que � v0;v(v) =  V 0;d0(v0). On note �j v;v0 : �G0

d0;v0 ! �Gd;v le
plongement �j v;v0 = �� � 1

v0;v � �i  ;d0;v0. De même,pour s 2 Z(p) , on note �j v;v0;s : �gd0;v0;s ! �gd;v;s

le plongement �� � 1
v0;v;s � �i  ;d0;v0;s.
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Soit F 2 CLq. Pour tout v0 2 V0
v, on �xe gv0;v 2 Gd v�eri�an t lesconditions du lemme

5.1 relatives�a l' �el�ement � v0;v 2 M d;v . On a alors desdiagrammescommutatifs :

G0
d0;v0

Ad(gv 0;v ) � 1 � i  ;d 0

! Gd;v

# � d0;v0 # � d;v

�G0
d0;v0

�j v ;v 0
! �Gd;v ;

g0
d0;v0;s

Ad(gv 0;v ) � 1 � i  ;d 0
! gd;v;s

# � d0;v0;s # � d;v;s

�g0
d0;v0;s

�j v ;v 0;s
! �gd;v;s:

Le lemme 5.1 fournit l'in terpr�etation suivante de l'ensemble V0
v. Soit v0 2 V

0d0

(p) tel
qu'il existeg 2 Gd de sorte que g(v) =  V 0;d0(v0). Il existealors un unique v002 V0

v et un
�el�ement g0 2 G0

d0 tels que v0 = g0(v00).

5.3

Soient (D0;  ; r; �Z 0) 2 L (D) et d0 2 D 0. Posonsd =  D 0(d0).

Prop osition 5.3 : Supposons �Z 0 6= 0. Il existeune application lin�eaire`D 0;r : Sd
r ! S

0d0

r
v�eri�an t la condition suivante. Soient ' 2 Sd

r , F 2 CLq, Z 0 2 g0
d0, X 0 2 g0

d0;r eg. Supposons
que :

(a) � d0(Z 0) 2 t0
cent;r et son imagedans�t 0

cent(r ) est �egale�a �Z 0;
(b) X 0 2 g0

d0;r + .
PosonsX = i  ;d0(Z 0+ X 0). Alors on a l' �egalit�e :

J Gd (X ; r eaF (' )) = J G0
d0(X 0; r ea0

F � `D 0;r (' )) :

Remarque.L' �el�ement X est semi-simpleet r�egulier. En e�et, choisissonsg0 2 G
0mod

tel queAd(g0) � � d0(X 0) 2 t
0mod. Notons X 0

1 cet �el�ement et posonsZ 0
1 = Ad(g0) � � d0(Z 0) =

� d0(Z 0) (puisque � d0(Z 0) est central dans g0). Il existe g 2 Gmod tel que Ad(g) � � d(X ) =
i  (Z 0

1 + X 0
1). Notons X 1 ce dernier �el�ement. Il su�t de prouver qu'il est r�egulier. Soit

� 2 �, posons� 0 =  � 1(� ) 2 X
0;� . On a � (X 1) = � 0(Z 0

1+ X 0
1). Si � 0 2 � 0, on a � 0(Z 0

1) = 0
et � 0(X 0

1) 6= 0 puisqueX 0 est r�egulier.Donc � (X 1) 6= 0. Si � 0 62� 0, on a val(� 0(X 0
1)) > r

puisqueX 0 2 g0
d0;r + . On a val(� 0(Z 0

1)) � r . Plus pr�ecis�ement, posonsr = n
e avecn 2 Z et

e 2 P. La r�eduction dans �Fq de $ � n
1
e

� 0(Z 0
1) est � 0( �Z 0). Par l'hypoth�ese4.5(1), ce terme

est non nul. Donc val(� 0(Z 0
1)) = r , puis val(� 0(Z 0

1 + X 0
1)) = r et val(� (X 1)) = r . A

fortiori � (X 1) 6= 0.
Preuve. On peut �xer � 2 � d tel que r (� ) � r et d�e�nir `D 0;r sur S(� ).
Si r (� ) > r , on pose`D 0;r (' ) = 0 pour tout ' 2 S(� ). On doit montrer que sous

les hypoth�esesde l' �enonc�e, on a J Gd (X ; r eaF (' )) = 0. Reprenonsle raisonnement de
la remarque ci-dessus.Parce qu'on suppose �Z 0 6= 0, on voit qu'il existe x � 2 X � tel
que val(x � (X 1)) = r . D'apr�es le lemme 3.2.1, cela entra�̂ne X 62gd;r + . Or reaF (' ) est
�a support dans gd;r + . La classede conjugaisonde X ne coupe pas ce support, donc
J Gd (X ; r eaF (' )) = 0.
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On supposemaintenant r (� ) = r . Le mêmeraisonnement que dans la preuve de la
proposition 3.4 nouspermet de remplacer� par une facette qui coupe V d

(p) � f r g. Fixons
v 2 V d

(p) tel que (v; r ) 2 � . Soit ' 2 S(� ) et soient F; Z 0; X 0; X commedans l' �enonc�e.
Posonsf = reaF (' ). On a :

J Gd (X ; f ) = �( X )
Z

Gd =TX

f (Ad(g)(X )) dg:

En reprenant lescalculsde la remarque,on a :

�( X ) = j
Y

� 2 �

� (X 1)j1=2 = j
Y

� 2 � n� 0

� (X 1)j1=2j
Y

� 02 � 0

� 0(X 0
1)j1=2:

Le secondproduit vaut � 0(X 0). Les termes qui interviennent dans le premier sont de
valuation r . On obtient :

(1) �( X ) = q
r
2 (j� 0j�j � j) � 0(X 0):

Soit g 2 Gd. Pour que f (Ad(g)(X )) soit non nul, on doit avoir Ad(g)(X ) 2 gd;v;r . Nous
n'avons d�e�ni que les r�eseauxde Moy-Prasad associ�es aux points de V d mais on sait
bien qu'on peut en associer �a tout point de I mm(G d; F ). Avec une notation �evidente,
la condition pr�ec�edente est �equivalente �a X 2 gd;g� 1 (v);r . Or :

(2) l'ensemble desv1 2 I mm(Gd; F ) tels que X 2 gd;v1 ;r est inclus dans l'image du
plongement j  ;d0.

Cela r�esulte du lemme 2.2.6 de [KM]. Les hypoth�esesde ce lemme sont v�eri� �ees:
i  ;d0(Z 0

0) est un "b on �el�ement" au sensde [KM] et i  ;d0(G0
d0) en est le centralisateur dans

Gd.
On peut donc selimiter aux g tels queg� 1(v) appartienne�a l'image de j  ;d0. Puisque

tout �el�ement de I mm(G 0
d0; F ) s'�ecrit g0(v0) avec g0 2 G0

d0 et v0 2 V
0d0

, les consid�erations
de 5.2 nouspermettent d'�ecrire l'ensemble pr�ec�edent commel'union disjointe :

t v02V 0
v
Gd;vg� 1

v0;v i  ;d0(G0
d0):

Pour v0 2 V0
v, posons:

Jv0 =
Z

Gd;v g� 1
v 0;v

i  ;d 0(G0
d0)=TX

f (Ad(g)(X )) dg:

Alors :
(3) J Gd (X ; f ) = �( X )

X

v02V 0
v

Jv0:

Fixons v0 2 V0
v. On a i  ;d0(G0

d0) \ gv0;vGd;vg� 1
v0;v = i  ;d0(G0

d0;v0). En e�et, pour g0 2 G0
d0,

i  ;d0(g0) appartient �a gv0;vGd;vg� 1
v0;v si et seulement s'il �xe le point  V 0;d0(v0) de l'immeuble

I mm(Gd; F ). Puisquej  ;d0 est injectif, cela �equivaut �a ce que g0 �xe v0, i.e. g0 2 G0
d0;v0.

D'autre part TX = i  ;d0(T0
X 0). Alors :

Jv0 =
X

g02 G0
d0;v 0nG0

d0=T0
X 0

Z

Gd;v g� 1
v 0;v

i  ;d 0(g0)TX =TX

f (Ad(g)(X )) dg

=
X

g02 G0
d0;v 0nG0

d0=T0
X 0

mg0

Z

Gd;v

f (Ad(k)(X g0)) dk;
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o�u on a pos�e :
mg0 = mes(Gd;vg� 1

v0;v i  ;d0(g0)TX =TX )mes(Gd;v)� 1;

X g0 = Ad(g� 1
v0;v i  ;d0(g0))( X ):

Notons � 0
v0 2 �

0d0
la facette qui contient (v0; r ). D�e�nissons les fonctions suivantes :

' 1 2 S(� ) par ' 1(Y) = q� dim ( �G d;v )=2 P
x2 �Gd;v

' (Ad(x)(Y)) ;

' 1;v0 2 S(� 0
v0) par ' 1;v0 = j �Gd0;v0j � 1qdim ( �G 0

d0;v 0)=2' 1 � �j v;v0;r ;
' v0 2 S(� 0

v0) par ' v0(Y 0) = ' 1;v0( �� � 1
d0 ( �Z 0) + Y 0).

Cette derni�ere d�e�nition est loisible. En e�et, pour tout v002 V
0I , l'in tersection de

�t 0
cent avec �g0

v00;r est �egale�a �t 0
cent(r )I . De plus, la restriction de �� � 1

d0 �a �t 0
cent est �equivariante

pour les actions de � : la torsion par l'action du groupe de Weyl ne se voit pas sur le
centre. Il en r�esulteque �� � 1

d0 ( �Z 0) appartient �a g0
d0;v00;r pour tout v002 V

0d0
.

Posonsf v0 = rea0
F (' v0). Pour tout g0 2 G0

d0, on a l' �egalit�e :

(4)
Z

Gd;v

f (Ad(k)(X g0)) dk =
Z

G0
d0;v 0

f v0(Ad(k0g0)(X 0)) dk0:

En e�et, on a :
X g0 = Ad(g� 1

v0;v) � i  ;d0[Z 0+ Ad(g0)(X 0)]:

Les conditions X g0 2 gd;v;r et Ad(g0)(X 0) 2 g0
d0;v0;r sont �equivalentes. Si ellesne sont pas

v�eri� �ees,lesdeux membres de (4) sont nuls. Supposons-lesv�eri� �ees.Alors :

� d;v;r (X g0) = �j v;v0;r � � d0;v0;r (Z 0+ Ad(g0)(X 0)) = �j v;v0;r ( �� � 1
d0 ( �Z 0) + � d0;v0;r (Ad(g0)(X 0))) :

En serappelant les d�e�nitions de nosmesures,on a :
Z

Gd;v

f (Ad(k)(X g0)) dk = ' 1� � d;v;r (X g0) = q� dim ( �G 0
d0;v 0)=2j �G0

d0;v0j' 1;v0( �� � 1
d0 ( �Z 0)+ � d0;v0;r (Ad(g0)(X 0)))

= q� dim ( �G 0
d0;v 0)=2j �G0

d0;v0j' v0 � � d0;v0;r (Ad(g0)(X 0)) = q� dim ( �G 0
d0;v 0)=2j �G0

d0;v0jf v0(Ad(g0)(X 0))

=
Z

G0
d0;v 0

f v0(Ad(k0g0)(X 0)) dk0:

Cela prouve (4).
D'autre part :

mg0 = mes([i  ;d0(g0)� 1gv0;vGd;vg� 1
v0;v i  ;d0(g0)] \ TX )� 1

= mes(g
0� 1G0

d0;v0g0\ T0
X 0)� 1 = mes(G0

d0;v0g0T0
X 0=T0

X 0)mes(G0
d0;v0)� 1:

On en d�eduit :

Jv0 =
X

g02 G0
d0;v 0nG0

d0=T0
X 0

mes(G0
d0;v0g0T0

X 0=T0
X 0)mes(G0

d0;v0)� 1
Z

G0
d0;v 0

f v0(Ad(k0g0)(X 0)) dk0

=
Z

G0
d0=T0

X 0

f v0(Ad(g0)(X 0)) dg0:

Posons:
' 0 = � v02V 0

v
q

r
2 (j� 0j�j � j) ' v0 2 � v02V 0

v
S(� 0

v0) � S
0d0

r :

L' �egalit�e ci-dessuset les relations (1) et (3) d�emontrent l' �egalit�e :

J Gd (X ; f ) = J G0
d0(X 0; r ea0

F (' 0)) :

Il su�t de d�e�nir `D 0;r (' ) = ' 0 pour satisfaireaux conditions de l' �enonc�e. �
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6 Classes de conjugaison stable

6.1

Notons ~B l'ensemble des couples( �Z ; r ) tels que r 2 Z(p) et �Z 2 �t (r ), �Z 6= 0. Le
groupe W o � agit sur ~B via sonaction sur les espaces�t (r ). On pose:

B = ( ~B=W) � :

Remarque : Il existee 2 P tel que, pour tout ( �Z ; r ) 2 ~B dont l'image dans ~B=W soit
�xe par � , on ait er 2 Z.

En e�et, la condition �Z 6= 0 imposeque (�t (r )=W) � soit non nul et une variante du
lemme3.2.1entra�̂ne le r�esultat.

Soit b 2 B. On va lui associer un �el�ement de L (D). Pour cela, choisissonsun
rel�evement ( �Z ; r ) de b dans ~B. Notons � 1 l'ensemble des � 2 � tels que � ( �Z ) = 0.
En caract�eristique nulle, il est bien connu que le commutant d'un �el�ement semi-simple
d'une alg�ebre de Lie est une sous-alg�ebre de L�evi. La mêmepropri�et�e est vraie en car-
act�eristique positive sousl'hypoth�ese(P� ). Donc � 1 est un sous-ensemble de L�evi de �.
Il existe w 2 W tel que w(� 1) soit standard, c'est-�a-dire engendr�eepar � (w(� 1) \ �).
Quitte �a remplacer ( �Z ; r ) par (w( �Z ); r ), on peut supposer � 1 standard. Notons W1 le
sous-groupe de L�evi de W associ�e �a � 1. Toujours grâce �a (P� ), c'est le �xateur de �Z .
Puisqueb 2 B, il existe pour tout 
 2 � un �el�ement w(
 ) 2 W tel que w(
 )
 ( �Z ) = �Z .
Ce w(
 ) n'est pasuniquemaissaclasseW1w(
 ) l'est. On a en tout casw(
 )
 (� 1) = � 1.
Quitte �a multiplier �a gauche w(
 ) par un �el�ement de W1, on peut imposer que w(
 )

conserve � 1 \ �. cela d�etermine uniquement w(
 ). On poseX

0� = X � ,  : X
0� ! X �

est l'identit �e et on munit X
0� de l'action de � telle que  � 
 = w(
 ) � 
 �  . on

d�e�nit par dualit�e X 0
� et  : X 0

� ! X � , on pose � 0 =  � 1(� 1), � 0 =  � 1(� 1 \ � 1),
�� 0 =  � 1( �� 1), �� 0 =  � 1( �� 1 \ �� 1), �Z 0 =  � 1( �Z ), o�u �� 1 est l'ensemble des �� pour
� 2 � 1. PosonsD0 = (X

0� ; � 0; � 0; X 0
� ; �� 0; �� 0). Alors (D0;  ; r; �Z 0) appartient �a L (D).

C'est l' �el�ement cherch�e.
Cet �el�ement n'est pasd�e�ni de fa�conuniquecar il n'y a pasunicit�e du choix de ( �Z ; r )

tel que l'ensemble � 1 soit standard. Mais les di� �erents �el�ements de L (D) que l'on peut
construire sont �equivalents. Inversement, si on en �xe un, que l'on note (D0;  ; r; �Z 0), le
terme ( ( �Z 0); r ) est un rel�evement de b dans ~B.

6.2

Notons ~Z � l'ensemble desfamilles :

( �Z1; �Z2; :::; �Zk ; r1; :::; r k)

telles que :
(i) k est un entier � 1;
(ii) r1; :::; r k 2 Z(p) et r1 < r2 < ::: < r k ;
(iii) pour tout i = 1; :::; k, �Z i 2 �t (r i ) et �Z i 6= 0.
Pour tout i = 1; :::; k, notons � i l'ensemble des� 2 � tels que � ( �Z j ) = 0 pour tout

j 2 f 1; :::; ig. Notons X � ;i l'in tersectionde X � et de l'espacevectoriel sur Q engendr�e par
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les �� pour � 2 � i . Posons�t i = X � ;i 
 Z
�Fq � �t . Rappelonsque �t (r i ) n'est que �t muni

d'une action tordue de �. L'espace�t i s'identi�e �a un sous-espacede �t (r i ) que l'on note
�t i (r i ), qui n'est en g�en�eral passtable par �. On impose:

(iv) pour i = 1; :::; k � 1, �Z i +1 2 �t i (r i ) ;
(v) �t ) �t 1 ) ::: ) �t k = f 0g.
Il y a une certaine dissym�etrie dans cette d�e�nition. On imposeque �Z2; :::; �Zk sont

en quelquesorte dansune certaine alg�ebresemi-simple,on ne l'imp osepaspour �Z1. De
fait, le centre joue ici un rôle perturbateur.

Le groupe W o � agit naturellement sur ~Z � : pour ! 2 W o �,

! ( �Z1; :::; �Zk ; r1; :::; r k) = (! ( �Z1); :::; ! ( �Zk); r1; :::; r k):

Tout �el�ement de ~Z � est r�egulier, c'est-�a-dire que son �xateur dans W est trivial. En
e�et, soit ~z = ( �Z1; :::; �Zk ; r1; :::; r k) 2 ~Z � , introduisonsles ensembles � i . Comme on l'a
rappel�e en 6.1, ce sont des sous-ensembles de L�evi de �. Notons Wi les sous-groupes
de W associ�es. Le �xateur de �Z1 dans W est W1. Celui de �Z2 dans W1 est W2 etc...
Finalement le �xateur de ~z est Wk . Mais Wk = f 1g car �t k = f 0g.

On poseZ � = ( ~Z � =W)� . A tout �el�ement z 2 Z � , on va associer un groupe D z. Soit
~z un rel�evement de z dans ~Z � . Pour tout 
 2 �, il existe un unique w~z(
 ) 2 W tel que
w~z(
 )
 (~z) = ~z. L'application 
 7! w~z(
 ) est un cocyclede � dansW. Notons X � ;~z = X � ,
 ~z : X � ;~z ! X � l'identit �eet munissonsX � ;~z del'action de� telle que ~z � 
 = w~z(
 )� 
 �  ~z.
On poseD ~z = (X � ;~z)� ;tor s. Ce groupe d�epend de ~z. Mais soit ~z0 un autre rel�evement de z
dans ~Z � . Il y a un unique w 2 W tel quew(~z) = ~z0. Il y a alors un unique isomorphisme
w : X � ;~z ! X � ;~z0 tel que  ~z0 � w = w �  ~z. Cet isomorphismeest �equivariant pour les
actions de � et d�e�nit un isomorphismede D ~z sur D ~z0. On note Dz la limite inductive
desD ~z, lesapplications de transition �etant cesisomorphismescanoniques.

Avec les mêmesnotations, de l'homomorphisme  ~z se d�eduit un homomorphisme
X � ;~z ! X � =X � ;sc. Ce dernier est �equivariant pour les actions de �. Il s'en d�eduit un
homomorphismede D ~z dansD. Il est compatible avec lesapplicationsde transition. On
obtient un homomorphismeque l'on note  D z = Dz ! D .

Si � 6= ; , on pose ~Z = ~Z � , Z = Z � . Si � = ; , c'est-�a-dire si D est la donn�ee de
racinesd'un tore, on adjoint �a ~Z � la famille vide en posant ~Z = ~Z � [ f;g . On consid�ere
que cette famille vide est �xe par �. On poseZ = Z � [ f;g . On poseD ; = X � ;� ;tor s.

6.3

L'application :
~Z � ! ~B

( �Z1; :::; �Zk ; r1; :::; r k) 7! ( �Z1; r1)

est surjective et �equivariante pour les actions de W o �. On en d�eduit une surjection
Z � ! B. Soit b 2 B. On note Z b la �bre de cette surjection au-dessusde b. Commeen
6.1, associons �a b un �el�ement (D0;  ; r; �Z 0) de L (D).

Soit z 2 Z b. On peut choisir un rel�evement de z dans ~Z � de la forme :

( ( �Z 0); �Z2; :::; �Zk ; r; r2; :::; r k):

Consid�eronsla collection :

( �Z 0;  � 1( �Z2); :::;  � 1( �Zk); r; r2; :::; r k):
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On v�eri�e qu'elle appartient �a ~Z 0
� (l'analogue pour D0 de ~Z � ) et que son image dans

~Z 0
� =W0 est �xe par �. Notons � ] (z) cette image, qui appartient donc �a Z 0

� . On v�eri�e
qu'elle ne d�epnd pasdu rel�evement choisi de z.

On peut en dire autant de la collection :

( � 1( �Z2); :::;  � 1( �Zk); r2; :::; r k);

�a cecipr�esque lesensembles ~Z 0
� et Z 0

� doivent être compl�et�esen ~Z 0 et Z 0. On note � (z)
l'image de cette collection dansZ 0.

On a ainsi d�e�ni deux applications :

Z 0
�

� ] %
Z b

� &
Z 0

Elles sont injectives. L'image de � ] est Z 0
b0, o�u b0 est l'image de ( �Z 0; r ) dans B0. Pour

d�ecrire l'image de � , introduisonsquelquesnotations. Pour z 2 Z , on d�e�nit r (z) ainsi :
si z est l'image de ( �Z1; :::; �Zk ; r1; :::; r k), r (z) = r 1 ; dans le casparticulier o�u z est vide,
on poser (z) = 1 . On a d�e�ni en 1.5 la donn�ee D0

der . Notons Z 0
der l'ensemble qui lui

est associ�e. Il y a une injection naturelle Z 0
der ! Z 0. L'image de � est l'image par cette

injection de l'ensemble desz0 2 Z 0
der tels que r (z0) > r .

Pour z 2 Z b, on d�e�nit les groupesDz, D � ] (z) , D � (z) . Il r�esulte de leur construction
que D � ] (z) = D � (z) et que de  sed�eduit un isomorphismeD � (z)

�! Dz. Le diagramme
suivant est commutatif :

D � (z)
�! Dz

#  D � ( z )
#  D z

D 0  D 0
! D

6.4

On �xe jusqu'�a la �n du chapitre 6 un corpsF 2 CL q. Pour X 2 tmod , posons:

r (X ) = inf f val(x � (X )); x � 2 X � g:

Cette notation est coh�erente avec celle de 3.2. On a r (0) = 1 . Si X 6= 0, la borne
inf�erieureest atteinte, c'est-�a-dire qu'il existex � 2 X � tel queval(x � (X )) = r (X ). Cette
borne r (X ) appartient �a Z(p) .

Pour un sous-syst�emederacines� 0 � �, on note X � ;� 0� cent l'annulateur de� 0dansX �

et X � ;� 0� der l'in tersectionde X � avec l'espacevectoriel sur Q engendr�e par les coracines
�� pour � 2 � 0. On pose:

tmod
� 0� cent = X � ;� 0� cent 
 Z F mod; tmod

� 0� der = X � ;� 0� der 
 Z F mod:

L'hypoth�ese(P� 0) entra�̂ne que X � ;� 0� cent � X � ;� 0� der est d'indice premier �a p dans X � .
On en d�eduit la d�ecomposition :

(1) tmod = tmod
� 0� cent � tmod

� 0� der :
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Notons t r eg l'ensemble desX 2 t tels que � (X ) 6= 0 pour tout � 2 �. Nous allons
d�e�nir une application :

~� : tmod
r eg ! ~Z :

Soit X 2 tmod
r eg . SupposonsX = 0. Les deux hypoth�eses"X = 0" et "X est r�egulier"

entra�̂nent � = ; . On pose ~� (X ) = ; . Supposonsmaintenant X 6= 0. Consid�erons le
sous-ensemble de Z(p) :

f r (X )g [ f val(� (X )); � 2 � g:

Notons ses�el�ements dans l'ordre croissant r 1 < r2 < ::: < r k . On a r1 = r (X ). Pour
i = 1; :::; k, posons:

� i = f � 2 �; val(� (X )) > r i g:

On a :
� � � 1 ) � 2 ) ::: ) � k = ; :

Les ensembles � i sont des sous-syst�emes de racines de �. La d�ecomposition (1) se
g�en�eralisesous-laforme :

tmod = tmod
� 1 � cent � (tmod

� 1 � der \ tmod
� 2 � cent) � (tmod

� 2 � der \ tmod
� 3 � cent ) � ::: � (tmod

� k � 1 � der \ tmod
� k � cent ):

On d�ecomposeX en X = X 1 + X 2 + ::: + X k conform�ement �a cette d�ecomposition. Il
r�esulte desd�e�nitions que, pour i = 1; :::; k, X i 2 tmod

r i
n tmod

r i + . Notons �X i l'image de X i

par la projection tmod
r i

! �t (r i ). On v�eri�e que la famille :

( �X 1; :::; �X k ; r1; :::; r k)

appartient �a l'ensemble ~Z (les ensembles� i introduits en 6.2 relativement �a cette famille
sont ceux d�e�nis ci-dessus).On note ~� (X ) cette famille, cequi d�e�nit l'application ~� .

L'application ~� est �equivariante pour lesactionsde W et �. PosonsZ F = (tmod
r eg =W)� .

On d�eduit de ~� une application :
� : ZF ! Z :

6.5

On d�e�nit la vari�et�e sur F , non connexe:

gD =
G

d2 D

gd:

On d�e�nit de fa�con �evidente les ensembles de points gmod
D , gD etc... et le sous-ensemble

gD ;r eg.
Soient X 2 gd;r eg, X 0 2 gd0;r eg. On dit queX et X 0 sont conjugu�essi d = d0 et il existe

g 2 Gd tel queAd(g)(X 0) = X . On dit queX et X 0 sont stablement conjugu�ess'il existe
g 2 G tel que Ad(g) � � d0(X 0) = � d(X ). Grâceau lemme3.2.1,on peut remplacerdans
cette d�e�nition la condition g 2 G par g 2 Gmod.

Il est bien connu que l'ensemble des classesde conjugaisonstable dans gD ;r eg est
en bijection avec (t r eg=W)Gal (F sep =F ) . Grâce au lemme 3.2.1, cet ensemble est �egal �a
(tmod

r eg =W)� , i.e. �a ZF . La bijection seconstruit ainsi. Soit X 2 gd;r eg. On choisit X 0 2 tmod
r eg

et g 2 Gmod tels queAd(g) � � d(X ) = X 0. L'image de X 0 danstmod
r eg =W est �xe par �. On

associe �a X cette image.
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Pour zF 2 ZF , on note C(zF ) la classede conjugaisonstable dans gD ;r eg associ�ee �a
zF et cl(zF ) l'ensemble desclassesde conjugaison(ordinaire) contenuesdansC(zF ).

Soit zF 2 ZF , posonsz = � (zF ) 2 Z . On va d�e�nir une application :

� : C(zF ) ! Dz:

Fixons ~z 2 ~Z relevant z. Par construction de � , il existe Z 2 tmod
r eg relevant zF tel que

~� (Z ) = ~z. Les �el�ements de tmod
r eg relevant zF �etant tous conjugu�es par W et ~z �etant

r�egulier, l' �el�ement Z est uniquement d�etermin�e. Pour tout 
 2 �, on a d�e�ni en 6.2
l' �el�ement w~z(
 ) de W. D'apr�es l' �equivariancede ~� , c'est l'unique �el�ement de W tel que
w~z(
 )
 (Z ) = Z . Notons T ~z le tore sur F dont le groupe descocaract�eresest X � ;~z. On
a un isomorphisme ~z : T ~z ! T , d�e�ni sur F mod, tel que  ~z � 
 = w~z(
 ) � 
 �  ~z pour
tout 
 2 �. En appliquant �a ce tore les r�esultats rappel�es en 1.9, on a l'isomorphisme
H 1(� ; Tmod

~z ) ' (X � ;~z)� ;tor s = D ~z.
Pour 
 2 �, d�e�nissonsaZ (
 ) 2 Tmod et nZ (
 ) 2 N mod par :

aZ (
 ) =
Y

� 2 � ;�> 0;w ~z (
 ) � 1 (� )< 0

�� (� (Z ));

nZ (
 ) = n(w~z(
 )) ;

o�u n : W ! N est la sectiond�e�nie en 1.4. Soit X 2 gd;r eg \ C(zF ). Fixons g 2 Gmod tel
queAd(g) � � d(X ) = Z . Pour 
 2 �, on v�eri�e quegdF (
 )
 (g) � 1 est un �el�ement de N mod

dont l'image dansW est w~z(
 ). Alors gdF (
 )
 (g) � 1nZ (
 )� 1aZ (
 )� 1 2 Tmod. On d�e�nit :

� ~z(X ) : � ! Tmod
~z

par � ~z(X ; 
 ) =  � 1
~z (gdF (
 )
 (g) � 1nZ (
 )� 1aZ (
 )� 1). Grâce au lemme 2.2A de [LS], on

v�eri�e que� ~z(X ) est un cocycle.On note encore� ~z(X ) saclassedansH 1(� ; Tmod
~z ) = D ~z.

Cela d�e�nit une application � ~z : C(zF ) ! D ~z.
Soit ~z0 un autre rel�evement de z dans ~Z . Grâce au lemme 2.3A de [LS], on voit

que � ~z et � ~z0 se correspondent par l'isomorphismecanoniqueD ~z ' D ~z0. La famille des
applications � ~z d�e�nit donc l'application cherch�ee� : C(zF ) ! Dz.

Evidemment � (X ) ne d�epend que de la classede conjugaisonde X . L'application �
d�e�nit par passageau quotient une application � cl : cl(zF ) ! Dz.

Lemme 6.5 : (i) Soit d 2 D. Pour X 2 C(zF ) \ gd, on a  D z � � (X ) = d.
(ii) L'application � cl est bijective.

Preuve. On reprend les notations de la construction de � cl . On �xe ~z et Z comme
dans cette construction. Puisque G est quasi-d�eploy�e, un th�eor�eme de Steinberg ([St]
th�eor�eme 9.8) a�rme qu'il existe X 0 2 g et g0 2 Gmod tel que Ad(g0)(X 0) = Z .
Fixons de tels �el�ements. Alors Ad(g0)� 1 �  ~z est un isomorphismede T ~z sur T X 0 . On
peut remplacer � ~z par l'application � 0 : C(zF ) ! H 1(� ; Tmod

X 0
) d�e�nie par � 0(X ; 
 ) =

Ad(g0)� 1 �  ~z(� ~z(X ; 
 )). Plus correctement, � 0(X ) est la classede cecocycle.D�e�nissons
une application a0 : � ! Tmod

X 0
par :

a0(
 ) = g� 1
0 aZ (
 )nZ (
 )
 (g0):

Pour X 2 gd;r eg \ C(zF ), choisissonsh 2 Gmod tel queAd(h) � � d(X ) = X 0 et d�e�nissons
a(X ) : � ! Tmod

X 0
par a(X ; 
 ) = hdF (
 )
 (h) � 1. Les applications a0 et a(X ) sont des
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cocycles.Remarquonsque l' �el�ement g utilis�e dans la construction de � ~z(X ) peut être
choisi �egal �a g0h. On a alors l' �egalit�e :

(1) � 0(X ) = a(X )a� 1
0 :

L'inclusion Tmod
X 0

� Gmod d�e�nit un homomorphismeH 1(� ; Tmod
X 0

) ! H 1(� ; Gmod). Le
diagrammesuivant est commutatif :

H 1(� ; Tmod
X 0

) ! H 1(� ; Tmod
~z ) = D ~z

# #  D ~z

H 1(� ; Gmod) = D

Le cocycle a0 est cohomologueau cocycle 
 7! aZ (
 )nZ (
 ). Mais la construction de ces
termes aZ (
 ) et nZ (
 ) se rel�eve �a G sc et le cocycle pr�ec�edent est l'image par � d'un
cocycle �a valeurs dans Gmod

sc . PuisqueH 1(� ; Gmod
sc ) = f 0g, cela entra�̂ne que l'image de

a0 dansH 1(� ; Gmod) est nulle. L'image de a(X ) est cellede dF , son imagedansD est d.
Grâce�a (1), on obtient la premi�ere assertionde l' �enonc�e.

Toujours grâce�a (1) et puisqueH 1(� ; Tmod
X 0

) est un groupe, l'application � cl est bijec-
tive si et seulement si l'application X 7! a(X ) se factorise en une application bijective
de cl(zF ) sur H 1(� ; Tmod

X 0
). On peut �xer d, noter H 1(� ; Tmod

X 0
)d la �bre au-dessusde d

de l'un ou l'autre deschemins du diagrammeci-dessus,cl(zF )d l'image dans cl(zF ) de
C(zF ) \ gd et montrer que l'application pr�ec�edente, restreinte �a C(zF ) \ gd, sefactorise
en une bijection de cl(zF )d sur H 1(� ; Tmod

X 0
)d. La d�emonstration est standard. �

6.6

Soit z 2 Z � , notons b son image dans B. Comme en 6.1, associons �a b un �el�ement
(D0;  ; r; �Z 0) de L (D). Posonsz] = � ] (z) 2 Z 0

� , cf.6.3. Consid�erons les deux ensembles
� � 1(z) � ZF et �

0� 1(z] ) � Z 0
F .

Rappelonsquel'on disposedel'isomorphismei  : t
0mod ! tmod. Il n'est pas�equivariant

pour les actions de � mais l'application que l'on en d�eduit de t
0mod=W0 dans tmod=W

l'est. Soit z]
F 2 �

0� 1(z] ), choisissonsun rel�evement X ] 2 t
0mod
r eg de z]

F . Le terme i  (X ] )
est r�egulier : si � =  (� 0) avec � 0 2 � 0, on a � (i  (X ] )) = � 0(X ] ) 6= 0; si � 2 � n  (� 0),
on v�eri�e que val(� (i  (X ] ))) = r . L'image de i  (X ] ) dans tmod

r eg =W est �xe par �, i.e.
appartient �a Z F . Notons zF cette image.Alors zF 2 � � 1(z).

Inversement, soit zF 2 � � 1(z). Choisissonsun rel�evement ~z de z dans ~Z de la forme
( ( �Z 0); �Z2; :::; �Zk ; r; r2; :::; r k). Il existe un unique rel�evement X de zF dans tmod

r eg tel que
~� (X ) = ~z. On a i � 1

 (X ) 2 t
0mod
r eg . Pour 
 2 �, on a 
 � i � 1

 (X ) = i � 1
 � w (
 ) � 
 (X ).

Puisque X rel�eve zF , il existe u
 2 W tel que w (
 ) � 
 (X ) = u
 (X ). Puisque ~� est
�equivariante pour les actions de W et �, on a aussiw (
 ) � 
 (~z) = u
 (~z). Cela entra�̂ne
w (
 ) � 
 �  ( �Z 0) = u
 �  ( �Z 0). Mais w (
 ) � 
 �  ( �Z 0) =  � 
 ( �Z 0) =  ( �Z 0). Alors u


appartient �a  (W 0). Il existe donc u0

 2 W 0 tel que 
 � i � 1

 (X ) = u0

 � i � 1

 (X ). L'image
de i � 1

 (X ) danst
0mod
r eg =W0 est �xe par �, i.e. appartient �a Z 0

F . Notons z]
F cette image.On

v�eri�e que z]
F appartient �a �

0� 1(z] ).
Les deux applications zF $ z]

F que l'on vient de construire sont inversesl'une de
l'autre. On a ainsi �etabli une bijection :

(1) � � 1(z) $ �
0� 1(z] ):
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Posonsz0 = � (z) 2 Z 0, cf.6.3. A la donn�eeD0
der sont associ�esdesensembles Z 0

der et
Z 0

der;F et une application � 0
der : Z 0

der;F ! Z 0
der . En fait, Z 0

der , resp. Z 0
der;F , seplonge na-

turellement dansZ 0, resp.Z 0
F , et on l'identi�e �a sonimage.Notonsaussit0

centj �Z 0 l'ensemble

des�el�ements de t0
cent \ t

0mod
r dont l'image dans�t 0(r ) est �Z 0. Soit z]

F 2 �
0� 1(z] ), choisissons

un rel�evement X ] de z]
F danst

0mod
r eg . Conform�ement �a la d�ecomposition :

t
0mod = t

0mod
cent � t

0mod
der ;

�ecrivons X ] = Z 0+ X 0. On v�eri�e que Z 0 2 t0
centj �Z 0 et que l'image de X 0 dans t

0mod
der =W0

est invariante par �. Notons z0
F cette image. Elle appartient �a Z 0

der;F et on v�eri�e que
� 0

der (z
0
F ) = z0. On a ainsi d�e�ni une application :

(2) �
0� 1(z] ) ! t0

centj �Z 0 � �
0� 1
der (z0);

qui est �evidemment bijective.

Lemme 6.6.1 : L'application � est surjective.

Preuve. Le temps de cette preuve, on s'autorise �a faire varier D. On raisonnepar
r�ecurrencesur le rang de D. Le casde rang nul est trivial. On revient �a notre D et on
supposele lemmeprouv�e pour lesdonn�eesde rang strictement inf�erieur. Soit z 2 Z . On
veut montrer que � � 1(z) n'est pasvide. Dans le caso�u � = ; et z = ; , on a simplement
ZF = t et l' �el�ement 0 2 t v�eri�e � (0) = ; . Supposonsz 2 Z � . On e�ectue lesconstructions
pr�ec�edentes. Puisque �Z 0 6= 0, on a rang(D0

der ) < rang(D0) = rang(D). Par l'hypoth�ese
de r�ecurrence,�

0� 1
der (z0) n'est pasvide. On a la suite exacte:

0 ! t
0mod
cent \ t

0mod
r + ! t

0mod
cent \ t

0mod
r ! �t 0

cent (r ) ! 0

Le �-mo dule t
0mod
cent \ t

0mod
r + est cohomologiquement trivial, on en d�eduit que l'application :

t0
cent \ t

0mod
r ! �t 0

cent (r )�

est surjective. Alors t0
centj �Z 0 n'est pas vide. D'apr�es(1) et (2), � � 1(z) n'est pas vide non

plus. �
Reprenonsles donn�eesdu d�ebut du paragraphe.Soit zF 2 � � 1(z), notons z]

F son
image par (1) et (Z 0; z0

F ) l'image de z]
F par (2). On disposedesclassesde conjugaison

stable C(zF ), C(z]
F ), C(z0

F ) et desensembles de classesde conjugaisoncl(zF ), cl(z]
F ) et

cl(z0
F ).
Remarque. On consid�ere ici z0

F comme un �el�ement de Z 0
F et non de Z 0

der;F . Les
�el�ements des classesdans cl(z0

F ) appartiennent �a des alg�ebresg0
der;d0 mais on consid�ere

leur conjugaisonpar G0
d0. Les groupesd�eriv�esn'interviennent pas.

On a d�e�ni une application  D 0 : D 0 ! D et, pour tout d0 2 D 0, un plongement
i  ;d0 : G0

d0 ! G  D 0(d0) , d'o�u aussiun plongement i  ;d0 : g0
d0 ! g D 0(d0) . Cesapplicationsse

regroupent en une application lin�eaire :

i  ;D 0 : g0
D 0 ! gD :

Cette application est compatible �a la conjugaisonet �a la conjugaisonstable. Si X ] 2
C(z]

F ), on v�eri�e quei  ;D 0(X ] ) 2 C(zF ). De i  ;D 0 sed�eduit uneapplication encorenot�ee:

i  ;D 0 : cl(z]
F ) ! cl(zF ):
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L' �el�ement Z 0 est central pour la donn�eeD0 et agit de fa�con simple sur les classesde
conjugaison.De fa�conpr�ecise,soit d0 2 D 0. Alors � � 1

d0 serestreint �a t
0mod
cent enuneapplication

invariante par �. En particulier, � � 1
d0 (Z 0) appartient �a g0

d0. L'application X 0 7! X 0+ � � 1
d0 (Z 0)

d�e�nit une bijection de C(z0
F ) \ g0

d0 sur C(z]
F ) \ g0

d0. De cesapplications se d�eduit une
bijection :

cl(z0
F ) �! cl(z]

F ):

On a dit en 6.3 que l'on pouvait identi�er D z, Dz] et Dz0.

Lemme 6.6.2 : Le diagrammesuivant est commutatif :

cl(z0
F ) �! cl(z]

F )
i  ;D 0
! cl(zF )

# � 0
cl # � 0

cl # � cl

Dz0
�! Dz]

�! Dz

Remarque.Grâceau lemme6.5, cela entra�̂ne que l'application i  ;D 0 de l' �enonc�e est
bijective.

Preuve. La commutativit �e du carr�e de gauche est imm�ediate : la construction de � 0
cl

est insensible�a l'addition d'�el�ements centraux.
Choisissonsun rel�evement ~z de z dans ~Z � de la forme :

( ( �Z 0); �Z2; :::; �Zk ; r; r2; :::; r k):

Posons~z] = ( �Z 0;  � 1( �Z2); :::;  � 1( �Zk); r; r2; :::; r k). C'est un rel�evement de z] dans ~Z 0
� .

Pour 
 2 �, on a d�e�ni w (
 ); w~z(
 ) 2 W et w~z] (
 ) 2 W 0. On a les�egalit�esw~z(
 )
 (~z) =
~z, w~z] (
 )
 (~z] ) = ~z] et i  � 
 = w (
 ) � 
 � i  . On en d�eduit :

(3) w~z(
 ) =  (w~z] (
 ))w (
 ):

D'apr�es 4.6(1), les longueurss'ajoutent dans cette �egalit�e, c'est-�a-dire que la longueur
de w~z(
 ) est la sommedeslongueursde w~z] (
 ) et de w (
 ).

De (3) r�esulte que l'application  � 1
~z � i  �  ~z] : T ~z] ! T ~z est d�e�nie sur F . On

en d�eduit un isomorphismeH 1(� ; Tmod
~z] ) ' H 1(� ; Tmod

~z ), qui s'identi�e �a l'isomorphisme
Dz] ' Dz.

Commeen 6.5, on d�e�nit Z 2 tmod
r eg relatif �a zF et ~z et, de fa�con analogue,Z ] 2 t

0mod
r eg

relatif �a z]
F et ~z] . On a Z = i  (Z ] ). Soit d0 2 D 0et X ] 2 g0

d0\ C(z]
F ). Posonsd =  D 0(d0) et

X = i  ;d0(X ] ). Fixons g0 2 G
0mod tel queAd(g0) � � d0(X ] ) = Z ] . D'apr�eslesd�e�nitions et

cequi pr�ec�ede,l'image par l'application cl(z]
F )

� 0
cl! Dz] ! Dz de la classede conjugaison

de X ] est la classedu cocycle, �a valeursdansT mod
~z :

(4) 
 7!  � 1
~z � i  

�
g0d0

F (
 )
 (g0)� 1nZ ] (
 ) � 1aZ ] (
 ) � 1
�

:

D'apr�esla construction de 4.12, il existeh 2 Gmod tel que :

� d � i  ;d0 = Ad(h) � i  � � d0

et, pour tout 
 2 �,

(5) dF (
 ) = hi  � d0
F (
 )n ;F (
 )
 (h) � 1:
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Posonsg = i  (g0)h� 1. on v�eri�e que Ad(g) � � d(X ) = Z . D'apr�esles d�e�nitions, l'image
par � cl de la classede conjugaisonde X est la classedu cocycle :

(6) 
 7!  � 1
~z

�
gdF (
 )
 (g) � 1nZ (
 )� 1aZ (
 )� 1

�
:

Pour d�emontrer le lemme,on doit prouver que lescocycles(4) et (6) sont cohomologues.
PosonsTmod

~z;1 =  � 1
~z (Tmod

1 ), cf. 1.7. Comme au lemme 1.7, on a H 1(� ; Tmod
~z;1 ) = f 0g. Il

su�t de prouver que les imagesdans Tmod
~z =Tmod

~z;1 des termes (4) et (6) sont �egales.En
utilisant (5) ci-dessuset 4.7(1), on v�eri�e l' �egalit�e :

gdF (
 )
 (g) � 1 = i  (g0d0
F (
 )
 (g0)� 1)n ;F (
 ):

Il su�t alors de prouver que, pour tout 
 2 �, les termes:

i  (aZ ] (
 )nZ ] (
 )) et aZ (
 )nZ (
 )n ;F (
 )� 1

di� �erent par un �el�ement de Tmod
1 . Ces deux termes appartiennent �a N mod. Il s'agit de

prouver queleursimagesdansN r ed par l'application redsont �egales.Notonspar un indice
red les imagesdesdi� �erents termespar cette application : aZ;r ed(
 ) = red(aZ (
 )) etc...
On a nZ;r ed(
 ) = �n(w~z(
 )), nZ ] ;r ed(
 ) = �n0(w~z] (
 )), i  ;r ed(nZ ] ;r ed(
 )) = �n �  (w~z] (
 )).
Rappelons que n (
 ) = z (
 ) �n(w (
 )). Grâce �a (3) o�u, comme on l'a remarqu�e, les
longueurss'ajoutent, on a l' �egalit�e :

�n(w~z(
 ) = �n �  (w~z] (
 )) �n(w (
 )) :

Alors :
aZ;r ed(
 )nZ;r ed(
 )n (
 )� 1 = aZ;r ed(
 )i  ;r ed(nZ ] ;r ed(
 ))z (
 )� 1:

Grâceau lemme4.6(ii), ce terme est aussi�egal �a :

aZ;r ed(
 )z (
 )� 1i  ;r ed(nZ ] ;r ed(
 )) :

Il nousresteseulement �a d�emontrer l' �egalit�e :

(7) aZ;r ed(
 )z (
 )� 1 = i  ;r ed(aZ ] ;r ed(
 )) :

Fixons 
 , posonsw0 = w (
 ), w = w~z(
 ), w0 =  (w~z] (
 )). Par construction, les trois
termesintervenant dans (7) sont desproduits de termes �� (a� ), o�u � 2 �, � > 0, les a�

�etant des�el�ements de Gm;r ed. Plus pr�ecis�ement :
- dans aZ;r ed(
 ), les � v�eri�ent w� 1(� ) < 0 et a� = red� � (Z ), o�u red est cette fois

l'homomorphismede F mod;� dansGm;r ed ;
- dans i  ;r ed(aZ ] ;r ed(
 )), les � v�eri�ent w

0� 1(� ) < 0 et a� = red � � � i  (Z ] ) =
red� � (Z ) ;

- dansz (
 ), les � v�eri�ent w� 1
0 (� ) < 0 et a� = (r; � ( �Z )), o�u �Z =  ( �Z 0) est identi� �e

�a un �el�ement de �t .
En utilisant encore(3), o�u les longueurss'ajoutent, on voit que l'ensemble des� > 0

tels que w� 1(� ) < 0 est r�eunion disjointe de l'ensemble des� > 0 tels que w
0� 1(� ) < 0

et de l'image par w0 de l'ensemble des� > 0 tels que w� 1
0 (� ) < 0. On obtient :

aZ;r ed(
 ) = i  ;r ed(aZ ] ;r ed(
 ))
Y

�> 0;w � 1
0 (� )< 0

w0( �� )(r ed� w0(� )(Z )):
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Puisque ~� (Z ) = ~z, on a red � � (Z ) = (r; � ( �Z )) pour tout � 2 � n  (� 0). Soit � > 0
tel que w� 1

0 (� ) < 0. D'apr�es 4.6(1), on a � 62 (� 0) donc aussi w0(� ) 62 (� 0). Alors
red� w0(� )(Z ) = (r; w0(� )( �Z )). Puisque �Z est invariant par i  (W 0), ce terme est aussi
�egal �a (r; � ( �Z )). On obtient l' �egalit�e :

aZ;r ed(
 ) = i  ;r ed(aZ ] ;r ed(
 ))w0(z (
 )) :

Grâceau lemme 4.6(ii), z (
 ) est invariant par w0 et on en d�eduit (7). Cela ach�eve la
d�emonstration. �

7 Le th �eor�eme principal

7.1

Soit F 2 CLq. Pour d 2 D, on a d�e�ni en3.3 lesespacesSd et C1
c (gd) et l'application

lin�eaire :
r eaF : Sd ! C1

c (gd):

On pose:
S = � d2 D Sd; C1

c (gD ) = � d2 D C1
c (gd):

La sommedesapplications reaF d�e�nit une application lin�eaire :

r eaF : S ! C1
c (gD ):

On peut consid�erer les�el�ements deC1
c (gD ) commedesfonctionssur l'ensemble gD . Pour

X 2 gD ;r eg et f 2 C1
c (gD ), on pose:

J GD (X ; f ) = J Gd (X ; f d);

o�u d est l'unique �el�ement de D tel queX 2 gd et f d est la composante de f dansC1
c (gd).

7.2

Th �eor�eme : Soient z 2 Z et � 2 D z. Il existe une forme lin�eaire J D (z; � ; :) sur S
v�eri�an t la condition suivante. Soient F 2 CL q, zF 2 ZF , X 2 C(zF ) et ' 2 S.
Supposons� (zF ) = z et � (X ) = � . Alors on a l' �egalit�e :

J GD (X ; r eaF (' )) = J D (z; � ; ' ):

Preuve. A z est associ�e un entier k tel que tout rel�evement de z dans ~Z soit de la
forme ( �Z1; :::; �Zk ; r1; :::; r k). On note cet entier k(z). Si k(z) � 1 (i.e. z 2 Z � ), il est de
mêmeassoci�e �a z la suite r 1; :::; r k(z) ci-dessus.On poser (z) = r 1.

Nous allons raisonnerpar r�ecurrencesur l'entier k(z). Pr�ecis�ement, pour k �x �e, on
supposele th�eor�emevrai pour toutes lesdonn�eesD0, z0, � 0 tellesquerang(D0) � r ang(D)
et k(z0) < k. On supposed�esormaisk(z) = k.

Traitons le cask = 0. Alors z est vide. Un tel �el�ement n'existe quesi D est la donn�ee
d'un tore. On a Dz = D. Soit F 2 CLq. On a ZF = t = g et l'unique �el�ement zF 2 ZF tel
que � (zF ) = z est zF = 0. L'unique �el�ement X 2 C(zF ) tel que � (X ) = � est l' �el�ement 0
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deg� . Soit ' =
P

d2 D ' d 2 S, avec' d 2 Sd pour tout d. Posonsf d = reaF (' d) 2 C1
c (gd).

On a alors l' �egalit�e :
J GD (X ; r eaF (' )) = f � (0):

D�e�nissonssur chaqueSd l'application lin�eaire' 0 ! ' 0(0) : si � 2 � d et ' 0 2 S(� ), ' 0(0)
est la valeur de ' 0 en 0 2 �gd;� . On a alors l' �egalit�e f d(0) = ' d(0). Il su�t de poser:

J D (z; � ; ' ) = ' � (0)

pour satisfaireaux conditions de l' �enonc�e.
On supposed�esormaisk � 1. On peut �xer d 2 D, � 2 � d et secontenter de d�e�nir

J D (z; � ; :) sur S(� ) � Sd � S. On a :
(1) si d 6=  D z (� ), la forme lin�eaire J D (z; � ; :) = 0 sur S(� ) satisfait la condition de

l' �enonc�e.
En e�et, d'apr�es le lemme 6.5(i), pour tous F; zF ; X comme dans l' �enonc�e, on a

X 2 G D z (� ) , donc J GD (X ; r eaF (' )) = 0 pour tout ' 2 S(� ) si d 6=  D z (� ).
On supposed�esormaisd =  D z (� ). On a d�e�ni r (� ) 2 Z(p) . On a :
(2) Si r (z) < r (� ), la forme lin�eaireJ D (z; � ; :) = 0 sur S(� ) satisfait la condition de

l' �enonc�e.
En e�et, soient F; zF ; X comme dans l' �enonc�e et ' 2 S(� ). Pour tout �el�ement

X 0 2 gd conjugu�e �a X , on a r (X 0) = r (z) donc X 0 2 gd;r (z) mais X 0 62gd;r (z)+ . Or,
par construction, r eaF (' ) est �a support dans gd;r (� ) � gd;r (z)+ . Donc reaF (' ) s'annule
sur la classede conjugaisonde X et J GD (X ; r eaF (' )) = 0.

On supposed�esormaisr (z) � r (� ). D'apr�esle lemme2.4.2et la remarquede 6.1, on
peut �xer e 2 P, ind�ependant de nos donn�ees,tel que r (z) et r (� ) appartiennent tous
deux �a 1

eZ. Il est l�egitime de raisonnerpar r�ecurrencesur r (z) � r (� ). Pr�ecis�ement, on va
supposerqu'une forme lin�eaire J D (z; � ; :) v�eri�an t les conditions de l' �enonc�e est d�e�nie
sur S(� 0) pour tout � 0 2 � d tel que r (� 0) > r (� ).

Supposonsd'abord r (z) = r (� ). Notons b l'image de z dans B. Associons �a b un
�el�ement (D0;  ; r; �Z 0) de L (D). On a r = r (z). Posonsz0 = � (z) 2 Z 0, identi�ons � �a un
�el�ement de Dz0, posonsd0 =  D z 0(� ) 2 D 0. On a  D 0(d0) = d. Introduisonsl'application
lin�eaire`D 0;r : Sd

r ! S
0d0

r de la proposition 5.3.RemarquonsqueS(� ) � Sd
r . D'autre part,

k(z0) = k � 1 et l'hypoth�esede r�ecurrencenous fournit une forme lin�eaire J D 0
(z0; � ; :)

sur S0. Pour ' 2 S(� ), posonsJ D (z; � ; ' ) = J D 0
(z0; � ; `D 0;r (' )). Montrons que cette

d�e�nition satisfait aux conditions de l' �enonc�e. Soient F; zF et X commedans l' �enonc�e.
Soit (Z 0; z0

F ) 2 t0
centj �Z 0 � �

0� 1
der (z0) l'image de zF par la compos�eedesbijections (1) et (2)

de 6.6. Soit X 0 2 C(z0
F ) tel que � 0(X 0) = � . Comme ci-dessus,on a X 0 2 g0

d0. D'apr�es
le lemme 6.6.2, X appartient �a la mêmeclassede conjugaisonque i  ;d0(� � 1

d0 (Z 0) + X 0).
On peut supposercesdeux termes�egaux.On peut appliquer au couple(� � 1

d0 (Z 0); X 0) la
proposition 5.3, qui entra�̂ne l' �egalit�e :

J Gd (X ; r eaF (' )) = J Gd0(X 0; r ea0
F � `D 0;r (' )) :

Par l'hypoth�esede r�ecurrence,le membre de droite est �egal �a J D 0
(z0; � ; `D 0;r (' )), c'est-�a-

dire, d'apr�esnotre d�e�nition, �a J D (z; � ; ' ). D'o�u l' �egalit�e cherch�ee.
Supposonsmaintenant r (z) > r (� ). Introduisonsl'application lin�eaire ` r (� ) : Sd

r (� ) !
Sd

r (� )+ dela proposition 3.4.Sonimageestcontenuedansunesomme�nie d'espacesS(� 0)
pour � 0 2 � d tel quer (� 0) > r (� ). L'hypoth�eseder�ecurrenceportant sur r (z) � r (� ) nous
fournit une forme lin�eaireJ D (z; � ; :) d�e�nie sur l'image de ` r (� ) . Pour ' 2 S(� ), posons
J D (z; � ; ' ) = J D (z; � ; ` r (' )). On v�eri�e grâce �a la proposition 3.4 que cette d�e�nition
convient. �
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7.3

Le th�eor�eme permet de comparer des int�egralesorbitales relatives �a des groupes
d�e�nis sur des corps de base di� �erents. Mais il conserve une signi�cation même sur
un corps de base�x �e. Il a�rme alors une propri�et�e de constancelocale des int�egrales
orbitalesdesfonctionsappartenant �a l'image de l'application reaF . Exprimons-lacomme
un corollaire, bien qu'elle ne soit qu'un casparticulier du th�eor�eme.

Corollaire 7.3 : Soient F 2 CL q et X ; X 0 2 gD ;r eg. NotonszF , resp.z0
F , l' �el�ement deZ F

qui param�etre la classede conjugaisonstable de X , resp.X 0. Supposons� (zF ) = � (z0
F )

et, en notant z cet �el�ement, supposonsque,dansD z, on a l' �egalit�e � (X ) = � (X 0). Alors,
pour tout ' 2 S, on a l' �egalit�e :

J GD (X ; r eaF (' )) = J GD (X 0; r eaF (' )) :

8 Endoscopie

8.1

Consid�eronslesdonn�eessuivantes :
(i) DH = (X �

H ; � H ; � H ; X � H ; �� H ; �� H ) est unedonn�eede racinesmunie d'une actioon
de � ;

(ii) � est un coupled'isomorphismesde Z-modulesX �
H ! X � , X � H ! X � , en dualit�e.

On note aussi � chacun de cesisomorphismes.On impose� (� H ) � �, � ( �� H ) � ��. On
imposeaussique, pour tout 
 2 �, il existe un �el�ement de W, n�ecessairement unique,
que l'on note w� (
 ), tel que � � 
 = w� (
 ) � 
 � � .

PosonsT̂H = X �
H 
 Z C� , ẐH = f t 2 T̂H ; 8� 2 � H ; �� (t) = 1g. De l'action de � sur

X �
H sed�eduisent desactions sur T̂H et ẐH .

(iii) s 2 Ẑ �
H . On imposeque, pour � 2 � n � (� H ), on a � � 1( �� )(s) 6= 1.

Le triplet (DH ; � ; s) est appel�e donn�eeendoscopiquede D.
Soient (DH ; � ; s) et (D0

H ; � 0; s0) deux donn�eesendoscopiquesde D. Un isomorphisme
entre cesdonn�eesest un couple(f ; w), o�u f : DH ! D0

H estun isomorphisme�equivariant
pour les actions de � et w est un �el�ement de W, cecouplev�eri�an t les relations :

(1) � 0 � f = w � � ; f̂ (s) 2 s0Ẑ
0� ;0
H :

On a not�e ici f̂ : T̂H ! T̂0
H l'isomorphisme d�eduit fonctoriellement de f et Ẑ

0� ;0
H la

composante neutre de Ẑ
0�
H .

Soit (DH ; � ; s) unedonn�eeendoscopiquedeD. NotonsD̂ la donn�ee(X � ; �� ; �� ; X � ; � ; �).
De cette donn�eesed�eduit un groupe complexeĜ muni d'une action de � pr�eservant un
�epinglage.D�e�nissons de même D̂H , dont se d�eduit un groupe Ĥ . De � se d�eduit un
plongement �̂ : Ĥ ! Ĝ et s s'interpr�ete commeun �el�ement du centre de Ĥ , �x �e par �.
Soit F 2 CLq, introduisons les groupes G et H sur F associ�es �a D et DH . Le triplet
(H ; �̂ ; s) est un triplet endoscopiquede G au senshabituel. Plus g�en�eralement, c'est un
triplet endoscopiquede G d pour tout d 2 D. Par contre, la notion d'isomorphismein-
troduite ci-dessusest plus �ne que la notion usuelle.D'habitude, on remplacela seconde
condition de (1) par f̂ (s) 2 s0Ẑ

0� ;0
H �̂ � 1(Ẑ �

G). Notre notion est adapt�ee�a la consid�eration
simultan�eede tous lesgroupesG d.
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8.2

On �xe pour tout le chapitre 8 une donn�ee endoscopique(DH ; � ; s) de D. On note
encore� lesisomorphismesqui sed�eduisent fonctoriellement de la donn�ee� . On construit
lesdi� �erents objets attach�es�a la donn�eeDH et on lesa�ecte d'un indice H .

Pour tout r 2 Z(p) , il y a un isomorphisme� : �tH (r ) ! �t (r ), qui n'est pas�equivariant,
en g�en�eral, pour les actions de �. Notons ~Y l'ensemble desfamilles :

( �Y1; :::; �Yk ; r1; :::; r k)

telles que :
- pour tout i = 1; :::; k, on ait r i 2 Z(p) et �Yi 2 �tH (r i ) ;
- la famille (� ( �Y1); :::; � ( �Yk); r1; :::; r k) appartienne�a ~Z .
On note :

� ~Y : ~Y ! ~Z
( �Y1; :::; �Yk; r1; :::; r k) 7! (� ( �Y1); :::; � ( �Yk); r1; :::; r k)

C'est une bijection, qui n'est pas, en g�en�eral, �equivariante pour les actions de �. Par
contre, l'application de ~Y=WH dans ~Z =W qui s'en d�eduit l'est. On poseY = ( ~Y=WH )�

et on d�eduit de � ~Y une application � Y : Y ! Z qui n'est en g�en�eral ni injective, ni
surjective.

Nous allons d�e�nir une application ~� : ~Y ! ~ZH . Soit ~y = ( �Y1; :::; �Yk ; r1; :::; r k) 2 ~Y.
Si y = ; , i.e. k = 0, on pose~� (y) = ; . Supposonsk � 1. Pour i = 1; :::; k, notons � H (i )
l'ensemble des� 2 � H tels que � ( �Yj ) = 0 pour tout j = 1; :::; i . C'est un sous-syst�eme
de racinesde � H . On a les inclusions:

� H � � H (1) � � H (2) � ::: � � H (k) = ; :

Consid�eronsl'ensemble d'entiers :

f 1g [ f i 2 f 2; :::; kg; � H (i � 1) ) � H (i )g:

Notons ses�el�ements dans l'ordre croissant i 1 < i2 < :::ih. On a i1 = 1. Pour j = 1; :::; h,
posons� H ;j = � H (i j ). De fa�con analogueaux d�ecompositions introduites en 6.4, on a
pour tout r 2 Z(p) une d�ecomposition :

�tH (r ) = �tH ;� H ;j � cent(r ) � �tH ;� H ;j � der (r ):

On pose �Z1 = �Y1. Pour j = 2; :::; h, notons �Z j la projection de �Yi j sur �t H ;� H ;j � 1 � der (r i j )
relative �a la d�ecomposition ci-dessus.Montrons que la famille :

(1) ( �Z1; :::; �Zh; r i 1 ; :::; r i h )

appartient �a ~ZH . Les conditions (i) et (ii) de 6.2 sont �evidentes ainsi que la premi�ere
partie de (iii). Montrons que les ensembles � H ;j que l'on vient de d�e�nir sont ceux de
6.2, c'est-�a-dire :

(2) � H ;j = f � 2 � H ; 8m = 1; :::; j; � ( �Zm ) = 0g:

On le d�emontre par r�ecurrencesur j . C'est imm�ediat pour j = 1. Supposonsj � 2 et
l'assertion d�emontr �eepour j � 1. Par d�e�nition :

� H ;j = f � 2 � H ;j � 1; 8m = i j � 1 + 1; :::; i j ; � ( �Ym ) = 0g:
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Puisque� H (i j � 1) = � H (i j � 1+ 1) = ::: = � H (i j � 1), on a � ( �Ym ) = 0 pour tout � 2 � H ;j � 1

et tout m = i j � 1 + 1; :::; i j � 1. On a donc simplement :

� H ;j = f � 2 � H ;j � 1; � ( �Yi j ) = 0g:

Par d�e�nition, �Yi j � �Z j appartient �a �tH ;� H ;j � 1 � cent (r i j ). Ce terme est doncannul�e par tout
� 2 � H ;j � 1 et on peut remplacerla condition � ( �Yi j ) = 0 ci-dessuspar � ( �Z j ) = 0. D'o�u :

� H ;j = f � 2 � H ;j � 1; � ( �Z j ) = 0g:

En utilisant l'hypoth�esede r�ecurrence,on obtient (2).
L' �egalit�e (2) et la stricte d�ecroissancede la suite :

� H ;1 ) � H ;2 ) ::: ) � H ;h = ;

entra�̂ne la deuxi�emepartie de (iii) ainsi que (iv) et (v) de 6.2.
Notons ~� (~y) la famille (1). Cela d�e�nit l'application ~� .
Cette application est �equivariante pour l'action de WH o �. Elle sedescenden une

application :
� : Y ! ZH :

On a construit deux applications :

Y
� . & � Y

ZH Z

Soit y 2 Y, posonsz = � Y (y), zH = � (y). On a un isomorphismenaturel :

(3) DzH ' Dz:

En e�et, �xons un rel�evement ~y 2 ~Y, posons~z = � ~Y (~y), ~zH = ~� (~y). Pour 
 2 �, soit
w~y(
 ) un �el�ement de WH tel que w~y(
 )
 (~y) = ~y. Puisque ~� est �equivariante pour les
actions de WH o �, on a w~y(
 ) = w~zH (
 ). On a l' �egalit�e � ~Y � 
 = w� (
 ) � 
 � � ~Y . On en
d�eduit w~z(
 ) = � (w~y(
 ))w� (
 ). Mais alors, l'application  � 1

~z � � �  ~zH : X � H ;~zH ! X � ;~z

est �equivariante pour les actions de �. On en d�eduit un isomorphismeD ~zH ! D ~z, puis
l'isomorphisme(3). On v�eri�e que cedernier ne d�epend pasdu choix de ~y.

Soit zH 2 ZH . Alors s d�e�nit un �el�ement szH de H om(DzH ; C� ). En e�et, choisissons
un rel�evement ~zH de zH dans ~ZH . Notons X �

H ;~zH
le �-mo dule dual de X � H ;~zH . De  ~zH se

d�eduit un isomorphisme:

 ̂ ~zH : T̂H = X �
H 
 Z C� ! X �

H ;~zH

 Z C� :

La restriction de  ̂ ~zH �a ẐH est �equivariante pour les actions de �. Alors  ̂ ~zH (s) 2
(X �

H ;~zH

 Z C� )� . Cegroupes'envoienaturellement dansH om(D ~zH ; C� ), parcequeD ~zH =

(X � H ;~zH )� ;tor s. En�n, H om(D ~zH ; C� ) s'identi�e �a H om(DzH ; C� ). On note szH l'image
de  ̂ ~zH (s) par cette suite d'applications. On v�eri�e, toujours parceques est central, que
cette imagene d�epend pasdu choix de ~zH .

Revenons�a la situation pr�ec�edente o�u y 2 Y, z = � Y (y), zH = � (y). Grâce �a (3),
l' �el�ement szH que l'on vient de construire s'identi�e �a un �el�ement de H om(D z; C� ) que
l'on note sy .
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8.3

On �xe jusqu'�a la �n du chapitre 8 un corpsF 2 CL q. De � sed�eduit un homomor-
phismetmod

H ! tmod. On note tmod
H ;G� r eg l'image r�eciproque de tmod

r eg et :

ZH ;G� r eg;F = (tmod
H ;G� r eg=WH )� :

Cet ensemble est inclus dansZ H ;F . L'homomorphismetmod
H ! tmod n'est pas�equivariant

pour les actions de � mais l'application d�eduite tmod
H ;G� r eg=WH ! tmod

r eg =W l'est. On en
d�eduit une application :

ZH ;G� r eg;F
� Z ;F! ZF :

D�e�nissons ~� : tmod
H ;G� r eg ! ~Y de sorte que le diagrammesuivant soit commutatif :

(1)
tmod
H ;G� r eg ! tmod

r eg

# ~� # ~�
~Y

� ~Y! ~Z

C'est possiblepuisque � ~Y est bijectif. On v�eri�e que ~� est �equivariant pour les actions
de WH o �. On en d�eduit une application :

� : ZH ;G� r eg;F ! Y:

Lemme 8.3.1 : Les diagrammessuivants sont commutatifs :

ZH ;G� r eg;F
�! Y ZH ;G� r eg;F

�! Y
# � Z ;F # � Y # # �

ZF
�

! Z ZH ;F
� H! ZH

Preuve. La commutativit �e du premier est imm�ediate. Soit Y 2 tmod
H ;G� r eg, posonsX =

� (Y) 2 tmod
r eg . Reprenonsla construction de l' �el�ement ~� (X ) = ( �X 1; :::; �X k ; r1; :::; r k), cf.6.4.

On y a introduit des ensembles � i � � pour i = 1; :::; k et une d�ecomposition X =
X 1+ :::+ X k . Pour i = 1; :::; k, posons�Yi = � � 1( �X i ). Posons~y = ( �Y1; :::; �Yk ; r1; :::; r k) 2 ~Y.
On a ~y = ~� (Y). Construisons~� (~y) commeen 8.2. On a construit dansceparagrapheune
suite i1 < ::: < ih et desensembles � H (i ) pour i = 1; :::k et � H ;j pour j = 1; :::; h. On a :

(2) r (X ) = r i 1 < r i 2 < ::: < r i h ;
(3) � H � � H ;1 ) � H ;2 ) ::: ) � H ;h = ; .
Par d�e�nition, � H (i ) = � H \ � � 1(� i ) pour tout i = 1; :::; k. Soit j 2 f 1; :::; h � 1g.

Pour � 2 � H ;j n � H ;j +1 , on a � 2 � H (i j +1 � 1) n � H (i j +1 ) donc � (� ) 2 � i j +1 � 1 n � i j +1 .
Cela entra�̂ne val(� (� )(X )) = r i j +1 ou encoreval(� (Y)) = r i j +1 . On a obtenu :

(4) pour j = 1; :::; h � 1 et � 2 � H ;j n � H ;j +1 , val(� (Y)) = r i j +1 .
De la mêmefa�con :
(5) pour � 2 � H n � H ;1, val(� (Y)) = r (X ).
Remarquonsque r (X ) = r (Y). Alors les propri�et�es (2) �a (5) caract�erisent les suites

d'�el�ements de Z(p) et de sous-syst�emesde racinesde � H que l'on utilise pour construire
commeen 6.4 l' �el�ement ~� H (Y). Cela montre d�ej�a que ~� H (Y) et ~� � ~� (Y) sont tous deux
de la forme :

~� H (Y) = ( �U1; :::; �Uh; r i 1 ; :::; r i h );
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~� � ~� (Y ) = ( �Z1; :::; �Zh; r i 1 ; :::; r i h ):

Introduisonsla d�ecomposition :

tmod
H = tmod

H ;� H ;1 � cent � (tmod
H ;� H ;1 � der \ tmod

H ;� H ;2 � cent) � ::: � (tmod
H ;� H ;h � 1 � der \ tmod

H ;� H ;h � cent ):

Conform�ement �a cette d�ecomposition, �ecrivons :

Y = Y1 + ::: + Yh

et, pour i = 1; :::; k;
� � 1(X i ) = Yi; 1 + ::: + Yi;h :

Par d�e�nition desensembles � H ;j , on a � � 1(X i ) 2 tmod
H ;� H ;j � 1 � cent pour tout j = 2; :::; h et

tout i < i j . Donc Yi;m = 0 pour i < i j et m � j . PuisqueY =
P

i =1 ;:::;k � � 1(X i ), on en
d�eduit :

(6) Yj =
P

i = i j ;:::;k Yi;j pour tout j = 1; :::; h ;
on en d�eduit �egalement :
(7) Y1;1 = � � 1(X 1) ;
(8) pour j = 2; :::; h, Yi j ;j est la projection de � � 1(X i j ) sur tmod

H ;� H ;j � 1 � der .

Soit j 2 f 2; :::; hg. Par d�e�nition, la j -i�emecomposante �Uj de ~� H (Y ) est la projection
de Yj 2 tmod

H ;r i j
dans �tH (r i j ). Pour i > i j , on a Yi;j 2 tmod

H ;r i
� tmod

H ;r i j + . Sa projection dans
�tH (r i j ) est nulle. Grâce�a (6), �Uj est donc�egal�a la projection de Yi j ;j dans�tH (r i j ). Grâce
�a (8), c'est l'image de � � 1(X i j ) par le chemin nord-est du diagramme:

tmod
H ;r i j

! tmod
H ;� H ;j � 1 � der \ tmod

H ;r i j

# #
�t H (r i j ) ! �tH ;� H ;j � 1 � der (r i j )

Ce diagrammeest commutatif. Par le parcourssud-ouest,� � 1(X i j ) s'envoie successive-
ment sur �Yi j puis sur la composante �Z j de ~� � ~� (Y ). D'o�u l' �egalit�e �Uj = �Z j . On a suppos�e
j � 2 mais, de fa�con analogueet en utilisant (7), on montre que �U1 = �Z1. Cela prouve
que ~� H (Y ) = ~� � ~� (Y) et le lemme.�

Lemme 8.3.2 : L'application � est surjective.

Preuve. Soit y 2 Y. Posonsz = � Y (y). L'application � est surjective (lemme 6.6.1).
ChoisissonszF 2 ZF tel que � (zF ) = z. Choisissonsdes rel�evements ~y de y dans ~Y,
~z de z dans ~Z et X de zF dans tmod

r eg de sorte que ~z = � ~Y (~y) et ~� (X ) = ~z. Posons
Y = � � 1(X ) 2 tmod

H . Cet �el�ement appartient �evidemment �a tmod
H ;G� r eg et son imagepar ~�

est ~y. Pour d�emontrer le lemme,il su�t de prouver que l'image de Y danstmod
H ;G� r eg=WH

est �xe par �. Soit 
 2 �. Parceque ~y rel�eve un �el�ement de Y, il existew 2 WH tel que

 (~y) = w(~y). Ce w est d'ailleurs unique. Parceque ~� est �equivariant pour lesactions de
WH o �, 
 (Y) et w(Y) ont mêmeimagepar ~� . De la commutativit �e du diagramme(1)
r�esulteque� (
 (Y)) et � (w(Y)) ont mêmeimagepar ~� . ParcequeX rel�eve un �el�ement de
ZF , cesdeux termesappartiennent �a l'orbite de X pour l'action de W. Or la restriction
de ~� �a une telle orbite est injective (parce que les �el�ements de ~Z sont r�eguliers).Donc
lesdeux termesci-dessussont �egaux.D'o�u 
 (Y) = w(Y), cequi ach�eve la preuve. �
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8.4

Soit zH ;F 2 ZH ;G� r eg;F , posonszF = � Z ;F (zH ;F ). A zF est associ�ee une classede
conjugaisonstable C(zF ) � gD . Revenant �a un point de vue plus habituel, �a zH ;F est
associ�ee une classede conjugaisonstable C(zH ;F ) � h. Soient Y 2 C(zH ;F ) et d 2 D.
Langlandset Shelstadont d�e�ni le facteur de transfert � Gd ;H (Y; :), qui est une fonction
sur gd, �a support dansC(zF ) \ gd.

Remarques(1) Langlandset Shelstadont d�e�ni cefacteur detransfert sur lesgroupes.
Il sedescendaux alg�ebresde Lie. Il y est d'ailleurs beaucoupplus simple.

(2) Nous supprimonsde la d�e�nition le facteur � I V que nous avons incorpor�e �a la
d�e�nition desint�egralesorbitales.

(3) Le facteur de transfert n'est d�e�ni qu'�a uneconstante pr�es.Toutefois,il estcanon-
iquement d�e�ni dansle casd'un groupe quasi-d�eploy�e, moyennant le choix d'�epinglages.
Cette d�e�nition canoniques'�etend�a notre caso�u on disposed'un �el�ement deH 1(Gal(F sep=F); Gd)
d�e�nissant le torseur int�erieur � d.

On note simplement �( zH ;F ; :) la fonction sur C(zF ) dont, pour tout d 2 D, la
restriction �a C(zF ) \ gd est �egale�a � Gd ;H (Y; :). Ce facteur de transfert secalculede la
fa�con suivante. Posonsy = � (zH ;F ), z = � (zF ) = � Y (y). On a associ�e �a y un �el�ement
sy 2 H om(Dz; C� ). Soit X 2 C(zF ). On a associ�e �a X un �el�ement � (X ) 2 D z. On a
l' �egalit�e :

(1) �( zH ;F ; X ) = sy(� (X )� 1):

C'est �etudi�e pour.

9 Transfert endoscopique

9.1

On �xe pour ce chapitre une donn�eeendoscopique(DH ; � ; s) de D. Pour F 2 CL q,
zH ;F 2 ZH ;G� r eg;F et f 2 C1

c (gD ), on d�e�nit l'in t�egraleorbitale endoscopique:

J GD ;H (zH ;F ; f ) =
X

X

�( zH ;F ; X )J GD (X ; f );

o�u X parcourt un ensemble de repr�esentants de cl(� Z ;F (zH ;F )) dansgD .

Prop osition 9.1 : Soit y 2 Y. Il existeune forme lin�eaireJ D;DH (y; :) sur S v�eri�an t la
condition suivante. Soient F 2 CL q, zH ;F 2 ZH ;G� r eg;F et ' 2 S. Supposons� (zH ;F ) = y.
Alors on a l' �egalit�e :

J GD ;H (zH ;F ; r eaF (' )) = J D;DH (y; ' ):

Preuve. Posonsz = � Y (y) et :

J D;DH (y; :) =
X

� 2 D z

sy(� � 1)J D (z; � ; :):

Il r�esultedu th�eor�eme7.2, de la relation 8.4(1) et desd�e�nitions quecette forme lin�eaire
v�eri�e lesconditions de l' �enonc�e. �
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9.2

Le triplet (DH ; id; s) est une donn�eeendoscopiquede DH . On peut lui appliquer les
d�e�nitions et r�esultats pr�ec�edents. En particulier, pour F 2 CL q, on d�e�nit :

hD H =
G

d2 D H

hd

et, pour zH ;F 2 ZH ;F , la forme lin�eaireJ H D H ;H (zH ;F ; :) sur C1
c (hD H ).

Remarque.La notation manquede pr�ecisioncar elle ignore l' �el�ement s dont d�epend
pourtant cette forme lin�eaire. En fait, remplacer s par 1 revient ici �a multiplier cette
forme lin�eairepar un scalairesur chaquefacteur C1

c (hd).
Soient f 2 C1

c (gD ) et f H 2 C1
c (hD H ). On dit que f H est un transfert de f si et

seulement si, pour tout zH ;F 2 ZH ;G� r eg;F , on a l' �egalit�e :

J H D H ;H (zH ;F ; f H ) = J GD ;H (zH ;F ; f ):

Corollaire 9.2 : Soient ' 2 S, ' H 2 SH , F et F 0 deux�el�ements deCL q. Supposonsque
reaH ;F (' H ) soit un transfert de reaF (' ). Alors reaH ;F 0(' H ) est un transfert de reaF 0(' ).

Preuve. Pour y 2 Y, on disposede la forme lin�eaireJ D;DH (y; :) sur S de la proposition
9.1. Appliquons cette proposition en rempla�cant D par DH . Dans ce cas, l'ensemble Y
est �egal �a Z H et l'application � est �egale�a � H . Pour zH 2 ZH , on disposedonc de la
forme lin�eaireJ DH ;DH (zH ; :) sur SH . Montrons que :

(1) reaH ;F (' H ) est un transfert de reaF (' ) si et seulement si pour tout y 2 Y, on a
l' �egalit�e J D;DH (y; ' ) = J DH ;DH (� (y); ' H ).

Soit zH ;F 2 ZH ;G� r eg;F , posonsy = � (zH ;F ). On a les�egalit�es:

J GD ;H (zH ;F ; r eaF (' )) = J D;DH (y; ' );

J H D H ;H (zH ;F ; r eaH ;F (' H )) = J DH ;DH (� H (zH ;F ); ' H ) = J DH ;DH (� (y); ' H );

cettederni�ere�egalit�er�esultant du lemme8.3.1.Lesdeuxpremiersmembresdeces�egalit�es
sont �egauxpour tout zH ;F si et seulement si lesdeux derniersmembressont �egauxpour
tout y appartenant �a l'image de � . Mais � est surjective (lemme 8.3.2). D'o�u (1).

La relation (1) traduit la condition " reaH ;F (' H ) est un transfert de reaF (' )" en
termesind�ependants de F , cequi entra�̂ne l' �enonc�e. �

9.3

Consid�eronsle caso�u D et DH sont non rami� �es,c'est-�a-dire que I agit trivialement
sur D et DH . Le groupe D = (X � =X � ;sc)� ;tor s contient l' �el�ement d0 = 0. Le point v0 = 0
appartient �a V d0 . Il est hypersp�ecial. Notons � 0 2 � d0 la facette qui le contient et
' 0 2 S(� 0) la fonction constante �egale�a j �Gd0 ;v0 j

� 1qdim ( �G d0 ;v 0 ) sur �gd0 ;� 0 . Pour F 2 CLq,
posonsf 0 = reaF (' 0). C'est la fonction caract�eristique du r�esauhypersp�ecial gd0 ;v0 ;0,
multipli �eepar uneconstante dont la pr�esenceest justi� �eepar la d�e�nition denosmesures
deHaar. On la consid�erecommeun �el�ement deC1

c (gD ) dont lescomposantes sont nulles
sur gd pour d 6= d0. On d�e�nit de fa�con similaire ' H ;0 2 S(�hdH ;0 ;� H ;0 ) et, pour F 2 CLq,
f H ;0 2 C1

c (hD H ).
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Pour F 2 CLq, le "lemme fondamental pour lesalg�ebresde Lie" est l'assertion : f H ;0

est un transfert de f 0". Notons que les composantes gd pour d 6= d0 et hd pour d 6= dH ;0

ne jouent plus de rôle ici.

Corollaire 9.3 : SupposonsD et DH non rami� �es,soient F; F 0 2 CLq. Alors le lemme
fondamental pour les alg�ebresde Lie est v�eri� �e sur le corps de baseF si et seulement
s'il l'est sur le corpsde baseF 0.

Preuve. On applique le corollaire pr�ec�edent au couple ' 0; ' H ;0. �
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