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DESCRIPTION DE MES TRAVAUX DE RECHERCHE

Ici, je décrit une partie de mes travaux. En particulier les travaux [8], [9], [10], [11], [16], [13],

[12] et |6] de la liste de publications. Je fais aussi des petits commentaires sur les articles [14],
[22], [17], [19], [20] et [24].
1. Dualité polaire, singularités lagrangiennes et legendriennes et projections sté-
réographiques. Considérons R"*! = R™ x R. J’ai établi la correspondance entre la géométrie
différentielle euclidienne des sous-variétés de R™ et la géométrie différentielle projective des sous-
variétés de R"*! par la projection stéréographique p sur des quadriques de quasi-révolution (qui
généralisent celles de révolution, cf. [8]). En 1994, V.D. Sedykh a prouvé que les singularités la-
grangiennes de 'application normale (cf. [8]) associée a une sous-variété V' de I'espace Euclidien
correspondent aux singularités legendriennes de ’application tangentielle (cf. [8]) qui est associée
a I'image de V par la projection stéréographique sur une hypersphére.

J’ai étendu le théoréme de Sedykh en plusieurs directions : (1) J’ai prouvé que la correspon-
dance établie par Sedykh est valable pour toute projection stéréographique p d’un hyperplan sur
une quadrique de quasi-révolution dans R™ x R. (2) J’ai prouvé que la relation la plus naturelle
entre singularités lagrangiennes et legendriennes est quand la quadrique est un paraboloide. Dans
ce cas, les calculs, les formules est les démonstrations sont beaucoup plus simples. (3) J’ai donné
la construction explicite de I'isomorphisme naturel entre le front de la variété lagrangienne de
I'application normale (considérée comme une sous-variété de JO(R™) = R™ x R) et le front de la
variété legendrienne de I'application tangentielle (considérée comme une sous-variété de 1’espace
dual (R"+1)V). Cette construction relie la théorie des singularités des applications lagrangiennes
et legendriennes avec la théorie classique de poles, polaires et dualité polaire par rapport a une
quadrique. (4) Soit Q une quadrique de quasi-révolution de R™"*! = R” x R. Avec I'isomorphisme
de (3), j’ai prouvé que l'application normale associée & une sous-variété V' de R™ x {b} consiste
de la composition de trois applications : (a) I'application tangentielle associé & la sous-variété
p(V) C Q; (b) 'application de dualité polaire par rapport & Q; et (c¢) la projection ‘verticale’
de R = R™ x R sur R” x {b} depuis le pole N € Q de la projection stéréographique p. En
particulier, la projection verticale depuis N de “I’aréte cuspidale” du front de p(V') (obtenu de
p(V) par dualité polaire) sur R” x {b} est la caustique de V' par I’application normale. Je rappelle
que I'image d’une application legendrienne est son front et que les valeurs critiques d’une telle
application forment I’aréte cuspidale du front.

Avec la projection stéréographique sur un paraboloide de révolution, j’ai retrouvé (de fagon

complétement géométrique) une formule trés pratique et simple pour calculer les sommets d’une
courbe de R™, n > 2 (que j’avais découvert par des méthodes analytiques, voir le sujet 2). Cette
projection sur un paraboloide peut étre utilisée pour I'étude des ombilics des surfaces de R3, ou
plus généralement pour I'étude du contact de sous-variétés de R™ avec k-sphéres en termes du
contact de sous-variétés de R"*! avec k-plans (qui est beaucoup plus facile & étudier).
2. Théorie de Sturm, systémes de Chebyshev et sommets de courbes de R™*! [9].
Une courbe convexe v : St — R2?¥ définit un systéme de Chebyshev de fonctions sur S! et vice-
versa. Les systémes fondamentaux de solutions des opérateurs différentiels linéaires homogénes
disconjugués L : C°°(S') — C>°(S!) sont des systémes de Chebyshev. En appliquant la théorie de
Sturm des systémes de Chebyshev et la théorie des singularités de familles génératrices de variétés
lagrangiennes j’ai donné une nouvelle démonstration du théoréme des 2k+2 sommets : une courbe
conveze de R?** | a au moins 2k + 2 points ow son hypersphére osculatrice est surosculante. Avec
cette technique, j’ai découvert une formule pour calculer les sommets d’une courbe de R", n > 2
(voir sujet 1), et j’ai démontré que la borne 2k + 2 est optimale.



3. Métamorphoses des courbes spatiales et sommets de Darboux [10]. Soit v une courbe
gauche de R3. J'ai étudié les relations entre les aplatissements (points ot le plan osculateur est
stationnaire) et les sommets de Darbour (points ot I'axe instantané de rotation du triédre de
Frenet de v, appelé aze de Darbouz, est stationnaire). J’ai prouvé qu'il y a 2 types de sommets
de Darboux, que j’ai noté par m-D-sommets et M-D-sommets. Soit v : S — R? une courbe lisse.
Notons par M (), m(vy) et A(y) le nombre de ses M-D-sommets, m-D-sommets et aplatissements,
respectivement. J’ai démontré qu’il y a une relation universelle entre le nombre de points de la
courbe ou le plan osculateur est stationnaire et le nombre de points ol 'axe de Darboux est
stationnaire : Toute courbe fermée générique «y : St — R3 satisfait m(y) — M(y) — A(y) = 0.

J’ai étudié les métamorphoses des sommets de Darboux et d’aplatissements dans les familles
génériques & un paramétre. Il y a trois types de métamorphoses possibles, selon que, au moment
de la transition, la courbe a : un bi-aplatissement, une inflexion (point de courbure nulle) ou un
sommet de Darboux multiple. La théorie classique de Frenet pour les courbes de R? est définie
uniquement pour les courbes qui ont courbure positive partout. Ainsi, presque tous le théorémes
sur les courbes (classiques ou nouveaux) évitent les inflexions. J’ai fait une révision de la théorie
de Frenet pour les inflexions ; ils ont, en fait, une géométrie trés intéressante : j’ai prouvé que lors
d’une métamorphose de type inflexion, un m-D-sommet de la courbe est remplacé par cing points
voisins sur la courbe, qui sont dans l’ordre un m-D-sommet, un aplatissement, un m-D-sommet,
un aplatissement et un m-D-sommet (la métamorphose en sens opposé étant également possible).

Les indicatrices tangente et binormale d’une courbe v : R — R? sont des fronts d’onde équidis-
tantes sur S2, associés a la courbe legendrienne de 'espace des repéres orthogonaux ST*S? ~ RP3
(cf. [7]), qui consiste des repéres de Frenet le long «. L’intersection de I’axe de Darboux de ~
(translaté a l'origine) avec la sphére unité, est une courbe qui s’appelle indicatriz de Darboux de
v et qui est la caustique des indicatrices tangente et binormale.

En appliquant la théorie courbes legendriennes de ST*S? et des caustiques et fronts d’onde sur
S? (cf. [7]), j’ai décrit les bifurcations des indicatrices tangente, binormale et de Darboux, lors
d’une métamorphose de type inflexion.

Le mouvement rigide déterminé par le repére de Frenet d’une courbe dans R™ admet un axe

instantané de rotation uniquement si n est impaire. On appelle sommet de Darbouz un point d’une
courbe pour lequel I'axe instantané de rotation est stationnaire. J’ai prouvé que étant donnée
une courbe v € R¥+1 de courbures ky, ko, . . ., ko, une condition nécessaire et suffisante pour que
v ait un sommet de Darbouz en s = sqg est que (ko/k1)’ =0, (ka/ks) = 0,...,(kox/kok—1) =0
en s = sg.
4. Courbures focales, équations scalaires de Frenet et caustiques des courbes de R"
[11]. Soit v : R — R™! une courbe lisse (une source de lumiére). La caustique de v ('en-
veloppe des rayons de lumiére normales & ) est une hypersurface singuliére et stratifiée. La
courbe focale de vy, C,, est la strate singuliere de dimension 1. La courbe focale C, consiste des
centres des sphéres osculatrices de « et peut étre paramétrée en termes du repére de Frenet de
v (t,nq,...,ny), comme C,(0) = (y+ ciny + cona + - - - + ¢y ) (). Les coefficients c1, ..., ¢
sont des fonctions lisses que j’appelle courbures focales [11]. Les courbures euclidiennes de 7,
K1,--.,Km, forment un systéme de m fonctions qui déterminent la courbe = & translation et
rotation prés. J’ai prouvé qu’elles sont reliées aux courbures focales par la formule suivante :

/ / /
G +cocy + -+ ci—1C_q .
K; = , pour i > 2,
Ci—1C;

ce qui montre que les courbures focales déterminent aussi la courbe v a translation et rotation pres.
Ces fonctions n’avaient pas été considérées avant, sauf par Romero-Fuster, Sanabria-Codesal et



Nuno-Ballesteros (qui travaillent en théorie des singularités et) qui ont cherché une telle formule,
mais n’ont pas abouti.

Les équations de Frenet de v sont un systéme de m + 1 équations qui relient les vecteurs
du repére de Frenet avec leurs dérivées. J’ai démontré que les courbures focales de v satisfont
un systéme d’équations scalaires de Frenet qui “est obtenu des équations de Frenet usuelles en
remplagant le i-éme vecteur normal du repére de Frenet par la i-éme courbure focal”.

J’ai donné les conditions nécessaires et suffisantes, en termes des courbures focales, pour que
le rayon de la sphére osculatrice k-dimensionnelle de v soit critique, pour kK =1,...,m — 1. J’ai
prouvé qu'un point de 7 est un sommet si et seulement si ¢, + ¢p—15m = 0 en ce point (les
sommets de 7 correspondent aux points les plus singuliers de la caustique de 7) et que 7 habite
sur une hypersphére si et seulement si ¢, + ¢—1km = 0.

J’ai prouvé que le repére de Frenmet (T,Ny,...,N;,) de C, en C,(s) est, a signes preés,

(M, D1, ..., t) en y(s), et que les courbures euclidiennes K1, ..., K,, de C, sont reliées a
celles de v par |§1| = HKQI — KT' = [T e T € qui donne une solution partielle du
m m— m m—1Km

probléme inverse : étant donnée la caustique, reconstruire la source de lumiére. Ces théorémes
sont liés & mon ancien travail de recherche & Paris 7 pour 'entreprise ELF.

5. Probléme de Mumford sur la courbe flecnodale et équations différentielles impli-
cites. Soit S une surface générique et lisse de R3. Les points d’inflexion des courbes asymptotiques
(dans le domaine hyperbolique) de S forment la courbe flecnodale de S. J’ai résolu le probléme
que D. Mumford a posé au milieu des années quatre vingts (aprés les travaux de Salmon, Cayley,
Thom, Arnold et Platonova) : trouver toutes les métamorphoses des configurations des courbes
parabolique et flecnodale, sur les surfaces dépendant génériqguement d’un parameétre. J’ai donné la
liste de toutes ces métamorphoses (il y en a 14) [16], cette liste est aussi valable pour les surfaces
de S3, RP3 et de l'espace hyperbolique A®. Un exemple : la naissance d’une courbe parabolique
fermée, qui borne un disque hyperbolique, engendre la naissance d’une courbe flecnodale inscrite
dans la courbe parabolique et qui a l’allure du nombre 8.

Pour résoudre le probléme de Mumford, j’ai ramené ’étude de la géométrie différentielle pro-

jective de S a I’étude de contours apparents de surfaces dans une variété de contact de dimension
3 ot il y a une paire de fibrations legendriennes transverses. Cette théorie de paires de fibrations
legendriennes et de contours apparents m’a conduit & donner une définition abstraite de point
d’inflexion. Avec cette théorie, j’ai résolu le “probléme de Mumford” pour les configurations de
la courbe discriminante et de la courbe des inflexions des solutions des équations différentielles
implicites dans des familles génériques & 1 paramétre, (dont le probléme des surfaces est un cas
particulier) : il y 15 métamorphoses et la liste différe beaucoup de celle des surfaces!
6. Un nouveau invariant pour les queues d’aronde et les Godrons. Un godron d’une
surface générique de R? est un point parabolic ot la direction asymptotique est tangent a la
courbe parabolique. Bien que les godrons ont été étudiés par Salmon, Cayley et Zeuthen en
gométrie algebrique énumerative, par Korteweg en termodynamique, et par Thom, Arnold, Bruce,
Giblin, etc., en théorie des singularités, ils attirent encore aux singularistes et aux géométres.

J’ai démontré que si une courbe lisse d’une surface de R? est tangent a la courbe parabolique
en un godron g alors soit elle a torsion zéro ou soit elle a courbure zéro en g. La courbe conodale
d’une surface S est la fermeture du lieu géométrique des points de contact de S avec ses plans
bitangents (plans tangents & S en au moins deux points distincts). Il est connu qu'un godron
est un point de tangence simple des courbes conodale, flecnodale et parabolique. J’ai trouvé
toutes les configurations possibles formées par ces trois courbes et par la droite asymptotique
en un godron, en termes d’un nouveau invariant projective associé aux godrons et aux queues



d’aronde que j’ai introduit [13]. J’ai donné toutes les configurations locales génériques de la
courbe flecnodale au voisinage d’'une queue d’aronde d’un front en position générale dans R? (4
configurations en total). Plus généralement, au voisinage d’une queue d’aronde, j’ai donné toutes
les configurations locales génériques de 'aréte de rebroussement, la ligne de points doubles et
la courbe flecnodale par rapport au plan tangent (7 en total). J’ai démontré d’autres théorémes
locaux concernant les indices des godrons. Un résultat global : une courbe parabolique fermée
(qui borne un disque hyperbolique) a un nombre pair positif de godrons. En plus, dans ce disque
hyperbolique, la courbe flecnodale a un nombre impair de points d’auto-intersection transversale.

7. Systémes dynamiques et graphes orientés dans le groupes finis : les monades.
Considérons un ensemble fini G. Une monade M est un graphe d’arétes orientées (fléches), dont
les sommets sont les éléments de G et tel que de chaque sommet commence exactement une
fléche. Un tel graphe définie de maniére unique une application f : G — G de 'ensemble G
dans lui méme et vise-versa. L’itération de f définie un systéme dynamique sur G (et sur les
sommets de M) : z — f(z) — f2(z) — f3(x) — ..., ou fIHt(x) := f(f/(x)). Les systémes
dynamiques des monades ont une propriété fondamentale : chaque composante connexe d’une
monade consiste soit d’un cycle ou soit d’un cycle attracteur équipé avec des arbres enracinés
(on joint un arbre, par sa racine, a chaque sommet du cycle).

Si G posséde une structure algébrique (par exemple, de group ou de corps), les invariants
discrets du graphe M et 1’étude du systéme dynamique associé & la monade, peuvent fournir
information sur la structure algébrique de G. Pour le cas ot G est un group fini arbitraire Arnold
a considéré la monade carrée qui envoie chaque élément du groupe sur son carré, x — 2, et il a
démontré un théoréme d’homogénéité : chaque composante connexe du graphe de la monade
carrée est un cycle équipé homogénement (les arbres attirés sont tous isomorphes le long de la
composante). Pour le cas des groupes commutatifs Arnold a aussi décrit la structure des arbres.

Soit k un entier et considérons la monade de Frobenius fi : x — z¥, pour un groupe fini
arbitraire G. (A) J’ai étendu le théoréme d’homogénéité d’Arnold pour les monades fi, pour
tout k € Z (ma démonstration est plus simple que celle d’Arnold). (B) Dans le cas ou G est
commutatif : (1) j’ai aussi décrit la structure des arbres et j’ai prouvé que les arbres attirés par
les sommets des cycles sont isomorphes non seulement le long de chaque composante connexe
mais le long du graphe tout entier. (2) j’ai prouve que la composante connexe de 1’élément
unité, /%, est un sous-groupe de G et que la réunion de tous les cycles (E. Ghys I'appelle le ceeur
de la monade) est aussi un sous-groupe de G. En plus, le coeur est isomorphe au group quotient
G /T/k | et son ordre est égal au plus grand facteur de |G| relativement premier avec k. (C) Pour
un groupe arbitraire (pas nécessairement commutatif) : (1) les arbres attirés sont isomorphes
le long de chaque composante connexe, mais pas nécessairement le long du graphe; j’ai prouvé
que les arbres attirés par les sommets d’un cycle sont isomorphes & un sous-arbre enraciné de
I’arbre enraciné qui équipe la composante de 'unité : “la composante de 'unité est équipé de
Parbre le plus grand”. (2) la composante de l'unité n’est pas en générale un sous-groupe de G,
mais j’ai prouvé qu’elle est toujours un sous-ensemble distingué de G (invariant par conjugaison).
(3) pour démontrer (1), j’ai construit des applications naturelles A que envoient une composante
connexe de la monade sur elle méme et telles que chaque élément b du cycle est envoyé a 1’élément
suivant b* et I'arbre joint a b est envoyé isomorphiquement sur ’arbre joint a b¥. Aprés l'itération
de application A, 'arbre joint & b revient sur lui méme, mais pas nécessairement chaque élément
revient sur lui méme. J’ai donné les conditions nécessaires et suffisantes sur G et k pour avoir
une monodromie non-triviale (elles ne dépendent que des relations arithmétiques entre |G| et k).



Tous ces résultats se trouvent dans [12|. Aprés mon exposé dans le séminaire d’Anatoly Vershik a
St. Petersbourg, S. Duzhin a montré deux groups différents d’ordre 27 dont les monades carrées,

2

fo 1 x — x°, sont isomorphes. En fait, j’ai montré que pour tout k£ € Z les monades de Frobenius

fr : & — 2¥ des groups présentes par Duzhin sont isomorphes. C’est-a-dire I'isomorphisme des

k

monades de Frobenius fi :  — 2" n’implique pas I'isomorphisme des groupes.

8. Stabilité du diagramme de bifurcation des aplatissements|6|. Soit F) , une famille
de courbes gauches évanescentes de R3, considérées comme des intersections d’une surface lisse
(dépendant de paramétres A € A = R*) avec une famille de cylindres dont le rayon 7 tend vers
zéro. Le diagramme de bifurcation des aplatissements de F) , consiste des paires (A, ¢) € A x R,
ot ¢ = 12, telles que la courbe correspondant posséde un aplatissement dégénéré ou bien n’est
pas lisse. L’intersection du diagramme de bifurcation avec un espace transversal de dimension 3
est une coupe parabolique, basée sur un hypocycloide & six rebroussements. C’est la premiére
fois qu’on trouve un tel diagramme de bifurcation en théorie de singularités. L’étude des formes
normales de ces diagrammes, & difféomorphisme prés, se situe & mi-chemin entre le comptage
global des aplatissements des courbes fermées et la théorie locale des singularités de germes
de fonctions, mais je 'ai réduit a un probléme local (1996). V.I. Arnold a conjecturé (1993)
que le type différentiable de ce diagramme a des modules fonctionnelles. J’ai démontré (1999)
qu’il a au plus un modulus [6]. Ces résultats impliquent qu’une courbe convexe plane nouveau-née
(générique) a exactement 4 sommets. Par exemple, I'intersection d’une surface générique convexe
S avec un plan suffisamment proche de son plan tangent (et parallel) en un point pas ombilic,
est une courbe qui a 4 sommets. Si le point est un ombilic de S, alors la courbe a 6 sommets [18].

La démonstration n’est pas facile, elle a nécessité un recours a une nouvelle technique de ’ana-
lyse, vu que la singularité doit étre déformée & l'intérieur d’un espace de codimension infinie, qui
est I'image d’un opérateur différentiel. En particulier, j’ai introduit un théoréme de détermination
finie adapté a cette contrainte.

9. Arithmétique des nombres d’orbites des systémes dynamiques de Fermat-Euler.
Notons par £(n) le sous-groupe multiplicative de "anneau Z,, qui consiste des résidus modulo
n, qui sont relativement premiers avec n. Le nombre d’éléments de £(n) est noté par ¢(n), et
Papplication n +— @(n) est connue comme la fonction d’Euler.

Considérons dans £(n) le systéme dynamique a qui multiplie les éléments de £(n) par a, x — ax
(on suppose (a,n) = 1). Le systéme dynamique @ agit comme une permutation des éléments de
&(n) dont toutes les orbites ont la méme période.

Soit M un entier positif. Nous disons qu'un nombre n tel que (n,a) = 1, appartient a la classe
(M4 )q si le nombre d’orbites du systéme dynamique @ : £(n) — £(n) est un multiple de M.

On considére le cas a = 2. La classe (My)2 est un idéal du semi-groupe multiplicative des
nombres impaires. Arnold a observé expérimentalement que pour les entiers M = 3,5,8, les
nombres premiers < 512 qui appartient a (M) sont des résidus quadratiques modulo M?, mais
que cela n’est pas vrais pour M = 6. Il n’a pas trouvé une explication théorique de cela.
Théoréme. [16] Soit M > 1 un entier. Si M est impair ou bien divisible par 2k pour k > 2,
alors tous les nombres premiers appartenant a (M, )o sont des résidus quadratiques modulo M?.

La démonstration dépend “essentiellement” de la structure du graphe de la monade x — 2x du
group additive Z/MZ (voir sujet 7).

Le theoréme correspondant pour ¢ un nombre permier arbitraire, est :

Théoréme. [22] Soit M > 1 un entier. Si (M,a) =1 ou bien M est divisible par a* pour k > 2,
alors tous les nombres premiers appartenant & (M), sont des résidus a-iques modulo M®.



10. Shanks A l'aide des propriétés combinatoires des monades (voir sujet 7), j’ai donné une
interprétation graphique de 'algorithme de Shanks pour trouver les racines de 'équation z? =
a (mod p) et j’ai étendu cet algorithme pour trouver les solutions de 1’équation z? = a (mod p),

ol ¢ et p sont des nombres premiers arbitraires [17].

11. Les lignes des courbures principales dans un godron [19]. Etant donnée une surface
dans ’espace 3-dimensionnel, ses domaines hyperbolique et elliptique, ses courbes parabolique,
flecnodale et conodale, et ses godrons sont de nature projective (affine). Donc, tous les théorémes
démontrés dans [14] et [15] sont ‘invariants par les transformations projectives’ (affines).

Si on considére aussi une structure euclidienne dans R?, alors les lignes des courbures (princi-
pales) existent, et en un godron, une des lignes des courbures principales est tangent & la courbe
parabolique et c’est connu (1980) qu’elle est placée localement du coté elliptique (hyperbolique)
si le godron est positif (resp. négatif).

J’ai découvert des nouvelles propriétés de la ligne de courbure principale tangente a la courbe
parabolique [19]. Par exemple, en un godron, le vecteur normal principal de cette ligne de courbure
pointe toujours vers le domaine hyperbolique. En plus, cette ligne de courbure principale C
posséde une “propriété séparante” : sous la dualité projective toutes les courbes tangentes &
la courbe parabolique au godron (et donc tangentes a C') sont envoyées sur des courbes (de la
surface duale) qui possédent un point de rebroussement (cusp) et qui ont la méme tangent en
ce point. La propriété séparante de la ligne de courbure principale C' est que, sous la dualité
projective, les cusps des images de deux courbes tangentes a C, localement séparées par C,
pointent dans des directions opposées.

Cela est un fait remarquable puisque cette propriété est encore invariante par les transforma-
tions projectives, bien que les lignes des courbures principales ne le sont pas.

12. Un invariant projectif pour les hyperbonodes [20]. Les points d’auto-intersection de la
courbe flecnodale d’une surface lisse générique (hyperbonodes) jouent un role fondamentale pour
les bifurcations des courbes parabolique et flecnodale, quand la surface depends d’un paramétre
(cf. [16]). J’ai introduit un invariant projective qui refléte certaines propriétés géométriques de
la surface en ces points.

13. Desargues tropicale. En géométrie tropicale, les relations d’incidence entre points et droites
sont différents de celles de la géométrie projective ou euclidienne. Par example, par deux points
en position générale il passe exactement une droite tropicale, mais pour des paires de points en
certaines positions, il y une infinité de droites qui passent par eux. A cause de cela, la version
tropicale du théoréme de Desargues a une formulation legérement différente [24]. Notre démons-
tration est géométrique (nous utilisons les propriétés affines des droites tropicales).
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