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Abstract.- The classical Minkowski problem has a natural extension
to hedgehogs, that is to Minkowski differences of closed convex hyper-
surfaces. This extended Minkowski problem is much more difficult since
it essentially boils down to the question of solutions of certain Monge-
Ampere equations of mized type on the unit sphere S™ of R"*'. In this
talk, we mainly consider the uniqueness question and give first results.
In the context of hedgehogs, there is a close connection between Gauss
infinitesimal rigidity and the uniqueness question in the Minkowski prob-
lem extended to hedgehogs. To conclude, we give a bellows-type theorem
for hedgehogs under an appropriate differentiability condition.

Introduction.

En géométrie différentielle, le probléeme de Minkowski classique est
celui de la courbure de Gauss prescrite pour les hypersurfaces bordant
un corps strictement convexe dans l’espace vectoriel euclidien R,
Plus précisément, étant donnée K une fonction continue et strictement
positive sur la sphére unité S* de R™*!, il s’agit de la question de
I'existence, de I'unicité et de la régularité d'un corps convexe de R"*!
dont K soit la courbure de Gauss du bord (vue comme une fonction du
vecteur normal unitaire sortant).

Comme nous le verrons plus loin, ce probléme de Minkowski est
équivalent a la question des solutions d’'une EDP de Monge-Ampére
de type elliptique sur la sphére unité S™. Cette équivalence en a fait
I'un des principaux problemes de géométrie qui accompagnéerent étroite-
ment le développement de la théorie des EDP de Monge-Ampére de
type elliptique pendant le X X®"¢ siécle. Les contributions majeures
la résolution de ce probléme sont dues & Minkowski, Aleksandrov, Lewy,
Nirenberg, Calabi, Pogorelov, Cheng et Yau. Seules les principales seront
rappelées ici. Le lecteur intéressé par le développement conjoint de la
théorie des EDP de Monge-Ampére et de leurs applications géométriques
pourra consulter le panorama de N. Trudinger et X.J. Wang [TW].

Ce probléeme de Minkowski classique admet une extension naturelle
aux hérissons de R"*! qui peuvent se voir comme des différences de
Minkowski d’hypersurfaces convexes. Le probléme de Minkowski étendu
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aux hérissons est naturellement beaucoup plus difficile que le probléme
de Minkowski classique puisqu’il revient le plus souvent & la question
des solutions d’'une EDP de Monge-Ampére changeant de type sur S".
Or, il n’existe & ma connaissance aucun résultat global pour un tel type
d’équations. Le but de cet exposé est essentiellement de présenter ce
probléme de Minkowski généralisé, de donner quelques premiers résul-
tats trés partiels et de montrer qu’il est permis d’espérer des résultats
d’existence et d’unicité pour certaines classes de hérissons.

Bref rappel de résultats concernant le probléme classique.

Le premier résultat important est donc da & H. Minkowski lui-méme
qui prouva l'existence d’une solution faible en procédant par approxima-
tion par des polyedres convexes [MI1, MI2] :

Théoréme (Minkowski 1903). Si K est une fonction continue et
strictement positive sur S™ qui vérifie la condition intégrale suivante

U
sn K(U)

do(u) =0,

ou o est la mesure de Lebesque sphérique sur S™, alors K est la courbure
de Gauss (au sens de la définition de Gauss) d’une hypersurface conveze
fermée 'H qui est unique & translation prés.

L’unicité peut se voir comme une conséquence de la condition d’égalité
dans une inégalité de Minkowski qui fait intervenir la notion de volume
mixte (e.g. [S, p. 397]).

En 1953, L. Nirenberg apporte la solution compléte du probléeme de
Minkowski dans le cas n = 2 en utilisant la méthode de continuité [N].
Dans le cas n quelconque > 2, la solution forte est due a A.V. Pogorelov
[PO] et 4 S.Y. Cheng et S.T. Yau [CY] qui prouverent indépendamment
le résultat suivant :

Théoréme (Pogorelov 1975, Cheng-Yau 1976). Si K est de classe C™,

(m > 3), alors la fonction de support h : S™ — R de Uhypersurface H
est de classe C™H* pour tout « € 10, 1].

La notion de hérisson.

L’ensemble K"t des corps convexes de R"*! est habituellement muni
de I’addition de Minkowski et de la multiplication par les réels > 0 :



(i) YK, L)e (K™, K+L={u+vlueK,veLl};
(i) VAeR;, VK e K"t AK={ ujueK}.

Bien siir, ces lois ne font pas de (K™™', +,.) un espace vectoriel puisque
pour certains couples (K, L) de corps convexes de R"*! la différence
K — L ne peut étre définie elle-méme comme un corps convexe de R™"*1,
Mais de la méme fagon que 1’on construit le groupe Z des entiers relatifs
a partir du monoide (N, +,.) des entiers naturels par un procédé de
symétrisation, nous pouvons construire a partir de (K", +,.), I'espace
vectoriel (H"!, +,.) des différences formelles de corps convexes de R,
Or, a toute différence formelle K — £ de corps convexes de R"*! il est
possible d’associer dans R™"*!, une réalisation géométrique que I’on peut
identifier & la différence des fonctions de support des deux corps [MMS6].
Cette possibilité est particulierement aisée & comprendre quand on se
restreint aux corps de R"*! qui sont strictement convexes. En effet,
effectuer la somme de Minkowski de deux tels corps revient a effectuer
celle de leurs bords 0K et OL en associant a tout u € S™, la somme des
points zgx (u) de OK et z. (u) de L en lesquels u est le vecteur normal
unitaire sortant (cf. Figure 1).

Figure 1 : Somme de Minkowski de deux corps strictement convexes

Comme nous le verrons plus loin, effectuer la « différence de Minkowski
H := K — L » revient de méme a associer a tout u € S", le point
xy (u) = woxc (u) — wor (u), (cf. Figure 2). Bien str, I'hypersurface
« hérisson » H qui en résulte n’est en général ni réguliere ni convexe
(meéme si K et £ sont des corps convexes de classe C?, i.e. de classe C?
et a courbure de Gauss > 0) : elle peut présenter des singularités et des
auto-intersections.



Figure 2 : Différence de Minkowski de ces deux mémes corps convexes

Pour n < 2, cette idée d’envisager géométriquement les différences
formelles de corps convexes remonte & un papier de H. Geppert publié
en 1937 et tombé dans I'oubli.

Le principal objet de cet exposé est donc I’extension du probléeme de
Minkowski a ces « différence de Minkowski de corps convexes ». Nous
verrons que sa formulation analytique correspond en tout point & celle du
probléme classique de Minkowski, & ceci prés que 1’équation de Monge-
Ampere a laquelle on est ramené n’est plus de type elliptique.

La notion de fonction de support et ’extension du probléme
de Minkowski

Ces opérations et la courbure de Gauss d’un hérisson sont trés com-
modes & exprimer en termes de fonctions de support. Tout corps con-
vexe K € K" est déterminé par sa fonction de support hx : S* — R
qui associe & tout u € S", le nombre réel hy (u) = sup {(z,u) |z € K}
représentant la distance signée de l'origine & ’hyperplan support de
vecteur normal u. En particulier, toute hypersurface convexe fermée
de classe C% (i.e., C* et a courbure de Gauss positive) est déterminée
par sa fonction de support h (qui est nécessairement C? sur S" [S,
p. 111]) comme l'enveloppe H;, de la famille d’hyperplans d’équation
(x,u) = h(u). Cette enveloppe Hj, est décrite analytiquement par le
systeme d’équations suivant

{ (,u) = h(u)
(@, .) = dhy()



La seconde équation est déduite de la premiére en différentiant par
rapport & u. D’aprés la premiére équation, la projection orthogonale de
x sur la droite dirigée par u est h (u) u et d’apres la seconde, la projection
de x sur u™ est le gradient de h en u (cf. Figure 3). Par conséquent, pour
tout u € S, x;, (u) = h(u)u+ (Vh) (u) est I'unique solution du systéme.

Figure 3

Maintenant, pour toute fonction h € C? (S";R), 'enveloppe Hj, est
en fait bien définie (méme si h n’est pas la fonction de support d'un
corps convexe). Sa paramétrisation naturelle xj, : S™ — Hy,, u — h(u)u+
(Vh) (u) peut étre interprétée comme l'inverse de I’application de Gauss,
en ce sens qu’en tout point régulier x;, (u) de Hj, u est un vecteur normal
a Hy. On dit que Hy, est le hérisson de fonction de support h, (Figure 4).
Notons qu’il dépend linéairement de h.



Figure 4

Notons H,4; le R-espace vectoriel des hérissons de classe C? définis
a translation prés dans R™*! et identifiés & leur fonction de support.
Analytiquement, dire qu'un hérisson H;, C R"*! est défini & translation
pres revient simplement a dire que la premiére harmonique de sa fonction
de support n’est pas spécifiée.

Comme nous l'avons déja vu, les éléments de H,,; peuvent étre
des hypersurfaces singuliéres. La paramétrisation x;, pouvant étre vue
comme l'inverse de 'application de Gauss, la courbure de Gauss K,
de Hj, en zy (u) est donnée par Kj(u) = 1/dét[T,xy], ou T,x) est
Iapplication tangente & x; en u. Par conséquent, les singularités de
‘H), sont précisément les points ou cette courbure K} est infinie. Pour
tout u € S™, application tangente & x, en u est donnée par T,z;, =
h(u) Idr,sn + Hp(u), ou Hp(u) est Pendomorphisme symétrique associé
au hessien de h en u. En conséquence, si A est une valeur propre du
hessien de h en u alors A\ + h (u) est (au signe pres) I'un des rayons de
courbure principaux de Hj, en xp, (u) et la dite « fonction de courbure »
Ry, :=1/K), est donnée par

Ry, (u) = dét [V?h (u) + h (u) gu] (1)



ol ¢ est la métrique canonique sur S” et V2h le hessien de h relativement
a g, le déterminant étant pris par rapport a une base orthonormale de
T.,S".

Le point important est que, pour tout hérisson de fonction de support
C?, cette fonction de courbure R;, := 1/K}, est bien définie et continue
sur toute la sphére S”, y compris aux points singuliers de xj. Le probléme
de Minkowski se pose donc trés naturellement pour les hérissons. Dans
ce qui suit, nous nous intéresserons donc & la question de ’existence
et/ou de I'unicité des solutions C? de 1’équation de Monge-Ampére

Rh - R7 (2>
ou la fonction R € C' (S™;R) est donnée.

La question de l’existence d’une solution C?
Nous formulerons cette question de la maniére suivante :

(Q1) Quelles conditions nécessaires et suffisantes convient-il d’imposer
a une fonction R € C (S™; R) pour qu’elle soit la fonction de courbure
(i.e. linverse de la courbure de Gauss K ) d’un hérisson H =K — L ¢

Comme dans le probléme de Minkowski classique, la condition inté-
grale suivante est nécessaire a I'existence d'une solution C? de I’équation

(2) :
/nR (u) udo(u) = 0. (3)

Elle exprime simplement que tout hérisson C? de R"*! est une hyper-
surface fermée. Mais cette condition n’est plus suffisante. Par exemple,
la fonction constante égale & —1 sur S? vérifie la condition intégrale (3)
mais ne peut pas étre la fonction de courbure d’un hérisson puisqu’il
n’existe pas de surface compacte a courbure de Gauss strictement néga-
tive dans IR3.

Le probléme de Minkowski étendu aux hérissons conduit aux exem-
ples suivants d’EDP de Monge Ampére de type mixte pour lesquelles il
n’existe pas de solution sur S%. Pour tout v € S?, la fonction C* définie
sur S? par F, (u) = 1 — 2 (u,v)” vérifie la condition intégrale (3) mais
n’est pas une fonction de courbure sur S? [MM4]. En d’autres termes,
pour tout v € S?, 'EDP de Monge Ampére h? + hAyh + Agyh = F, n’a
pas de solution C? sur S?. La preuve utilise des techniques de projection
orthogonale adaptée aux hérissons.



La question de I'unicité d’une solution C?

Notons pour commencer que, pour tout h € C? (S*; R), (n € 2N*), les
hérissons de fonction de support —h et A ont méme fonction de courbure
et vérifient

H_h =S (Hh) s

ou s est la symétrie par rapport a l'origine. Il nous faut ensuite rap-
peler que des hérissons non congruents peuvent avoir la méme fonction
de courbure [MMT7] : par exemple, les deux fonctions lisses (mais non
analytiques) f, g définies sur S? par

exp(—1/2%) si 2 #£0 signe (z) f (u) si z #
fu):= and g (u) =
0 si z=0 0 si z =0,

ou u = (x,y,2) € S? sont les fonctions de support de deux hérissons
non congruents H; et H, de R*® ayant la méme fonction de courbure
R:=1/K € C (S*R), (cf. Figure 5).

() th)

Figure 5 : Hérissons non congruents de méme courbure

Nous formulerons donc la question de 'unicité comme suit :



(Q2) Unicité d’une solution C* : Soit R € C(S™; R) la fonction de
courbure d’un hérisson H. Quelles conditions nécessaires et suffisantes
convient-il d’imposer & R € C(S"; R) pour que H soit déterminé de
maniére unique par R (a translations paralléles et symétries centrales
prés, le vecteur normal unitaire coorientant étant préservé) ?

Il serait en particulier intéressant de savoir s’il existe des paires de
hérissons analytiques non congruents de R? dotés d’une méme fonction
de courbure (par ‘hérissons analytiques’, nous entendons ici ‘hérissons
de fonction de support analytique’).

Pour n = 1, le probléme est linéaire et peut étre résolu sans trop
de difficulté [MM6]. Mais pour n = 2, le probléme est donc déja tres
difficile : si R € C'(S*R) change de signe sur S?, alors la question de
Pexistence, de 1'unicité et de la régularité d’un hérisson dont R est la
fonction de courbure revient a 1’étude d’'une EDP de Monge-Ampére de
type mixte, une classe d’équations pour lesquelles il n’existe & ma con-
naissance aucun résultat global mais seulement des résultats locaux par
C.S. Lin [L] et Zuily [Z]. Dans cet exposé, nous nous intéressons princi-
palement, & la question de 1'unicité en nous restreignant au cas n = 2.
La question (Q2) est trop difficile pour étre résolue a I’heure actuelle et
notre but sera simplement de fournir des conditions sous lesquelles deux
hérissons de R? ont nécessairement des fonctions de courbure distinctes.

Premiers résultats

Rappelons que Hz désigne le R-espace vectoriel des hérissons C? défi-
nis & translation pres dans R3 (par ‘hérissons C?” nous entendons ‘héris-
sons de fonction support C?’). Notre premier résultat sera le suivant.

Théoréme 1 [MMS]. Soient H; et H, deuz hérissons C* qui sont
linéairement indépendants dans Hs. Si une combinaison linéaire de H
et de H, est de classe C2, alors Hy et H, ont des fonctions de courbure
distinctes.

Notre second résultat repose sur cette décomposition des hérissons
en partie centrée et partie projective.

Décomposition d’un hérisson en parties centrée et projective
Rappelons qu’un hérisson H;, de R™™! est dit centré (resp. projectif)

si sa fonction de support h est symétrique (resp. antisymétrique), c’est-
a-dire telle que :



Vue §", h(—u)=h(u) (resp. h(—u)=—h(u)).

Géométriquement, cela signifie que Hj; est symétrique par rapport a
'origine (resp. que toute paire de points antipodaux sur la sphére unité
S™ correspondent & un méme point sur ’hypersurface H; = x;, (S™)).
Par exemple, le hérisson H; (resp. H,) de R? représenté a la Figure 5.a
(resp. Figure 5.b) est centré (resp. projectif).

Or, la fonction de support h de n’importe quel hérisson H;, C R"*! se
décompose de maniére unique en la somme de ses parties antisymétrique
et symétrique :

fw) =3 (h(u) = h(-u)

Vue S, h(u)=f(u)+g(u) ou .
g (u) =35 (h(u) +h(-u))

Par conséquent, tout hérisson H;, de R"*! admet une unique représenta-
tion de la forme ‘H ¢ +H,, ot les hérissons H; et H, sont respectivement
projectif et centré. Nous dirons que H; et H, sont respectivement les
parties projective et centrée de H,.

Théoréme 2 [MMS|]. Soient Hyp, et Hp, deux hérissons C?, linéaire-
ment indépendants dans Hs et dont les parties centrée sont non triviales
(i.e., distinctes d’un point) et proportionnelles & une méme surface con-
veze de classe C%. Alors, Hy, et Hy, ont des fonctions de courbure
distinctes.

En voici une conséquence immédiate :

Corollaire. Deuz hérissons C? de largeur constante non nulle qui sont
linéairement indépendants dans Hsz ont nécessairement des fonctions de
courbure distinctes.

Le dernier résultat repose sur l’extension de la notion de fonction de
courbure mixte aux hérissons que nous rappellerons ci-apres.

Théoréme 3 [MMBS]. Soient H et H' deux hérissons analytiques (resp.
projectifs et C*) de R® qui sont linéairement indépendants dans Hz. Si
la fonction de courbure mizte de H et H' ne change pas de signe sur S?,
alors H et ‘H' ont des fonctions de courbure distinctes.
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Complément sur la courbure lorsque n = 2.

D’apres (1), la fonction de courbure Rj, d’un hérisson H;, C R? est
donnée par Ry, = (A + h) (A2 + h) = h? + hAyh + Agh, ot A, désigne
le laplacien sphérique et Agy 'opérateur de Monge-Ampére (respective-
ment, la somme et le produit des valeurs propres A;, Ao du hessien h).
Par conséquent, 'EDP & laquelle nous nous intéressons est la suivante

h? + hAsh + Agsh = 1/K |

Notons que la ‘fonction de courbure mixte’ des hérissons de R?, & savoir

R:H2 — C (S%R)
(f.9) = Rg) = % (Rpyg — Rf — Ry)

est bilinéaire et symétrique :
(i)Y (f,9,h) € H3, YA € R, R iagmy = Ry + ARg) ;
(i) ¥V (f,9) € H3, Rig.p) = Rz9)-

Pour tout h € Hs, nous avons en particulier R_, = Rj,. Notons que
Rany = 3 (Ash + 2h) est (au signe pres) la demi-somme des rayons de
courbure principaux H;, C R3.

Remarque. Comme nous ’avons rappelé, deux hérissons non con-
gruents de R?® peuvent avoir méme fonction de courbure. Par bilinéarité
et symétrie de la fonction de courbure mixte R : HZ — C (S*R), si
deux hérissons H; et H, de R*® ont méme fonction de courbure alors,
pour tout (A, ) € R?, les hérissons Hy s,y €t H,ping Ont aussi méme
fonction de courbure. Par exemple, de la paire {H;, H,} de hérissons
non congruents représentés a la figure 5, nous pouvons déduire la paire
{H 124, Haprq} de hérissons non congruents (et de méme fonction de
courbure) représentés a la figure 6.
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Figure 6 : Hérissons non congruents de méme fonction de courbure

Lemme 1 Soient H; et H, deux hérissons C? de R?. Siu € S? est
tel que R, (u) > 0, alors

Risg) (W) > Ry (u) Ry (u).

Preuve du lemme. Définissons @) : R — R par Q) (t) = Ry (u). Par
bilinéarité et symétrie de la fonction de courbure mixte, nous avons :

VteR, Q(t) = Ry(u)+2tR (u) +t*Ry (u).

Considérons le discriminant réduit A = R (u)® — Ry (u) R, (u) du
trindme du second degré Q(t). D’un c6té, on a R, (u) > 0 par hypothese,
si bien que Q(t) > 0 pour tout ¢ assez grand. D’un autre coté, il exis-
te A € R tel que Ry ring) (u) = Rp (u) + ARa g (u) = 0 et donc
Q (X\) = Ryyag (u) < 0. Par conséquent, on a : A > 0. O

Lemme 2 ([2, 10 Theorem 3]). Soit H, un hérisson analytique (resp.
projectif et C?) de R3. Si la fonction de courbure Ry, de H;, est < 0 sur
tout S?, alors Hj, est réduit 4 un seul point.

Lemme 3. Soit H, un hérisson convexe de classe C2 dans R®. Etant
donné un hérisson projectif H; de R3, la fonction de courbure mixte
R(s,q) est identiquement nulle sur S* seulement si H; est réduit & un
seul point, c’est-a-dire, seulement si f est la restriction & S? d’une forme
linéaire d’une forme linéaire sur R3.
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Preuve du lemme. Puisque H, est de classe Ci, nous avons

Ry (u) Ry (u) < Ryz) (uw)?
en vertu du lemme 1. Comme R, (u) = 0, on en déduit que Ry < 0

ce qui implique le résultat d’aprés le lemme 2. O

Preuve du théoréme 2. Par hypothése, h; et hy sont de la forme

hl - fl"‘)\lkf

Y

h2 - f2+)\2kf

ol A1, A9 sont des nombres réels non nuls, f;, fy des fonctions de support
de hérissons projectifs et k la fonction de support d’un hérisson centré
de classe C'JZF. Supposons que Rj,, = Ry,. Par bilinéarité et symétrie de
la fonction de courbure mixte, cela donne

Ry, + MR+ 2\ Rip 0y = Ry, + AR + 202 R, 0)-

En décomposant en parties symétrique et antisymétrique, nous obtenons
Ry + NRy, = Ry, + \oRy,

)‘1R(f1,k) = )‘2R(f277€)

Par linéarité de la fonction de courbure mixte par rapport a la pre-
miere variable, la seconde équation est équivalente a Ry, —x,1.4) = 0.
D’apres le lemme 3, cela implique que Hy, f,—»,f, est un point et donc
que Hy, s, = Hx,f dans Hs. Or, en multipliant chaque membre de la
premiére équation du systéme précédent par /\%, on obtient

MRy, + M Re = MRy, + N2A\3R,,

et donc

R>\1f1 - R)\1f2 = )‘? ()\? - Ag) By

par bilinéarité de la fonction de courbure mixte. Par conséquent,
R>\2f2 - R/\1f2 = )‘f ()‘% - )‘g) Rkv

c’est-a-dire,

(3= X2) (Ry, = XiRy) =0,

Comme H;, est projectif (resp. Hj, convexe de classe C2), nous avons
[MM2)] :
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/ Ry,do <0 et / Rydo > 0.
s2 2

Par conséquent, Ry, # )\ka. De I'équation précédente, on déduit donc
A\ = A2, clest-a-dire :

Je € {—1, 1},)\2 =e\.

Maintenant, \iHy, = Hy, 5, = Haop, = AHy, et A1, A2 sont non nuls.
Par conséquent, on a ‘Hy, = €Hy, dans Hs, c’est-a-dire, Hy, = eHy, et
donc

Hyy = Hipgirok = Hpy, + XNoHi =€ (Hﬁ + MHy) = €Hy, dans Hg,

ce qui conterdit le fait que Hy, et Hj, sont linéairement indépendants
dans Hs. ]

Un théoréme du soufflet pour les hérissons

Soit ‘H;, un hérisson de fonction de support C? dans R?. Le volume
(algébrique) de Hj, est défini par

v(h):/thdU.
S2

oll o est la mesure de Lebesgue sphérique sur S? et R;, la fonction de
courbure de H;, [MM2]. 1l s’interpréte comme l'intégrale sur R"* — H,,
de l'indice iy (x), défini comme nombre algébrique d’intersection d’une
demi-droite orientée d’origine z avec I’hypersurface H; munie de son
orientation transverse (nombre indépendant de la demi-droite pour un
ouvert dense de directions).

Dans ce qui suit, nous travaillerons dans les espaces de Banach C,,,
(m € N), introduits par L. Nirenberg dans son étude du probleéme de
Minkowski dans R* [N, p. 380]. Nous envisagerons des déformations
lisses de hérissons de R? :

Définition. Soit 7, un hérisson de fonction de support C? dans R?.

Une déformation lisse de H, est la donnée d’une application différen-
tiable h : [0,1] — Cy, t +— hy := h(t,.) telle que hy = h.
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Théoréme. Soit ‘H; un hérisson C? de R3. Si une déformation
lisse de Hy, disons

h:[0,1] = Cy,t — hy:=h(t,.),

préserve la fonction de courbure (c’est-a-dire, vérifie Ry, = Ry, pour tout
t € [0,1]), alors elle préserve également le volume algébrique :

Vi e [0,1], v(h)=wv(h).

Lemme. La fonction de courbure R : Cy — Cy, h — Ry, est dif-
férentiable sur C, et :

. R - R
V(f.9) € Cax o dRy(g) =lim ==L = 2Ry,
1£0

Preuve du lemme. En effet, nous avons :
vVt € R%, Ryyig — Ry = Ry +2tR(;s ) + t2Rg — Ry
=1t (2R(g) +1Ry)

et donc :

Rivio — R
lim % = lim (2R (1) + tR,) = 2R s ).
tt¥0 2%;0

Or, nous avons :

HRf—ﬁ-g — Ry — 2R(f79)Hco = HRQHCO =0 (HQHCZ) )

d’ou le résultat. O

Preuve du théoréme. Par hypothese, Papplication R oh: [0,1] — Cy
est constante. Comme h est différentiable par hypothese et R en vertu
du lemme précédent, R o h est différentiable sur [0, 1], et :

~\ /
Vit € [0, 1], <R0h> (t) :2R<E(t),(%é)(t))'
Ainsi, il vient par différentiation :
vt € [0,1], R(%(t),(%)(t)) =0. (4)
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Maintenant, pour tout ¢y € [0, 1], nous avons :

t —to 3 t—to h(to)

vt € [0,1]—{to}, : @ <t)> _ @ <t0>) = E/QM}% do

et donc :

do.

lim (1) = @) = l/2 (a_ﬁ) (to) Ry

— t—to 3 ot h(to)
t#to

Or, par symétrie du volume mixte des hérissons [MM2], nous avons :

1 oh 1 [~
5/82 <E> (to) Rﬁ(to)dg = g/SQh(to) R(ﬁ(to),(%é)(toﬂda'

Par conséquent, il découle de (4) que :

t>to t —to o
t#to

Vo € [0,1], <U o%)' (to) = lim - (E (t)> - (E (t0)> =0

si bien que tous les hérissons de la famille (Hy,) ont le méme volume
(algébrique). O

Remarque. Les hérissons non congruents de méme fonction de cour-
bure de la figure 5 (resp. figure 6) ont des volumes algébriques distincts
et ne peuvent donc pas étre reliés par une déformation lisse préservant
la fonction de courbure.

Rigidité infinitesimale de Gauss

Définition. Soit H; un hérisson (de fonction de support) C? de
R®. Une déformation isogauss infinitésimale de H; est la donnée d'une
famille (Hf4+44),p de hérissons C? de R?,

Tritg 1S? = Hysrg CR?
u— zy(u) +tzy (u)

ou H, est un hérisson C? de R? tel que la fonction de courbure mixte
R(tg) = 3 (Ry+g — Ry — Ry) est identiquement nulle sur S?.
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Définition. Soit H; un hérisson (de fonction de support) C? de
R3. Si toute déformation isogauss infinitésimale (Hyiyg), . de Hy est
triviale, c’est-a-dire telle que H, est réduit a un seul point, alors le
hérisson H; sera dit Gauss infinitésimalement rigide.

Remarque 1. Le hérisson H, est réduit & un point si, et seulement
si, sa fonction de support g est la restriction & S? d’une forme linéaire sur
R3, ce qui revient & dire que sa fonction de courbure R, est identiquement
nulle S* [K, Theorem 1]. Par conséquent, le hérisson H; est Gauss
infinitésimalement rigide si, et seulement si, nous avons :

Vg € C? (SQ;R) , (R(ﬁg) = 0) — (Rg = 0) .

Remarque 2. Si le hérisson H; C R? est trivial (c’est-a-dire, réduit
a un point), alors H n’est pas Gauss infinitésimalement rigide. En effet,
pour tout hérisson régulier H, de R? |, nous avons Ry ) = 0 bien que la
fonction R, ne soit pas identiquement nulle sur S%.

Rigidité infinitésimale de Gauss des hérissons réguliers de R?

Rappelons la preuve de la rigidité infinitésimale de Gauss des
hérissons réguliers de R? (par rapport a la fonction de courbure).
Il s’agit essentiellement de la preuve donnée par J. Stoker [ST] : Soit
H; un hérisson régulier de R3. La régularité de H; est équivalente a la
stricte positivité de sa fonction de courbure Ry := 1/Ky. Si (Hfi1g),c
définit une déformation isogauss infinitésimale H, alors nous avons :

0=R%, > Ry.R,

et donc Ry, < 0 sur S?. En prenant l'origine & 'intérieur du corps convexe
bordé par H; dans R*, nous pouvons supposer sans perte de généralité
que f > 0 et donc fRg < 0 sur S?. Maintenant, par symétrie du volume
mixte des hérissons de R? [MM4], il vient :

O—/gR(ﬁg)da—/fR(gyg)dU—/ngda,
S2 S2 S2

ou o est la mesure de Lebesgue sphérique sur S?. Par conséquent, R,
est identiquement nulle sur S?, ce qui implique que H, est réduit a un
point d’aprés la remarque 1. O
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Relation au probléme de Minkowski

Dans le contexte des hérissons, il existe une relation étroite entre
rigidité infinitésimale de Gauss et question de 'unicité dans le probleme
de Minkowski. Cela est da a ’équivalence suivante :

2
V(f,9) € C*(S%R)", (Ry = Ry) <= R(1g.—g) = 0.

Nous avons donné plus haut des exemples de paires de hérissons
non congruents et de méme fonction de courbure dans R? (cf. figures 5
et 6). De chacun de ces exemples, nous pouvons déduire des exemples de
hérissons non triviaux qui ne sont pas Gauss infinitésimalement rigides.
C’est par exemple le cas de la paire de hérissons de R?® donnée par :

0 si 2<0 exp(—1/2%) si 2<0

= et g(u):=
exp(—1/2?) si 2>0 0 si z2>0,

ot u = (z,y,z) € S* C R®. En effet, il est évident que R4 = 0.
Nous ne connaissons que des exemples non analytiques. La question de
savoir s’il existe des paires de hérissons analytiques non congruents et de
méme fonction de courbure dans R? reste ouverte (par ‘hérissons analy-
tiques’, nous entendons ‘hérissons de fonction de support analytique’).
Par conséquent, la question de savoir s’il existe des exemples de héris-
sons analytiques non triviaux qui ne sont pas Gauss infinitésimalement
rigides est également ouverte.
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