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1. Introduction

§1.1. Si A est une catégorie exacte, Quillen a défini la K-théorie de A (voir [Qui73]) comme

les groupes d’homotopie décalés par un de la catégorie ayant les mêmes objets que A, mais

dont un morphisme entre A et B est la classe à isomorphisme près d’un couple de mor-

phismes :

A C B ou de manière équivalente A C′ B ,

oú on désigne par
(

resp.
)

les flèches de A qui sont des monomorphismes

(resp. épimorphismes) admissibles.

Quelques années plus tard, Jardine presente dans [Jar87] un ensemble simplicial dont nerf

a le même type d’homotopie que la catégorie de Quillen. Les n-simplexes de cet ensemble

simplicial sont à isomorphisme près les diagrammes :

(Q) An,0 An,1 An,n

A1,0 A1,1 A1,n

A0,0 A0,1 A0,n

dont tous les carrés sont bicartésien. (Celui-ci correspond à une châıne de n morphismes

composables dans la catégorie de Quillen de An,0 vers A0,n)

Ensuite, en essayant de définir une K-théorie pour les catégories triangulées (voir [Nee97]),

Neeman a montré qu’on peut même considérer tous les diagrammes (Q) dont les carrés sont

bicartésiens, mais sans imposer que les flèches correspondantes soient des monomorphismes

ou des épimorphismes admissibles.

Si on note ce dernier espace Q(A), on a alors :

Kn

(

A
)

= πn+1

(

Q(A)
)

1
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En fait, ce modéle pour la K-théorie n’est pas le seul. Dans son article [Wal83], Wald-

hausen montre que si on considère l’ensemble simplicial W(A) dont les n-simplexes sont les

diagrammes du type :

(W) 0

0 An,n

0 A2,n

0 A1,2 A1,n

0 A0,1 A0,2 A0,n

avec tous les carrés bicartésiens, alors celui-ci a le même type d’homotopie que Q(A).

Dans ce travail on montre cette équivalence dans le cadre des dérivateurs en s’inspirant

de l’article [CN].

2. Le Théorème de comparaison

§2.1. Notons C la sous-catégorie de la catégorie des petites catégories cat, dont les objets sont

les sous-catégories finies de Z × Z, et les morphismes les foncteurs qui sont des restrictions

de foncteurs de la forme :

Z × Z
f×g

Z × Z ,

avec f(x, y) = g(x, y) si y ≥ 0.

Considérons aussi C comme une sous-2-catégorie de cat, en prenant comme 2-flèches tous

les morphismes entre foncteurs appartenant à C. Du fait que les objets de C sont des ensembles

partiellement ordonnés, on aura alors que pour deux foncteurs I

u

v

J il y a au plus un

2-morphismes de u vers v.

Par définition, si D est un dérivateur triangulé, tout ensemble partiellement ordonné fini

est dans son domaine et donc on peut considérer la restriction Cop
D Cat , à la 2-catégorie

qu’on vient de définir.

Étant donnée une catégorie I de C, on dit que un I- diagramme X de D, c’est-à-dire un

objet X de D(I), est polycartésien, si pour tout foncteur 1 × 1
w

I dans C (qu’on peut

imaginer comme un carré dans I), w∗(X) est un carré cartesien.
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Notons D(I)poly le nerf de la sous-catégorie de D(I), dont les objets sont les diagrammes

polycartésiens et les morphismes les isomorphismes. On obtient ainsi un foncteur :

Cop
D( · )poly

sSet

.

Si on considère l’objet cosimplicial ∆
H1

C défini par :

(0,−1) (n,−1)

n
H1

(0,−n−1) (n,−n−1)

et où le morphisme i-ème face (resp. dégénérescence) est défini en supriment (resp. en

répétant) la ligne (∗,−i−1) et la colonne (i, ∗), la K-théorie à la Quillen du dérivateur trian-

gulé D est définie comme le type d’homotopie K
Q(D) de l’ensemble bisimplicial Dpoly ◦H

op
1 .

§2.2. De façon analogue, on peut prendre le modèle de Waldhausen de la K-théorie.

Étant donnée une catégorie I de C, on dit que un I- diagramme X de D a la diagonale

null, si pour tout objet de I de la forme (i, i) ∈ Z × Z avec i ≥ 0 (s’il y en a un), X(i,i) est

un objet null de D(e).

Notons par D(I)dpoly l’ensemble simplicial associé à la sous-catégorie de D(I), dont les ob-

jets sont les diagrammes polycartésien de diagonal nulle et les morphismes les isomorphismes.

On obtient à nouveau un foncteur Cop
D( · )dpoly

sSet .

La K-théorie à la Waldhausen de D est alors définie comme le type d’homotopie K
W (D)

de l’ensemble bisimplicial Ddpoly ◦ H
op
2 , où cette fois on considère H2 le objet cosimplicial

défini par :

(n,n)

n
H2

(1,1) (n,1)

(0,0) (1,0) (n,0)

et où le morphisme i-ème face (resp. dégénérescence) est défini en supriment (resp. en

répétant) la ligne (∗, i) et la colonne (i, ∗).

Théorème 2.1. Pour tout dérivateur triangulé D, on a un isomorphisme K
Q(D) ≃ K

W (D).

Notons d’abord qu’en fait K
Q(D) est le type d’homotopie de Ddpoly ◦H

op
1 car l’image de

H1 ne contient pas des objets diagonaux.
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Montrons le théorème en deux étapes en vérifiant que Ddpoly ◦H
op
1 et Ddpoly ◦H

op
2 ont le

même type d’homotopie.

§2.3. Premième étape.

Proposition 2.2. Soit D un dérivateur triangulé. Si I u J est le morphisme de la

catégorie C donné par :

I =











































• • •

(0,0) • •

• • •











































⊂













































(k,k) •

• • •

(0,0) • •

• • •













































= J,

alors, u induit une équivalence entre la catégorie D(I) est la sous-catégorie plaine de D(J)

dont les objets sont les diagrammes X, tels que :

(i) X(k,k) est un objet null de D(e).

(ii) Les carrés de la ligne supérieur de X sont cocartésien, c’est-à-dire, w∗(X) ∈ D(1op×

1op) est un carré cocartésien pour tout 1op × 1op w
J de la forme w(i, j) =

(

w1(i), k − 1 + j
)

.

Démonstration. Cet est un cas particulier de la proposition 3.20 de [CN]. z

Soit G1 l’ensemble cosimplicial donné par :

(n,n)

(0,0) (n,0)

n
G1

(0,−1) (n,−1)

(0,−n−1) (n,−n−1)
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et où le morphisme i-ème face (resp. dégénérescence) est défini en supriment (resp. en

répéteant) la colonne (i, ∗) et les lignes (∗, i) et (∗,−i− 1).

En appliquant la proposition précédente un nombre fini de fois, on arrive à montrer que

les catégories Ddpoly

(

H1(n)op
)

et Ddpoly

(

G1(n)op
)

sont équivalentes pour tout n. Donc, les

ensembles bisimpliciaux Ddpoly ◦H
op
1 et Ddpoly ◦G

op
1 sont homotopes.

Enfin, notons qu’en fait Ddpoly ◦H
op
1 est le type d’homotopie de l’ensemble trisimplicial

Ddpoly ◦G
op
2 , si G2 est l’objet bisimplicial donné par :

(n,n)

(0,0) (n,0)

(n,m)
G2

(0,−1) (n,−1)

(0,−m−1) (n,−m−1)

et où le morphisme i-ème face (resp. dégénérescence) de la prèmiere variable est défini en

supriment (resp. en répétant) la colonne (i, ∗) et la ligne (∗, i), et le morphisme i-ème face

(resp. dégénérescence) de la deuxième variable est définie en supriment (resp. en répétant)

la ligne (∗,−i− 1).

En effet, on a que G1 = G2 ◦d où ∆
d

∆ × ∆ est le foncteur diagonal, donc Ddpoly ◦

G
op
1 et Ddpoly ◦G

op
2 ont des réalisations géomètriques homotopes.

§2.4. Deuxième étape. Pour finir la preuve, il suffit de montrer que la réalisation géomè-

trique de l’ensemble trisimplicial Ddpoly ◦G
op
2 et de l’ensemble bisimplicial Ddpoly ◦H

op
2 , sont

homotopes.

Commençons par considérer n et s dans N fixes et les foncteurs :

Cop D
Set, ∆

F
C ∆

F ′

C

I D
(

I
)

dpoly
(s) m G2(n,m) m H2(n)

Pour ce qu’on veut il suffit alors de montrer que les ensembles simpliciaux D ◦ F op et

D ◦ (F ′)op sont homotopes.
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Considérons les morphismes F ′

ϕ

F
ψ

d’objets cosimpliciaux de C, où pour chaque

m ∈ N, ϕm est donné par l’inclusion ϕm(x, y) = (x, y) et

ψm(x, y) =

{

(x, y) y ≥ 0

(x, 0) y < 0

C’est-à-dire, ψt induit l’identité sur le triangle et la projection du carré.

On obtient alors deux morphismes d’ensembles simpliciaux :

D ◦ F op

D∗ϕop

D ◦ (F ′)op

D∗ψop

avec (D ∗ ϕop) ◦ (D ∗ ψop) = idD◦(F ′)op puisque ψ ◦ ϕ = idF ′ .

On va construir une homotopie entre l’identité de l’ensemble simplicial D ◦ F op et le

morphisme (D ∗ ψop) ◦ (D ∗ ϕop) = D ∗ (ϕ ◦ ψ)op.

Autrement dit, on va donner un morphisme d’ensembles simpliciaux

D ◦ F op × 1 h D ◦ F op ,

tel que si m kj 1 est le morphisme constant de valeur j (pour j égale à 0 ou 1), pour

tout z ∈ D
(

F (m)
)

:

hm(z, k0) =
(

idD◦F op

)

m
(z) = D

(

idF (m)

)

(z)

et

hm(z, k1) =
(

D ∗ (ϕ ◦ ψ)op
)

m
(z) = D

(

(ϕ ◦ ψ)m
)

(z)

(1)

Pour cela notons d’abord que :

F (k0)(x, y) =

{

(x, y) si y ≥ 0

(x,−1) si y < 0
et F (k1)(x, y) =

{

(x, y) si y ≥ 0

(x,−2) si y < 0

Donc, si F (1) λ 1 est le morphisme défini par la formule :

λ(x, y) =

{

1 si y ≥ −1

0 si y = −2

on obtient les égalités :

λ ◦ F (k0)(x, y) = 1 et λ ◦ F (k1)(x, y) =

{

1 si y ≥ 0

0 si y < 0

Ensuite, notons qu’il existe un 2-morphisme ϕ ◦ ψ α idF dans la catégorie C∆ défini

par la famille de foncteurs :

{

F (m) × 1
αm

F (m)
}

m
où αm(x, y, t) =

{

(x, y) si y ≥ 0

(x, yt) si y < 0
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En particulier, le morphisme F (m)
( id

λ◦F (kj ))
F (m) × 1

αm

F (m) , qui appartient

bien à C puisque αm
(

x, y, λ ◦ F (f)(x, y)
)

= (x, y) si y ≥ 0, satisfait :

(2)

αm ◦

(

id

λ ◦ F (k0)

)

(x, y) = αm

(

x, y, λ ◦ F (k0)(x, y)
)

= (x, y)

= idF (m)(x, y)

et

αm ◦

(

id

λ ◦ F (k1)

)

(x, y) = αm

(

x, y, λ ◦ F (k1)(x, y)
)

=

{

(x, y) si y ≥ 0

(x, 0) si y < 0

= (ϕ ◦ ψ)m(x, y)

Ainsi, si pour tout m f 1 et z ∈ D
(

F (m)
)

, la formule :

hm(z, f) = D

(

αm ◦

(

id

λ ◦ F (f)

)

)

(z)

definit un morphisme d’ensembles simpliciaux D ◦ F op × 1 h D ◦ F op , celui-ci est l’ho-

motopie désirée, puisque les égalités (2) qu’on vient de montrer induisent les égalités (1).

Montrons alors que pour tout n s m dans la catégorie simplicial, on a un carré

commutatif :

(3) D
(

F (n)
)

× Hom∆(n, 1)
hn

D
(

F (n)
)

D
(

F (m)
)

× Hom∆(m, 1)
hm

D(F (m))×(−◦s)

D
(

F (m)
)

D(F (s))

Pour cela notons que si m f 1 et z ∈ D
(

F (m)
)

, on a un carré commutatif :

F (n)
( id

λ◦F(f◦s))
F (n) × 1

αn

F (n)

F (m)
( id

λ◦F (f))

F (s)

F (m) × 1
αm

F (s)×id

F (m)

F (s)

puisque F est un foncteur et la famille de αm provient d’un 2-morphisme.

En appliquant le foncteur D à ce dernier carré on obtient que

D

(

αn ◦

(

id

λ ◦ F (f ◦ s)

)

◦ F (s)

)

(z) = D

(

F (s) ◦ αm ◦

(

id

λ ◦ F (f)

))

(z);

c’est-à-dire, le carré (3) est commutatif.
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