K; PAR GENERATEURS ET RELATIONS
MEMOIRE A PARIS VI
2004-2005

ELHOIM SUMANO
DIRECTEUR: GEORGES MALTSINIOTIS

TABLE DES MATIERES

1. Introduction 1
2. Le groupe fondamental d’un ensemble simplicial 2
§2.1. Ensembles simpliciaux 2
§2.2.  Le nerf d’une catégorie 3
§2.3.  Groupoide fondamental 5
3. K-théorie d'une catégorie exacte 7
§3.1. Catégories exactes 7
§3.2.  Le modele de Gillet et Grayson 9
§3.3. Les groupes K, 11
4. Ky par générateurs et relations 12
84.1. Suites exactes doubles 12
84.2. Quelques homotopies de chemins 17
§4.3. Preuve du théoréme principal 22
Références 35

1. INTRODUCTION

Si A est une catégorie exacte, Gillet et Grayson ont donné a [GG87] un en-
semble simplicial pointé G (A) avec une structure de groupe commutatif & homo-
topie pres, tel que sa réalisation géométrique est homotopiquement équivalente
a Pespace de lacets de |Q(A)], ou Q(A) est le modele de Quillen [Qui73]. En
particulier, on a la formule :

Kn(A) = T[TL(g (A) )» n<o0

Un n-simplexe de G (A) est un couple de suites de monomorphismes admis-
sibles :

Bo—~By—=By— - —Bn,
avec un méme quotient choisit. Un n-simplexe est dit diagonal si les deux suites
des morphismes sont les mémes. En particulier, I’ensemble de O-simplexes dia-

gonaux est I’ensemble des objets de A.
1
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Si K(A) désigne le groupe libre commutatif de base I’ensemble des O-simplexes
diagonaux quotient par la relation [A’] + [A”] = [A] pour toute suite exacte
A/’ — A — A’ , alors on a un isomorphisme :

(1) Ko(A) K(A)
[A,B] —— [A] — [B]

En suivant [Nen98], on appelle a un 1-simplexe entre sommets diagonaux une
suite exacte double de A. Si D(A) est le groupe libre commutatif de base les
suites exactes doubles de A soumis certaines relations (voir §4.1), on va définir
un isomorphisme de groupes :

Ki(A) — D(A)

similaire & (1) ci-dessus.

2. LE GROUPE FONDAMENTAL D’UN ENSEMBLE SIMPLICIAL

§2.1. Ensembles simpliciaux. Soient cat la catégorie des petites catégories
et Ord sa sous-catégorie pleine des ensembles ordonnés.

Si n est un nombre naturel, on note [n] 'ensemble ordonne {0 < 1 < --- < n}.
La catégorie simpliciale A est définie comme la sous-catégorie plaine de Ord
dont les objets sont les ensembles ordonnés [n], ou n € N.

Parmi les morphismes de la catégorie simpliciale il en existe certains plus
importants :

Le morphisme i-éme face n —1] —— [n] pour 0 < i < n, est le morphisme
injectif qui n’a pas i dans son image ; explicitement,

. j sij<i
5%(J)={

i+1 sij<i

)
Le morphisme j-éme dégéneréscence [n+ 1] o ] pour 0 <j < mn,estle
morphisme sujectif qui envoie j et j + 1 sur j, autrement dit,

: 1 sii<j
crln(i)z{ -

i—1 sii>].

. . . . . f
L’importance de ceux-ci vient de l'affirmation suivante : Si [n] — [m] est un
morphisme de la catégorie simpliciale A, il existe une unique décomposition :

jt

'“Oo—nfl’

J1 j2
005, 00 _1°

(2) f=0690682 0. 08k

m—s+1
oum>i1>->ig>0,n>jy>--->j1j>0et m=n—t+s.

En effet, il suffit choisir n > j¢ > -+ > j1 > 0 tels que f(jx) = f(jx + 1) et
m>1i; > >ig >0 tels que iy ¢ f([n]).
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§2.1.1. Désignons par sSet la catégorie des foncteurs Set2™ et appelons en-
sembles simpliciaux ses objets.

Si X est un ensemble simplicial, on note les morphismes X(é;) et X(GL)
simplement di* et s}l, ou le plus souvent d; et sj, respectivement. On appelle
aussi les éléments de ’ensemble X, : = X([n]) les n-simplexes de X, ousin =0
et n =1 les sommets et les arétes de X, respectivement.

Ainsi, un ensemble simplicial X détermine des familles d’ensembles et de mor-
phismes :

(3)

{X“}neN’ {xn & X

De plus, on peut montrer que ces donnés viennent d’un ensemble simplicial si
les fonctiones di* et s}1 ont les propriétés :

n

oggn} et {xn—an+1
neN

Oéisn}

neN

d;t+‘od{‘:d{‘+1os;‘_] sii<j
(4) s}‘os{“q :s{‘os;f]] sii<j

dlos!  si0<i<)
S?Od{wﬂ: id[nJ sij<i<j+1
d}f_]os?*1 sij+1<i

Voila donc une définition combinatoire d’un ensemble simplicial, comme un
diagramme d’ensembles et fonctions :

an &
VRN N
% éd%\ //dés‘
(5) X = e Xn\ ]/Xn—1 ...... Xz\ ]/X1 Xo
Sno1 Sq g
N A
sy

soumis aux relations (4).

§2.2. Le nerf d’une catégorie. Si n est un nombre naturel notons par A™
l’ensemble simplicial canonique de dimension n, c’est-a-dire, celui-ci qui a pour
ensemble de m-simplexes ’ensemble de morphismes Hom A([m], [n]), et ou dy =
—odlet $§=—o o). La composition des morphismes fait de cette assignation

[n] — A™ un foncteur pleinemente fidéle A o sSet appelé le plongement de
Yoneda.
Plus généralement, un foncteur A 7, @ détermine un autre foncteur :

A

(6) C

ab+—> 3'“/\((1)

sSet

par des formules similaires ¥ (a)n = Home(?([n]) , a), di = —oF(8%) et 55 = —o

F(07). Et de plus, on peut montrer que si la catégorie € a des limites inductives,
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le foncteur F/ ainsi défini a un adjoint & gauche F . Ce foncteur est appelé une
extension de Kan de F a travers h (car il est caractérisé a isomorphisme pres
par la propriété FA oh ~ F).

Donc, un foncteur F de la catégorie simpliciale vers une catégorie avec limites
inductives induit un diagramme :

§2.2.1. Dans le cas ott F est l'inclusion naturelle A <5 cat le foncteur (6) ci-
dessus résulte étre plainement fidele. Celui-ci est appelé le foncteur nerf et noté

(7) cat N sSet
C—N (@)

On peut vérifier facilement que le nerf A (€) d’une petite catégorie € est donné

combinatoirement par :

(i) Pour tout n € N, ensemble des n-simplexes N (C),, est I'ensemble des

. f . .
suites a; — ... Ty an+1 de m morphismes entre n + 1 objets de C :

N (€)y =Cp = Objets de €
N (€); =€y = Fléches de C

N (@), =€, = {ai>b£>c}

ar
(ii) Pour tout n € N, le morphisme i-eme face €, — €, est défini par :

f i1 0f; f . .
ar = ...a; —= Qig2... Sape sido<i<n
1 f f f . .
(a]—)...ﬁan—)—]) = azé...%aﬂﬂ,] sii=0
1 fn-1 ..
a]— ... = an sit=n

n

IH
et le morphisme j-eme dégéneréscence C,, — €47 par :

£ £ f fiq id f; f
(Cl] —]>...—n>(1n+1> — (Cl] —]> = Aj+1 — Q541 —1>...$an+1)
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Pour cette raison, si X est un ensemble simplicial quelconque, on appelle une
aréte o de X une fléche de dq(a) vers do() :

do(x)
=
di (o)
et si W est un 2-simplexe, on pense a un diagramme comme ci-dessous :

dz(V \g(u)
i

° °
di ()

§2.2.2.  De plus, puisque la catégorie cat a des limites inductives, nous avons
un diagramme :
cat

N

M4 N

=/

A% sSet

Si X est un ensemble simplicial, M(X) est appellée la catégorie des chemins
a homotopie preés de X.

Donnons une description de cette catégorie. Pour cela considérons M’(X) la
catégorie dont les objets sont les sommets de X, et ou un morphisme « de a vers
b est un chemin de fléches de a vers b, c’est-a-dire, une suite & = (oq‘ |ocn)
avec do(o) = dy(agr) pour T<i<n—1:

VAR

Alors, M(X) est la catégorie que s’obtient de M’(X) en imposant la relation
(d1 (p.)) ~ (do(p.) ‘ dz(p.)) pour tout 2-simplexe p de X. (En particulier, pour tout
objet a le chemin (sp(a)) est dans la classe de 'identité de a.)

§2.3. Groupoide fondamental. Rappelons que I'inclusion de la catégorie de
groupoides dans cat a un adjoint a gauche :

/L\
Grpd &——— cat

qui associe & toute catégorie C sa catégorie totale de fractions, notée C[C~].
Celle-ci est la catégorie (en fait le groupoide) qui s’obtient de C apres avoir
formellement ajouté un inverse a tout morphisme. (Voir [GZ67]).

Si X est un ensemble simplicial, le groupoide fondamental de X est défini
comme la catégorie totale de fractions de la catégorie M(X). Il est noté par
T4 (X).

Pour mieux comprendre TT1(X) considérons d’ailleurs la définition suivante.
Si a et b sont deux sommets de X, appelons a un expression formelle x =
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(oc?‘ ‘ .. ‘ocﬁ‘) de fleches «; de X et ou ¢y = 1,—1, un chemin orienté de a vers
bsionads (o) =a, =dyg,,,(0n) =bet dg (i) = dy (1), pour 1 <i<n

N

ou

Sizw et ty =

(leial — ei-1)
2

INE '\‘";

Donc, TT7(X) est le groupoide dont les objets sont les sommets de X et ou
un morphisme de a vers b est une classe de chemins orientés par la relation
d’équivalence engendrée par (dﬂu)) ~ (do(u)‘dz(u)) pour tout 2-simplexe p
de X. (En particulier, pour toute fleche o de X, (oclof‘) et (ocflloc) sont les
identités.)

On notera la classe d’un chemin orienté o = (' | e ‘oc%") dans cette catégorie
par [a] = [oci‘ ‘ !oc%“], et on lappellera la classe d’homotopie du chemin
orienté «.

Deux chemins orientés de X sont dits homotopes s’ils ont la méme classe
d’homotopie. Dans ce cas, ils ont la méme origine et la méme extrémité. Plus
généralement, deux chemins quelconques « et 3 de X sont dit librement homo-
topes s’il existe des chemins orientés y et & de X tels que Yo 3 et o d aient la
méme classe d’homotopie.

§2.3.1. Réalisation géométrique. A tout objets [n] de la catégorie simpliciale on
peut associer un espace topologique A™, appelé le simpleze topologique canonique
de dimension n. Cet espace est défini comme ’énveloppe convexe de la base
canonique {e1, ..., en), de l'espace linéaire R"1. Autrement dit :

A" = {(xo,...,xn) c R™H!

n
XiZOet in:]}

i=1

On sait qu’'une fonction quelconque d’ensembles [n] 4 [m], induit une unique
fonction linéaire R™ — R™ avec la propriété e; — egq). Sa restriction est
une fonction continue A™ A™, qu’on désigne par abus per la méme lettre.
Par exemple, le morphisme i-eme face [n — 1] —— [n] détermine le plonge-

ment de A™' sur la i-eme face de A™; et le morphisme j-¢me dégéneréscence

j
n+1] L n] détermine la projection de A™ sur sa j-eme face (qui peut
s’identifier avec A™).
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On a de cette maniere un foncteur A — Top. Puisque la catégorie Top a des
limites inductives on a donc un diagramme :

Top

v
o ITI 4 s(4)

ACT' sSet

Si X est un ensemble simplicial , on appelle espace |X| la réalisation géométrique
de X1,

Finalement, rappelons que si X est un ensemble simplicial et ﬂﬁOp(IXl) désigne
le groupoide fondamental des lacets topologiques de sa réalisation géométrique,
alors il y a une équivalence de groupoides :

(8) T (X) —— TP (X))

3. K-THEORIE D’UNE CATEGORIE EXACTE

§3.1. Catégories exactes. Pour notre propos, une catégorie exacte A est une
catégorie additive plongée comme une sous-catégorie additive pleine, fermée par
d’extensions, d’une catégorie abelienne B.

Si A est une catégorie exacte, une suite de morphismes de A :

f 9

A—=B——C
est dite ezacte si g est le conoyau de f et f est le noyau de g (dans B). Un
monomorphisme (resp. épimorphisme) A*f> B (resp. B 9, C ) de A
est dit un monomorphisme admissible (resp. épimorphisme admissible) s’il a un

conoyau dans B (resp. noyau) qui soit dans A.

§3.1.1. Quelques propriétés. Si A est une catégorie exacte, la famille des mono-
morphismes admissibles (resp. épimorphismes admissibles) de A est fermé, par
composition et cochangement de base (resp. changement de base).

En effet, si A . B _9. C sont deux monomorphismes admissibles (resp.
épimorphismes admissibles) et si A est plongée dans la catégorie abelienne B,
alors on a une suite exacte dans B :

(9) coker (f) —— coker (g o f) —— coker (g)

<resp. ker (f) —— ker (g o f) —— ker (g) )

Donc, coker (g o f) (resp. ker (g o f)) est dans A car elle est fermée par d’ex-
tensions.

1On supposera en plus que le foncteur | - | a son image dans la catégorie d’espaces de Kelley.
Voir [GZ67]. De cette fagon il commute avec les produits finis
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D’autre parte, si A _f B est un monomorphisme admissible (resp. épimorphisme

admissible) et si A — o x (resp. Y l> B ) est un morphisme quelconque
de A, on a dans B un diagramme dont les lignes sont exactes :

A . B —— coker (f)

of © g

X ——= D —— coker (f)
7

ker (f) —=D —Y
Lj) (%) lﬂ)
resp. ker (f) —= A ——B

ou le carré (x) est cocartésien (resp. cartésien).
Donc, D est dans A et de plus le morphisme f est un monomorphisme admis-
sible.

§3.1.2. Hezagones exacts. Un diagramme commutatif dans A :

/ g’

(10) Al——=B ——=(’
IR S
A—f>B—0>C
g e
A" =B = C"

dont les colonnes et les lignes sont exactes est appelé un hexagone exact.
Etant donné un hexagone exact, considérons la somme amalgamée :

(11) A’ L B’

e

A——=D
f/

Puisque on a ’égalité @Bof’ = fo@?, par la propriété universelle de la somme
amalgamée on obtient un diagramme commutatif :

(12) A — g
L
A—f=D
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Si nous posons sous p = PCo g =g"” 0B, on en déduit une suite exacte :

D—%~B—">c"

§3.2. Le modele de Gillet et Grayson. Notons qu’étant donné une suite de
monomorphismes admissibles dans une catégorie exacte A :

(13) Ag—= A1 —= Ay,

lorsqu’on choisit pour 0 < 1 < j < 2 de suites exactes A; —= Aj — Aj/; dans
A, on peut par la propriété universelle du conoyau compléter la suite (13) dans
un diagramme commutatif :

Az

T

A0 — A0

b

Ag—= A1 —= A2

De plus, la suite qui résulte de cette construction A7,0 — A0 — A1 est
exacte par (9).

Plus généralement, étant donné une suite de monomorphismes admissibles de
longuer n :

(14) Ao Aq An

lorsqu’on choisit pour tout 0 <1 < j < n des quotients A; — Aj; — Aj/; dans

A, on a un diagramme commutatif :

A= == Ann

A A
| |

A1/07>A2/0— >"‘9An/0

! f !

Ag—=A1—=A—— - = A,

ou en vertud de ce qui précede les suites Ai —= Aj/x —= Aj/i sont exactes,
pour tout k <1 < j.
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On appellera le diagramme ainsi obtenu :

Agjt —= - = Ann

f f

A]/O%AZ/O%"'%ATL/O

un quotient de la suite (14).

Définissons l’ensemble simplicial de Gillet et Grayson de A, noté G (A), comme
celui dont ’ensemble des n-simplexes est 'ensemble des paires de suites de lon-
guer n de monomorphismes admissibles :

<A0%A1»Az»---+An)

Bo—~By—=By— - —Bn,

avec un méme quotient donné :

(15)

An/nf1 An/nf1

! |

} ' )

Azt —= - —=Ann Ayt —= - = Ann

! ! ! !
A]/O%AZ/O%’"'%’ATL/O A]/O%AZ/OH"'%‘ATL/O

! } ! ! } !

Ayg— A1 —A)—— -+ — A, Bp—Byi——B,——..-— B,

n

Les morphismes face Gp (A) ——= Gn_1 (A) de G (A) sont définis en sup-
priment la ligne A, ; et les colonnes qui contiennent A; et Bi. Les morphismes

dégéneréscences Gn (A) N Gni1 (A) sont définis en répétant a droite les co-
lonnes qui contient A; et Bi, en complétant par 0 en haut des colonnes.

Alors par exemple, 'ensemble de 0-simplexes est le produit Ag x Ag et un
1-simplexe de (A, A’) vers (B,B’) est une paire de suites exactes avec le méme
conoyau :

(A—~B—C,A’—B —C)

§3.2.1. Considérons 'automorphisme v de G (A) défini pour chaque n par I'in-
version :

AO%"'%’AT\ i BO%"'%’Bn

BO%—“.%—BH AO%—“'%—AH
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Un élément & de G (A),, tel que & = —¢& est dit un n-simplexe diagonal. Notons

—_—

par G (A) le sous-ensemble simplicial de G (A) des éléments diagonals. Montrons

que la réalisation géométrique de G (A) est contractile. Pour cela, il suffit de voir
qu’il est a homotopie pres le nerf d’une catégorie avec objet initial.
Soit A la catégorie dont les objets sont les objets de A, et o1 un morphisme

de A vers B est une monomorphisme admissible A . B.

Alors, 'objet 0 de A est un objet initial de A. De plus, on peut définir un
équivalence homotopique du nerf de A vers Q/(\.A/) par le procédé indiqué au début
de la section.

D’un autre coté, notons que la somme directe définie en A induit un mor-

phisme d’ensembles simplicaux (il suiffit de choisir un somme directe de chaque
deux objets de A) :

(17) G (A) x G (A) —= G (A)
par la formule :

Ag— - — Ap Ay— - = AL AgBAL— - = An DAL
(309...913“ >+ By —>---— Bl N Bo@®By— - = Bn® B}

Cette structure fait de la réalisation géométrique de G (A) un monoide com-
mutatif & homotopie pres, en vertu des propriétés de @. De plus, le morphisme
(16) induit un inverse de (17) car &+ (—&) et (—&) + & sont toujours diagonaux

et on a vu que |G (A)| est contractile.
D’aprés ce qui précede, 'espace |G (A) | a une structure de groupe topologique
commutatif & homotopie pres, avec unité le point * qui correspond au sommet

(0,0) de G (A).

§3.3. Les groupes K,,. Soit A une catégorie exacte.

De la structure de groupe a homotopie pres de la réalisation géométrique de
G (A), qu'on a mentionnée dans la section précédente, on peut en déduire deux
choses :

§3.3.1. La premiére. L’ensemble de composants connexes par arcs de |G (A)]
peut étre vu naturellement comme un groupe commutatif.

D’apres ’équivalence (8), ce groupe a la description combinatoire suivante :
Il est ’ensemble des couples d’objets de A sous la relation d’équivalence donné
par des chemins orientés. L’addition est donnée coordonnée & coordonnée par .

Notons Ko(A) ce groupe et [A, A’] la classe d’'un sommet de G (A).

Si K(A) désigne le groupe commutatif de base les objets A de A, soumis a la
relation [A”] + [A’] = [A] s’il y a une suite exacte A” — A — A’ . Alors, on
peut définir un isomorphisme de groupes :

(18) KolA) K(A)
[A, Al —— [A] — [A]]
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§3.3.2. La deuxiéme. Le groupe fondamental de |G (A)| avec point base * est
commutatif et on a une autre facon de définir son addition (Voir [MA02]). Pour
cela il faut considérer les lacets comme des fonctions vers |G (A) | et effectuer une
addition point par point.

De I’équivalence (8) on peut déduire une description combinatoire de 7ty (|Q (A, *)
et de son addition :

11 est ’ensemble des lacets orientés de point base (0,0) en imposant que si | est
un 2-simplexe G (A), alors (d1 (p.)) et (do(p.)‘dz(p.)) puissent étre échangés dans
tout lacet. L’addition des lacets est donnée par composition ou par le procédé
suivant :

Etant donné deux lacets combinatoires o et B de base (0,0), en ajoutant des

fleches du type < A L A—0, A L A—0 > on peut supposer que « et f3
sont de la forme :
o= (oafog | |oanafogy) et B= (B[] [B2n-1[B2y)
Alors [ + [B] est donné par la classe d’homotopie du lacet :
(o1 + Baf (o2 +B2) .- |oan—1 + Ban|(xon + B2n) )

On note par K;(A) le groupe commutatif ainsi obtenu. Dans ce travail on va
donner une description du groupe Kq(A) similaire & celle de Ko(A) donnée par
I'isomorphisme (18).

§3.3.3. Plus généralement, si n > 1, on note K;,(A) le n-iéme groupe d’homo-
topie de |G (A) | de point base *. Appelons a la famille de groupes commutatifs
{K“(‘A)}n la K-théorie de A.

4. K7 PAR GENERATEURS ET RELATIONS

§4.1. Suites exactes doubles. Soient A une catégorie exacte et G (A) son
ensemble simplicial de Gillet et Grayson.

Une fleche (A, A) L (B,B) de G (A) entre deux sommets diagonaux est
appellée une suite exacte double de A :
£ g £ g fi g1
(= (A%]B%lC, AéBéc) = (A:B:c).
fz 92
Une suite exacte double £ est dite diagonale, si elle est une fleche diagonale,
c’est-a-dire, si f1 =1 et g1 = go.
Notons par Sed(A) la catégorie de suites exactes doubles, ol un morphisme
de suites exactes doubles ¢ % ' est un diagramme :

1 g1

f2 92

-6.64 o~
-
find

G S
L

Q <
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tel que @B o fy=flo @™ et (pCogi:gi’o(pApourtout 1, 1<1<2.

§4.1.1. Hezagones exacts. Un morphisme double £ 5 £’ entre deux objets de
Sed(A), est un diagramme :

1 g1
(= A B C
f2 92
ol oM | |9 0P| 08 of | | ef
fi 91
e/: A/ B/ C/
f 9

ol (p?ofi:fi’ocpf\et (picogi:gi’o(p]? pour tout i, 1 <1< 2.

Une suite ¢/ % ¢ % ¢” de morphismes doubles :

fi 91
(19) f/ — A/ B/ C/
f 9
e oft | | o2 o | | o8 of | | oS
1 g1
{ = A B C
1) 92
S B B R S
f]// g]//
e//: A// B// C//
fé/ gé/

est dite exacte, si les suites verticales forment des suites exactes doubles de A :

GO
a=| AV”ZAZA

AN A
o Wy
(20) {g=| B"_ZB _ZB”
0y Wy
oF Y
bce=|C—=Cc—=c”
o5 S

Dans ce cas, on appele le diagramme (19) un hezagone exact double.

§4.1.2. Le groupe de Nenashev. Définissons le groupe de Nenashev de A, noté
D(A) comme le groupe commutatif libre engendré par les suites exactes doubles,
soummis aux relations :

N1. £~ 0 si £ est diagonal.

N2. ¢/ —0+10" ~La —{p + Lc pour tout hexagone exact double (19).

Notons par (£) la classe d’une suite exacte double { dans le groupe D(A).
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§4.1.3. Propiété d’addition. Notons que la somme de deux suites exactes doubles
dans le groupe D(A) est reéllement s’addition comme des fleches donnée par (17),
c’est-a-dire :

(21) 0+ ") =(t+0)
En effet, si nous avons que :
i g1 ] 91
=| AZZBZZC | et U'=|( A ZB' ZZC’
f2 92 fé gé

sont deux suites exactes doubles, alors on a un hexagone exact :

f )
A B C
9 )
fof’ D@’
AGA’ BB ' —__ZCao(C’!
gdg’ Vo’
£/ (P,
A’ B’ Cc’
g/ lI)/

ou les suites verticales sont diagonaux. En particulier, on a que

(22) —(0) = (=0

ou —{ est donné par (16), car ({) + (—£) = (L + (—L)) et £+ (—{) est toujours
diagonal.

§4.1.4. Somme directe de sommets & gauche et ¢ droite. Etant donnés une floche

o= ( A £ B »@M, A’g» B’ A M ) et un sommet (X,Y) de G (A), considérons
les fleches :

fo1 (9,0) D1 (},0)
X,V)oa=(ABX >BBX =M, A/GY =B @Y —>M)
et
(5) @1 (3) P

a®(X,Y)=(A—>BaX >MaX, A —>B' @Y —>MaY)

Alors, dans le cas ol « est une suite exacte double, disons :

f [
A_ZB”ZN
9 U

et X =Y, nous avons que (X,X) @ { et £ ® (X, X) sont aussi des suites exactes
doubles.
De plus, on peut voir que

(X, X) @ &) = (€& (X, X)) = (&) € D(A)

par un cas particulier de la section précédante.
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§4.1.5. Le groupe Kf‘it de Bass. Soit Aut(A) la catégorie d’automorphismes de
A, c’est-a-dire, la catégorie dont ses objets sont les couples (A, &) formés d’un

objet A de A et d’un automorphisme A -> A de A, et ou un morphisme
(A, ) 5 (B, B) est simplement une fleche A % B de A telle que po @ = ¢ o .

Une suite (A, &) % (B, B) R (C,7v) de morphismes de Aut(A) est dite ezacte
siAS%B 3 C est une suite exacte de A.

Rappelons que le groupe K{¢*(A) (voir [Ros94]), est défini comme le groupe
commutatif libre engendré par les automorphismes de A soummis aux relations :

B1. (A, aB) ~ (A, @) + (A, B).

B2. (A/,a’) — (A, ) + (A", &”) ~ 0 pour toute suite exacte :

(A’, (xl) . (A, oc) . (A//) oc”)
Nous avons un foncteur plainement fideéle :

(23) Aut(A)—— Sed(A)

(A, o) ——{(cx)

(24) ot e(oc):<o:AéA>=(A,oc)

Montrons qu’il induit un morphismes de groupes :

d

(25) Kget(A) —— D(A)

En fait, la relation B2 est valable dans le groupe D(A) car c¢’est un cas parti-
culier de N2, ou les suites {a, {g et {c sont diagonales, donc ils s’annulent dans
le groupe D(A) par N1. Pour voir la relation B1 considérons ’exagone :

0 0 0
xp
0 A A
1
1|1 1|8
X
0 A A

Alors par N2 on a que <(A, 04[3)> = <(A,oc)> + <(A, [3)>.

§4.1.6. Un petit lemme. Etant donné un sommet (A,A’) de G (A), considérons
l'automorphisme xa o de A @ A’ @ A @ A’ defini par la matrice :

< 0 1A@A’ >
TApA’ 0
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Observons alors qu’une fleche o« = ( A £ B »@N, A’ 9 B’ i N ) induit une
suite exacte dans la catégorie AutA :
fogof
AA A ®gdfdg B B CDVYD DY N
En particulier, on a ({(xa ar)) + ({(anN)) = (U(axp /).
Montrons que ({(oan N) est null. Pour cela considérons la matrice & coefficients
dans Z :

0010
0 0 01
M= 10 00
0100

Puisque det(M) = 1 on a que M est le produit de matrices élémentaires et
alors, par I'isomorphisme (voir [Ros94]) :

K{(2) = GI(Z)/E(Z)

la classe (M) de 'automorphisme qu’elle induit a Kﬁlet(Z) est null.

D’autre parte, en considérant le morphisme de groupes de K?et (Z) vers K?et (A)
induit par le seul foncteur de la catégorie des Z-modules libres vers A, tel que
Z +— N, nous avons que ({(an,n) = 0 car il est I'image du zero par la composi-
tion :

K{(Z) — K{'(A) — D(A)
Dong, si o = ( A < B %(PM, A’g% B’ hd M ) est une fleche, ona ({(xa A7) =
(¢(xg,p)). En particulier,

Lemme 4.1. Si (A,A’) est un sommet dans la composant connexe de (0,0),
alors (L{xa ar)) =0 dans D(A).

§4.1.7. Suites exactes doubles comme lacets. Notons qu’on peut associer & une
suite exacte double de A :

il g1
(= ACZB_ZC
f2 92

un lacet dans G (A) de base (0,0) :

(A, A)
) =

¢ (B,B)
\Q /
oA) ¢(B)
(0,0)

On note par m({) la classe d’homotopie de ce lacet dans Kq(A).

(26) w0 = (LA)[¢|e(B)"
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Théoreme 4.2. Si A est une catégorie exacte, la fonction :
Sed(A)g ——= K;(A)
0 ———— m({)

nduit un isomorphisme de groupes :
m

(27) D(A) — K;(A)

Avant de donner un preuve du théoreme, on va travailler avec quelques ho-
motopies de chemins de G (A).

§4.2. Quelques homotopies de chemins.

84.2.1. Sommets isomorphes. Supposons que nous avons un chemin (oq ‘ ... |ocn)
dans G (A) ou

fi gi ' o 9% A
X1 = ( A1 —=Ai—= Ay, Al — Al — A

et que pour un certain 0 < k < n, on a d’isomorphismes

P ;o /
Ax —— By Ay —— By
Alors, si nous considérons les fleches :
pofi_1 gk—10¢97!
Pr—1= (Ak—l By Ak /-1,
@'of] g _qole”)!
Al By Ak /i1
et
frop™! gk
Br = ( Bk Ax41 A1 /10

f/o((p/)—] g/
1k ! k !
By At Atk

les chemins (oco| .. ‘ocn) et (oco‘ .. ‘Bk_1|[3k| .. ‘ocn) sont homotopes.
(Bk, By)
Br—1 Bx
i g
(A1, Al ) —— (A AL —5— (A Al)
En effet, si o = (Ak ?. By 0, Ay @’ By 0 ), alors les che-
mins (ool ... |ox—1|ox| ... Jon) et (xo ... |o—1]|o|o™ x| .. [on) sont homo-

topes.
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Mais (ock_1 ‘oc) et (oc_] |ock) sont homotopes a (Bk—]) et (Bk), respectivement.
Car les 2-simplexes :

0 0
1 T 1 T
A1 —= Ax/r—i A1 — A
T Tgkwf' T Tgﬁow’)”
Ax1 " Ax —4 Br, Ay 7 Ay o By
et
A1 /x Atk
0 A1 /x 0 Atk
T Tgkﬁ—] T Tgk+]
A B Ak, Al B, A
T T et T A A

Finalement, observons que le méme resultat est valable aussi si on veut chan-
ger le sommet de depart ou d’arrivée du chemin original. Simplement, il faut
remplacer homotopie par homotopie libre.

§4.2.2. Homotopies par somme amalgamée. Etant données deux fleches de G (A)
avec le méme sommet de depart :

:(A%—B%—M)A’%—B’%—M) et OLIZ(A%C%N‘A’%C/%N)

lorsqu’on a choisit de somme amalgamée :

A—=C Al —= ('
| I
B—D B’ — D’

on peut construire un graphe :
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ou les fleches & et o’ sont construites avec les lignes et les colonnes des dia-

gramines :
A C N A’ C’ N
B D N B’ D’ N
M=———M M=——M
et les 2-simplexes w et ' sont donnés par :
N N
f f
n= M——M&N M—M&N
T T T T
A—B——>D, Al'—B' ——=D’
et
M M
T T
= N—MaN N—Ma®N
| T ! T
A—C——>D, Al—C' ——=D’

§4.2.3. Lacets symétriques. Notons qu’en vertu du paragraphe précédent on peut
a homotopie pres changer un morceau du type (oc*1 |oc) d’un chemin orienté par

un autre du type ([3“3_]).
Cette observation nous permet supposer que tout lacet de G (A) de base (0,0)

est & homotopie prés de la forme :
o =(ato] . [oen| B3|+ [Bo ")

ot oy =(A;—=Ap1—Ni, Al =A{; —=Ny)

Bi=(Bi—Bipn—Mi, B{—~B{,; —M;)

(An+1 )A;l+1 ):(XvY):(Bn+l »B1l1+] )

R
(An,ALL) (Bn,Bp)

()

(A1,A7) (B1,B7)

e <

(Ao,Ag)=(0,0)=(Bo,By)
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§4.2.4. Triangles admissibles. Etant donné trois floches o7, oz et oz de G (A)
en formant une boucle :

(28) (P1,P})

X2 x3

(Po, Pg) (P2,P3)

X1

c’est-a-dire, disons

fo,2 90,2 o2 9.2
o = ( Po —> P, —="Py /0, Py === P5, —= P20 )

f f
(POLLP] 9Py o, PLST P1HP1/O)

R

2

f
X3 = ( P] 1%2- PZ i—zpz/], P1 H— Pz H— Pz/] )

on appele le lacet T = (oc_1 ‘ocz‘ocg) un triangle admissible si :

/ / /
fi2ofor="fo2 y fip0fo1="o,

Dans ce cas, comme on l’a déja fait dans §4.1 on arrive au diagramme com-
mutatif ci-dessous, en complétant par les morphismes en pointillés :

(29) P2 P21
A A

e g’
£ | £ |

P10 — = P20 P10 — = P20

qui encore une fois, forment des suites exactes.
La suite exacte double ainsi obtenue est notée :

Ut) = <P1/o Py —Z P2/1 )
f/ g/

Cela est diagonal si et seulement si le lacet T est homotopiquement null. Plus
généralement, si on pose par w(t) = u((’,(’r)), alors :

Lemme 4.3. Les lacets T et (P2,P5) @ u(1) de base (P2, P5) sont homotopes.

Démonstration. En appliquant le procédé du paragraphe §3.1.2 aux fleches o
et o on obtient que les lacets T et (ocz)1/o|oc1*12/o|oc3), ol

/

/
x12/0=(Py— P1 ]?i P2, P20, P] — ProP P30 )

D
/
PO

et
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/ /
x210 = ( P, — 1 %PZ%PVO,PQ%P‘%PZ%P{/O)

sont homotopes :

3

(P1,P7) (P2, P3)

(P ]e)% P2, Py S?g P))

En applicant encore une fois le procédé aux fleches o3 et o /0, on obtient
maintenant que les lacets T et (012’1 /O‘OLT|oc;12 /O) ou

_(Pi@P P,®P P, Pl @ P, __P,D P /
o= ( T2 F2p 2 o Tp 2—> "2 2—~P),)
et
P/ Pl
OCZ,]/O:(PZH-PZ]ED%PZH-PZ/O’PEH- 2]6)2 Zﬁ-Pé/o)
sont homotopes :

(P2 ]e)?) P2, P} % P))

x2.1/0

(P Si P2, P} }?2 P))

Enfin, en utilisant les isomorphismes P1@® P2 >~ P,®Pq o et P2® P2 >~ P2&P; 0,
Po Po
il résulte du paragraphe §4.2.1 que T et (P2, P}) & p(T) sont homotopes. 64

Corollaire 4.4. Si T = (ocf1 |oc2|oc3) est un triangle admissible et Py =P, =X,
alors les lacets p(t) et(f(X)_1 |oc]_]|ocz|ocg‘€(X)) sont homotopes.

Démonstration. 1l suffit de montrer que si &« = (o}’ ‘ e ‘oc%“) est un lacet orienté
de base (0,0) et X est un objet de A, alors « et ((’,(X)*]‘(X,X) <) oc|€(X)) sont
homotopes.
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Ceci résulte en considérant le diagramme :

(X @ By, X & B!)
(X, X)®D oy

(X& A, X Al)

(B, BY)

‘\

ol o = ( Ai—=Bi—=C, A =B{—=C ) et les 2-simplexes sont donnés par :

(Ai) A{)

X X
I I
= Ciﬁx@ci Ci%X@Ci

b P

Ai — B — X & By, A{%—B{%—X@B{

et
Ci Ci
u/: X——= X Cy X—=XdCy

T T T T

Ai—=XBA —X®B;, Al —=XOA—=X@B]

§4.3. Preuve du théoréme principal.

§4.3.1. Montrons d’abord que nous avons bien un morphisme de groupes :

D(A) —= K1 (A)

(€) ——m()

Pour cela il suffit de monter seulement que les relationes N1 et N2 de la page
13 sont valables dans Kq(A).

Propiété N1 :

Cette propiété est une conséquence directe du fait que la réalisation géométrique
de G (A) est contractile. Explicitement, si { est la suite exacte :

f @©
(= AZZBZC
9 P
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on a donc une homotopie :

(A, A) ¢ (B,B) C C
(e (e

. u B ou W= A—B A—B
® T

Propiété N2 :
On va montrer que pour tout hexagone exact double (19), les chemins com-
posés

(30) n(ls) () () u() et p(@)u(te)™
sont homotopes. On aura 1’égalité cherché dans K{(A) :
m(l’) —m(e) + m(t") = m(la) — m(ls) + m(Lc)

car la composition de chemins et 1’addition de lacets donné a §3.2.1 sont égaux
a homotopie pres.
Pour commencer appliquons le procédé du paragraphe §3.1.2 aux fleches {a

et {/, obtenant un graphe :
(A,A)
A &
i
)

(D1,D3)
(B’,B’)

Alors, u(0g) () Tu(a)u(l) et ((’,(B)‘(’,gl‘€1|€g]|€|€(8)*]) sont des lacets
homotopes.

En considérant maintenant la fleche des deux hexagones exacts de (19), qu’on
a contruit dans §3.1.2,

(A/,A

d d
tb=(D; >B-2c" Dy 2=B 2 ),
il résulte alors que pu(fg) p(€)T(€a)(€) et :

(¢B)|eg" ] tole®) 1) (eB) e e |tp|eB) )

sont des lacets de base (0,0) homotopes.
Ce qu’on cherche est conséquence du corollaire 4.4 et du Lemme ci-dessous.

—1

Lemme 4.5. Les lacets T/ = ((’,g]!@]‘(’,D) et T = ((’f]‘(’,z‘(’,D) sont des triangles
admissibles et les suites exactes doubles associées sont {" et Lc, respectivement.

Démonstration. Les lacets sont des triangles admissibles par la commutativité
du diagramme (12) de la construction des suites exactes de {p.
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Pour montrer I’affirmation concernant les suites exactes doubles associées a T
et T/, en se reppelant de la construction de §4.2.4, on voit qu’il suffit de montrer
seulement la commutativité des diagrammes :

Cl/ C/l
A
" C
fl \ 1C ll)f
Al —=B" (@) |Pi C'—=C @|p

La commutativité des (2) et (4) est la défnition du morphisme p;. Cela de
(1) et (3) est concéquence de la partie d’unicité de la propiété universelle de la
somme amalgamée, en notant que les deux compositions possibles completent le
diagramme :

N
\:
fNOﬂ)A :1])8 of B
d
§4.3.2. m est surjective. Etant donnée deux suites exactes et un isomorphisme :

ASxYc, BEY2D, e P-A@YeC --XaBaD=0Q

considérons le lacet de base (0,0) :

(31) (P,XDY) (Q,X®Y)
0 &
(A,A) O (B,B)
N ¢(B)
(0,0)

ou {1, £, et {3 sont les fleches :

hZ(A——>A@Y@C——>C@Y,A——»X@Y——>C@Y)

bZ(B——>A@B@D——»X@D,B——%X@Y——>X@D)
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=(P—-Q—0,XeY—"-XaoY—0)
Sherman a montré dans [She98] le résultat suivant :

Théoréme 4.6. Tout élément de Kq(A) est la classe d’homotopie d’un lacet du
type (31).
Pour montrer alors que le morphisme de groupes

m

D(A) —> K4 (A)
(€) ——m(0)

est surjectif, on va montrer que un lacet du type (31) est homotope au lacet
n((€)) assoocié a la suite exacte double :

gof po~!
= AeB_—ZQ =P
g q

1 0 ox 0

on f=[ 0B |, g=[01 ,p:(ggg)q:(gg
0 0 0 0

Premiére partie de la preuve :
Considerons le diagramme :

¢
(PX®Y) & QXDY)
& (s1,8) (s2 »/ &
Ho \ / 1
(AA) (A®B,A®B) (B, B)
14 T 13
{(ADB)
¢(A) ‘ ¢(B)
(0,0)
5
ot s= AaB-Lxavy ™ cap,

s1= AGB——>P—-CaD et

s5= AoB—2-Q Y- caeD.
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et les 2-simplexes (1 et wy sont donnés par :

CoD CoD
T]@é T]@s
W = B Coy B—~CaY

T T T [ve1

AHA@B%};A@Y@C, A%A@B‘XEEX@Y

et
CeD CoeD
Tv@1 ?v@1
o = A X®D A——Xa&D

T T T 1es

B—~A®B—X®&BaD, B%A@BMTEX@Y
Alors le lacet (31) est homotope au lacet :
(tA @ B)|(s1,9)|t5](s2,9) " eA @ B) ),

Seconde partie de la preuve :
Considerons d’abord la fleche :

(e1,e2)

(A®©B,A®B) (A@BaD,A®Y)

ol e1= A®B—=A@®Ba&D —D,

1®
&= AdB 2 Agy D

On peut construire alors par le procédé de §4.2.2 un diagramme :

(P&D,X®Y®D) (QeD XaY®D)

/.

'S (s2,s)

/

(r1,7) (A®B,AGB (r2,7)

(e1,e2)

(A®BSD,AGY)
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ol les suites exactes sont données par les diagrammes :

$1 T
Il Il

(5) 0,0,1)
€1 = A@BHA@B@DHD

1

er = P—()—=P&D—01)—=D
Pl (p,0)
v
CaeD CeD
T
I I

) (0,8)

e2= A@B P AgY D

ot |

€= X®Y—()—=XaeY®D —001=D
v@él J/
CeD=——=CoD
S2 T2
I I

(5) (0,0.1)

er = A@B——%A@B@D——%D
g g1

| |

ey = Qi()ﬁQ@D o,—=D
ql (q,0)
v
CeD=———CoD

En apliquant encore une fois le procédé de la somme amalgamée, maintenant

aux lacets {3 et (€7,€) on a un diagramme :

(r3,74)

(Q®&D,X&Y®D)

(P®D,X®Y®D)
el e / ez e

(PXDY) ———— (Q,X]Y)
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ol les suites exactes sont données par :

€~1 €2
I i
P ° Q 0
(o) ({))
T2= P&eD—e1—=Q®D 0
0,1 on
v
D———pD
¢ ¢
I I
XaY — ~XaY 0
o
j

M= X®YSD —1=XeY®eD —0

(0,1)J/ (0‘,1)

\
D=—————D

Des ce qui précede on a que les lacets :

(ts1,9)]63](s2,5)7") et (len, eal|(ra, 1) (r3, )| (2,7 e, e2) )

sont homotopes. Donc, par la premiere partie le lacet (31) est homotope au
lacet :

(32 (UA®B)|(er,ea)|(m,|(rsma)|(r2m) 7 (er,e2) A 2 B) )

Troisiéme partie de la preuve :
Considérons le diagramme :

(51,52)

£
AGBAGB —
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oﬁﬁ’:(PgQ»O, QLQ»O)et iy est le 2-simplexe :

0 0

Ll el

Wy = CeoD-—>CaD CoD-—>CaD
P e E
AGB——=P——=Q, AGB—>Q——>Q

Donc, le lacet n(€) est homotope au lacet :
(ta@B)|(s1,52)|0'|(s2,52) A © B) )

Quatrieme partie de la preuve :

En procédant comme dans la seconde partie, on arrive au diagramme :

(r3,74)

(PED X®YDD) (QeD,X&YaD)

(A®BOD,ADY)

ou les suites exactes sont donnés par les diagrammes ci-dessous :

€1 €1
[ I
1 0
si= A@eB—P® 5 G _cap
(é)i (%)

m= A®BeD——Pa&D——Ca&D

(o,o,ni <0‘,1)
¥
D=—————=D
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e2 e
Il [
s2=  AeB—% . CoD
1@(3J/ 1@%@1
T= ADY —aple0—= XY DD CeD
o
D D
i 7
s2= AoB—% g CaD
1@1@0i (i)
T2 = A@B@D—a@l@1@0+QéD CeD
(0,0,])i l
D D
T3 T4
[ [

G- P pep O Q" xoveD D
SR
Q—()>Q®D —v—=D Q —1epel=XaY®D D
_— | |
0————0 0 0

Alors, les lacets ((31,32)‘2"(52,52)_]) et

(ter, e2)|(r1,7)| (13,70 | (r2,1) | (er, €2)7)

sont homotopes. Donc, par la seconde et troisiéme parties, u({) est homotope au
lacet 31.

§4.3.3. Montrons maintenant que le morphisme de groupes :
D(A) —=Ki(A)
() ——m(0

est injectif. Pour cela, on va construire un morphisme de groupes b de K;(A)
vers D(A) tel que bom =idp(4), comme suit.
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Etant donné un chemin orienté o = (oc?‘ e ‘ocfln) ol

fi Pi gi by
xi=(Pi—=P/>N, Qi=Q/=N),

considérons la somme des fleches
mn
f
Y a=) = (Pla) = P'(a) L N(«) , Qlar) = Q’(a)
i=1

Nous avons alors les égalités :

n P, . i:] n . . 121
P(a):@{Qi :;:_1 Q(O():@{Si si e

i—1 S1 &€ = —1

P,(a):@{m sigp=1 Q,(a):@{gi sigp=1

7 (Qf sieg=—1 = (P{ sieg=-—1

n
et N(x)=EPN;
i=1

En particulier, 'objet P(x) ® Q(«) noté A(a) est la somme pour tout i des
objets du sommet de départ de ;.

De plus, si o est un lacet, alors P/() @ Q(«) et P(a) ® Q’(x) sont & per-
mutation pres, B(a) définie comme la somme des objets de chaque sommet de
.

Pour montrer cette affirmation, il suffit compter les objets des deux sommes
par i et i+ 1 au méme temp, c’est-a-dire, par des paires de fleches consécutives.
Par exemple, dans le cas P’(a) @ Q(«) chaque fois on ajouterait a la somme les
objets :

€i Eit1
() (y0) ()
qui changent de nom d’aprés 'orientation de fleches.
Si o est un lacet, nous avons alors une suite exacte double :

7 G
( Alo) —= Ble) —= N(] )
9 v

ol a permutation pres les suites sont définies par

P() @ Qo) 2% P/(a) @ Qo) 2% N(aw)
et
1®g (0,)

Pla) @ Q(a) — P(a) & Q'(ex) —— N(a)
De cette maniere, on a une fonction additive :

{Lacets de G (A]} 4%> D(A)

o ({(0))
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Montrons que cette fonction induit un morphisme de groupes :

Ki(A) —= D(A)

Pour cela, il suffit montrer que si « et  sont deux lacets du type :

o= ('] o g @)

B = (' i bye* o |@i ] |aoy?)

0
ou u est un 2-simplexe, alors ({(a)) = (¢(B)).
D’ailleurs, on peut suposer qu’on a les orientations ¢, = 1 et €, = —1 en
ajoutant des fleches du type :

1 1
<AjAjO> et (OiAjA)
1 1

car par §4.1.4 les suites exactes doubles qu’on obtient ainsi sont égales dans

D(A).
Pour fixer les idées supposons qu’on a aussi les orientations :
(X1,Y1)
da(p / \Wz
(Xo, Yo) P (X2,Y2)

f f
ol YOZ(X0$X1&N0,Y0$Y1£NO)
f f
Y1=<Xo$ngN1,Yo$YzLN1>

f f
et YzZ(X1$Xz&Nz,Y1$Yz£Nz)

Alors, g(oc) et E(ﬁ) sont les suites exactes doubles :

Y [
ADXoDYo _Z 1P XoDd Yo Xo®Y, —_Z NNy
5 o
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et
I pl
AeXod Yo XY __ZIlaXedYoaXiaYiaXoa Y, _ZNaN;

5 o’

respectivement, ol les morphismes sont de la forme :

* 0 0 *x 0 0
* 0 0 01 0
y=|lo o 1], s=|«0 0],
0 f; O *x 0 0
« 0 0 0 0 g
<**O 0 >|<> <*O>k>k O>
p= ) 0= )
0 0 0 1 O 0 0 0 0 Yy
* 0 0 0 O * 0 0 0 O
* 0 0 0 O o1 0 0 0
O 01 0 0 * 0 0 0 0
v=| o oo of &=|loo o1 0|,
0 0 0 0 1 0 0 go 0 0
0 0 0 f2 O * 0 0 0 0
* 0 0 0 O 00 0 0 g2
* x 0 0 0 0 = * 0« 0 0 x O
p =1 00 0 9o 0 0 O et o= 000 0 Yo 0 O
000 0 0 ¢ O 0000 0 0 VY2

Si plus généralement, nous supposons que W est un triangle admissible avec :
MENNONIS
e(u): No = N7 =Nz |,
hy P2
alors, en considérant les hexagones exacts :

Y P

ADXoDYo = [BXodYodX2DY2 ~ NN,

oo el

ABXo®YodX1®Y1 T I6Xo®YodXo®Y20Xo®Y2 T NEN1ON2ON;

| N

X1@Y; 2@a2 X2@Y; ©20; N2®N;

et

/ ’

Y P
ADXo®YodX1®Y1 T I6Xo®Yod X1 ®Y10Xo®Y2 T NONpDdN;

5 o’
1of2Be2®1 a | | aj
C [

ABXo®YodX1®Yr T I6Xo®YodXo®Y20Xo®Y2 T NENiON2ON;

. I

0 N2@® Nz N2®N;
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ol les morphismes sont donnés par :

£« 00 0 0 £« 0 0 0 0
£« 00 0 0 01 0 0 0
001 0 0 £« 0 0 0 0
c=lofho0oo0 o, &=|lo0oo0 o0 f, 0,
000 0 g 00 g 0 0
00 0 f 0 £« 0 0 0 0
£« 00 0 0 00 0 0 g
+ 00x 0 0 x O
TR PR
A= . k=|lo000 0 w 0 0 |,
000 0 v, 0 0
000 0 0 @, 0 000 ¢ 0 00
000 0 0 0 ¥y
1000 0 10000
01000 01000
00100 00100
td=looo1o0|, &=|o0oo0o00o0],
00000 0000 1
00000 00010
00001 00000
7\,:<ooooo1o> K,:<ooo1ooo>
0000100) 000000 1)
10 0
OhiO OpiOO
“= ooo)’ bi_<001o>’
0 0 1
(000 ¢ 0 00
d"(ooooq)zoo>

On arrive a ’égalité :
(33) b(p) = blo) + (E(w))
puisque le suite verticale au centre du premier hexagone s’annule par §4.1.4 et
§4.1.6,

Nous concluons que si p est un 2-simplexe, alors E(B) = E(oc) et donc on a
bien un morphisme de groupes :

Ki(A) —2= D(A)

Finalement, notons que si { est une suite exacte double de (A, A) vers (B, B),
en considérant les lacets :
a=(UB)[EB) ) et o= (LA)|C/E(B))

on a par I’égalité (33) que bom = id, car dans ce cas bom(({)) = b(p), b(x) =0
et (E(w)) = ().
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En particulier, m est bien injectif.
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