II. PRODUIT TENSORIEL ET APPLICATIONS

Séances des 9, 10, 16 et 17 octobre

7. Produit tensoriel

Soit A un anneau commutatif et soient M, N deux A-modules. On veut
définir un A-module M®a N qui soit engendré par les « produits » d’un élément
de M par un élément de N, c.-a-d., par des éléments notés m ® n.

7.1. Deux motivations. —

7.1.1. Complexifié d’un R-espace vectoriel. — Soit V un R-espace vectoriel.
On veut plonger V dans un C-espace vectoriel V¢, appelé le « complexifié » de
V. Voici deux facons de faire.

lere méthode. Supposons V de dimension finie n. Choisissons une base
(é1,...,ey) de V. Ceci permet d’identifier V aR", via ), zper — (z1,...,2n).
On définit alors le complexifié V¢ comme étant C™, c.-a-d., ’ensemble des com-
binaisons linéaires z1eq + - - - + z,€,, avec z;, € C.

Alors, (e1,...,en,1€1,...,i€,) est une base de V¢ comme R-espace vectoriel,
et dimg V¢ = 2n.

2éme méthode. Plutét que de choisir une base de V, prenons {1,i} comme
base de C sur R. Ceci conduit & définir V¢ comme

ViV,

c.-a-d., comme R-espace vectoriel, c’est V x V, et on désigne le couple (u,v)
par u + tv. La structure de R-espace vectoriel est donnée, bien str, par

a- (u+iv) = au + iav, VaeR.
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Comme C = R[i] = R[X]/(X? + 1), pour définir une action de C sur V@iV,
il suffit de définir une action de 7 telle 7 - i - w = —w, pour tout w € V& iV.
Comme la notation le suggere, on pose

i-(v,0)=(0,v), c-a-d., i-(v+0)=0+7iv,
d’olt nécessairement i - (0,v) = (—v,0). On obtient ainsi une structure de
C-espace vectoriel sur
Ve=V&iVv.
Explicitement, il résulte de ce qui précede que
(a+ib) - (u+iv) = (au — bv) + i(av + bu).

(Cette formule est parfois donnée comme définition de V¢, sans explications. . .)

Remarque 7.1. — C’est un exercice que de vérifier que les deux définitions
précédentes coincident, et donc qu’'aucune d’elles ne dépend de la R-base (de
V ou de C) choisie. (On aurait aussi pu prendre {1,j} comme base de C sur
R, ou j = exp(2in/3).)

On va voir que le produit tensoriel permet de définir de facon canonique
(c.-a-d., sans aucun choix), l'espace vectoriel V¢ « obtenu a partir de V par
extension des scalaires de R a C ».

Plus généralement, si ¢ : A — B est un morphisme d’anneaux commutatifs
et si M est un A-module, on obtiendra un B-module Mg « obtenu & partir de
M par extension des scalaires de A a B ».

7.1.2. Produit tensoriel d’algébres. — Une autre motivation est la suivante.

Définition 7.2. — Soient A, B deux anneaux commutatifs. On dit que B est
une A-algebre si 'on s’est donné un morphisme d’anneaux ¢ : A — B.

Dans ce cas, B est un A-module, par « restriction des scalaires » via ¢,
c.-a~d., pour l'action a - b = ¢(a)b.

Considérons le cas o A = C, et ou 'on se donne les deux C-algebres
B = C[X] et B’ = C[Y]. On veut définir le produit tensoriel ®@c de sorte que
I'on ait

C[X] ®c C[Y] = C[X, Y],
le terme de droite étant ’anneau des polynomes en deux variables, c.-a-d.,
I’ensemble des sommes finies

n
Z CLUXZYJ,
i,j=0
oun = 0 et a;; € C. On voit ainsi que tout polynome en X, Y est une somme

de termes P(X)Q(Y) ; de plus, d’apres I’écriture ci-dessus on peut se limiter au
cas ou P et () sont des monomes. On prendra garde au fait qu'un polynéme en
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X, Y arbitraire n’est pas, en général, égal & un produit de la forme P(X)Q(Y).
En effet, pour tout R € C[X, Y], notons
V(R) = {(z,y) € C* | R(z,y) = 0},

Si R est de la forme P(X)Q(Y), soient ai,...,q, et B1,..., (s les racines de
P et Q, alors V(R) est la réunion des droites verticales x = «; et des droites
horizontales y = (3;. Par contre, pour R = XY — 1, on a

V(R) = {(z,27") | € C*}

et cet ensemble n’est pas une réunion finie de droites. Ceci montre que XY — 1
ne peut s’écrire comme un produit P(X)Q(Y). Ceci illustre la nécessité de
considérer non seulement ces produits, mais I’ensemble de toutes les sommes
de tels produits.

7.2. Applications bilinéaires. — Soient M, N, P trois A-modules.

Définition 7.3. — Soit ¢ une application d’ensembles M x N — P. On dit que
¢ est A-bilinéaire si elle est A-linéaire en chacune des variables, c.-a-d., si :
Va,a' € A, m,m' € M, n,n’ € N,

(1) é(lam + a'm/,n) = agp(m,n) + d' dp(m’, n);

(2) d(m,an +a'n') = ap(m,n) + d'¢(m,n’).

On note Bily (M x N, P) ’ensemble de ces applications.

Définition 7.4 (Applications a valeurs dans un A-module)

Soit
X un ensemble. Si f, g sont deux applications de X dans P, et a € A, on définit
les applications f + g et af par :

(f+9)(@)=f(z)+g(x), (af)(z) =af(z), VzeX
Ceci munit ’ensemble des applications de X dans P, noté Applic(X, P), d’une

structure de A-module.

Lemme 7.5. — 1) L’ensemble Homp (M, N) des morphismes de A-modules
M — N est un sous-A-module de Applic(M, N).

2) De méme, Bily (M x N, P) est un sous-A-module de Applic(M x N, P).

Démonstration. — 1) Soient ¢,1 € Homa(M,N) et a € A. Il faut montrer
que 'application

ap+1: M — N, m — ap(m) + p(m),
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est A-linéaire. Soient m,m’ € M et b € A. Alors,

(ap + ¥)(m +bm’) = ap(m + bm') + Y(m + bm')
= ag(m) + abg(m') + (m) + by (m)
= (ad +¢)(m) + blad + ) (m).
(Noter qu’on a utilisé la commutativité de A dans la derniere égalité). Ceci
montre que a¢ + ¢ est A-linéaire, c.-a-d., appartient & Homp (M, N).

La démonstration du point 2) est tout-a-fait analogue (on vérifie la A-
linéarité par rapport a chacune des variables), et est laissée au lecteur. O

Proposition 7.6. — On a des isomorphismes de A-modules

Homa (M, Homa (N, P));

Bila(M x N, P) = {HomA(N,HomA(M, P)).

Démonstration. — 1l suffit de montrer le premier isomorphisme, le deuxieme
étant analogue. Notons

B : Homa (M, Homp (N, P)) — Bila(M x N, P), 60— ()
I’application définie par

B(0)(m,n) = 6(m)(n),

pour tout m € M, n € N. On voit facilement que 5() est A-bilinéaire.
De plus, S8 est un morphisme de A-modules. En effet, d’apres les définitions,
l'on a

B(ab +0')(m,n) = (ad + 0')(m)(n) = (ab(m) + 6'(m))(n)
af(m)(n) + 6'(m)(n) = (aB(0) + B(6"))(m, n).

Maintenant, pour montrer que (3 est un isomorphisme, il suffit d’exhiber
une application inverse. Pour tout ¢ € Bilay(M x N,P) et tout m € M,
soit a(¢)(m) lapplication n +— ¢(m,n). Cette application appartient a
Hompy (N, P) puisque, pour m fixé, ¢(m, —) est A-linéaire en la 2éme variable.
Ainsi, on a obtenu une application

a(¢) : M — Homp (N, P).

Montrons que cette application est A-linéaire, c.-a-d., que
a(p)(m +am’) = a(¢)(m) + aa(¢)(m’)

(égalité d’applications de N vers P). Evaluant les deux membres en un élément
n € N arbitraire, ceci revient a montrer que

d(m +am’,n) = ¢(m,n) + agp(m’, n).
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Or cette égalité est bien vérifiée, puisque ¢ est A-linéaire en la leére variable.
Ceci montre que a(¢) est A-linéaire, et donc que a définit une application

a : Bila(M x N, P) — Homa (M, Homa (N, P)).

On vérifie alors facilement que (o 3)(0) = 6 et (8o «)(¢) = ¢ pour tout 6 et
¢. Ceci prouve la proposition. ]

7.3. Produit tensoriel : définition et propriété universelle. — Soient
M, N deux A-modules. On veut définir un A-module, noté M ® N ou simple-
ment M ® N, qui soit formé des sommes de « produits » m ® n d’un élément
de M par un élément de N. On veut de plus que ce « produit » ® vérifie les
deux propriétés suivantes.

s e [ (mAm)@n=m@n+m'en
1) b1—add1t1v1te.{m®(n+n,) Cm®ntmen.
2) « unicité de l'action de A » :
a-(m®n)=(am)®@n=m® (an).

On forme donc le A-module libre A(M x N), qui est ’ensemble de toutes les
sommes formelles finies
Z Amn€m,n,

(m,n)eEMxN

avec amyn € A et ay, = 0 sauf pour un nombre fini d’indices. Soit K le
sous-A-module engendré par les éléments de 'un des types suivants :

(1) Cam+m/,n — A€mn — Em/ n,
(2) Em,and+n’ — G€mmn — Emn/,

pour a € A, m,m’ € M, n,n’ € N.

Définition 7.7. — On pose M ®@a N = A(M x N)/K et I'on note m ® n I'image
de e, , dans M ® N.

Remarque 7.8. — 1l résulte des relations (1) et (2) que le produit m ® n vérifie
la condition 1) (bi-additivité) et la condition 2) :

a-(m®n)=(am)@n=m® (an).
En particulier, tout élément de M ®4 N est une somme finie d’éléments m Q n.

Proposition 7.9. — Soit (e;)ic1, resp. (fj)jcy, un systéme de générateurs de M,
resp. N, comme A-module. Alors M ®a N est engendré comme A-module par
les éléments e; @ f;, pouricl, j€J.
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Démonstration. — Soient m € M et n € N. Par hypothese, m et n s’écrivent
comme des sommes finies

m:a1€i1+"'+ar6im n:blfjl++bstS7

avec les a; et b, dans A. D’apres les relations (1) et (2), on a

T S
m®n=22atbueit ® fia-

t=1 j=1
Puisque tout élément de M ®a N est une somme finie d’éléments m ® n, il en
résulte que les e; ® f; engendrent M ®4 N comme A-module. O

Théoréme 7.10 (Propriété universelle de M ®4 N, I). — Pour tout A-module P,
on a une bijection
Homa (M ® N,P) — Bily(M x N,P), ¢ +— B(¢),
ot B(¢) est Uapplication (m,n) — ¢(m ® n). Son inverse est lapplication
W — T (), ou T () est l'unique A-morphisme
T(Y) : M®AN-—P
tel que T(¢)(m @ n) = (m,n) pour tout m € M, n € N.
En particulier, pour définir une application A-linéaire M@ N — P, il suffit
d’avoir une application A-bilinéaire M x N — P.
Démonstration. — Montrons d’abord que lapplication ¢ +— T(v) est bien
définie. Notons 7 la projection A(M x N) — M ®a N.
Soit 1 € Bila (M x N, P). D’apres la propriété universelle du module libre
A(M x N), il existe un unique morphisme de A-modules
Y:AMxN) — P

tel que @Z(em,n) = 1p(m,n), pour tout m € M, n € N. Il faut voir que @Zpasse au
quotient, c.-a-d., s’annule sur le sous-module K. Comme celui-ci est engendré
par les générateurs de type (1) ou (2), il suffit de voir que ¢ s’annule sur ces
générateurs. Pour ceux de type (1), 'on a :

w(eam+m’,n — ACmn — em/,n) = (Z)(m + mla n) - CM,/J(m, TL) - w(m/7 n) =0,
puisque v est A-linéaire en la lére variable. De méme, la linéarité en la 2éme

variable entraine que 1 s’annule sur les générateurs de type (2). Par consé-
quent, il existe un unique morphisme de A-modules

T(@Z)) M®AN-—P
tel que T(¢p) o = {bv On a alors

T@/’)(m ® n) = w(em,n) = w(mﬂ n)7
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pour tout (m,n) € M x N.
Alors, pour tout ¢ € Homa (M ®4 N, P), tout ¢ € Bila (M x N, P) et tout
m €M, n €N, l'on a
TB(¢)(m ®@n) = B(¢)(m,n) = ¢(m ®@n)
et BT(¥)(m,n) =T(¥)(m @ n) =¢(m,n).

Ceci montre que TB(¢) = ¢ et BT(¢)) = 1, pour tout ¢ et 1. Le théoréme est
démontré. 0

On déduit du théoreme, combiné avec la proposition 7.6, le corollaire sui-
vant.

Corollaire 7.11 (Propriété universelle de M @ N, II). — Pour tout A-module
P, on a une bijection

Homa (M ®a N, P) = Homa (M, Homa (N, P)).

7.4. Premieres propriétés du produit tensoriel. —

Proposition 7.12 (Commutativité et associativité). — Soient M, N, P des A-mo-
dules. On a des isomorphismes de A-modules

(1) M®N 2N ® M;

(2) MeN)@P~M (N P).

Démonstration. — 1) L’application M x N — N ® M, (m,n) — n ® m est
A-bilinéaire donc induit un A-morphisme
c:M®N — N®M,

tel que o(m®n) = n®m pour tout m, n. On obtient de méme un A-morphisme
7:N®M — M®N tel que 7(n ® m) = m ® n pour tout m,n. Alors, il est
clair que
Too =idygN et oo7T =idNgMm -

Ceci prouve le point 1).

2) Pour p € P fixé, application (m,n) — m® (n®p) est A-bilinéaire, donc
induit un A-morphisme

6, MON — M® (N®P),

tel que 0,(m ®@n) =m @ (n® p) pour tout m,n. Alors, 'application
0: M@N)xP — M (N®P),
(m@n,p) — bh(m®n) =m® (n®p),
est A-bilinéaire, donc induit un morphisme de A-modules

v (MeN) P —M® (N®P),
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tel que Y((m ®n) ® p) = m @ (n ® p) pour tout m,n,p. On obtient de fagon
analogue un morphisme de A-modules

§:M® (N®P) — (M&N)®P,

tel que y(m ® (n ® p)) = (M ® n) ® p pour tout m,n, p. Il est alors clair que
~ et § sont inverses 'un de 'autre. Ceci prouve la proposition. O

Proposition 7.13. — On a A ®a M =2 M, pour tout A-module M.
Démonstration. — D’abord, 'application ¢ : M — A ®a M, m — 1 ® m est
A-linéaire. D’autre part, ’application

AxM—M, (a,m) — am

est A-bilinéaire, donc induit une application A-linéaire ¢ : A @ M — M telle
que

¢(a®@m) =am, VYaec A, meM.

Alors ¢ o1 = idy et, pour tout a € A, m € M, 'on a
Y(pla®@m)) =1®am = a®m,
d’olt ¢ 0 ¢ = idag,Mm. Ceci prouve la proposition. O
Théoreme 7.14 (2 A est un bifoncteur). — Le produit tensoriel est un bifonc-
teur, au sens suwivant. Tout morphisme de A-modules
f:M—M, resp. g:N— N

mnduit un morphisme de A-modules

f@idvy : M@N — M ®N,
resp. idy®g - M@N — M@ N

tel que
(f@idy)(m@n) = f(m)®@n, resp. (idu®g)(m®@n)=m® g(n),

pour tout m € M,n € N.

Ces applications [ — f ®idny et g — idy ®g sont fonctorielles, c.-a-d.,
préservent les morphismes identités et la composition. De plus, on a un dia-
gramme commutatif

M®N @}

M ®N
idy ®gl lidM, ®g

MN — M @N.
fRidyy
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Démonstration. — L’application M x N — M’ @ N, (m,n) — f(m) @ n est
A-bilinéaire donc induit une application A-linéaire

Tn(f)=f®idy :M®N — M ®@N,

telle que Tn(f)(m ®@n) = f(m) ® n. Au vu de cette formule, il est clair que
Tn(idy) = idmen et que T(f o f) = Tn(f") o Tn(f), si f/ est un morphisme
de A-modules M’ — M”. Ceci montre que la correspondance

Ty:M—M®N

est un foncteur. Par conséquent, le produit tensoriel est fonctoriel en la lere
variable. L’assertion analogue pour la 2éme variable (i.e., les morphismes g :
N — N’) se démontre de fagon analogue.

Enfin, le diagramme indiqué est commutatif car la composée (idyr ®g)(f @
idy) envoie chaque m ® n sur f(m) ® g(n), et il en est de méme pour (f ®
idn/)(idy ®g). Ceci prouve le théoreme. O

Remarque 7.15. — 1) Si f : M — M/ est surjective, il en est de méme de f ®
idy : M®N — M'®@N. En effet, si m’ = f(m), alors m'@n = (f ®idn)(m®n),
pour tout n € N.

2) Attention, si f : M — M’ est injective, f ® idy n’est pas nécessairement
injective. Par exemple, soient A = Z = M’ = M, soit f le morphisme injectif
x +— 2z, et soit N = Z/27. Alors, f ®idy est application nulle, car pour tout
x €Zona

(feidy)(z])=2201=2®21 =0.

D’autre part, d’apres la proposition 7.13, M’ @4 N s’identifie & N, donc est non
nul. Ceci montre que f ® idy n’est pas injective.

7.5. Applications multilinéaires et produits tensoriels itérés. — La
notion d’application bilinéaire se généralise comme suit. Soit n un entier > 2
et My,...,M, et P des A-modules.
Définition 7.16. — Soit ¢ une application d’ensembles

M; x---xM, — P.
On dit que ¢ est A-multilinéaire si elle est A-linéaire en chacune des va-

riables. On note Multa (My x - - x M,,, P) ’ensemble de ces applications.

Considérons le A-module libre A(M; x - - -xM,,), qui est I’ensemble de toutes
les sommes formelles finies

E A(my,...,mn)E€(m1,....,mn)>

(ml,...,mn)EMl X+ XMy,



54 II. PRODUIT TENSORIEL ET APPLICATIONS

avec Q(my,..m,) € A et agm,,.m,) = 0 sauf pour un nombre fini d’indices.
Soit K le sous-A-module engendré par les éléments du type suivant, pour
1=1,....,n,

e(ml,...,ami+m;,...,mn) = AC(my,...,;m4yemin) T e(ml,...,mg,...,mn)-
Définition 7.17. — On pose

M; ®p - @A M, = A(M; x --- x M,,)/K
et l'on note my @ - -- ® my, U'image de €., . m,) dans M; ®a - @a M,,.

On obtient alors, exactement comme au paragraphe 7.3, le théoreme suivant.

Théoréme 7.18 (Propriété universelle de M; ®a - ®a M,,)
Pour
tout A-module P, on a une bijection

Homp (M @4 - ®a My, P) — Multa (M x -+ x M, P), ¢ — B(6),

ot B(¢) est Uapplication (my,...,my) — ¢(m1 @ -+ @ my). Son inverse est
Uapplication 1 — T (), ou T(¢) est l'unique A-morphisme

T(): My ®a - @AM, — P

tel que T(Y)(m1 @ - @ myp) = P(m1,...,my).

En particulier, pour définir une application A-linéaire M1 ®p-- - @AM, — P,
il suffit d’avoir une application A-multilinéaire My x --- x M, — P.

D’autre part, on a le théoréeme suivant.

Théoreme 7.19. — Pour tout i, on a un isomorphisme
M ®a - @A My — (M ®4 -+ @A M;) @4 (Migq @4 - @ Mp,).
Démonstration. — Posons M = M ®4 - -- ®a M,,. L’application
(my,...,mp) = (M1 - @mM;) @ (Mip1 @+ @ my,)
est A-multilinéaire, donc induit une application A-linéaire
M — (M; @4 - @4 M;) @A (M1 ®a --- @4 M,,)
telle que
dmy @ @myp) = (M1 @+ @my;) @ (Mip1 @ @my).
Construisons 'application inverse. Pour my, ..., m; fixés, ’application

(Mig1, .., Mp) M@ - @My,
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est A-multilinéaire donc induit
T(m,...,m;) € Homa(M;11 ®4 -+ - @4 My, M)
tel que
T(Mmy,...,m)(Mip1 @ - @myp) =M1 Q-+ @ My,
On voit de plus que l'application (mi,...,m;) — 7(my,...,m;) est A-
multilinéaire. Donc il existe

7 € Homp (M; ®4 -+ @4 M;, Homp (M1 @4 - - ®a My, M))

tel que 7(M1®- - @m;)(Mip1®- - @my) = M- - -@my,. D’apres la propriété
universelle du produit tensoriel (Corollaire 7.10), 7 correspond a l’application
A-linéaire

P (M) ®a - @A M;) @A (Migp1 ®a -+ ®a My) — M

qui envoie (M1 @ -+ @m;) @ (Mip1 @+ @ my,) sur my ® - - - @ my,. Il est alors
clair que ¢ et ¢ sont inverses ['une de l'autre. Le théoreme est démontré. [

Notation 7.20. — 11l résulte du théoreme que tous les modules obtenus a partir
de My, ..., M, en ajoutant des parentheses pour former des produits tensoriels
de deux modules, sont canoniquement isomorphes a Mj ®4 --- ®a M,,, par
I’application qui consiste & “omettre les parentheses”. Par exemple, on a

(M} @ My) ® (M3 ®@ My) = (M; ® My ® M3 ® My) & (M; @ (My ® (M3 ®@ My))
via
(m1 ®@m2) ® (M3 @my) =m1 @ma®@mz@my = (m Q@ (Mg ® (M3 @my)).

Par conséquent, dans la suite, on omettra les parentheses dans les produits
tensoriels de plus de deux modules.

Signalons enfin la proposition suivante, qui résulte de l'identification pré-
cédente et de la proposition 7.9, ou bien se démontre directement, comme la
proposition 7.9.

Proposition 7.21. — Pourr =1,...,n, soit (e;)ic1, un systeme de générateurs
de M, comme A-module. Alors M1®p - - -@aM,, est engendré comme A-module
par les éléments e;; @ --- R e;,,, avec iy € L.

7.6. Produits tensoriels d’algébres et produits de variétés. — Soit k
un corps. Commencgons par montrer que le produit tensoriel ®; a la propriété
proposée comme motivation en 7.1.2, c.-a-d., que le produit tensoriel de deux
algebres de polynoémes est une algebre de polynomes. Soient m,n des entiers
>1let Xq,...,X;, et Yq,...,Y, des indéterminées. Pour abréger, on note

KX o= k[Xe, ... Xpl,  K[Y] = Kk[Yq1,...,Y,]
KX, Y] = k[Xq, ..., Xm, Y1,..., Y]
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et 'on désignera par P(X), resp. Q(Y), un élément arbitraire de k[X], resp.
E[Y]. La multiplication définit une application k-bilinéaire

kIX] x k[Y] — KX, Y], (P,Q) — P(X)Q(Y).
D’apres la propriété universelle du produit tensoriel, ceci induit donc une ap-
plication k-linéaire
¢ k[X] Rk k[Y] — k[X,Y]

telle que ¢(P ® Q) = P(X)Q(Y), pour tout P € k[X], Q € k[Y].

Pour p = (p1,. .., m) € N™, on pose

XH =X X

et 'on définit de méme Y", pour v € N”. Alors les monémes X¥*, resp. YV,
resp. X*Y" forment une base de k[X], resp. k[Y], resp. k[X,Y].

D’apres la proposition 7.9, les éléments X* @ Y” engendrent k[X] ® k[Y]
comme k-espace vectoriel. D’autre part, comme leurs images par ¢ sont les

produits X#Y", qui forment une base de k[X, Y], on en déduit la proposition
suivante :

Proposition 7.22. — Les X* @YV forment une base de k[X] ® k[Y], et ¢ est un
isomorphisme d’espaces vectoriels

k[X] ® k[Y] =5 k[X,Y].

Définition et proposition 7.23. — Soit A un anneau et B, C deux A-algébres. Il
existe sur le A-module B @4 C une unique structure de A-algebre telle que

(%) bec)-Ved)=0b"-c.
La A-algébre B @4 C s’appelle le produit tensoriel des A-algébres B et C.

Démonstration. — L’application BxCxBxC — B®aC, (b, ¢, b, ) — bb @cc
est A-multilinéaire donc induit une application A-linéaire

T:BRAC®AB®sC—B®aC
telle que
TbRcab @d)="0bb .

Comme B ®x C®p B®a C = (B®a C) ®a (B®a C), 7 correspond a une
application de multiplication A-bilinéaire

(BoAC)x (B®aC)— B®yC

telle que (b®¢) - (b @ ) = bb' ® ec’. La commutativité et I’associativité sont
alors immédiates pour les éléments de la forme b ® ¢, et comme ces éléments
engendrent B®a C comme A-module, on obtient que la multiplication est com-
mutative et associative, et qu’elle est uniquement déterminée par la formule
(*). La proposition est démontrée. O
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Corollaire 7.24. — L’isomorphisme k[X] ® k[Y] — k[X,Y] de la proposition
7.22 est un isomorphisme d’algébres.

Démonstration. — Laissée au lecteur ! O

Pour établir la proposition 7.22, on a montré que les X* ® Y" forment
une base de k[X] ® k[Y], en montrant que leurs images dans k[X, Y] sont
linéairement indépendantes. Ceci est en fait un cas particulier du résultat
général ci-dessous.

Théoréme 7.25. — Soient A un anneau, 1,J deux ensembles, et M resp. N le
A-module libre de base (e;)ic1, esp. (fj)jes. Alors M ®a N est un A-module
libre de base (ei ® fi)(ij)erx-

Démonstration. — Ce théoreme n’est pas facile a établir en partant direc-
tement de la définition du produit tensoriel, mais il découle facilement des
propriétés universelles du produit tensoriel et des modules libres.

Soit V.= A(I x J) un A-module libre de base {v (7, j)} i jerxy- Il existe une
unique application A-linéaire ¢ : V— M ®4 N telle que

(1) QZ)(U(%,]))ZEZ@fJ, \V/ZGLJEJ
D’autre part, il existe une unique application A-bilinéaire 6 : M x N — V telle
que

9(€i,fj):U(’i,j), VieL ]GJ,
explicitement, pour tout couple z = ) . ae;, y = > y b;f;, les deux sommes
étant finies, on a

Ba,y) = > aiby v(i, j)-
5,J

Par conséquent, d’apres la propriété universelle 7.10, il existe une unique ap-
plication A-linéaire ¥ : M ®a N — V telle que

(2) w(el®f])zv(17])v \V/ZEL JGJ
Comme les v(i,j), resp. e; ® f;, engendrent V, resp. M ®a N, il résulte de

(1) et (2) que Yo =id et ¢p o) =id. Donc ¢ et 1) sont des isomorphismes
réciproques I'un de 'autre. Le théoreme est démontré. ]

On va généraliser le corollaire 7.24 comme suit. Soit V, resp. W, une
sous-variété algébrique fermée de k™, resp. k™, définie par des polynomes
Py,...,P, € k[X], resp. Q1,...,Qs € k[Y].

Notons que k[X] et k[Y] sont de fagon naturelle des sous-algebres de k[X, Y].
Par exemple, si P € k[X] et si 2 = (z,y) est un élément de K" alors
P(z) = P(x). On a alors le lemme suivant.
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Lemme 7.26. — V xW est une sous-variété algébrique fermée de k™™, définie
par les polynomes P1,..., P, Q1,...,Qs.

Démonstration. — 1l est clair que ces polynomes s’annulent sur V x W. Ré-
ciproquement, soit z = (z,y) un point de K™ sur lequel ces polynomes
s’annulent. Alors 0 = P;(z) = P;(z), pour i = 1,...,7, et ceci entraine z € V.
On obtient de méme que y € W. Ceci prouve le lemme. O

Posons I = #(V), J = A (W), et K = Z(V x W). Alors k[V x W| =
E[X,Y]/K. Observons que K N k[X] = I; en effet, si P € k[X] s’annule sur
V x W, alors pour tout z € V,y € W, on a 0 = P(z,y) = P(x), et donc
P € I. Par conséquent, l'inclusion naturelle k[X] C k[X,Y] permet d’identifier
E[V] & une sous-algebre de K[V x W] : si f € k[V] et (v,w) € V x W, alors
f(v,w) = f(v). De méme, k[W] s’identifie & une sous-algebre de k[V x W].

Alors, la multiplication

KIVI X kW] — K[V x W], (f,9) = fg,
est k-bilinéaire, donc induit une application k-linéaire
¢ : k[V] @ k[W] — K[V x W]
telle que ¢(f ® g) = fg, pour tout f,g. Alors,

o((fog)-(ffod)=e(ff®gd)=[ffa9 =fof'd =o(f@9)d(f @9,

et comme les tenseurs f®g engendrent k[V]®y k[W] comme k-espace vectoriel,
on en déduit que ¢ est un morphisme d’algebres. De plus, ¢ est surjectif puisque
E[V x W] est engendré par les images des monomes X*Y".

Théoréme 7.27. — ¢ est un isomorphisme de k-algébres
k[V] @k k[W] == E[V x W].

Démonstration. — D’apres ce qui a déja été dit, il suffit de montrer que ¢ est
injectif. Soit o € Ker ¢.

Soit {e;}ien, resp. {fj}jcc une base de k[V], resp. k[W]. Comme les e; ® f;
forment une base de k[V]® k[W], alors a peut s’écrire comme une somme finie

a:Zei®wi, avec 1; € k[W].
i
(On écrit = ZZ] aje; @ fj et iy = Zj a;j f;). Fixons wy € W. Pour tout
veEV,ona
0=a(v,wo) = > ei(v)ehi(wo),
i
et donc I'élément ), 1;(wp)e; est identiquement nul sur V. Comme les e; sont
linéairement indépendants dans k[V], ceci implique 1;(wp). Comme wq était
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arbitraire dans W, ceci montre que ; = 0 pour tout i, et donc a = 0. Ceci
montre que ¢ est injectif. Le théoreme est démontré. O

7.7. Produits et sommes directes. — Le but de ce paragraphe est d’in-
troduire la notion de somme directe arbitraire (c.-a-d., pour un ensemble d’in-
dices infini) et de montrer que le produit tensoriel « commute aux sommes di-
rectes » (Théoreme 7.36). Ce paragraphe peut étre omis en premiere lecture.
(Seul le corollaire 7.35 est utilisé a la fin du chapitre, lors de la construction
des algebres symétriques et extérieures.)

Soit A un anneau commutatif et soit I un ensemble quelconque. On suppose
donné un A-module M;, pour tout i € I. On veut définir un A-module appelé
la somme directe des M;. Pour ceci, il est commode d’introduire d’abord le
module produit des M;.

Définition 7.28. — Le produit des M; est le A-module, noté [[,.; M;, dont
les éléments sont les familles (m;);e1 telles que m; € M; pour tout i € L
La structure de groupe abélien et de A-module est définie composante par
composante, c.-a-d.,

(mi)ier + a(my)ier = (m; + amy)icr.
Définition 7.29. — La somme directe des M;, notée @, M;, est le sous-A-
module de ],.; M; formé des familles qui sont nulles presque partout, c.-a-d.,

les familles (m;);er telles que m; = 0 sauf pour un nombre fini d’indices. Il est
clair que ceci est bien un sous-A-module.

Remarque 7.30. — Si 'ensemble I est fini, on voit que
P =M ([ fini).
i€l i€l

Silan éléments iq,...,17, on écrira aussi
@Mi =M;, @---DM;,.

i€l

Définition 7.31. — Pour tout 4, soit

ms [ [ M — M

Jel

la projection sur la i-eme composante et soit

7 M — M

Jjel

I'insertion a la i-eme place, c.-a-d., pour tout m € M;, 7;(m) est la famille
(mj)jes telle que m; =m et m; = 0si j # 4.
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De plus, désignons par ¢ l'inclusion EB]G ; C Hjel M; et posons p; =
m; 0 0 : c’est la projection de EBJEIM] sur M;.
Proposition 7.32. — m; et 7; sont des morphismes de A-modules. De plus, on
a
idn, st 7 = 4
TjeoeT = { 0 sinon.

En particulier, T; est injectif et m; o o et w; sont surjectifs.

Démonstration. — C’est clair. O
Théoreme 7.33. — (Propriété universelle de la somme directe, et du
produit)

Soit N un A-module.
1) Pour avoir un morphisme ¢ : @,y My — N, il suffit d’avoir un morphisme

¢; : M; — N pour tout i. De facon plus précise, l’application

a: | [ Homa (M;,N) — Homy (@ MivN> , ($i)ier — EP ¢

icl i€l i€l
est une bijection, dont linverse 3 est donnée par 3(¢) = (¢ o 7;)ie1. De plus,
si chaque ¢; est surjectif,

2) Pour avoir un morphisme v : N — [,y My, il suffit d’avoir un morphisme
¥; : N — M; pour tout i. De facon plus précise, ’application

v : [ Homa (N, M;) — Hom, <N7HMi> Wi [

1€l i€l i€l
est une bijection, dont l'inverse § est donnée par §(1p) = (m; © @)icr.

Démonstration. — 11 est clair que 'application 3 : ¢ — (¢ o 7;);e1 est bien
définie. D’autre part, étant donné une famille ¢ = (¢;);e1, on définit

=D
iel
par la formule suivante : pour tout m = Y, ms,
(@ ¢2)( Z ¢z mz = Z (bzﬂ—z(m)-
i€l i€l i€l

Ceci fait sens, car seul un nombre fini de m; sont # 0 et donc on peut former
dans N la somme finie ), ; ¢;(m;). Ayant ainsi vu que « est bien définie, on
obtient pour tout ¢ et tout m :

(a0 B)(¢)(m) = a((dmi)icr) (m) = Y dmimi(m) = Y ¢(my) = $(m).

i€l i€l
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Ceci prouve que «a o 3(¢) = ¢ pour tout ¢.
Réciproquement, si ¢ = (¢;);cy alors, pour tout i € I, la i-eme composante
de la famille (8 o a)(¢) est I'application de M; vers N qui & tout m € M;

associe :
(%) (a(g) omi)(m) =Y ¢ymj(ri(m)) = ¢i(m),
Jel

ou dans la derniere égalité 1'on a utilisé la proposition précédente. Alors, ()
montre que (o a)(¢) = ¢ pour toute famille ¢ = (¢;);je;. Ceci prouve l'as-
sertion (1).

La preuve de l'assertion (2) est analogue (en fait, plus facile), et est laissée
au lecteur. ]

Le théoreme ci-dessous et son corollaire seront utilisés a la fin de ce chapitre,
dans la construction de l'algébre symétrique ou extérieure d’'un A-module.
Considérons, pour tout ¢ € I, un morphisme de A-modules
!
f’i : MZ Mz’a
7 . /. ! ! 7 2
et définissons 7/ : Mj — €P;¢; M} comme précédemment.

Théoréme 7.34. — 1) Les morphismes 7] o f; induisent un morphisme
DM — DM
i€l icl
noté @,y fi- De plus, ce morphisme est surjectif (resp. injectif) si chacun des
fi Uest.
2) Les morphismes f; o m; induisent un morphisme

noté [ ;1 fi- De plus, ce morphisme est injectif (resp. surjectif) si chacun des
fi Uest.

Démonstration. — Dans les deux cas, 'existence du morphisme résulte du
théoreme précédent.

Supposons que chaque f; soit injectif, et soit m = (m;);e1 un élément de
Ker [ [,¢; fi- Alors

0= (H fi) (m) = (fi(ms))ier-

Comme chaque f; est supposé injectif, on obtient m; = 0 pour tout ¢, et donc
m = 0. Ceci montre que [[;c; fi est injectif, et I'on obtient de méme que

@iel fi Pest aussi.
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Supposons maintenant chaque f; surjectif. Comme €, ; M; est engendré par
ses sous-modules M;, pour montrer que @,y fi est surjectif il suffit de voir
que chaque M; est contenu dans I'image de €, fi. Or ceci est clair puisque
chaque f; est surjectif.

Montrons que f := [[;c fi est surjectif. Soit m’ = (m});er un élément du
produit des M. Comme chaque f; est surjectif, il existe pour chaque ¢ un
élément m; € M; tel que f;(m;) = m}. (Ici, on a utilisé axiome du choix.)
Alors (m;);er est un élément du produit des M; qui s’envoie par f sur m’. Ceci
prouve que f est surjective. Le théoreme est démontré. O

Le point 1) du corollaire ci-dessous est déja contenu dans le théoreme pré-
cédent, mais on le répete en raison de son importance.

Corollaire 7.35. — Pour tout i € 1, soit N; un sous-module de M;. Alors,
1) @1 Ni est un sous-module de @, 1 M;, et

M o M,
®i61 N;

N;
Démonstration. — 1) D’apres le théoréme précédent, les inclusions N; C M;
induisent un morphisme injectif

Ui@Ni‘H@Mi,

i€l i€l

2)
i€l

qui permet d’identifier @), ; N; au sous-module :

{(mi)igl S @Ml ’ Vi€ I, m; € Ni}.
i€l

2) Pour tout ¢ € I, notons m; la projection m; : M; — M;/N;. D’apres le

théoreme précédent, les 7; induisent un morphisme surjectif
T @MZ — @MZ/NZ
i€l i€l
Le noyau de 7 est formé des familles presque partout nulles m = (m;);¢r telles
que
0 =m(m) = (mi(mi))ier-

Par conséquent, Kerm = €,.;N;. Le corollaire découle alors du Théoreme
fondamental d’isomorphisme. O

Théoreme 7.36 (2 commute aux sommes directes). — Soient N et M;, ¢ € I,
des A-modules. On a un isomorphisme de A-modules :

(@M) ®N = PM; @N)

1€l i€l
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Démonstration. — Posons S = EBieI M; et notons 7; I'inclusion M; — S, pour
tout 1.

D’apres le théoreme 7.14, chaque 7; induit un A-morphisme

7Qidy: M; ® N — S®N,
qui envoie chaque m; ® n sur 7;(m;) ® n. D’apres la propriété universelle de la
somme directe, ces morphismes induisent un morphisme de A-modules
w:@Mi®N—>S®N,
i€l

tel que (D ,crmi ®@n) = (O, Ti(ms)) @ n.

D’autre part, tout élément de S s’écrit de facon unique comme une somme
finie ) .1 75(m;), avec m; € M; et m; = 0 sauf pour un nombre fini d’indices,
et I'application

SXN—>@Mi®N, (Zn(mi),n>»—>2mi®n,

i€l i€l i€l
est bien définie et A-bilinéaire, donc induit un morphisme de A-modules
¢: SN — PM;®N,
i€l
tel que ¢((D_;cr 7i(ms)) @ n) = >,y mi @ n. Il est alors clair que ¢ et ¢ sont

inverses 'un de 'autre. Ceci prouve le théoreme. O

Remarque 7.37. — On obtient ainsi que le produit tensoriel des A-modules
libres AD et AY) est le A-module libre de base I x J. En effet,

AV =D AV =N,
i€l jel

ou M; = A = N; pour tout 4,j. D’apres le théoreme précédent et le fait que

A ®a A=A, on obtient que

AD g, AU) =~ @A — AIXI)
IxJ

8. Extension des scalaires et changement de base

8.1. Extension et restriction des scalaires. — Soit ¢ : A — B un mor-
phisme d’anneaux commutatifs; c.-a-d., B est une A-algebre.

Définition et proposition 8.1 (Extension des scalaires). — Soit M un A-module.
Alors sur le A-module Ba M, il existe une unique structure de B-module telle
que

(%) b- (V) @m) = bt @m, Vb,b' € B, m € M.
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On Uappelle le module obtenu par extension des scalaires (ou changement de
base) de A a B.

Démonstration. — Par hypothese, B, M sont des A-modules, et ’on peut for-
mer le A-module B ® M, ou l'action de A est définie par :

a-(be@m)=a¢(a)b®@m =b®am.

I1 faut voir que 'action (x) de B est bien définie. Or, on voit facilement que
I’application

BxBxM-— B®aM, (b, b, m) — bt @m
est A-trilinéaire. Elle induit donc une application A-linéaire
v:B®AB®AM-—B®sM

telle que y(b®b' ®@m) = bb'm, puis une application A-bilinéaire Bx (B®a M) —
B ®a M, telle que

b- (' @m)=0bb @m.

Comme tout élément w de B ® A M est une somme de tenseurs b’ ® m, on
obtient facilement que 1-w =w et b- (c-w) = be - w, pour tout w € B®a M,
b, c € B. Ceci montre que B ®a M est un B-module. O

Définition 8.2 (Restriction des scalaires). — Soit N un B-module. On peut le
considérer comme A-module via ¢ : A — B, en posant

a-n:= ¢(a)n, Vae A, neN.

On notera AN ce A-module; on dit que c’est le A-module obtenu a partir de
N par restriction des scalaires.

Théoreme 8.3 (Propriété universelle des modules étendus)

Soient M un A-module et N un B-module. On a une bijection
(M, N) : Homa (M, A\N) — Homp(B ®4 M, N)

défini par 6(M,N)(f)(b ® m) = bf(m), pour tout f € Homa (M, AN) et b € B,
m € M.

De plus, cette bijection est bifonctorielle, au sens suivant. Soient ¢ : M/ —
M un A-morphisme et » : N — N’ un B-morphisme. Alors le diagramme
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sutvant est commutatif :

Homa (M, AN) "M Homp (B @ M, N)

¢*T T(idB ®¢)*

Homa (M, AN) 2™ Homp (B @4 M, N)

v | |-

Homa (M, AN') 2, Homp (B @4 M, N'),

ou ¢*(f) = fo ¢ et ¥u(f) =1 o f, pour tout f.
Démonstration. — Soit f € Homp (M, N). L’application
BxM—N, (b,m) — bf(m)
est A-bilinéaire donc induit une application A-linéaire
0(f) : B&AM —N,  b®m bm.
Pour tout b,b’ € B, m € M, on a
0(f)(b- (b @m)) = 6(f)(bY ® m) = bb'm = bO(f)(b @ m).

Comme tout € B®a M est somme de tenseurs b’ ® m, ceci montre que 0(f)
est B-linéaire. Ceci montre qu’on a une I’application bien définie # = 6(M, N) :

Homp (M, AN) — Homp(B ® M, N).
D’autre part, pour tout v € Hompg(B ®4 M, N), notons 7|y 'application
M — AN, m— (1 @m).

On voit facilement que |y est A-linéaire, et que 6(f)|ym = f. De plus, pour
tout b€ B, m € M, on a

0(v[m) (b @ m) = by|m(m) = by(1 @ m) = (b m).

Ceci montre que 6(v|m) = 7. La bijection annoncée en découle.
La vérification de la bifonctorialité est facile et est laissée au lecteur. O

On peut alors définir le complexifié d’un R-espace vectoriel V comme étant
e C-’espace vectoriel obtenu par extension des scalaires :

Ve=C®rV.

On laisse au lecteur le soin de vérifier, par exemple en utilisant la proposition
précédente, que ceci coincide avec les deux définitions données en 7.1.1.
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8.2. Produit tensoriel par S™'A. — Un exemple important d’extension
des scalaires est la localisation par rapport & une partie multiplicative S.
Soient A un anneau, S une partie multiplicative de A et soit M un A-module.
On a construit dans le chapitre I le ST A-module S™'M. Rappelons brievement
que ST'M est formé des « fractions » m/s, o m € M, s € S, et que l'on a :
m m

S=3 ¢ il existe u € S tel que u(tm — sm’) = 0.
s

La structure de S™'A-module est définie par
a m am
st st’
et I'application 7y : M — S™IM, m — m/1 est un morphisme de A-modules.
De plus, via A — S7'A, tout ST'A-module N peut étre vu, par restriction
des scalaires, comme un A-module noté AN. Avec cette notation, la propriété
universelle de S™'M énoncée dans le théoreme 4.9, se reformule comme suit.

Théoréme 8.4 (Propriété universelle de S™'M). — Pour tout S~'A-module N,
Uapplication v — ~y|\m est une bijection :
Homg-1, (S™'M,N) — Homy (M, oN).

En d’autres termes, S™'M wérifie la méme propriété universelle que le module
étendu STTA @ M.

De ceci on déduit :

Théoréme 8.5. — Il existe un unique isomorphisme de S™'A-modules
M STIM 5 STIA @A M

tel que nvi(m/1) =1 ®@ m, pour tout m € M.
De plus, cet isomorphisme est fonctoriel en M, c.-a-d., si f : M — N est un
morphisme de A-modules, alors le diagramme ci-dessous est commutatif :

SIM ™, §IA A M

S*lfl lid®f

STIN ™, S-1A @, N.

Démonstration. — D’apres la propriété universelle de S™'M, il existe un
unique S~'A-morphisme ¢ : STIM — ST!A @4 M tel que ¢(m/1) = 1 ®@ m,
pour tout m € M.

De méme, d’apres la propriété universelle de STTA ®a M, il existe un unique
S~!A-morphisme S7!A ®A M — S™IM tel que (1 ® m) = m/1, pour tout
m € M. Il en résulte que ¢ o ¢ = id et ¢ o b = id. Ceci prouve la premiere
assertion. La vérification de la fonctorialité est facile et laissée au lecteur. O
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8.3. Produit tensoriel par A/I. — Soit I un idéal de A. Un autre exemple
important d’extension des scalaires est le changement de base par le morphisme
A — A/I. (Méme si anneau quotient A/I est « plus petit » que A, on parle
encore d’extension des scalaires). Soit M un A-module, et formons le A-module
M/IM. On a vu en 4.22 (Chap. I) que l'action de A sur M/IM, donnée par un
morphisme d’anneaux

A — End(M/IM),

se factorisait a travers A/I, munissant ainsi M/IM d’une structure de A/I-
module.

Proposition 8.6. — On a un isomorphisme de A/I-modules : (A/I) @a M =
M/IM.

Démonstration. — Notons , resp. myp, la projection A — A/I, resp. M —
M/IM. On rappelle que la structure de A-module de A/I est donnée par

a-7(b) = w(a)m(b) = w(ab),
pour tout a,b € A. Alors, 'application
(A/T) x M — M/IM, (a+1,m) — am+IM,
est bien définie et A-bilinéaire. Elle induit donc un morphisme de A-modules
o:(A/T)@M — M/IM,

tel que o(m(a) ® m) = mv(am).

D’autre part, Papplication 7 : M — (A/T) @ M, m +— 7(1) ® m, est un
morphisme de A-modules. Son noyau contient le sous-module IM ; en effet,
pour tout m € M et x €I, on a

7(xm) =nm(1) @ xm = zn(1) @ m = p(x) @ m = 0.
Par conséquent, 7 se factorise en un A-morphisme
7:M/IM — (A/I) @ M,

tel que 7(m~+IM) = 7(1) ®@m. Alors, on voit facilement que o et 7 sont inverses
I'un de 'autre. La proposition est démontrée. O

9. Algebres tensorielles, symétriques, et extérieures

Un autre intérét du produit tensoriel est qu’il permet de construire certaines
algébres associées & un k-espace vectoriel V ou, plus généralement, un A-
module M. Dans la suite, A désignera un anneau commutatif.
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9.1. A-algébres non-commutatives. — On va étre amené & considérer
des morphismes d’anneaux A — B, ou B est un anneau non nécessairement
commutatif. Ceci conduit aux définitions suivantes.

Définition 9.1 (A-algebres). — Soit ¢ : A — B un morphisme d’anneaux, B
n’étant pas nécessairement commutatif. Alors ¢ définit deux structures de A-
module sur B :

a-b=¢(a)b, axb="0bo(a),

poura € A, b € B. (On a a’x(axb) = (aa’)xb = (a’a)*b car A est commutatif).
On dit que B est une A-algeébre si ces deux structures de A-module coincident,
c.-a-d., si 'on a

d(a)b = bo(a), Vae A, beB.
Définition 9.2 (Centre d’un anneau). — Soit B un anneau non nécessairement
commutatif. On dit qu'un élément by € B est central s’il commute a tout
élément de B, c.-a-d., si bgpb = bby pour tout b € B. On note Z(B) I’ensemble

des éléments centraux de B; il contient 1, et 'on voit facilement que c’est un
sous-anneau de B. On appelle le centre de B.

Alors, un morphisme d’anneaux A — B fait de B une A-algebre si et seule-
ment si, ¢(A) C Z(B).

9.2. Algébre tensorielle d’un A-module. — Soit M un A-module. Pour
tout n € N, on pose

ThM) =M =M @A M®4a - @4 M
(n facteurs), avec la convention TQ (M) = A.

Théoreme 9.3 (L’algebre tensorielle T'A (M)). — On pose

TAM)=APMPMZPMPP---

C’est une A-algébre associative, non-commutative, pour la multiplication défi-
nie par :

(1) a-w=aw=w-a, Vae A, weTar(M),
et, pour p,q =1 et x1,...,Tp,Y1,...,Yg €M,
(2) (:B1®-'-®wp)'(y1®'--®yq)=x1®---®$p®y1®~-®yq-

De plus, T (M) vérifie la propriété universelle suivante : pour toute A-algébre
non nécessairement commutative B, et tout morphisme de A-modules 7 : M —
B, il existe un unique morphisme de A-algébres ¢ : Ta(M) — B tel que ¢p(m) =
7(m), pour tout m € M.
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Démonstration. — Soient p,q > 1. D’apres le théoreme 7.19, on a

T (M) ®a T4 (M) — TR (M)
(x1®~-®mp)®(y1®~-®yq) = TR QT QY Q- R Yq.
et ceci induit une application de multiplication A-bilinéaire
TR (M) x T4 (M) — T{™(M)

vérifiant (2). On vérifie alors facilement que la multiplication est associative.
Par définition, les éléments de A sont centraux, donc Ty (M) est une A-algebre.

Soient f : A — B une A-algebre (non nécessairement commutative) et
7 : M — B un morphisme de A-modules. Pour tout n > 1, 'application

M" — B, (X1, xpn) = 7(x1) - T(2R)

(a droite, c’est le produit dans B), est A-multilinéaire donc induit une appli-
cation A-linéaire ¢,, = T} (M) — B telle que

(*) ¢n(x1®"'®xn) :T(xl)"'T(xn>'

Alors, on vérifie facilement que application ¢ : Ta(M) — B, égale a f sur
TQ(M) = A et & ¢, sur chaque T% (M), est un morphisme de A-algtbres,
vérifiant ¢(m) = 7(m) pour tout m € M. Enfin, un tel morphisme vérifie
nécessairement (x), ce qui prouve I'unicité de ¢. Le théoréme est démontré. [

Proposition 9.4. — Si M est un A-module libre de base (v1,...,vq), alors
chaque T} (M) est un A-module libre de base les éléments

Vip @+ ® Vs, i1, .,0n €41,...,d}.
En particulier, T’y (M) est libre de rang d".

Démonstration. — Ceci résulte, par récurrence sur n, du théoreme 7.25 (voir
aussi la remarque 7.37). O
9.3. Modules et algébres gradués. — Avant de définir I'algebre symé-

trique de M, il est utile d’introduire la notion de A-module (resp. A-algebre)
gradué. Par définition, un A-module gradué est un A-module M somme di-

recte de A-modules (My,)nen :
M= PM,.

neN

Dans ce cas, M,, s’appelle la composante de degré n de M. On dit qu’'un élément
x € M est homogeéne s’il est non nul et appartient a 'une des composantes
M,, ; dans ce cas, on dit que x est homogene de degré n, ou simplement de
degré n.
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Soit B une A-algebre. Supposons que comme A-module B soit une somme
directe B = ,, B, et que la multiplication vérifie : 1 € By et

Bp : Bq C Bp+q7vp7Q'

Dans ce cas, on dit que B est une A-algébre graduée. En particulier,
Ta(M) =&p,, TR (M) est une A-algebre graduée.

Définition 9.5 (Idéaux bilateres et anneaux quotients). — Soit B un anneau
non commutatif. Un idéal bilatére de B est un sous-groupe I tel que azb € 1
pour tout z € I, a,b € B.

Dans ce cas, on vérifie facilement que le groupe abélien B/I est muni d’une
structure d’anneau non-commutatif, définie par

(a+1)(b+1I) =ab+ 1

(La démonstration est analogue a celle de 2.1.)

Définition et proposition 9.6. — Soit B = @, B, une A-algébre graduée et soit
I un idéal bilatére de B. On dit que I est un idéal homogene s’il est engendré
par des éléments homogenes de B. Dans ce cas, posant I, = 1N B, pour tout
n, on a

(%) I=P(INB,),
n
et l'algébre quotient B/1 est graduée :

B/l =B/, ot (B/)y = Bu/l,.

n

Démonstration. — Dans (*), I'inclusion D a toujours lieu, et il s’agit de mon-
trer Pautre inclusion lorsque I est homogene. Soit (x)) un systeme de géné-
rateurs homogenes de I, chaque x) étant de degré dy. Tout élément de I est
somme d’éléments de la forme bxyc, avec b, ¢ € B. Ecrivons

b=by+- -+ b, c=c1+ -+ cs,

avec chaque b;, resp. c;, homogene de degré p;, resp. g;. Alors

bx)\c = iibixkcj’

i=1 j=1
et chaque b;z\c; appartient a I et est homogene de degré p; + dy + gj, ou bien
nul. II en résulte que I = &, I,.

Donc, B/I = @, (B,/1,), d’apres le corollaire 7.35, et I'on vérifie alors
facilement que la multiplication de B/I (induite par celle de B) fait de B/I une
A-algebre graduée. O
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9.4. Algeébre symétrique d’un A-module. — Soit M un A-module.

Définition et proposition 9.7 (L’algebre symétrique S (M))
Soit SA(M) le quotient de la A-algébre Ta(M) par lidéal homogéne 1 en-
gendré par les éléments de degré 2 :

TQRQY—yYRx, z,y € M.

On a SA(M) = B,,50SA(M), avec SA(M) = A et SL(M) = M, et SA(M)
est une A-algébre graduée commutative, appelée ['algébre symétrique du A-
module M. Elle vérifie la propriété universelle suivante : pour toute A-algébre
commutative B, et tout morphisme de A-modules 7 : M — B, il existe un
unique morphisme de A-algébres ¢ : SA(M) — B tel que 1p(m) = 7(m), pour
tout m € M.

Démonstration. — Posant I, = INT% (M) et S} (M) = TR (M)/I,, il résulte
de la proposition précédente que

Sa(M) = @D SE (M)

n>0

est une A-algebre graduée. De plus, comme I est engendré par des éléments de
degré 2, on a Iy = 0 =1; et donc S§ (M) = A et S (M) = M.

Pour x,y € M, leur produit zy € S% (M) est 'image dans S3 (M) de z ® y.
Mais, comme z ® y —y ® x € Iz, on obtient que

(1) xy =y, Vo, ye M

On en déduit que Sp(M) est commutative. En effet, tout élément de S (M)
est une somme finie de monémes 1 - - - p, ot z; € M, et il résulte de (f) que
deux tels monomes commutent.

Enfin, la propriété universelle de Sp (M) découle de celle de T (M) : soient
B une A-algeébre commutative et 7 : M — B un morphisme de A-modules.
Alors, il existe un unique morphisme de A-algebres ¢ : Th (M) — B tel que

P(r1 @ ®@xp) =T(21) T (TP)

pour tout p > 1, z; € M. Comme B est commutative, on a ¢(z®@y—y®@x) =0
pour tout z,y € M, d’ou ¢(I) = 0. Donc ¢ passe au quotient et définit un
morphisme de A-algebres ¢ : Sy (M) — B tel que

(*) Y(z1ap) =7(21) - T(2p)

pour tout p > 1 et x; € M. Ceci prouve l'existence. Enfin, tout morphisme de
A-algebres 1) : SA(M) — B tel que ¢(m) = 7(m) pour m € M, doit vérifier
(%), d’out I'unicité. O
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Théoréme 9.8 (Algebre symétrique de A"). — Soit M un A-module
libre de rang r. On a un isomorphisme de A-algébres

SA(M) = A[Xy,...,X,].

En particulier, si (v1,...,v,) est une A-base de M alors, pour tout n > 1, les
monomes

Vil 20, Rt =,

r o

n+r—1) )

forment une A-base de S (M) et celui-ci est un A-module libre de rang ("""

Démonstration. — Soit (v1,...,v,) une A-base de M. Considérons le mor-
phisme de A-modules 7 : M — k[Xq,...,X,] défini par 7(v;) = X;. D’apres la
propriété universelle de Sa (M), il existe un unique morphisme de A-algebres

¥ SA(M) — A[Xy,..., X,]

tel que 9(v;) = X; pour i = 1,...,r. Réciproquement, d’apres la propriété
universelle de A[Xy,...,X,], il existe un unique morphisme de A-algebres

¢ AXy, ..., X ] — Sa(M)

tel que ¢(X;) = v;. Alors ¢ o 1) = id puisque Sp(M) est engendrée comme A-
algebre par les v;, et de méme 1o ¢ = id. Donc ¥ et ¢ sont des isomorphismes
réciproques, et la deuxieme assertion en découle.

Enfin, le calcul du rang s’effectue grace a I'astuce suivante. Considérons une
ligne formée de n+1r — 1 cases, numérotées de 1 a n+r — 1 de gauche a droite,
dans laquelle on veut noircir 7 — 1 cases. Il y a

n+r—1
r—1
choix possibles. D’autre part, chaque choix consiste en une suite strictement
croissante
O=ky<ki1 < - <kr_1<k.-=n
formée des numéros des cases noircies. Ce choix correspond au monome

’Uil ce vff"
oul'on a posé t; = k; — k;—1 (le nombre de cases blanches entre k;_; et k;). On
a bien t; > 0 et ), t; = n, et réciproquement la donnée de tels t; détermine
de fagon unique une suite de k;. Ceci acheve la preuve du théoreme. 0
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9.5. Algebre extérieure et applications multilinéaires alternées. —
Soit M un A-module.

Définition et proposition 9.9 (L’algébre extérieure A , (M))

Soit
AA(M) le quotient de la A-algébre Ta(M) par l'idéal homogéne J engendré
par les éléments de degré 2 :

T® T, x € M.
On a Ay (M) = @, Aa (M), avec A\R(M) = A et Aj(M) = M, et Ay (M) est
une A-algebre graduée, appelée l'algebre extérieure du A-module M. Elle vérifie

la propriété universelle suivante : pour toute A-algébre B, et tout morphisme
de A-modules 7 : M — B tel que

7(m)? =0, Vm e M,

il existe un unique morphisme de A-algébres 1 : A\ (M) — B tel que ¥(m) =
7(m), pour tout m € M.

Démonstration. — Posons J,, = JNTR (M) et A (M) = TR (M)/J,,. Comme J
est engendré par des éléments de degré 2, c’est un idéal homogene, et il résulte
de la proposition 9.6 que

As(M) =P AT

n>0

est une A-algebre graduée. De plus, Jo = 0 = J;, d’ott AX (M) = A et AL (M) =
M.

La propriété universelle de A 4 (M) découle de celle de Tx (M), exactement
comme dans le cas de 'algebre symétrique. Ceci ne présente pas de difficulté
et est laissé au lecteur. O

Notation 9.10. — Soient x1,...,z, € M = AZ(M) On désigne par
1IN Nxp
leur produit dans I’algebre A, (M). Par définition, c’est 'image dans A’y (M)
dex1 ® - @ zp.
On rappelle que S,, désigne le groupe des permutations de {1,...,n}.

Lemme 9.11. — 1) Pour tout x,y € M, on a
() TNy =—-yAzx.
2) Plus généralement, pour toutn > 2, x1,...,x, € M et T € S,, on a

(**) Tr(1) VANERRIVAN Tr(n) = T A Az,
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3) Pour tout n > 2, soit J), le sous-A-module de T} (M) engendré par les
tenseurs x1 ® - -+ ® x, pour lesquels les x; ne sont pas tous distincts (c.-a-d.,
il existe i # j tel que x; = ;). Alors, J, = Jp.

Démonstration. — Pour tout z,y € M, on a
(z4+y)@@x+y)=2@r+yQy+ry+yxur,
doutz®@y+y®x el et doncxzAy+yAx=0.Ceci prouve 1).

Le point 2) en découle. En effet, si 1 = 7(i), c.-a-d., si x1 apparait a la i-éme
place dans le tenseur de gauche, alors on peut ramener z1 a la lére place par
(i — 1) applications de (*), ce qui produit le signe (—1)*~!. On procede ensuite
de méme avec 3, etc.

3) Il est clair que J,, C J/,; montrons la réciproque. Soient z1, ..., 2z, € M;

on suppose qu’il existe ¢ < j tel que z; = z;. Il s’agit de montrer que
T1®- - Qwp € Jy
ou, de fagon équivalente, que z1 A -+ Az, = 0. Or, en utilisant 1) de fagon
répétée, puis 'égalité z; = x;, on obtient
TN ANxj = (—1)]'7172'1'1'/\%]‘ ANZip1 N Nxj1 = 0.

O
Remarque 9.12. — On suppose connue la définition de la signature (1) d’une
permutation 7 € S,. En utilisant le fait que S,, est engendré par les transpo-

sitions (4,7 + 1) et que ¢ : S,, — {£1} est un morphisme de groupes, on peut
montrer que le signe qui apparait dans (xx) est la signature (7).

Proposition 9.13. — Supposons que M soit engendré comme A-module par des
éléments vy, ..., vq. Alors, pour 1 < n < d, Nx(M) est engendré comme A-
module par les (Z) éléments

Viy N AN, 1<ip<-- <1, <d,
et 'on a Ny(M) =0 pour n > d.

Démonstration. — Soit n > 1. Par multilinéarité, tout élément de A’y (M) est
combinaison linéaire des d" éléments
Uiy N A, 1<ig,..0 0, < d.

Or, d’apres le point 1) du lemme précédent, cet élément est nul si deux indices
i;j et ij sont égaux. Ceci est forcément le cas si n > d, ce qui prouve déja que
Ax(M) =0sin>d.

On peut donc supposer n < d et les indices 11, . . ., i, deux a deux distincts.
On peut de plus se ramener au cas ol

<<
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puisque, d’apres le point 2) du lemme précédent, effectuer des permutations
ne fait que produire un changement de signe. Ceci prouve la proposition. [J

Définition 9.14. — Soient M, N deux A-modules et n > 1. Une application
A-multilinéaire ¢ : M™ — N est dite alternée si elle vérifie, pour tout
T1,...,Tn €M,

d(x1,...,2n) =0 871l existe i # j tel que x; = x;.

On note Alt,(M,N) I’ensemble des applications A-multilinéaires alternées
M™ — N.

Théoréme 9.15 (Propriété universelle de A’y (M)). — Pour tout morphisme de
A-modules f: Nx(M) — N, Uapplication

0(f): M" — N, (X1, oymn) = f(xr A Azy)
est alternée, et 0 définit une bijection

0 : Homa (A7 (M), N) — Alt, (M, N).

Démonstration. — 0(f) est évidemment A-multilinéaire. Comme f s’annule
sur J, = J/, alors 6(f) est alternée. On a donc une application
6 : Homa (AR (M), N) — Alt, (M, N).

Réciproquement, soit ¢ € Alt, (M, N). Comme ¢ est A-multilinéaire, il induit
une application A-linéaire

n(¢) : M®" — N, TR @y = A(T1,. .., Tn).

Comme ¢ est alternée, alors n(¢) s’annule sur J,, = J,, donc passe au quotient
et définit une application A-linéaire

n'(¢) : Nx(M) — N, TIA ATy = P(x1, .., Ty).

On voit alors que 6 et i’ sont des bijections réciproques. Ceci prouve le théo-

reme. ]
Théoreme 9.16 (Algebre extérieure de AY). — Si M est un A-module

libre de base (v1,...,vq) alors /\dA(M) =0 pour n > d et, pour n < d, les
monomes

(T) Vig N AN, 1< <<y, <d,

forment une A-base de N\ (M) ; celui-ci est donc un A-module libre de rang
(Z) En particulier, /\i’\(M) =~A.
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Démonstration. — D’apres la proposition 9.13, A’y (M) = 0 pour n > d, et les
éléments (1) engendrent A’y (M) comme A-module pour n < d. Il s’agit donc
de montrer que les éléments (f) sont linéairement indépendants sur A.

Traitons d’abord le cas particulier n = d. Posons C = /\dA(M) ; on sait que
C est engendré comme A-module par ’élément

c:=v1 N Nvg.

Soit a 'annulateur de ¢, c.-a~d., le noyau du morphisme surjectif A — C,
a — ac. Il s’agit de montrer que a = 0. On va montrer plus bas qu’il existe un
élément

(%) f € Homa (C, A) tel que f(c) = 1.

Tenant ceci pour acquis, pour tout a € a on obtient 0 = f(ac) = af(c) = a,
d’ott a = 0. Ceci montre que /\i(M) est librement engendré par c.

Maintenant, pour n < d, notons &, I'ensemble des parties de {1,...,d}
ayant n éléments. Si I est une telle partie, et si 'on désigne par i1 < --- < iy
ses éléments, rangés par ordre croissant, on pose

U=V N A,

Supposons qu’on ait une relation de dépendance linéaire

(E) 0= Z ajvi, ar € A.
ez,
Fixons Iy € £, et soit Jg son complémentaire dans {1,...,d}. Alors Jy €

Py_n et, pour tout I € &2, on a :
I1#4Iy=1InJy # 2.
Par conséquent, il résulte du lemme 9.11 qu’en multipliant (E) par vj,, on
obtient
0 = agyvi, A vy, = Eag,c.
Comme C est librement engendré par c, ceci implique aj, = 0. Ceci montre que
les vy sont linéairement indépendants, donc forment une base de A’y (M), qui

est donc un A-module libre de rang (Z) Ceci acheve la preuve du théoreme,
modulo la preuve de P'assertion (x).
Or, d’apres la propriété universelle 9.15, on a

Homa (A% (M), A) = Altg(M, A).
Par conséquent, pour trouver un tel f, il suffit de trouver une application A-
multilinéaire alternée ¢ : M? — A telle que ¢(v1,...,vq) = 1. Considérons

lapplication ¢ définie comme suit. Pour tout d-uplet (x1,...,z4) d’éléments
de M, on peut former la matrice

P(xy,...,2q) = Mat(vl,...,vd) (X1,...,2q)
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exprimant les x; dans la base (v;). C.-a-d., chaque z; s’écrit de fagon unique
dans la base (v;) :

d
Tj = Z QijVi;

i=1

on forme alors la matrice P(z1,...,24) = (aij)1<i,j<d- On pose alors
d(x1,. .., xn) =dét P(ay, ..., 2p).

Il résulte des propriétés des déterminants que ¢ est une application multi-
linéaire alternée. (Pour la construction et les propriétés des déterminants,
on renvoie, par exemple, a [BM, Ch. IV] ou [La, XIII, §4]). De plus, pour

(x1,...,2q) = (v1,...,vq), la matrice P est la matrice identité, de déterminant
1. On a donc bien ¢(v1,...,vq) = 1. Ceci acheéve la preuve du théoreme.  [J
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