AUF (Agence Universitaire pour la Francophonie) Septembre/octobre 2005
Coopération Mathématique inter-universitaire Cambodge France Michel Waldschmidt

Master Training Program : Royal Academy of Cambodia/CIMPA

Corrigé de l’examen écrit: 21 octobre 2005

mise a jour: 5/11/2005

1.
a) Il n’existe pas d’exemple de trois ensembles E, F, G et de deux applications

f:E—F, g:F—G

telles que f ne soit pas injective, g ne soit pas surjective et go f : E — G soit
bijective. En effet, si g o f est surjective, alors g est surjective; si g o f est injective,
alors f est injective.

b) Il existe des exemples de trois ensembles E, I, G et de deux applications

f:E—F, g:F—G
telles que f ne soit pas surjective, g ne soit pas injective et go f : E — G soit
bijective.
Il suffit de prendre pour F et G deux ensembles avec un seul élément, et pour F un
ensemble avec au moins deux éléments. Il y a beaucoup d’autres exemples.

2. Le nombre 0.123123123123123. .. est rationnel, égal & 123/999 = 41/333.

Le nombre 0.1999999999999 . .. est aussi rationnel, égal a 0.2 = 1/5.

Le développement décimal du nombre 0.101001000100001000001000000100000001 . . .
n’est pas ultimement périodique, donc ce nombre est irrationnel.

3. Le nombre 86400000 = 219335° a 11 -4 - 6 = 264 diviseurs.

4. Parmi les entiers n satisfaisant 1 < n < 10000, le nombre de ceux qui sont
premiers avec 10000 est, par définition de la fonction d’Euler,

©(10%) = (2Yp(5%) = (2* — 2%)(5* — 5%) = 8 - 500 = 4 000.
Le nombre de ceux qui sont premiers avec 21 est
10000 — [10000/7] — [10000/3] 4+ [10000/21] = 10000 — 1428 — 3333 + 476 = 5715.

5.

a) Le pged d; des deux nombres 2390 et 2240 est d; = 2219 car il divise 23%.

Le pged dy des deux nombres 2369 — 1 et 2240 — 1 est dy = 2'2° — 1. En effet le pged
de 29 —1 et 2° —1 est 27— 1 ou d est le pged de a et b. Ici a = 360, b = 240, d = 120.

¢) Le pged ds des deux nombres 239 — 1 et 2240 est d3 = 1 car le premier est impair,
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le second est une puissance de 2, donc ils sont premiers entre eux.

d) Le nombre 2" a n + 1 chiffres binaires et 2" — 1 en a n; donc dy a 241 chiffres
binaires et dy en a 120. Bien entendu d3 = 1 en a un seul.

Comme 2 = 1024 est proche de 103, le nombre 2210 = (219)21 est approxima-
tivement (10%)%*) donc a environ 73 chiffres décimaux. Le nombre ezact de chiffres
décimaux de dy est Uentier n tel que 1071 < 2240 < 10", comme

940 log 2

. =172,24...
log 10 ’

le nombre de chiffres de dy en base diz est en fait 73.
De méme dy, qui est proche de (10%)!2) a environ 37 chiffres décimaux; en fait

log 2

120 -
log 10

=36,12...

et le nombre de chiffres décimaux de dy est précisément 37.

Pour n > 1 le dernier chiffre décimal de 2" est 2, 4, 8 ou 6 selon que n = 1, 2, 3 ou
0 (mod 4). Comme 240 et 120 sont multiples de 4, le dernier chiffre décimal de d,
est 6 et celui de dy est 5. Celui de d; est 1.

6. Pour chacun des quatre nombres premiers 37, 41, 43, 47,

e 1 et 4 sont résidus quadratiques puisque ce sont des carrés dans Z,

e —1 est résidu quadratique quand p est congru a 1 modulo 4, donc pour 37 et 41,
et il est non-résidu pour les deux autres.

e 2 est résidu quadratique quand p est congru a 1 ou 3 modulo 8, donc pour 41 et
47, et il est non-résidu pour les deux autres.

e Par multiplicativité du symbole de Legendre, —2 est résidu quadratique quand p
est congru a 1 ou 3 modulo 8, donc pour 41 et 43, il est non-résidu pour les deux
autres.

Le tableau est

41=1 43=3 37=5 47=7  (mod 8)



La loi de réciprocité quadratique affirme que

(23) sip=1 (mod 4),

3\ 3
(13>_ ~(5) sip=3 (mod4)

On trouve ainsi

3Y Yy (Y
37) 3 n 3 o
3 (4 1 _
41) 3 N 3 -
SBY _(8BY (L) _ 4
43 ) 3 n 3 -
3\ 47 B 2 .
47 ) 3 N 3 -

7. On considere un corps fini ayant ¢ = 64 éléments.

a) Comme 64 est une puissance de 2, la caractéristique de ce corps est 2.

b) Le groupe multiplicatif du corps est cyclique d’order ¢ — 1 = 63, les entiers n
pour lesquels il existe un sous-groupe d’ordre n sont les diviseurs de ¢ — 1. Par
conséquent les entiers n > 1 pour lesquels il existe au moins une racine primitive
n-ieme de l'unité dans ce corps sont les diviseurs de ¢ — 1 = 63, donc ce sont les
nombres 1, 3, 7, 9, 21 et 63. Quand n divise ¢ — 1, il y a exactement p(n) éléments
d’ordre n dans le groupe cyclique d’ordre ¢ — 1, donc il y a 1 élément d’ordre 1, 2
d’ordre 3, 6 d’ordre 9, 6 d’ordre 7, 12 d’ordre 21 et 36 d’ordre 63.

8. Les générateurs du groupe cyclique (Z/7Z)* (c’est-a-dire les éléments d’ordre 6)
sont les classes de 3 et 5 modulo 7 (il y en a 2 puisque ¢(6) = 2).

Les nombres premiers p tels que le polynoéme cyclotomique ®7(X) soit irréductible
sur le corps fini F, a p éléments sont les nombres premiers p dont la classe modulo
7 engendre (Z/7Z)*, donc ce sont les nombres premiers congrus a 3 ou 5 modulo 7.

On ne le demandait pas, mais on peut ajouter que dans le groupe cyclique
(Z/7Z)*, les classes de 2 et 4 sont d’ordre 3 (il y en a bien 2 = ¢(3)), celle de
6 (qui est celle de —1) d’ordre 2 (il n’y en a qu’'une puisque ¢(2) = 1) et celle de 1
d’ordre 1 (comme il se doit).

Il en résulte que, pour un nombre premier p congru a 2 ou 4 modulo 7, le polynome
®; se décompose en un produit de deux polynomes irréductibles sur F,, de degrés
3, tandis que pour p congru a 6 modulo 7, le polynome ®; se décompose en un
produit de trois polynomes irréductibles sur F, de degrés 2. Pour p congru a 1
modulo 7, le polynéme ®7 se décompose totalement dans F,, ce qui veut dire que
F contient les 6 racines primitives 7émes de I'unité (quand p — 1 est multiple de 7
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tout groupe cyclique d’ordre p — 1 contient un sous-groupe d’ordre 7, ce sous-groupe
est cyclique et il y a 6 générateurs). Enfin pour p = 7 le polynéme ®; se décompose
complétement sur le corps F7 en &7(X) = (X — 1)°.

9. Soient f € F,[X] un polynéme irréductible de degré d, K un corps fini de

caractéristique p et @ € K une racine de f. Les racines de f dans K sont

2 d—1
a, of, o, .., of

Ces éléments sont deux-a-deux distincts, au nombre de d, et le polynome f est
completement décomposé dans K.

10. Le code cyclique sur Fy de longueur 7 dont le polynéme générateur est
T+ X+ X2+ X3+ X4+ X% 4+ X6
a pour dimension 1, il est donc composé des deux éléments
(0,0,0,0,0,0,0) et (1,1,1,1,1,1,1).

11. Soient n un entier > 2, F,, le nombre de Fermat 22" 4 1, p un diviseur premier
de F,,.

a) L’ordre de 2 divise 2" car 2" =1 (mod p) mais ne divise pas 2" car 2" = —1
(mod p). Donc c’est 27+

b) L’ordre de 2 modulo p divise p — 1, donc p est congru a 1 modulo 2.

c¢) Le nombre 2 est résidu quadratique modulo p car p est congru a 1 modulo 8 (et
méme modulo 2" — on a supposé n > 2).

2
d) Comme 2 est résidu quadratique modulo p et que le symbole de Legendre <—>
p

est congru & 2P~1/2 modulo p, on en déduit que le nombre 2(P~1/2 est congru a 1
modulo p. Cela signifie que 'ordre de 2 modulo p divise (p—1)/2. Comme cet ordre
est 271 on en déduit que 2" divise (p — 1)/2, ce qui signifie que p est congru a 1
modulo 2712,
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