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Abstract

The image of a complex conjugation by a two-dimensional representation of Gal(Q/Q) in characteristic
2 can be trivial or a non-trivial element of order 2. Since such a representation comes from a modular form f,
we attempt to study such an alternative purely in terms of f. The component group of the real points of the
modular jacobian Ji (V) plays a role in this question. We give an elementary description of that group. Our
method to obtain such a description applies to determine the component group at infinity of the jacobian
of modular curves over R attached to any subgroup of finite index of SLa(Z). We show that such a group is
always «Eisenstein»y. We derive a few consequences of this last fact for Galois representations and modular
parametrisations.

Introduction

Soit F, un corps fini de caractéristique 2. Notons ¢ son cardinal. Soit V' un espace vectoriel de dimension
2 sur F,. Soit p : Gal(Q/Q) — GL(V) une représentation irréductible. Soit ¢ € Gal(Q/Q) une conjugaison
complexe. Deux possibilités se présentent :

(1) p(c) = Id (de fagon équivalente 'extension de Q découpée par p est réelle) ou
(2) p(c) est (unipotent) d’ordre 2.

La représentation p est modulaire au sens de Serre [17] d’aprés le théoreme de Khare-Wintenberger [7, 8]. 11
lui est associé une forme modulaire f modulo 2. Nous nous proposons de répondre & une question qui nous a
été posée par G. Wiese en 2010 : Comment discerner si p est de type (1) ou (2) & partir de f 7 Pour cela nous
allons étudier le groupe des composantes des jacobiennes de courbes modulaires. Nous espérons ainsi avancer
un argument pour dire que la situation (2) est en un certain sens «générique». Pour cela, remarquons qu’on
peut reformuler alternative (1) ou (2) ainsi :

(1) ker(p(e) — 1)/Im(p(c) +1) = V" ou
(2) ker(p(c) — 1)/Im(p(c) +1) = 0.

Soit T' un sous-groupe d’indice fini de SLj(Z) contenant (' ° ). Notons Xp = I'\ UPY(Q) la courbe
modulaire associée (ott H est le demi-plan supérieur). Supposons que la matrice (_01 (1)) normalise I'" dans
GL2(Z). La courbe modulaire Xt est alors définie sur R de telle sorte que la conjugaison complexe sur X1 (C)
est obtenue en passant au quotient I'involution z — —Zz de H. Notons Jr la jacobienne de Xr. Voici comment on
peut décrire le groupe des composante réelles Cog (J) de Jp. Notons Coo (Jr) le dual de Pontryagin de Co (Jp).

Notons E I'ensemble I'\SLy(Z). 11 est muni d’une action & droite de SLy(Z) et d'une action de ('?)

par conjugaison. Cette derniere sera notée e — e. Posons o = ((1) _01). Posons A = {a € E/a = ac} et

B = {b € E/b=b}. Ces ensembles sont invariants par . Notons A% et B les ensembles formés par les orbites
respectives de A et B sous o.

Notons Pr = I'\P!(Q) I'ensemble des pointes de Xr. Notons P I'ensemble des pointes réelles de Xr (c’est
'ensemble des classes ['u/v avec u/v € PH(Q) et Tu/v = T'(—u/v)).

Pour X ensemble non vide, on notera Fy[X]° 'hyperplan de F5[X] formé par les éléments de degré 0 et
F5[X]o l'espace quotient Fo[X /(D . v [2]).

Considérons 'application 6 : F3[A% U B%)g — F3[Pr]” qui & lorbite de a € A associe le diviseur [al] —[a(—1)]
et a lorbite de b € B associe le diviseur [boo] — [b0]. (L’image par § d'un élément de A N B via l'une ou l'autre
de ces définitions est égale a 0.) Elle est & valeurs dans Fo[P1°.

Théoréme 1 On a une suite exacte :

0 = Coo(Jr) = F2[A° U By 5 Fy[PF]° — Coo(Jr) — 0.



Il en résulte un algorithme pour calculer le groupe Cu(Jr). Une version plus précise du théoréme 1 est
donnée dans la section 1.5. : le groupe Cu(Jr) est isomorphe & F3[Cr]?, ot Cr est le groupe des composantes
connexes d'un graphe Gr dont les sommets sont les éléments de Plfr et les arétes les éléments de A7 U B?.

Rappelons que, d’aprés un théoréme de Belyi [1], les courbes modulaires X1 parcourent précisément les
courbes algébriques définies sur les corps de nombres, vues comme revétement non ramifié de la droite projective
privée de trois points. Un tel revétement donne lieu a un graphe, dit «dessin d’enfant». L. Pharamond a déterminé
I’ensemble des composantes réelles de Xt & partir de ce graphe [13]. Toutefois, nous n’avons pas établi le lien,
qui existe probablement, avec nos propres calculs.

Rappelons qu’il y a une suite exacte courte canonique (voir section 1.1)

0 — Coo(Jr) = Jr[2](R)/(1 — ¢)Jp[2)(C) = Cao(Jr) — 0.

Corollaire 1 Soit T une correspondance de Xr définie sur R. Supposons que T et sa correspondance duale
annulent P . Le groupe Jr[2](R)/(1 — ¢)Jr[2](C) est annulé par tout endomorphisme déduit par transport de
structure de T'.

Lorsque I' est un groupe de congruence, il en résulte que Jr[2](R)/(1 — ¢)Jr[2](C) est un module sous
l’algebre de Hecke dont le support est contenu dans les idéaux maximaux d’Eisenstein (voir section 1.6). On
sait, suite & des théorémes de B. Mazur [11], K. Ribet [14] et S. Edixhoven [5] que le groupe des composantes
des fibres spéciales (en les places finies) des modeéles de Néron des jacobiennes des courbes modulaires associées
aux groupes de congruence sont de type Eisenstein.

On peut déterminer compléetement C’OO(JF) lorsque T est le groupe de congruence £I'1 (N). C’est objet de
la deuxieme section.

Théoréme 2 Soit N un entier > 5.

Supposons N impair. Le groupe Coo(J1(N)) est isomorphe a Fa[(Z/NZ)* /42210, ou £2% est le sous-groupe
de (Z/NZ)* engendré par —1 et 2. En particulier, J1(N)(R) est connexe si et seulement si {—1,2} engendre
(Z/NZ)* (ce qui n'est pas le cas si N admet un facteur premier congru d¢ 1 modulo 8).

Supposons N pair, mais pas divisible par 4. Le groupe Coo(J1(N)) est isomorphe d Fo[(Z/(N/2)Z)* ] +2%]°,
ot +2% est le sous-groupe de (Z/(N/2)Z)* engendré par —1 et 2.

Supposons N divisible par 4. Le groupe Coo(J1(N)) est isomorphe a Fo[(Z/(N/2)Z)*/£]°.

On peut se rappeler que la question de l'existence d’une infinité de nombres premiers N tels que 2 engendre
(Z/NZ)* est ouverte (conjecture d’Artin).

Nous donnons quelques indications sur la structure de Coo(J1(V)) comme module sous l'algebre de Hecke
dans la section 2.4, en particulier nous verrons que 'opérateur T y agit comme 'identité.

Mentionnons une conséquence notre étude (corollaire 6) : le degré de toute paramétrisation modulaire d’une
courbe elliptique sur Q sans point rationnel d’ordre 2 et de discriminant > 0 est pair. Frangois Brunault me
signale que ce résultat est dii & F. Calegari et M. Emerton [3]. Notons que, pour 'établir, ces auteurs utilisent
que le groupe Coo(Jo(INV)) est trivial lorsque N est premier, ce qui est prouvé dans [12], corollaire 3 par une
méthode qui nous a servi de prototype.

Dans [4], B. Conrad, S. Edixhoven et W. Stein ont noté que Cy(J1(N)) n’est pas trivial lorsque N = 17 et
N =41 (ce sont les deux premiers nombres premiers congrus & 1 modulo 8).

Ce sont les seules investigations sur Cuo(J1(V)) qui nous étaient connues lorsque nous avons commencé ce
travail.

Alors que je terminais la rédaction de cet article, j’ai appris que A. Snowden a obtenu des résultats proches
sur I’ensemble des composantes réelles des courbes modulaires. Frangois Brunault m’indique I'existence des
travaux de H. Jaffee sur I’ensemble des composantes réelles des courbes modulaires X (N) [6].

1 Courbes modulaires sur R

1.1 Quelques rappels

Soit X une surface de Riemann compacte, connexe, non vide et définie sur R. Notons J la jacobienne de
X. Posons G, = Gal(C/R) = {1, c}. Voyons comment l'action du groupe G, sur H;(X,Z) = H;(X(C),Z)
détermine le groupe des composantes de J(R). Il est utile d’élargir légérement notre cadre.

Lorsque P est une partie finie de X (C) stable par G, considérons la jacobienne généralisée J# de X
relativement & P. C’est une variété semi-abélienne définie sur R. Notons Cu(J7) le groupe des composantes
connexes de J#(R). On le déduit du groupe d’homologie relative Hy (X, P,Z) = H;(X(C), P,Z) en utilisant les
groupes de cohomologie modifiés de Tate ainsi.



Proposition 1 On a les identifications
Coo(J#) ~ Hom(H*(G oo, H1 (X, P, Z)),F3) ~ H (Goo, Hy (X — P, Z)).
En particulier, on a des isomorphismes canoniques de groupes
Coo(J) ~ Hom(H(G oo, H1 (X, Z)), Fy) ~ H (Goo, Hi (X, Z))

et
Coo(J) ~ H(Goo, Hi (X, Z)).

Démonstration.- Le groupe J#(C) s’identifie & Hy (X — P,Z) ® R/Z [15]. Le lecteur vérifiera que cette iden-
tification est compatible a I'action de la conjugaison complexe. Le groupe des composantes réelles Coo(J7) de
J# s’identifie donc & HY(Guo, Hy (X — P,Z) ® R/Z). Or la suite exacte 0 — Hy (X — P,Z) — H;(X — P,R) —
Hi(X — P,Z) ® R/Z) — 0 donne lieu a la suite exacte longue

0 =H%Gw,Hi(X—P,R)) = H(Goo, Hi (X —P,R/Z)) — H1(Goo, Hi (X ~P,Z)) — H(Goo, Hi (X —P,R)) = 0

et donc & un isomorphisme Co (J#) ~ H(Goo, Hy (X — P,R/Z)) ~ H(Goo,H, (X — P, Z)).
La dualité parfaite de Goo-modules : Hy (X — P, Z)xH; (X, P,Z) — Z(1) fournie par les produits d’intersection
définit un accouplement parfait

HY (G oo, Hi (X — P,Z)) x H(Goo, Hy (X, P, Z)) — H(Goo, Z(1)) == Fy
qui produit ainsi I'identification cherchée.
Proposition 2 On a les suites exactes courtes (duales l'une de l'autre)
0 — Coo(J) = HY(Goo, J[2]) = Coo(J) = 0

et
0= Coo(J) = HY(Goo, J[2]) = Coo(J) = 0.

Démonstration.- Comme on a une identification J[2](C) ~ H;(X,Z) ® $Z/Z, on a une suite exacte de Goo-

modules
0— Hi(X,Z) 3 Hi(X,Z) — J[2](C) = 0,

qui donne lieu a ’hexagone exact

H%(Goo, Hy (X, Z)) —2— HY(Guo, Hi (X, Z))

" T

(Gov, J[2](C)) H°(Goo, J2)(C)) (1)

\ /

H! (Goo, Hi (X, Z)) ¢—5— H'(Goo, Hi(X, Z)).

Comme les multiplications par 2 sont nulles, on a les identifications cherchées.

1.2 L’homologie relative et I’hexagone (2)

Reprenons les notations de l'introduction et de la section 1.1. Posons M = H;(Xr, Pr,Z) et M° =
H;(Xr,Z). Le groupe M est décrit en terme de symbole modulaires : pour (o, 3) € P}(Q)?, on note {a, 5} la
classe dans M d’un chemin continu de H UP!(Q) d’origine « et d’extrémité 3. De tels éléments engendrent M
[10]. On a suite exacte :

0— M>—= M- Z[Pr)" — 0,
ott 'application M — Z[Pr]° associe a {a, 8} le diviseur [['a] — [['f]. L’hexagone exact issu de la cohomologie
de Tate s'écrit ainsi [16] :

H(Goo, M®) ——— H(Goo, M)

— T

' (Goo, Z[Pr]%) = 0 H°(Goo, Z[Pr]°) = Fa[ P (2)



Les égalités HO(Goo, Z[Pr]°) = Fo[PF]0 et HY(Goo, Z[Pr]°) = 0 résultent du fait que P est non vide (il
contient I'oo). On verra que H'(Go, M) = 0 et on calculera H!(Goy, M) dans la section suivante.

1.3 La suite exacte de Manin et ’hexagone (3)

Pour g € SLy(Z), on note £(g) le symbole modulaire {g0, goo}, qui ne dépend que de I'g. On note encore
¢ Vapplication Z[E] — M déduite de £ par linéarité. Notons ¢ I'involution de E définie par e — —eéo. Posons
7= (9Z1), qui est d'ordre 3 dans PSLy(Z).

Notons E° et E7 les ensembles des orbites de E sous o et 7 respectivement. On a un homomorphisme de
groupes ia : Z — Z[E?] x Z[E™] qui a 1 associe A = (3 . ple], > .cple]). Enfin, on a I'homorphisme de groupe
antidiagonal ¢’ : Z[E7] x Z[ET] — Z[E] qui a (s,1) € E7 x E7 associe ). [e] — > ;¢,[f]. Tout cela donne lieu
a la suite exacte de Manin [10] :

0 Z 2 72[E°] x Z[ET) %5 Z[E] & M — 0.

Récrivons-la :
0 — Z[E°] x Z|E"|/Z[A] — Z]E] - M — 0.

Observons qu’on a la relation e7 = éo720 (e € E), car on a 'identité, cruciale pour notre calcul,

GTQU:< -1 0>T< -1 0)
0 1 0 1
dans PSLy(Z). Par conséquent, involution e — —éo reléve I’action de ¢ sur M a Z[E] (car £(e) = £(e) =
—&(€éo)) et est compatible & la suite exacte de Manin (elle les laisse stable I’ensemble des orbites sous o et
I’ensemble des orbites sous 7). Notons la encore c.

Nous allons examiner I’hexagone exact qui est issu de 'action de G, ainsi définie sur la suite exacte de

Manin, apres quelques préliminaires. Notons que 'involution —c¢ définit une involution des ensembles E7 et E7,
encore notée —c.

Lemme 1 1) L’ensemble des orbites de E sous o qui sont invariantes par —c coincide avec A° U B?. Plus
précisément, il est constitué par les singletons de AN B, les paires {a,ac} avec a € A, les paires {b,bo} avec
be B.

2) L’ensemble des orbites de E sous T qui sont invariantes par —c est constitué par les singletons {a} avec
a € A et ar = a d’une part et les triplets {a,at,ar?} avec a € A. Ainsi lapplication A — AT qui a un élément
associe son orbite sous T est bijective.

Démonstration.- 1) Soit e € E tel que l'orbite de e sous o soit invariante par —c. Si e = eo, on a e = —€ et
e=—ecetdonce € ANB.Sie#eo,onae=e (et donce€ B)oueé=eo (et donc e € A), mais en aucun
casonae€ ANB.

2) Soit e € E tel que lorbite de e sous 7 soit invariante par —c. Si er = e, on a € = eo et donc e € A.
Supposons désormais que et # e. L'un des trois éléments e, e7, er? est fixe par involution f — fo. Il appartient
donc & A. Notons le a. De plus, on a a7 = ao720 = a0, si bien que a est 'unique élément du triplet {a, at, at?}

fixé par f — fo.
Lemme 2 On a H (G, Z[E]) = 0 et HY(Goo, Z[E]) = Fy[A].

Démonstration .- La premiere assertion résulte du fait que ¢ est 'opposé d’une involution sur E. Le groupe
H'(G oo, Z[E)) est le Fao-espace vectoriel de base formé par les éléments de E qui sont fixes par —c. C’est bien
Fy[A].

Lemme 3 1) On a H%(Gw, Z[E7]) = 0 et H(Go, Z[E7]) = 0.
2) On a de plus H' (G, Z[E°]) = F3[A° U B?] et H(Gwo, Z|ET]) = Fa[A].

Démonstration .- 1) Cela encore du fait que ¢ est 'opposé d’une involution sur E? et sur E7.
2) Ces groupes de cohomologie sont les Fo-espaces vectoriels de bases les éléments de E9 et ET respectivement
invariants par —c. On obtient les identités cherchées par application du lemme 1.

Posons dans F2[A7 U B?] x Fo[A], A" = (3 c acupe €]y D acalal)-

Lemme 4 On a les identifications : H*(Goo, Z|E?| X Z[ET]/ZA) = F3[A°UB|xFy[AT] /F, A’ et HO(Goo, Z[E7] %
Z|ET)/ZA) = 0.



Démonstration.- Le Goo-module ZA est caractérisé par ¢(A) = —A. On a donc H'Y(Goo, ZA) = FoA et
HY(Goo, ZA) = 0. Considérons la suite exacte courte de G -modules

0 — ZA — Z[E°] x Z|E7] — Z[E’] x Z|E7]/ZA — 0.
Comme H(Goo, Z|E?] x Z[ET]) = 0 (lemme 3), Phexagone exact issu de cette suite exacte s’écrit

H' (G, ZA) = FoA ——— 5 H' (G, Z[E7] X Z[ET]) = F3[A U B7] x Fy[A"]

T |

HO(Goo, Z|E°] x Z[ET])ZA) HY(Goo, Z|E°] x Z[ET])ZA) (3)

T |

H(Gso, Z[E?) X Z|ET]) =0 H(Goo, ZA) = 0.

Considérons 'application FoA — Fo[A7 U B7] x F5[A7] issue de la ligne supérieure de I’hexagone. Elle associe
a A Iélément A’; qui est non nul. C’est donc une application injective et on a les isomorphismes annoncés.

Venons-en a ’hexagone exact issu de la suite exacte de Manin, en utilisant les résultats que nous venons
d’accumuler :

(G, Z[E]) = 0 H°(Goo, M)
HO(Goo, Z[E°| x Z[ET]/Z[A]) = 0 HY(Goo, Z[E°] x Z[ET]/Z[A]) = F2[A7 U B%] x Fy[AT]/F,A’
T |
H' (Goo, M) =0 H'(Gw, Z[E]) = Fy[A].

(4)

La nullité de ﬂl(Gm,M) n’a pas encore été démontrée. C’est 'objet de la proposition suivante. Posons vq =

Y ecarupe ] € F2[A7 U B?]. Remarquons que B est non vide (il contient la classe de I'identité), si bien que
Yo est non nul.

Précisons ce qu’est . Soient ¢ € AU B et a € A d’orbites respectives ¢ et a” sous o et T respectivement.

L’image par ¢ de la classe de ([c],[a]) est 3. .o [V] = >_ cornald]:
Considérons l'application linéaire ¢ : Fo[A% U B?] — F3[A% U B] x F3[A"] caractérisée par

([a?]) = ([a°], [a”] + [(a0)7])

sia € Aet
[67]) = (7], 0),
sibe B.
On a t(yg) = A’ si bien qu’on peut considérer 'application i : Fo[A% U B7]y — Fa[A7 U B7] x Fa[A]/FaA’
obtenue par passage au quotient.

Proposition 3 On a une suite exacte
0 — Fa[A7 U By 5 F4[A7 U B%] x Fo[A7]/FoA 5 Fy[A] — 0.

Démonstration.- Au vu de I'hexagone (4), cela revient & montrer que & est surjective, que I'image de 7 est le
noyau de § et que I est injective. Le dernier point résulte de 'injectivité de «.

D’apres le lemme 2, 6 : Fo[A7 U B?] x Fo[A"|/F2 A’ — Fy[A4] associe a la classe de (0,a”) 1'élément [a]
(a € A). Dot la surjectivité de 6.

Passons maintenant au noyau de ¢. Un élément de I'image de 7 est dans le noyau de §. Soit x un élément
€ F3[A% U B7] x F3[A7] dont la classe modulo A’ est dans le noyau de 0. Il s’écrit @ = (3,4 Aala] +
Y oven Mu[0], D acaValaT]) € FolA7 U B7] x Fo[AT], avec Ay = Mooy o = Hpo (@ € A, b € B). Ona A\, = v,

(a € A, a ¢ B), si bien que z est dans l'image de ¢.

Corollaire 2 1) On a H (Goo, M) = 0.
2) Le groupe H°(Go, M) est isomorphe a Fo[A U B%)j.



Corollaire 3 Le groupe des composantes réelles Coo(Jf ) de la jacobienne généralisée JI# est isomorphe a
F2L4ULLBU].

Démonstration.- D’apres la proposition 1, COO(JI#) est isomorphe & Hom(H°(G o, M), Fy). L’hexagone exact
(4) et la proposition 3 identifient ce dernier groupe & Hom(F3[A U B, F2) ~ Fo[A° U B°]°.

Corollaire 4 Toute correspondance de Xr définie sur R qui laisse stable Pr agit sur Coo(Jr) via FQ[PIJL]O,

Remarques.- 1) Au vu du théoréme 1, les ensembles A7 U B et Plj' ont méme cardinal. Cela sera confirmé dans
le dénombrement de la section 1.5.

2) Les considérations de cette section devraient découler du fait que fait que chaque composante réelle de
Xr contient une pointe réelle.

1.4 Démonstration du théoréme 1
L’hexagone (2) se récrit, en utilisant le corollaire 2, comme la suite exacte suivante
0 = H(Gooy M®) = H*(G oo, M) — Z[PF]° = HY(Goo, M°) — 0.
En utilisant les isomorphismes
H(Goo, M) ~ Ker(8) ~ Im(7) ~ F3[A° U B%]y,
on peut récrire cette suite exacte ainsi
0= H(Gog, M) — Fo[A° U By 2 Z[PH]° = A (Go, M°) — 0

Au vu de la proposition 1, il suffit de montrer que 'application ¢ : Fo[A% U By — Z[P{]° coincide avec
I’application 6 de I'introduction.

Soit b € B. Notons b7 son orbite sous 0. On a ¢(b?) = (b7, 0), dont I'image modulo A" dans le noyau de ¢. On
a, dans Z[E], l'identité (1 — ¢)[b] = [b] + [bo]. L’élément £(b) € M est donc invariant par ¢. L’élément [b] + [bo]
est antiinvariant par ¢ et a pour classe (b%,0) dans H!(Goo, Z[E?] x Z|ET]/Z[A]) = F3[A UB?] x F3[AT|/Fo A’
Or on a (b%) = (b%,0). Or I'image de £(b) dans Fo[PF]% est ¢(b) = [boo] — [b0] = O(b) (voir section 1.2).

Soit a € A. Notons a” son orbite sous o. On a ¢(a”) = (a%,> a’]). On a dans Z[E] :

aEa“[

(1 —c)([ar] + [aoT?]) = [a7]+ [aoT?] + [aT?] + [aoT]
= —[a] - [ac] + [a] + [a7] + [aT?] + [ac] + [aoT] + [acT?]. (5)
Cela montre que £(a7) + £(ao7?) est invariant par ¢ dans M. De plus —[a] — [ao] + [a] + [a7] 4 [a7?] + [a0] +

l[aoT] + [aoT?] est antiinvariant par ¢ et a pour classe (a7, cq0 [@7]) dans HY (G, Z[E°] x Z[ET]/Z]A]) =

F3[A°UB?| x F3[A™] /F2A’. Son image dans HO(G o, M) ~ Ker(8) ~ Im(Z) ~ F5[A7 UB?], est donc la classe de

(a%, > qcqrl@7]), qui & son tour a pour image la classe de [a”] par Z (si a # a7 et ao # aoT, c’est évident, sinon

il faut utiliser les congruences [a] = [a] + [a7] + [a7?] (mod 2Z[E]) ou [ac] = [ac] + [acT] + [acT?] (mod 2Z[E])).
Il reste & calculer 'image de &(a7) + &(ao?) dans Fo[PT]0. Clest

p(a®) = [aToo] — [ar0] + [acT?00] + [acT?0)
= [a0] — [a1] + [a(=1)] — [a0]
= la(=1)] = [a1]
= 0(a%). (6)

1.5 Le graphe Gr

Soit = € Plfr . Notons 4, indice de ramification en 2 du morphisme canonique Xr — X (1). Posons A, =
{a € AJal =z} et B, = {b € B/boo = z}.

Proposition 4 1) Sii, est impair, les ensembles A, et B, sont des singletons. On dit alors que x est de type
AB. Sia€ A,, on ab=ar?(r?c)=t1/2 ¢ B,.

2) Si iy est pair, les ensembles A, et B, sont l'un une paire et l'autre vide. Si A, est une paire {a,a’} on
dit que x est de type AA et on a o/ = ar?(7%0)*/?1. Si B, est une paire {b,V'} on dit que = est de type BB et
on a bl = b(t20)i=/2.



Démonstration.- On a 720 = (} 1) dans PSLy(Z). C'est le générateur du stabilisateur de co dans PSLy(Z).
Soit eg € E tel que egoo = x. On a {e € E/ecc = 2} = eg(720)%. Comme z € P, il existe un entier k tel
que €y = eg(720)k, ol k est bien défini modulo i,. Soit n un entier. On a

eo(T20)" = eo(7°0)" " = eg(770)" (T70)" ",
si bien que eo(720)" € B, si et seulement si k = 2n (mod i,).
Soit fo € E tel que fol = x. Comme 7200 = 1, on a for200 = x si bien qu'on a {f € E/f1 = z} =
for?(r20)%7. Comme z € P, il existe un entier [ tel que for2 = for2(7%0)!, ot [ est bien défini modulo i,.

Soit m un entier. On a

for2(r20)mr = for?(r20) "Moo = for?(t?0)™(t%0) T 2,
si bien que for2(720)™7 € A, si et seulement si
for?(r20)™(120)! " g = for?(1P0) ™ T0

ou encore si et seulement si (720)/ 7172 ¢ (120)%Z c’est-a-dire | — 1 —2m =0 (mod i,).

1) Supposons i, impair. Les entiers n et m ci-dessus existent et sont uniques modulo i,. C’est pourquoi A,
et B, sont des singletons. Sia € A,, on a b= G,T2(T2O')(i””+1)/2 € B,.

2) Supposons i, pair. On peut poser fy = eo7 dans le calcul ci-dessus. On a alors k = [ (mod i), si bien
que k et | ont méme parité. Si k est pair (resp. impair), il y a deux possibilités pour n et aucune pour m
(resp. aucune possibilité pour n et deux possibilités pour m) si bien que B, (resp. A;) admet exactement deux
éléments et A, (resp. B,) est vide.

Remarque.- Si Papplication canonique T' — SLy(Z/2Z) est surjective, ce qui revient & dire que les indices de
ramification des pointes dans le morphisme Xt — X (1) sont impairs, toutes les pointes réelles sont de type AB.
C’est le cas si I' est un sous-groupe de congruence de niveau impair.

Considérons le graphe Gr dont les sommets sont les éléments de PIJL et dont les arétes sont de la forme
(a(=1),al) pour a € A ou de la forme (b0, boo) pour b € B. D’aprés la proposition 4, c’est un graphe régulier
de valence 2. Notons Cr ’ensemble des composantes connexes de Gr. Ainsi ’application # associe & une aréte «
de Gr la différence des sommets attachés a « si bien que le théoréme 1 se reformule ainsi.

Théoréme 3 1) Le groupe Coo(Jr) est isomorphe a Fa[Cr]® (par Uapplication qui a la classe dans Coo(Jr) de
la différence de deux pointes réelles associe la différence de leurs composantes connexes dans Gr).

2) Le groupe Coo(Jr) est isomorphe d F3[Crlo (par Uinverse de Uapplication qui & la classe dans Fa[Crlo
d’une composante connexe C' associe l'image inverse dans é’m(Jp) de la somme des arétes de C ).

Remarque.- Nous n’avons pas vérifié que ces deux isomorphismes sont compatibles aux accouplements canoniques
F2[Cr]° x F3[Cr]o — Fa et Coo(Jr) x Coo(Jr) — Fy (rappelons que, via les accouplements de la section 1.1, ce
dernier est issu de I'accouplement

H(Goo, M®) x HY(Goo, M®) = H' (Goo, Fy) ~ Fy,

qui, a la classe de (z,y) € M°% x M avec cx = et cy = —y, associe le produit d’intersection x @ y modulo 2. )

1.6 Le groupe des composantes est de type Eisenstein

Soit T# (resp. T') un sous-anneau commutatif de End(Jff’£ ) (resp. End(Jr)) engendré par des correspondances
de Xt définies sur R et qui respectent Pr. Il opére sur la suite exacte 0 — M% — M — Z[Pr]° — 0, et donc sur
Z[Pr]°. Notons I I'annulateur de Z[Pr]® dans T#. Un T-module (resp. T#-module) est dit de type Eisenstein
si son support dans le spectre maximal de T (resp. T#) est contenu dans le support de 'image de I dans T
(resp. dans le support de Ig).

Proposition 5 1) Le groupe Coo(Jr) est un T-module de type Eisenstein.
2) Le T-module Jr[2](R)/(1 — ¢)Jr[2](C) est de type Eisenstein.

Démonstration.- Soit I un idéal maximal de T' dans le support de Coo(Jr). Il annule Coo (Jr). Puisqu’on a un
homomorphisme de T-modules Fo[PF]® — Cu(Jr), on a un homomorphisme T-modules Z[Pr]° — Coo(Jr),
d’ou la premiere assertion. La seconde assertion se déduit de la premiére et de la suite exacte de T-modules
rappelée dans la section 1.1 0 = Coo (Jp) = Jr[2](R)/(1 = ¢)Jp[2)(C) = Coo(Jr) — 0.

Cette notion trouve principalement une application lorsque I' est un sous-groupe de congruence et T' est
I’algebre engendrée par les opérateurs de Hecke.



2 Application a la courbe X;(N)

2.1 Pointes réelles de X;(N)

Soit N un entier > 5. Posons I' = £I'1 (N). Notons P;(N) (resp. Pi(N)*1) 'ensemble des pointes (resp. des
pointes réelles) de X7 (N).

Soit S un systéme de représentants de (Z/NZ) dans Z. Pour A € (Z/NZ)* de représentant A € S, notons
ay (resp. By) la classe de 1/5\ (resp. S\/N) dans Pi(N). Ces pointes ne dépendent que de +\. Les applications
+) — ay et £ — [y sont injectives et d’images disjointes. On dira que leurs images sont les pointes au dessus
de 0 et 0o respectivement (car elles sont au dessus des pointes 0 et co de Xo(N)).

Si N est pair, pour A € (Z/NZ)* de représentant A € S, notons ~yy (resp. dy) la classe de % (resp. \/(N/2))
dans P;(N). Ces pointes ne dépendent que de £\ modulo N/2. Les applications £ (mod N/2) — v et A
(mod N/2) — §, sont injectives et d’images disjointes. On dira que leurs images sont les pointes au dessus de
1/2 et 2/N respectivement (car elles sont au dessus des pointes 1/2 et 2/N de Xo(N)).

Proposition 6 L’ensemble P (N)T coincide avec I’ensemble des pointes au dessus de 0 ou oo si N est impair.
Il coincide avec l’ensemble des pointes au dessus de 0, 0o, 1/2 ou 2/N si N est pair.

Démonstration.- Soient u et v des entiers premiers entre eux. Notons v le pged de v et N. La pointe I'y (N)u/v ne
dépend que du couple (v (mod N),u (mod v)) € (Z/NZ) x Ugn(Z/dZ)* au signe pres. Puisque sa conjuguée
complexe est 'y (N)(—u/v), elle est réelle si et seulement si on a v = —v (mod N) ou u = —u (mod v). C’est-
a-~dire si et seulement si 20 =0 (mod N) ou 2 =0 (mod v). La pointe I'1 (N)u/v est donc réelle si et seulement
sionav=1,2 N/2ouN. Cela revient a dire que cette pointe est au dessus de 0, co, 1/2 ou 2/N

Remarques.- 1) La courbe X;(IN) ne posséde que des pointes réelles si et seulement si N est un diviseur de 4
ou de 2p ou p est un nombre premier impair.

2) Les lemmes 5, 6, 7 et 8 établissent le lien entre nos deux classifications des pointes. Si N est impair, toutes
les pointes sont de type AB. Si N est pair, les pointes au dessus de 0 et au dessus de 2/N sont de type BB et
les pointes au dessus de oo et 1/2 sont de type AB.

2.2 Les ensembles A et B

Notons Ey 'ensemble des éléments d’ordre N de (Z/NZ)? au signe prés. L’application 4+'y (N)\SLz(Z) —
En quia £I'1(N)(2 %) associe la classe de (c, d) est bijective et compatible a I'action & droite de SL2(Z). Notons
Apn et By les images de A et B dans Ey.

Proposition 7 On a
An = {2 N), £\, ~N)/A € (Z/NZ)"}.

De plus, si N est impair, on a

si N est pair mais pas divisible par 4, on a
By = {£()\,0),£(0,\)/\ € (Z/NZ)*} U {£()\, N/2), £(N/2, \)/A € (Z/NZ)* U2(Z/NZ)*}.
enfin si N est divisible par 4, on a
By = {£()\,0),£(0,\), £(\, N/2), £(N/2,\)/\ € (Z/NZ)*}.

Démonstration.- Soit +(u,v) € En, avec u et v dans Z/NZ. Lorsqu’on identifie £ & Ey, U'involution —¢ de F
définit une involution de Ex donnée par la formule +(u,v) = £(v,u). On a de plus £(u,v)o = £(—v,u).

On a £+ (u,v) € Ay si et seulement si on a +(—u,v) = £(u,v)oc = £(—v, u). Cela revient a dire que +u = +v.
Comme (u,v) est d’ordre N, on a u et v dans (Z/NZ)*, d’ou la formule de Ay.

On a +(u,v) € By si et seulement si on a +(—u,v) = £(u,v). Cela revient & dire que 2u = 0 ou 2v = 0. La
formule pour By résulte ensuite du fait que (u,v) est d’ordre N.

2.3 Démonstration du théoréme 2

Il faut déterminer le graphe Gr introduit dans la section 1.5 et appliquer le théoréme 1. Identifions-le au
graphe Gy dont les sommets sont les pointes Pi(N)* et dont les arétes sont les orbites sous o de Ay et By
(via les identifications de la section 2.1).

Lemme 5 Soit A € (Z/NZ)*. Considérons Uaréte {£(\, X), (=X, A)} € AL. Si N est impair, ses extrémités
associées sont aay et By-1. Si N est pair ses extrémités sont yy et fy-1.



Démonstration.- Soit g = (: g) €SLy(Z) tel que A\ =7+ NZ =0+ NZ.Onaalors \"! =a— 3+ NZ. On a
gl=(a+8)/(y+0) et g(=1) = (a« — B)/(y—=6). On a donc I';(N)gl =1 (N)(a+ B)/(y +d), qui est azy si

N est impair (puisqu'on a a + 0 = 2\ (mod N)) et 7, sinon. De plus, on a I'1(N)gl = Fl(N)T) = fy-1 car
onal=ad—LFy=(a—pB)\ (mod N).

Lemme 6 Soit A € (Z/NZ)*. Considérons l'aréte {£(X,0),£(0,\)} € BY. Ses extrémités associées sont ay et
Br-1-

Démonstration.- Soit g = (:g) € SLy(Z) tel que 0 =y + NZ et A\ =6+ NZ. Ona At = a+ NZ. On a
goo = a /7 et donc I'1 (N)goo = by-1. On a g0 = 5/§ et donc I'y (N)g0 = .

Lemme 7 Supposons N pair. Soit A\ € (Z/NZ)*. Considérons l'aréte {£(\, N/2), £(N/2,\)} € Bf,. Ses ex-
trémités associées sont ) et dy-1.

Démonstration.- Soit g = (3 ?) € SLy(Z) tel que N/2 =+ (mod N) et A =0+ NZ. On a goo = a/7 et donc
'y (N)goo = dy-1. On a g0 = B/ et donc I'1 (V) g0 = .

Lemme 8 Supposons N pair, mais non divisible par 4. Soit X = 2u € 2(Z/NZ)*. L'aréte {£(\,N/2), £(N/2,\)} €
BYy a pour extrémités les pointes v, et d(xyny2)-1-

Démonstration.- Soit g = (&7 ) € SLa(Z) tel que N/2 =+~ (mod N) et A =3+ NZ. Ona A+ N/2 € (Z/NZ)*
et donc a = 0(r4n/2)-1 (mod N/2). On a goo = /7y et donc I'1 (N )goo = d(x4n/2)-1. On a g0 = 3/§ et donc
['1(N)g0 = Vi

Passons maintenant & la démonstration du théoréme 2. Pour cela nous allons identifier le groupe des com-
posantes de Gy & un quotient de (Z/NZ)*/ + 1 par application qui & la composante de ay associe la classe de
A

Supposons N impair. On a P;(N)T = {ax, Bx/X € (Z/NZ)*}. D’aprés les lemme 5 et 6, ay, Sy-1 et aoy
sont dans la méme composante connexe de Gy pour tout A € (Z/NZ)*}. Comme Gy est régulier de valence
2, l'itération de ce processus épuise la composante connexe de «. Il en résulte que la composante connexe de
ax est {an, BATY aan, Bany-1--} = {okn, Bueny-1/k € 2%}.) Ainsi, Dapplication qui a A € (Z/NZ)* associe la
composante connexe de «) définit une bijecion entre ’ensemble des composantes connexes de Gy et I’ensemble
(Z/NZ)* /] + 272

Supposons N pair, mais pas divisible par 4. Ona P;(N)* = {ay, 81/ € (Z/NZ)* }J{vr,0r/) € 2(Z/NZ)*}.
Soit A € (Z/NZ)*. D’aprés les lemmes 7 et 8, vx et §2x4n/2)-1 sont les extrémités d’'une méme aréte, de méme
que d(2x4n/2)-1 et aaxg /2, de méme que aoyyny2 et Biaryn/2)-1, de méme que Bangny2)-1 et Yaryny2- Or la
pointe v, ne dépend que de la classe de A modulo N/2. C’est pourquoi on a l'identification entre les composante
connexes de Gy et (Z/(N/2)Z)*/ + 22.

Enfin supposons N divisible par 4. Soit A € (Z/NZ)*. La combinaison des lemme 5, 6, 7 et 8 indique que la
composante connexe de ay est {ax, Bx-1, 7, BagN/2)-15 Aryny2, 051 ;. Ainsi les composantes connexes de Gy
sont en bijection avec (Z/(N/2)Z)*/ £ 1.

2.4 Action de Hecke

Considérons I'involution Wy de X1 (N) qui & I’y (N)z associe I'1 (N)(—1/Nz). Elle est définie sur R (mais
pas sur Q). Elle opére sur Coo(J1(N)) de méme que les opérateurs de Hecke et les opérateurs diamants.

Proposition 8 Soit p un nombre premier. Soit A € (Z/NZ)*. Considérons la composante conneze ay (resp.
by) de la pointe vy (resp. Bx) dans le graphe Gn. Si p ne divise par N, on a la formule suivante pour Uaction
de la correspondance de Hecke T}, :

Tpax = papx + ax,
et

pr)\ = b)\/p + pby.
Si p divise N, les formules sont :

TpaA = Papx,

et
pr)\ = pb)\.



De plus, on a
WNG,/\ = b,)\ = a_)-1.
En particulier, lorsque N est impair, les opérateur To et WnToW sont Uidentité sur Coo(J1(N)). L’action
de Uinvolution Wy se déduit de X\ — X' sur (Z/NZ)* lorsqu’on identifiec Coo(J1(N)) d un quotient de
F3[(Z/NZ)*|o comme dans le théoréme 3.

Démonstration.- Lorsque p ne divise pas N, rappelons quelle est I’action de la correspondance T}, sur les pointes
de P;(N). On a

u—+ v mu + nuv
+F1(N)p )
pU pNu + pv

TpFl(N)% - pz_: I (N)
=0

ou m et n sont des entiers tels que mp —nN = 1. Comme on a posé a) = Fl(N)l/S\, un calcul facile et classique
montre que Tpay = papy + ax. On obtient de méme T},8\ = By, + pBx, d’ott les formules cherchées pour T),.

Lorsque p divise N, les formules s’obtiennent par des calculs analogues.

L’identité Wiyay = b_) est évidente. L’égalité b_) = a_ -1 résulte du lemme 6.

On a donc, dans Fo[ Py (N)1]%, Thay = cax. Lorsque N est impair, les pointes ay et agy définissent les mémes
composantes connexes de Gy . La correspondance T, est donc I'identité sur Fg[CFl( N)] et donc encore l'identité
sur Coo (J1(N)).

Remarque .- Lorsque N est impair, Co(J1(IN)) ne s’identifie pas au plus grand quotient de Fo[Py(N)T]° sur

lequel T5 et WnToW iy sont l'identité. Il faut en plus passer au quotient dans lequel les pointes ay et By-1
sont identifiées. (Si on tient compte de I’action des opérateurs diamants, il suffit d’identifier I'1 (N)0 = ay et
' (N)oo = 1. En effet les images de ces pointes par le A-éme opérateur diamant sont «y et Sy-1.)

En somme, on peut identifier le groupe C (J1(N)) au plus grand quotient de Fo[Py(N)*]? sur lequel T
est I'identité, ot P;(N)* est 'ensemble des pointes de X;(N) au dessus de U'infini (un tel ensemble est stable
par Paction des opérateurs de Hecke, mais pas par laction de Wy). Nous n’avons pas d’explication au role
particulier joué par le nombre premier 2 dans cette description.

3 Représentations galoisiennes et modules de Hecke

3.1 Rappels sur les représentations galoisiennes

Reprenons les notations de l'introduction, en ne nous limitant pas a la caractéristique 2. Soit p un nombre
premier. Soit F, un corps fini de caractéristique p. Notons ¢ son cardinal. Soit V' un espace vectoriel de dimension
2 sur F,. Soit p : Gal(Q/Q) — GL(V') une représentation irréductible et impaire. Elle est modulaire.

Notons f la forme modulaire associée. Supposons que f soit de poids 2 et de niveau N, ou N,p, ou N, est le
conducteur de p. Notons N le niveau de f. Notons Zzozl anq" le g-développement de f. Considérons I’anneau
T engendré par les opérateurs de Hecke T),, n > 1 et les opérateurs «diamants». Notons 2t I'idéal maximal de
T engendré par p et les éléments de la forme T;, — a,,. Alors, il existe un entier > 1 tel que le module galoisien
J1(IN)[9M] est isomorphe & p” [2]. On a r > 1 si et seulement si p est non ramifiée en p et I'image par p d’une
substitution de Frobenius en p est scalaire [9, 18] (critéere de Wiese).

Supposons p non ramifiée en p, telle que p(Frob,) posseéde une seule valeur propre a = a,. Alors p(Frob,)
peut-étre ou non semi-simple. L’algebre T contient 'opérateur U, = T},. On peut paraphraser le critere de
Wiese de la fagon suivante. On a la semi-simplicité si et seulement 'une des condition équivalentes suivantes
est vérifiée :

(i) On a r > 1.

(i) L'opérateur U, — « est nul sur J1 (N)[D].

(iii) Le T /9M-espace vectoriel MY /IMM?O est de dimension > 2 (il est de dimension 2 sinon).
(iv) On a (U, — a)M°® C MMP.

Considérons l'algébre de Hecke étendue T définie comme le sous-anneau de End MO engendré par T et
Us = c. Lorsque p est différent de 2 (la raison de cette restriction apparait dans la section 3.2), on peut ajouter
la conditon suivante.

(v) Le T /M-espace MO /MMO n’est pas monogene (il est libre de rang 1 sinon).

Question.- Soit £ un nombre premier différent de p. Supposons p non ramifiée en [ et que p(Froby) posséde une
seule valeur propre. Y a-t-il un critére analogue a celui qui précéde pour déterminer si p(Froby) est semi-simple ?

Cette question nous parait analogue au probléme de la semi-simplicité de p(c). Signalons que la réponse ne
semble pas résider dans I'action de I'opérateur U, agissant sur les points de p-division de la partie f-ancienne
de Ji(N,?) (jacobienne de la courbe modulaire associée au groupe I'1 (V) N T'g(¢)).
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3.2 Formes modulaires modulo 2

Supposons que p = 2. Nous nous proposons de répondre a la question posée dans l'introduction, en gardant
en téte le critere de Wiese donné dans la section 2.1.

Reprenons les notations de 'introduction et de la section 3.1. Le poids de la représentation p est égal a 1
(resp. 2, resp. 4) si p est non ramifiée (resp. ramifiée, mais peu ramifiée, resp. tres ramifiée) [17]. Il existe alors
une forme modulaire f de poids 2 et de niveau N (resp. N, resp. 2N) associée & p.

Proposition 9 Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) On a p(c) = 1.

(ii) Le T /M-espace vectoriel MO /IMMO est de dimension 2r (il est de dimension r sinon).
(iii) On a (1 — Uso) MO € MMO.

(iv) On a M°T C MMO,

Démonstration.- On a p(c) égal a l'identité si et seulement si la conjugaison complexe agit trivialement sur
J1(N)[D]. Or ce dernier T/9M-espace vectoriel est isomorphe au dual de Pontryagin de M°%/9MMO de fagon
compatible aux actions des conjugaisons complexes déja considérées. La trivialité de p(c) revient donc & affirmer
que (1 — Uy )M € MMPO. Cela montre 'équivalence de (4), (ii) et (iii).

Il reste & montrer "équivalence de (i) et (iv). Cela revient & montrer que 91 n’est pas dans le support du
T-module M°* /(1 + Uy )M® =~ Co (J1(N)). Comme p est irréductible, 9 n’est pas de type Eisenstein et ne
peut donc étre dans le support de C(J1(N)) d’apres la proposition 5.

Remarque.- La comparaison avec le critere de Wiese dans la section 3.1, ameéne curieusement & voir le T-module
M muni de P'opérateur U,, comme «ancien» en la place infinie (sans pour autant qu’on puisse identifier un
espace «nouveau» dont serait issu les deux sous-modules M%* et MO7).

Corollaire 5 Supposons que p(c) = 1. L’idéal engendré par 2 est ramifié au dessus de 9 dans T.

Démonstration.- Supposons 2 non ramifié au dessus de 9. Considérons le localisé M(()mt) en MM de M°. Comme
p est irréductible, I'idéal 9 n’est pas de type Eisenstein, si bien qu’'on a (1 + c)./\/l%m) = ./\/l(();g?) et donc
M?;;t) C DﬁM?m). L’idéal engendré par 2 est non ramifié¢ au dessus de M dans T gy, il est donc engendré par
2. On a donc (1 + C)M?m) - QM(()m). Cela entraine que le groupe M?g‘;) est 2-divisible, ce qui est absurde
puisque 91 est de caractéristique résiduelle 2.

Ezemple.- Considérons la courbe modulaire X((37). Sa jacobienne Jy(37) est de genre 2. Le groupe des com-
posantes réelles de Jyo(37) est nul [12], si bien que le corollaire ci-dessus s’adapte & Jy(37) au lieu de J;(37). La
variété abélienne Jy(37) est isogene au produit de courbes elliptiques non mutuellement isogénes E; et Fo dont
les discriminants sont > 0. Les points de 2-division de E; et Fs sont tous réels, si bien que les représentations
galoisiennes associées & E1[2] et Es[2] sont dotées d’une action triviale de la conjugaison complexe. Comme
aucun idéal maximal de caractéristique résiduelle 2 de l’algebre de Hecke de Jy(37) n’est de type Eisenstein [11],
ces représentations sont irréductibles. Le corollaire 5 entraine que ces deux représentations de Gal(Q /Q) sont
isomorphes.

Ainsi, la situation p(c) = 1 entraine une congruence entre formes modulaires de méme niveau. Ce phénomeéne
admet-il une incarnation en théorie des déformations ? Il trouve une illustration supplémentaire dans le corollaire
suivant qui est un cas particulier d’un résultat de Calegari et Emerton [3].

Corollaire 6 Soit E une courbe elliptique sur Q sans point Q-rationnel d’ordre 2 et de discriminant > 0. Soit
7 : Xo(N) = E un morphisme non constant défini sur R. Alors, le degré de 7 est pair.

Démonstration.- Comme le discriminant de E est > 0 tous les points d’ordre 2 de E(C) sont réels. La représen-
tation galoisienne p définie par les points de 2-division de E est de type (1) (au sens de 'introduction) et est
irréductible (car E est sans point rationnel d’ordre 2). Considérons Hy (F,Z) qui est un Z-module libre de rang
2 munit d’une action de G,. Comme on a E[2] ~ Hy(F,Z)/2H;(FE,Z), et que l'action de c est triviale sur E[2],
il existe une base (z*,27) du Z-module H; (E, Z) telle que cxt =z et cx™ = 2~. Comme il s’agit d’une base
et que le produit d’intersection est un accouplement parfait, on a la formule pour le produit d’intersection :
zT ex~ = 1, quitte & changer 1 en son opposé.

Venons-en & la paramétrisation modulaire. Considérons 'application 7* : Hy (E,Z) — H;(Xo(N), Z) déduite
de . On a 7*(x%) e 7*(y) = deg(m)z" @ 2= = deg(w). Les éléments 7*(zT) et 7*(y) sont propres pour les
opérateurs de Hecke et invariants et antiinvariants respectivement par c. Notons Ig 1’idéal premier minimal
de T qui est le noyau commun des applications T — H;(Xo(N),Z) qui & ¢ associent ¢w*(zT) et tm*(z7)

11



respectivement. Il est premier a Pannulateur I de Co(Jo(N)) =~ Hy(Xo(N),Z)T/(1 + ¢)H;(Xo(N),Z). En
effet, d’une part, annulateur de C’OO(JO(N )) dans T est & support dans les idéaux maximaux d’Eisenstein
de caractéristique résiduelle 2 et, d’autre part, Ir est contenu dans un seul idéal maximal de caractéristique
résiduelle 2, qui n’est pas d’Eisenstein puisque la représentation galoisienne p est irréductible.

Dans T, posons 1 = tg +tc ot tp € Ig et tc € I. 1l existe y et z dans Hy(Xo(N),Z) tels que 7*(z) =
(I1+cy+zavectcz € (1+c)H1(Xo(N),Z). Ona z=tgz+tecz € tgz+ (1 + ¢)H1(Xo(N),Z). On peut donc
supposer que z appartient & IpH;(Xo(N),Z), si bien que z e 7*(x~) = 0 par auto-adjonction des opérateurs de
Hecke pour ’accouplement e. On a donc

deg(m) =n*(zT)en*(z7)=(1+c)yen™(z7) +zen"(x”) =2y en*(x) € 2Z.

Remarques.- 1) Le corollaire 6 reste valable si on remplace la paramétrisation par X, (V) par la paramétrisation
par X1(N) (ou par toute autre courbe modulaire).

2) L’hypothése d’absence de point rationnel d’ordre 2 est nécessaire. En effet, X((15) est elle-méme une
courbe elliptique de discriminant > 0, et tous ses points d’ordre 2 sont rationnels.
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