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Chapitre 0. Introduction générale

Dans cette introduction nous allons commenter les principales notions contenues
dans le cours du second semestre, leurs relations entre elles et avec le cours du premier
semestre.

La modélisation de nombreux problemes concrets conduit souvent a la recherche du
minimum (ou du maximum) d’une quantité f dépendant d’une ou plusieurs variables,
par exemple f(z), avec x réel, ou bien f(x1,x2), avec x1, o réels. Si f ne dépend que
d’une seule variable, on peut attaquer le probleme par les méthodes déja vues au lycée :
rechercher les zéros de la dérivée, et chercher ensuite si le point trouvé (ou l'un des
points trouvés) est effectivement un minimum. On a vu en premiére année comment
étudier cette deuxieme question avec un développement limité (en abrégé : DL) d’ordre
2 au voisinage du point candidat; si g est de classe C? au voisinage de a et si g'(a) = 0
(condition nécessaire pour avoir un minimum au point a) on pourra écrire par exemple
avec Taylor-Young la relation

2
gla+h) = g(a) + g"(a) o+ o(k?)

qui montre que la condition g”(a) > 0 est nécessaire pour que g admette un minimum au
point a, et que la condition g”(a) > 0 est suffisante pour que a soit un minimum local.
L’étude en plusieurs variables fait apparaitre la notion de différentielle (pour remplacer
la dérivée en une variable), qui sera introduite au chapitre 3. Par exemple, un DL &
Pordre 1 de la fonction f(x1,x2) de deux variables réelles x1, x5 au voisinage du point
origine (0,0) sera une expression de la forme

f(x1,29) = f(0,0) + azq + bxs + o(x),

et la différentielle (de la fonction f au point (0,0)) sera la fonction linéaire ¢ donnée par
la partie linéaire du développement limité, c’est a dire qu’ici la fonction ¢ sera définie
par {(z1,z2) = axy + bxy. Par une extension assez naturelle du cas de la dimension 1, la
condition nécessaire pour que f admette un minimum au point (0, 0) s’exprimera main-
tenant par la nullité de I'application différentielle ¢ de f au point (0,0), en I'occurence
elle s’exprimera par les conditions a = b = 0. Pour aller plus loin, on écrira un DL d’ordre
2 qui sera de la forme

f(z1,29) = £(0,0) + azy + bry + cx} + 2dx179 + ex3 + o(||2]|?),
qui se réduira a
f(z1,29) = £(0,0) + cx] + 2dw175 + ex3 + of || z]|*)

quand la différentielle s’annule. Pour que f admette un minimum en 0, il est alors
nécessaire que cz? + 2driTy + ex? soit toujours > 0. Une telle expression est une
forme quadratique, dont 1’étude fait 'objet du chapitre 1. On verra notamment dans
le chapitre 1 la méthode de décomposition de Gauss, une méthode simple qui donne en
particulier le signe d’une forme quadratique.

Pour allonger la liste des outils de manipulation des fonctions de plusieurs variables,
la théorie de I'intégrale double complete le calcul différentiel. Le théoreme fondamental
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dans cette direction est le théoreme 4.3.3, qui ramene le calcul d’une intégrale double a
deux intégrales simples successives.

Un autre outil de modélisation tres important est la notion d’équation différentielle.
Chacun sait que de nombreux phénomenes physiques sont décrits au moyen d’équation
différentielles, par exemple la chute des corps, le mouvement des planetes, 1’oscillation
d’un ressort... Ceci sera vu au chapitre 5. Le théoreme d’existence de solutions de
Cauchy-Lipschitz (théoreme 5.3.3) est un théoreme important, dont la preuve est une
belle illustration de l'utilisation des théoremes de continuité et de dérivabilité sur les
séries normalement convergentes de fonctions, théoremes vus au premier semestre. Le
cas des systemes différentiels linéaires (& coefficients constants), de la forme

y = Ay

utilise la série exponentielle de matrice e**. Une question naturelle qui se pose pour un
phénomene y(t) dépendant du temps ¢ et régi par une telle équation différentielle linéaire
est de connaitre le comportement de la solution lorsque le temps ¢ tend vers 400 ; cette
étude utilise toute la théorie de la réduction des matrices, vue au premier semestre.

Le poly se termine par un index terminologique et un index des notations.



Chapitre 1. Formes quadratiques

Dans ce chapitre, on désignera par E un espace vectoriel sur un corps K; pour
I’essentiel, le lecteur pourra considérer que K sera égal a R ou a C; 'amateur de
mathématiques pourra néanmoins observer avec intérét que la plupart des résultats
sont valables pour un corps K (presque) quelconque; on se risquera une fois ou deux
a des allusions a des cas plus exotiques, en particulier au cas du corps a deux éléments
K = Z/2Z, pour lequel justement certaines des méthodes qui seront développées pour
les formes quadratiques ne marchent pas.

1.1. Formes linéaires. Espace dual

Une forme linéaire sur E est une application K-linéaire de E dans K. Etant données
deux formes linéaires f et g sur E, on définit leur somme f + g par 'opération usuelle
de somme de deux fonctions,

Ve e E, (f+g)(z)=f(x)+g(x).

Il est facile de vérifier que f+ g est encore une forme linéaire. Pour tout A € K, on définit
aussi la fonction \f par la formule (Af)(z) = A\f(x). Cette fonction \f est linéaire, et
muni de ces deux opérations, I’ensemble des formes linéaires sur E est un espace vectoriel
sur K. C’est I'espace dual de E, noté E*.

L’image f(E) d’une forme linéaire f est un K-sous-espace vectoriel de K, donc elle
est égale & {0} ou & K. Une forme linéaire f sur E est non nulle si et seulement s’il
existe un vecteur z € E tel que f(z) = 1. Si E est de dimension n et si f est une forme
linéaire non nulle sur E, le noyau ker f est un sous-espace vectoriel de dimension n — 1
de E. On appelle hyperplan (vectoriel) de E tout sous-espace vectoriel F de E qui est de
codimension 1 c’est a dire tel que F # E et que E = F + Kz pour tout vecteur = ¢ F
(autrement dit, quand on a F, il ne manque plus qu’une dimension pour arriver a E tout
entier). Si E est de dimension finie n > 0, un sous-espace F de E est un hyperplan de
E si et seulement si dimF =n — 1. Un hyperplan affine est un sous-ensemble obtenu en
translatant un hyperplan vectoriel. Le noyau d’une forme linéaire f sur E non nulle est
donc un hyperplan de E, et les ensembles de la forme H. = {x € E : f(x) = ¢} sont
des hyperplans affines. Dans le cas réel (lorsque K = R), cet hyperplan affine H. sépare
lespace E en deux demi-espaces, a savoir {z € E: f(z) <c} et {z € E: f(x) > c}.

Exercice facile. Montrer sans supposer la dimension de E finie que le noyau d’une forme
linéaire non nulle est de codimension 1.

Base duale d’une base de E

Supposons que l’espace vectoriel E soit de dimension finie n > 0, et supposons
donnée une base e = (ey,...,e,) de l'espace E; on définit un systeme e* de formes
linéaires sur E a partir de cette base, de la facon suivante : pour chaque : = 1,...,n, on
désigne par e la fonction scalaire définie sur E, qui associe a chaque vecteur z de E sa

*

ieme coordonnée dans la base e, et on pose e* = (€7, ..., e} ). On peut définir toutes ces
fonctions (e) par une formule (implicite) unique,

(%) Vr € E, m:Zef(az) é;.
i=1
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On remarque que
ei (e5) = di g,
ou d; j, appelé symbole de Kronecker, est égal & 1 si i@ = j et a 0 sinon (en d’autres
termes, la matrice des coefficients (J; ;) est la matrice unité I,,).

Proposition 1.1.1. Le systéme e* est une base de I'espace dual E*. En conséquence,
lorsque E est de dimension finie, on a dim E* = dim E.

On dit que e* est la base duale de la base e de E.

Démonstration. Soit z* une forme linéaire sur E; en appliquant £* a la décomposition
d’un vecteur = € E quelconque donnée par la formule (x), on obtient

n n
Vo € B, 2*(0) = 3 ef(@)a*(e) = (D a(e)ed) (a).
i=1 i=1
En termes de fonctions sur E, ceci signifie que x* = 2?21 x*(e;) ef, et montre que le
systeme de formes linéaires e* est générateur pour l'espace vectoriel dual E*. Si on écrit
une combinaison linéaire x* = 2?21 cie;, on trouve, en appliquant la forme linéaire z* au
vecteur e;, la relation ¢; = 2*(e;) qui montre que les coefficients (c;) de la combinaison
linéaire sont uniquement déterminés, donc e* est une base du dual E*.

Calcul des coordonnées d’une forme linéaire dans une base duale
Si e* est la base duale d’une base e = (eq,...,¢e,) de E, et si 2* = cref + - -+ cpel,
on vient de dire qu’on trouve les coefficients (¢;) au moyen de la formule
* . .
ci=1x"(e;), i=1,...,n;
cette formule évidente sera utilisée a plusieurs reprises dans ce chapitre.
Remarque. Etant donnés un systéme de vecteurs x = (x1, ..., z,) dans E (espace vectoriel
de dimension n) et un systéme de formes linéaires (y7,...,y,) dans E*, les relations
. . *
Vl,j = 1,...,71, Yi (:L’j) = 51"]‘

impliquent que le systéme x = (x1,...,Zy) est une base de E et que (y7,...,y) est la base
duale de la base x de E.

Proposition 1.1.2. Soit f une forme linéaire non nulle sur E, et soit H = ker f son
noyau; si g est une forme linéaire sur E qui est nulle en tout point de H, il existe un
scalaire A € K tel que g = Af (autrement dit, g est proportionnelle & f).

Démonstration. Puisque f est non nulle, on peut trouver un vecteur zo € E tel que
f(xg) = 1. Supposons que g soit une forme linéaire nulle sur le noyau H de f, et posons
A = g(xg). Soit y un vecteur quelconque de E; écrivons

y = (y — f(y) o) + f(v) wo.

Posons z =y — f(y)zo. On a f(z) = f(y) — f(y)f(xg) =0, donc z € H et g(z) = 0 par
hypothese. On a donc g(y) = g(2) + f(y)g(zo) = f(y)g(zo) = Af(y), ce qui montre bien
que g = \f.

On peut résumer la démonstration ainsi : la forme linéaire g — Af est nulle sur E, parce
qu’elle est nulle sur H et sur Kzg, et que E = H @ Kxg ; elle est nulle sur H puisque pour
tout y € H, on a (9 — A\f)(y) = g(y) — Ag(y) = 0 —0 = 0, et nulle sur Kzo puisque
(9= Af)(wo) =A—=A=0.



Corollaire 1.1.1. Deux formes linéaires qui ont le méme noyau sont proportionnelles.
Proposition 1.1.3. Soit E un espace vectoriel de dimension finie; pour tout vecteur
non nul z € E, il existe une forme linéaire x* € E* telle que x*(z) # 0.

Démonstration. Puisque = est non nul, on peut trouver d’apres le théoreme de la base
incomplete une base e = (eq,...,e,) de E telle que e; = z. La forme linéaire e] de la
base duale e* convient, puisque e (z) = ej(e;) =1 # 0.

Proposition 1.1.4. Soient fi,..., fr des formes linéaires indépendantes sur un espace
vectoriel F de dimension finie; posons

M={zeE:Vi=1,...,k fi(x)=0}

(c’est I'intersection des noyaux ker f; des formes linéaires considérées). La dimension du
sous-espace vectoriel M est égale a dimE — k.

Démonstration. Posons n = dimE, et complétons le systéme (fi,..., fr) en une base
(f1,--., fn) du dual E*. Considérons 'application linéaire u : E — K" définie par

u(z) = (fi(x),..., folz)) € K™
Si z € keru, on a f;(xz) = 0 pour tout ¢ = 1,...,n, donc f(z) = 0 pour toute forme

linéaire f € E* (micro-exercice), donc x = O d’apres la proposition précédente 1.1.3. 11
en résulte que u est injective, donc u est un isomorphisme puisque dimE* = dimE =n =
dim K". On voit alors que M est I’image par I’isomorphisme inverse u~! du sous-espace
M’ de K™ de dimension n — k défini par

M = {(ty,...,tn) EK" 1ty =ty =--- =t =0}
donc dimM = dimM’' =n — k.

Remarque. Si on ne suppose pas que les formes (fi,..., fx) sont indépendantes, on verra
que dimM = dimE — dim[f1,..., fx] (ou la notation [fi1,..., fx] désigne le sous-espace
vectoriel de E* engendré par fi,..., fi). En particulier, on a toujours dimM > dimE — k.

Corollaire 1.1.2. Si (f1,..., fn) est une base de E*, il existe une base x1,...,x, de E
telle que f;(x;) = 0;; pour tous ,j = 1,...,n (toute base de E* est donc la base duale
d’une base de E).

Démonstration. Comme dans la démonstration de la proposition précédente, on introduit
I’isomorphisme u de E sur K" défini par u(x) = (f1(z),..., fn(z)) € K" pour tout x € E.
Pour trouver les vecteurs (x;) il suffit de considérer les images par l'inverse u! des
vecteurs de la base canonique de K".

Application linéaire transposée
Soit a : E — F une application linéaire ; on définit une application ‘a : F* — E* par
la formule
Vy* € F*, 'a(y*) =y* oa € E*.
On vérifie facilement que cette application fa est linéaire de F* dans E*. Si on se donne
une deuxieme application linéaire b : F — G, on voit que

‘(boa) =Tao'
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(bien noter I'interversion de a et b). La transposée de l'identité de E est I'identité de E*.
Il résulte des deux propriétés précédentes que la transposée d’un isomorphisme est un

isomorphisme, et que I'on a dans ce cas (fa)~! =*t(a™1).

Supposons que E et F soient de dimensions finies m et n, que e soit une base de E
et f une base de F. Considérons la matrice (en général rectangulaire) A = mat(a, e, f) de
’application linéaire a par rapport & ces deux bases. La matrice B = mat(%a, f*, e*) est
alors égale a la matrice transposée de A. En effet, la colonne i de la matrice B contient
les coordonnées de la forme linéaire ‘a(f;) dans la base e*. On a vu que la coordonnée
j d’une forme linéaire z* dans cette base e* est égale a x*(e;), donc en appliquant ceci
a x* =T'a(f}) on obtient

Bji = ‘a(f)(e;) = fi (ale;)) = Aiy.

Transposition d’'un changement de base : si V est la matrice de changement de base
de e vers f, la matrice transposée 'V est la matrice de changement de f* vers e* (attention
au changement de 'ordre des bases!).

Bidual d’un espace vectoriel

A tout vecteur z € E, on peut associer une fonction scalaire jg(z), définie sur I’espace
dual E* au moyen de la formule

Ve* € E*, (jr(z))(z") =™ (z) € K.

Il est facile de vérifier que jg(z) est une fonction linéaire de E* dans K, c’est a dire un
élément du dual (E*)* de E*, qu’on appelle le bidual de E, et que 'on note E**. De plus,
Papplication jg : © — jg(x) est linéaire de E dans E**.

Théoreme 1.1.1. Si E est de dimension finie, I'application jg est un isomorphisme de
E sur son bidual E**.

Le caractere “naturel” de la définition justifie que 'on appelle jg 'isomorphisme
canonique de E sur E** (la définition de jg ne dépend que de E et de la définition du
dual E*, et ne dépend d’aucun choix auxiliaire).

Démonstration. On sait déja que dim E** = dim E* = dim E d’apres la proposition 1.1.1.
Pour savoir que jg est un isomorphisme, il suffit donc de vérifier que jg est injective,
c’est a dire de voir que pour tout vecteur x € E non nul, 'image jg(x) est non nulle.
Mais d’apres la proposition 1.1.3, si x € E est non nul il existe une forme linéaire z{ telle
que zj(x) # 0, donc (jr(z))(z§) = x§(x) # 0, ce qui montre que la fonction jg(x) n’est
pas identiquement nulle sur E*, ce qui signifie que jg(z) # Og-.

Remarque. Retrouvons le fait que toute base b = (z7,...,z;) de E* est la base duale
d’une base e de E. Considérons la base duale (z1™,...,z,") de la base b; c’est une base du
bidual E**. Pour chaque i = 1,...,n il existe un vecteur z; € E tel que z;* = jg(z;). On
a alors pour tous 4,5 =1,...,n

i (v5) = x5 (27) = 0y,

donc la base b est la base duale de la base (z1,...,x,) de E.



1.2. Formes bilinéaires

Une application bilinéaire est une application f définie sur le produit E x F' de deux
espaces vectoriels, a valeurs dans un troisieme espace vectoriel G, et telle que pour tous
xg € E et yo € F fixés, les applications x — f(z,yp) et y — f(xo,y) soient linéaires,
respectivement de E dans G et de F dans G. On va surtout étudier le cas des formes
bilinéaires, c’est a dire le cas ou G = K.

Définition 1.2.1. Soient E et F deux espaces vectoriels sur le méme corps K; on dit
qu’une application ¢ de E x F dans K est une forme bilinéaire sur E x F si

— pour tout zy € E fixé, 'application y — ¢(xg,y) est linéaire de F dans K,
— pour tout yo € F fixé, 'application x — ¢(z,yp) est linéaire de E dans K.

Exemples.

1. L’application ¢ définie par ¢(z,y) = xy est une forme bilinéaire sur R x R. Plus
généralement, si /1 est une forme linéaire sur E et /5 une forme linéaire sur F, 'application
¢ définie par p(z,y) = ¢1(x)l2(y) est une forme bilinéaire sur E x F.

2. Si E désigne 'espace des fonctions réelles continues sur [0, 1], on peut définir sur
E x E la forme bilinéaire ¢

o(f,9) = /0 f(t)g(t) dt.

3. Sur R", on a la forme bilinéaire usuelle donnée par le produit scalaire,
o, y) =z.y=21y1 + -+ TnYn.
4.Siv=(z,y,2t) et v' = (z/,y, 2/, t') sont deux éléments de R*, posons
o(v,v") = xa’ +yy' + 22" —tt'.

On définit ainsi une forme bilinéaire sur R*, qu’on qualifie d’hyperbolique. Cette forme
bilinéaire met en évidence des phénomenes intéressants que nous étudierons plus loin.
Elle joue un réle dans la théorie de la relativité restreinte.

5. Forme bilinéaire canonique sur E* X E : on pose pour tous z* € E* et x € E

p(a”, ) = 2" (x).

6. Si ¢ est une forme bilinéaire sur E x F, I'application ¢ définie sur F x E par
o(y, ) = p(x,y) est bilinéaire sur F x E.

7. Si u est une application linéaire de F dans E*, on peut définir une forme bilinéaire
sur E x F en posant pour tout couple (z,y) € E x F

o(z,y) = u(y)(x).

Remarque. Application linéaire D, : F — E* associée a ¢ (a droite) : 'exemple 7 ci-
dessus est tout a fait général. Supposons en effet donnée une forme bilinéaire ¢ sur E x F.
A tout vecteur y € F fixé, associons une forme linéaire f(y) € E*, définie sur E par la
formule

fy) (@) = o(z,y),

c’est & dire que f(y) est I'application linéaire x — ¢(x,y) de E dans K. L’application
y — f(y) est alors linéaire de F dans E*. On posera f = D,. Sa relation de définition
est donc

Ve e E,VyeF, (Dy(y))(z)=¢(z,y)
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La forme bilinéaire définie a partir de D, par la méthode de I'exemple 7 est égale a (.

En d’autres termes, 1’espace vectoriel B(E, F) des formes bilinéaires sur E X F est isomorphe
a l'espace L(F,E") des applications linéaires de F dans E*. Si on échange le role des
variables, on voit que B(E, F) est aussi isomorphe a B(F, E), donc a L(E,F™*).

Exemple. Pour la forme bilinéaire canonique sur E* x E de ’exemple 5, ’application D,
de E dans (E*)* = E** est 'application jg introduite a propos du bidual. L’application D,
est donc un isomorphisme dans cet exemple.

Cas de la dimension finie. Matrice d’une forme bilinéaire par rapport a deux bases

On suppose que E et F sont de dimensions finies m et n, que e est une base de E
et f une base de F. Une forme bilinéaire ¢ sur E x F est completement connue si on
connait toutes les valeurs des ¢(e;, f;), pour ¢ = 1,...,m et j = 1,...,n. En effet, si
=Y ae €Eety= Z;L:1 b;f; € F, on obtiendra en développant par bilinéarité

o(z,y) = plei f;) ab;.
%,

On introduit la matrice ® de la forme bilinéaire par rapport aux bases e et f, en posant

;i = plei, f5)-

On notera ® = Mat(p, e, f). Si X est le vecteur colonne des coordonnées de = dans la
base e et Y celui des coordonnées de y dans la base f, on a

p(z,y) =XV

La matrice ® est aussi la matrice de ’application linéaire D, : F — E* par rapport
a la base f de F et & la base duale e*. En effet, si B = mat(D,, f, e*), I'élément B; ; est
la ¢éme coordonnée dans la base duale e* du vecteur image D, (f;), c’est a dire

B;; = (Dgo(fj))(ei) = @(eiafj) =, ;.

Il est évident que la matrice de ¢ (exemple 6) par rapport aux bases f et e est la
transposée de P,
Mat(, f, e) = *Mat(ip, e, f),

puisque @(fi, e;) = p(€j, fi) = L.
Changement de base pour une forme bilinéaire

Supposons que X = PX’ et Y = QY’ expriment des changements de base dans E et
dans F respectivement. On aura alors

p(z,y) =" PX)2QY =X'PoQY =X ('P®Q)Y’
ce qui montre que la matrice ®’ dans les nouvelles bases est donnée par
o' ="PPQ.

Dans le cas ou E = F, on choisit le plus souvent de prendre la méme base pour les deux
cotés. Le changement de base s’exprime alors par ® = P ® P.



Orthogonalité pour une forme bilinéaire

Soient A une partie de E et ¢ une forme bilinéaire sur E x F; on pose
At ={yeF:VzecA, oy =0}

L’ensemble A9 est un sous-espace vectoriel de F, méme si A ne I’est pas. On convient
que lorthogonal de A = () est F tout entier. On définit de la méme fagon 'orthogonal
d’une partie B de F : c’est le sous-espace vectoriel B9 de E formé de tous les vecteurs
x € E tels que p(x,y) = 0 pour tout y € B.

Si E =F et si ¢ n’est pas symétrique, il faut faire attention a distinguer ’orthogo-
nalité a gauche et a droite ; c’est pour cela que nous avons introduit ces notations un peu
lourdes (au lieu de noter A+ tout simplement). L’orthogonal de A est égal & 1’orthogonal
de Vect(A). En particulier, si E; est un sous-espace de dimension finie de E muni d’une
base (eq,...,ex), on voit facilement que I'orthogonal E{< est égal &

Efd={yeF:ple,y)=0,i=1,... k.

Exemple. L’orthogonal E1¢ de A = E est le sous-espace vectoriel de F formé de tous les
vecteurs y € F tels que I'application z — ¢(x, y) soit identiquement nulle sur E : c’est donc
le noyau de I'application linéaire D,,.

On peut calculer la dimension de I'orthogonal d’un sous-espace vectoriel E; de E,
moyennant une hypothese simple.

Proposition 1.2.1. On suppose que ¢ est une forme bilinéaire sur E X F, ot E et F sont
de dimension finie. Pour tout sous-espace vectoriel E; de E, tel qu’aucun vecteur non
nul x € By ne puisse étre orthogonal & F tout entier, (c’est & dire que E; NF+9 = {0g})
on a

dimE{? = dimF — dimE;.

Démonstration. Supposons que E; soit de dimension &k, muni d’une base (e, ..., ex). On
a dit que
EfY={yecF:ple,y) =0, i=1,... k}
Pour chaque i = 1,...,k, soit ¢; la forme linéaire sur F définie par ¢;(y) = (e, y);
on aaussi B1% = {y € F: £;(y) =0, i = 1,...,k}. Si nous savons que /4, ..., ¢ sont
indépendantes, on en déduira que dimE{? = dimF — k d’apres la proposition 1.1.4.
Supposons donc que Zlle cil; = 0, et montrons que ¢; = --- = ¢ = 0. L’équation
précédente signifie que
k

k k
0= (Z Cz’gi)(y) = Z ciples,y) = SO(Z ciei,y)

=1

pour tout y € F. Le vecteur x = Zle cie; est donc un vecteur de E; tel que p(z,y) =0
pour tout vecteur y de F, c’est & dire que z € F19. D’apres notre hypothese, il en résulte
que x = Og, donc ¢; = --- = ¢ = 0 puisque e est une base de E;.

Exercice. En général, dim Efd + dimE; = dimF + dim(E; N FLg).

On suppose dans ce paragraphe que les espaces E et F sont de méme dimension finie,
dimE = dimF = n > 0, et on suppose donnée une forme bilinéaire ¢ sur E x F telle
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que pour tout y # Op, il existe un vecteur x € E tel que ¢(z,y) # 0. Cette propriété
signifie exactement que Etd = {Or}, ce qui équivaut encore a dire que 'application D,
est injective. Puisque dimF = dimE = dim E*, cela équivaut donc a dire que D, est un
isomorphisme de F sur E*. La forme bilinéaire ¢ vérifie donc I’hypothese si et seulement
si sa matrice par rapport & une base de E et une base de F est inversible. On voit qu’alors
¢ vérifie la méme hypotheése, puisque sa matrice dans les bases données est la transposée
de celle de ¢. Lorsque dim F' = dim E, on peut donc encore dire que D, est inversible si et
seulement si pour tout = # Og, il existe un vecteur y € F tel que ¢(z,y) # 0, c’est a dire

que F9 = {0g}.
Exemple. On a vu que pour la forme bilinéaire canonique ¢ sur E* X E définie dans I’exemple
5, l'application linéaire D, = jg : E — E* est un isomorphisme (c’est l'isomorphisme
canonique entre E et son bidual).

Dans le cas ou D, est bijective, on peut calculer la dimension de l'orthogonal d’un
sous-espace quelconque, et obtenir un résultat pour le biorthogonal.

Corollaire 1.2.1. On suppose que dimE = dimF = n et que ¢ est une forme bilinéaire
sur E x F telle que D, soit bijective. Pour tout sous-espace vectoriel E1 de E, on a

dimE;?=n—dimE;; (Ef%)"Y =E,.
Les mémes résultats sont valables de fagon symétrique pour les sous-espaces vectoriels de

Pespace F.

Démonstration. Puisque D est bijective, aucun vecteur non nul de E; ne peut étre or-
thogonal & F tout entier, ce qui permet d’appliquer la proposition précédente 1.2.1, et
d’en déduire que dimE;? = dimF — dimE; = n — dim E;. Puisque application linéaire
D, est elle aussi bijective, on peut appliquer le méme argument a Ei?, et obtenir ainsi
que dim(E{%)*Y = dimE — (n — dimE;) = dimE;. Pour conclure & I’égalité des deux
sous-espaces, il suffit de remarquer que E; C (Efd)Lg, ce que le lecteur fera facilement.

1.3. Formes quadratiques

Avant de donner la définition, on va essayer de montrer sur deux exemples a quoi
ressemblent les formes quadratiques. Commencons par un petit exemple sur R3. La
fonction Q définie pour tout z = (21, 2, r3) € R® par

Q(z) = Q(z1, 22, 23) = w% + 2x123 + x%

est une forme quadratique. On pourrait dire que c’est un polynéme homogene de degré
deux dans ’ensemble des variables, mais cette idée ne couvre pas tous les cas envisage-
ables. Prenons en effet un autre exemple, en dimension infinie cette fois. Soit E 'espace
des fonctions réelles de classe C! sur I'intervalle [0, 1], et posons pour tout élément f € E

Q(f) = /O (F@)2 +2f(t)f'(t)) dt.

Ce sera encore une forme quadratique, que I’on ne peut plus raisonnablement voir comme
polynome de certaines variables. On va donc poser une définition un peu indirecte.

Définition 1.3.1. Soit E un espace vectoriel sur K; on dit qu’une fonction Q de E dans
K est une forme quadratique sur E s’il existe une forme bilinéaire ¢ sur E x E telle que
Q(z) = ¢(z,x) pour tout z € E.

Exemples.

a. Prenons sur K? la fonction Q définie pour tout z = (x1,22) par Q(z) = z129; si
on prend ¢(x,y) = x1y9, il est clair que ¢ est une forme bilinéaire sur K? x K? et que
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Q(x) = ¢(z,z) pour tout = € K2 Il est clair qu’il y a au moins une autre solution, en
prenant o(z, 4) = 1.

b. Posons Q(z) = 23 +3x122+5x223 pour tout z = (11, 2, x3) € R3 et montrons que
Q vérifie la définition ci-dessus. On trouve facilement deux formes bilinéaires solutions
de notre question,

o1(z,y) = z1y1 +3z1y2 +522y3 et pao(x,y) = z1y1 + 3x2y1 + Sx3ys

ce qui donne aussi une solution symétrique en prenant la demi-somme des deux,

3 5
o(r,y) = 151 + §(x1y2 + may1) + §(w2y3 + 73Y2).
Donnons deux propriétés des formes quadratiques qui découlent immédiatement de
la définition. Soit @ une forme quadratique sur un espace vectoriel E; pour tout z € E
et tout scalaire A € K, on a

Q(A\z) = X*Q().

D’autre part, la fonction sur E x E définie par

fl@,y) = Qz+y) — Qx) — Qy)
est une forme bilinéaire sur E x E, puisque f(z,y) = ¢(z,y) + ¢(y, x).

Exercice. Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur K ; si Q) est une fonction sur E telle

que Q(Az) = A*>Q(z) pour tous A € K, x € E et telle que f(z,y) = Q(z+1y) — Q(z) — Q(y)
soit bilinéaire sur E x E, montrer que Q est une forme quadratique (on prendra une base
(e1,...,en) de E et on cherchera une forme bilinéaire ¢ telle que ¢(z,x) = Q(x) pour tout
x € E, vérifiant la condition supplémentaire ¢(e;,e;) = 0 pour tous ¢ > j). On pourrait
donc choisir de définir les formes quadratiques par les deux propriétés ci-dessus.

Dans I’exemple b ci-dessus, exemple ou K = R, on a remarqué qu’on pouvait trouver
une forme bilinéaire symétrique pour définir la forme quadratique étudiée. Si on cherche
a faire la méme chose avec un corps K absolument quelconque, on rencontre une difficulté
un peu surprenante; dans un tel corps K, il est naturel de considérer que la notation 2
représente I’élément 1x + 1x du corps K. Si 2 = 1x +1g # Ok, on peut par définition d’un
corps trouver un inverse de 2 pour la multiplication, qu’on notera 1/2 € K. Si 2 # 0, on
peut toujours supposer que la forme bilinéaire ¢ de la définition ci-dessus est symétrique,
en la remplacant par la forme symétrique ¢ = %(gp + ). Puisque ¥ (x,z) = ¢(z,x), la
forme bilinéaire symétrique v définit la méme forme quadratique que .

Le lecteur sensé pourra se demander comment 1 4+ 1 pourrait étre nul! Cela se produit
quand on utilise un corps K tel que le corps a deux éléments Z /27, ce qu’heureusement on
ne fait pas tous les jours, au moins en DEUG. On notera que si 2 # Ok, on a aussi 4 # Ok,
ce qui jouera un tout petit réle un peu plus loin.

Pour les deux exemples introductifs de cette section, on trouvera pour forme bilinéaire
symétrique associée :
o(x,y) = x1y1 + T1Yy3 + T3y1 + T2Y2
pour le premier exemple, et pour le second

o(fg) = / (FO9() + £ (0) + F (Dg(D)) dt.

Remarque. Si K = Z /27, la forme quadratique Q(z) = z1x2 sur K? de exemple a ne peut
pas étre représentée par une forme bilinéaire symétrique sur K? x K2.
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Supposons donc que 2 # 0, et supposons que ¢ soit une forme bilinéaire symétrique
telle que ¢(z,x) = Q(z) pour tout z € E. On a alors pour tous z,y € E la relation
Q(z +vy) = Q(x) + 2¢(x,y) + Q(y). Ceci permet de trouver ¢ a partir de Q,

2¢(z,y) = Qz +y) — Qz) — Qy); 4o(z,y) = Qz+y) — Qlz —y)
Cette relation montre que ¢ (symétrique) est compleétement déterminée par Q. On dira

que ¢ est la forme bilinéaire symétrique associée a la forme quadratique Q, obtenue par
polarisation de la forme quadratique Q; on dit que ¢ est la forme polaire de Q.

Résumé. Si 1x + 1x # 0, pour toute forme quadratique Q sur E il existe une forme
bilinéaire symétrique unique ¢ sur E x E telle que Q(z) = ¢(x, x) pour tout x € E. Cette
forme bilinéaire ¢ est définie par

o) = Qe+ 1) — Qe — 1) = 2 (Qx + ) — Qz) — Q).

4 T2
Exercice élémentaire : si 2 # 0, trouver la forme polaire des monémes Q(z) = z;z;, ou
bien Q(z) = 22 (ot x = (z1,...,2,) €EK", et i,j =1,...,n).

Si E est de dimension finie, on considére en général la matrice de ¢ (qu’on appellera
aussi matrice de Q) en prenant deux fois la méme base pour E. Soit e une base de E;
puisque ¢ est symétrique, il est clair que la matrice ® = Mat(¢p, e, e), dont les coefficients
sont ®; ; = ¢(e;,e;), est symétrique (‘& = ®). Si X désigne le vecteur colonne des
coordonnées de x € E dans la base e, on a

Q(z) =X ®X.
Si on effectue le changement de base X = PX’, la matrice devient
o' ="PPP.

Orthogonalité pour une forme bilinéaire symétrique

Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique sur E x E; on dit que deux vecteurs = et
y sont orthogonaux par rapport a ¢, ou bien @-orthogonaux si ¢(z,y) = 0. On a aussi
(et heureusement!) ¢(y, ) = 0 puisque ¢ est symétrique. Si z et y sont g-orthogonaux,
on a Q(z +y) = Q(x) + Q(y) pour la forme quadratique @ associée a ¢, définie par
Q(z) = ¢(x,x) pour tout = € E. Soit A une partie de 'espace E; on pose

At={yecE:VzeA, o(x,y) =0}
L’ensemble A+ est un sous-espace vectoriel de E. Si A} C Ay, on a Ay C A{. On a
toujours A C A++.

Noyau d’une forme bilinéaire symétrique
Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique sur E; 'orthogonal de E est le sous-espace

N, =E+t={ycE:Vz€E, ¢(z,y)=0}.

On l'appelle le noyau de la forme ¢ (ou de la forme quadratique Q). On voit facilement
que c’est aussi le noyau de 'application linéaire D, de E dans E*.

Il est facile de trouver 'expression matricielle du noyau de ¢ : si & = Mat(y, e, e) et
si Y est le vecteur colonne des coordonnées de y € E dans la base e, on voit que y € N,
si et seulement si PY = 0.
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Définition 1.3.2. Soient E un espace vectoriel de dimension finie, ¢ une forme bilinéaire
symétrique sur E x E et Q la forme quadratique sur E associée a ¢. On appelle rang
de la forme bilinéaire symétrique , ou bien rang de la forme quadratique Q la quantité
r=dimE — dimN,.

Dans n’importe quelle base e de E, le rang de ¢ est égal au rang de la matrice
® = Mat(y, e, e). En effet, le noyau Ng de 'application Y — @Y est en bijection linéaire
avec N, et le rang de la matrice ® est égal a n — dimNg = dimE — dim N,.

Formes bilinéaires symétriques non dégénérées.
On suppose ici que E est de dimension finie > 0.

Définition 1.3.3. On dit qu’une forme bilinéaire symétrique ¢ sur E x E est non
dégénérée si son noyau N, est réduit a {Og}.

Cela signifie que pour tout y # Og, il existe un vecteur = € E tel que ¢(z,y) # 0. Cela
équivaut encore a dire que 'application Dy, est injective de E dans E*, donc bijective
puisque les deux espaces ont la méme dimension. La forme bilinéaire ¢ est donc non
dégénérée si et seulement si sa matrice par rapport a une base quelconque de E est
inversible. Cela équivaut aussi a dire que rang ¢ = dim E.

Exemple. La forme hyperbolique de ’exemple 4 est non dégénérée : pour tout vecteur
v = (z,y, z,t) non nul, on a p(v, e;) # 0 pour au moins un vecteur e¢; de la base canonique
de R*. On peut dire aussi que la matrice de ¢ par rapport & la base canonique est inversible :
c’est la matrice diagonale de coefficients diagonaux 1,1,1, —1.

Orthogonalité pour une forme bilinéaire non dégénérée
La proposition 1.2.1 nous donne en particulier

On suppose que ¢ est une forme bilinéaire symétrique sur E X E, ot E est de dimen-
sion finie. Pour tout sous-espace vectoriel F de E, tel qu’aucun vecteur non nul x € F ne
puisse étre orthogonal a E tout entier, (c’est a dire que FN N, = {Og}) on a

dimFt = dimE — dim F.

Si ¢ est non dégénérée, ’hypothese ci-dessus est vérifiée pour tout sous-espace F de
I’espace E. On obtient donc :

Corollaire 1.3.1. On suppose que dimE < +o00 et que ¢ est une forme bilinéaire symé-
trique non dégénérée sur E x E. Pour tout sous-espace vectoriel ¥ de E, on a

dimFt = dimE — dimF; (FYH)t =F.

Supposons maintenant que ¢ soit une forme bilinéaire symétrique sur E x E, et que
F soit un sous-espace vectoriel de E. On peut considérer la restriction de ¢ au produit
F x F. Dire que cette restriction ¢ est non dégénérée sur F x F signifie exactement
qu’aucun vecteur non nul de F ne peut étre orthogonal a F tout entier, ce qui se traduit
par
FNFt ={0g}.

13



Exemple. Reprenons la forme bilinéaire non dégénérée

90(907 Y) = T1y1 + Tay2 + T3Y3 — Taya

sur R*. Considérons le vecteur non nul vy = (1,0,0,1). On a ¢(vg,vp) = 0, donc le
vecteur non nul vy est p-orthogonal a lui-méme! On dit que vy est un vecteur isotrope.
De plus si on pose F = Rugy on voit que la restriction ) de ¢ a F x F est nulle, donc ¢
est dégénérée.

Il ne faut pas confondre le fait que la forme bilinéaire ¢ est non dégénérée (ce qui
est vrai dans I’exemple présent) et le fait que p(x, z) n’est pas nul si x # Og (qui est faux
dans ce méme exemple). Pour tout compliquer, on verra plus loin que pour les formes
bilinéaires positives, il y a identité de ces deux propriétés!

Proposition 1.3.1. Soient E un espace vectoriel de dimension finie, ¢ une forme bili-
néaire symétrique sur E x E et F un sous-espace vectoriel de E ; la restriction v de ¢ a
F x F est non dégénérée si et seulement si E=F @ F*.

Démonstration. Supposons d’abord la restriction 1 non dégénérée. On sait alors que
l'on a FNFL = {0}. A fortiori, aucun vecteur non nul de F ne peut étre orthogonal
a l'espace E tout entier, donc la proposition 1.2.1 s’applique, et permet de voir que
dimF+ = dimE — dim F. Puisque l'intersection de F et F est nulle, on trouve que
E=FaoFL.

Réciproquement, dire que la somme de F et F est une somme directe sous-entend
que F N F+ = {0}, ce qui équivaut & dire que 1/ est non dégénérée.

Exemples.

1. Posons Q(x) = 2% pour tout x € R2. Le noyau est alors N = Resy, donc Q est
dégénérée. Mais si on prend F = Req, la restriction de Q a F est non dégénérée; on
obtient F+ = Rey qui est bien de dimension 2 — 1 = 1, et de plus FN N = {0}, ce qui
correspond & R? = F@FL. En revanche si on part du sous-espace G = Res, I’orthogonal
G~ est R? tout entier et la somme G + GL n’est pas directe.

2. Posons Q(z) = 2% + 23 — 3. Cette forme est non dégénérée. Posons v = (1,0,1).
L’orthogonal de F = Rv est bien de dimension 2 = dimE — dimF = 3 — 1 puisque Q est
non dégénérée, mais Rv C (Rv)* parce que v est isotrope, donc la somme F 4 F* n’est
pas directe. Effectivement, la restriction de ¢ a F = Rv est dégénérée.

Expression dans une base (p-orthogonale

Soient ¢ une forme bilinéaire symétrique sur E x E et Q la forme quadratique sur E

associée a ¢ ; si ey, ..., e, sont deux a deux p-orthogonaux, on a
2 2
Q(erer + -+ -+ eper) = ¢ Qer) + -+ + ¢, Qlex)-
Si (eq,...,e,) est une base de E formée de vecteurs deux a deux g-orthogonaux (on verra

plus loin que si E est de dimension finie et 2 # 0, on peut toujours trouver une telle
base p-orthogonale pour E), la matrice ® = Mat(p, e, e) est diagonale. Les coefficients
diagonaux sont Q(ey), ..., Q(en,).

Supposons que Q(e;) # 0 pour i =1,...,s et que Q(e;) = 0 pour i > s, ou s est un
entier tel que 0 < s < n (si s =0, on veut dire que tous les (Q(e;)) sont nuls, et si s = n,
tous les (Q(e;)) sont non nuls). Il est facile de déterminer le noyau de N, en utilisant la
base e. On voit que

N, = [est1, .-+, €n]
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ce qui montre aussi que le rang de ¢ est égal a s.

Si des vecteurs x1,...,2zp de E sont deux a deux orthogonaux pour la forme ¢ et si on
ar=cx1+- -+ cpTp, On voit que

p
2
ez, x5) = cjo(xj, x5), @(w,x) = ch o(zj, ;).

j=1
Si tous les vecteurs sont non isotropes, ¢(x;,2;) # 0 pour 57 = 1,...,p on voit que les
coefficients de la combinaison linéaire x sont uniquement déterminés,
_ (@, @)
CG=—"-
p(i, T:)

Lemme. Si des vecteurs sont deux a deux p-orthogonaux et non isotropes, ils sont linéai-
rement indépendants.

Remarque. Le résultat n’est pas vrai pour des vecteurs isotropes: dans 1’exemple 4, si
vo = (1,0,0,1), le systéeme (vo,vo) est un systéme de vecteurs g-orthogonaux non nuls,
mais bien str pas indépendants !

Proposition 1.3.2. On suppose que 2 # 0. Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique sur
un espace vectoriel E de dimension finie; il existe une base eq,...,e, de E formée de
vecteurs deux a deux p-orthogonaux.

Démonstration. Par récurrence sur la dimension de E. Si E est de dimension 1, on choisit
e; # 0 dans E; ce vecteur constitue une base de E, et puisqu’il est seul, il n’y a pas
d’orthogonalité a vérifier. Supposons maintenant n > 1, et supposons le résultat établi
pour toute forme bilinéaire symétrique 1 sur un espace vectoriel G de dimension < n.
Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique sur E, avec dim E = n, et posons Q(z) = ¢(zx, z)
pour tout x € E; si ¢ est nulle, il suffit de prendre une base quelconque (ey,...,e,) de
E : les vecteurs de base seront automatiquement ¢-orthogonaux. Sinon, ¢ est non nulle,
et puisque p(x,y) = %(Q(:H—y) —Q(z)— Q(y)), la forme quadratique Q ne peut pas étre
identiquement nulle sur E. Il existe donc un vecteur v € E tel que ¢(v,v) # 0; posons
e1 =vet

G={zcE:p(xe)=0}={e}".

Puisque la forme linéaire © — ¢(x,e1) n’est pas nulle, son noyau G est de dimension
n—1,et e; ¢ G, donc E = G @ Ke;. Définissons sur G la forme bilinéaire symétrique
Y par ¥(z,y) = p(z,y) pour tous x,y € G (c’est la restriction de ¢ & G x G). D’apres
I’hypothese de récurrence, il existe une base (ea, ..., e,) de G formée de vecteurs deux a
deux 1-orthogonaux. Le systéme (eq, ea, . .., e,) est alors une base de E. Par définition de
G on a ¢(e;,e;) = 0 pour tout i > 1, et pour 2 < ,7,1 # j on a ¢(e;, e;) = P(e;,e;) =0,
donc on a trouvé une base ¢-orthogonale pour E.

Remarque. La matrice de ¢ dans la base p-orthogonale (eq,...,e,) est diagonale, les
éléments diagonaux étant p(ey,e1),...,@(en, €n).

ATTENTION. Il ne s’agit pas ici d’'une diagonalisation de matrice au sens de la théorie
des valeurs propres et des vecteurs propres. Si ® est la matrice de ¢ dans une premiere
base, et si ®’ est la matrice de ¢ dans une base p-orthogonale, la matrice ®’ est diagonale,
mais ses valeurs diagonales ne sont pas nécessairement des valeurs propres de ¢ (ces
deux matrices n’ont pas en général le méme polynome caractéristique; la formule de
changement de base n’est pas celle qui donne I'invariance du polynome caractéristique,
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c’est ici la formule ® = ‘P ® P. Si par exemple ® est déja diagonale et si P est égale &
cl,, les coefficients diagonaux seront multipliés par ¢? et n’auront visiblement aucune
raison d’étre des valeurs propres de ®).

Le cas réel

Supposons dans ce paragraphe que K = R. On va simplifier au maximum l’expres-
sion que 1’on peut trouver pour la matrice de ¢ dans une base ¢-orthogonale. Supposons
donc que ¢ soit bilinéaire symétrique sur un espace vectoriel réel E de dimension finie,
et soit e = (eq, ..., e,) une base p-orthogonale ; on va remplacer cette base par une base
de la forme € = (tieq,...,tnen), avec t; > 0. Si Q(e;) # 0, on pose t; = |Q(e;)|~Y/2,
et si Q(e;) = 0, on pose par exemple ¢t; = 1 (mais ¢a n’a en fait aucune importance).
Dans la nouvelle base (e],...,e],), on a encore l'orthogonalité, puisque ¢(t;e;,t;e;) =
titjo(ei,ej) = 0sii# j, et d’autre part Q(e;) = Q(tie;) = t2Q(e;) est nul si Q(e;) = 0,

sinon
Q(e;) = Q(tie;) = Q(e;)/|1Q(ei)| = +£1,
selon le signe de Q(e;). En résumé :

Lorsque K = R, il existe une base p-orthogonale dans laquelle la matrice de ¢ est
diagonale, avec des coefficients diagonaux égaux a 1, —1 ou 0.

Dans le cas complexe, on peut toujours trouver ¢; € C tel que t? = Q(e;). On obtient
alors :

Lorsque K = C, il existe une base p-orthogonale dans laquelle la matrice de ¢ est
diagonale, avec des coefficients diagonaux égaux a 1 ou 0.

Les résultats précédents se traduisent matriciellement de la fagon suivante : désignons
par Jp q,n la matrice diagonale de taille n x n dont les p premiers coefficients diagonaux
sont égaux a 1, les ¢ suivants égaux a —1 et les restants égaux a 0 (on suppose p,q > 0 et
p+ q < n). Pour toute matrice symétrique réelle A de taille n x n, il existe une matrice
réelle inversible P telle que "P A P soit égale & I'une des matrices J, 4. Pour toute matrice
symétrique complexe A de taille n X n, il existe une matrice complexe inversible P telle que
P AP soit égale a I'une des matrices Jp,0,n.

Expliquons le cas réel. Considérons la forme bilinéaire symétrique définie pour X,Y € R"
par la formule ¢(X,Y) = "X A'Y. On peut trouver une base f de R qui soit ¢-orthogonale,
et deux entiers p,q > 0 tels que p + g < n et tels que p(f;,f;) = 1 pour 1 < j < p,
o(fj,fi)=—1pourp+1<j<p+qetp(ffi)=0sj>p+q. Dans cette base f la
matrice de ¢ est égale & Jp, 4,n. Si P désigne la matrice de passage, P est une matrice réelle
inversible et ‘PAP =J p,q,n- Le cas complexe s’explique de facon analogue.

Dans le cas réel, le rang de la forme ¢ est égal a p + ¢, et on verra plus loin dans le
paragraphe signature que les deux entiers p et ¢ ne dépendent que de A, et pas de la base
p-orthogonale particuliere.

Combinaisons linéaires de carrés de formes linéaires

Revenons au cas général. Supposons que e soit une base p-orthogonale de 1’espace
vectoriel E. Siz = Y7, ¢;e;, on aura par orthogonalité Q(z) = Y"1 | Q(e;) ¢7 soit encore
en introduisant la base duale et en utilisant la relation ¢; = e (z)

Q=3 Q) ()"

On a donc exprimé Q comme combinaison linéaire de carrés de formes linéaires. Inverse-
ment, soient /1, ...,/¢; des formes linéaires sur E et aq,...,a; des coefficients dans K.
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Posons

Qz) =) _ai(ti(x)).

i=1

Cette forme quadratique admet clairement pour forme polaire

k
o(z,y) = Z a; Li(z)li(y).

Si fq, ..., ¢ sont indépendantes, on peut prolonger en une base (¢1,...,¥,) de E* puis
trouver une base e = (ey,...,e,) de E telle que ¢;(e;) = 6; ; pour tous 4,j = 1,...,n
(utiliser le corollaire 1.1.2). On vérifie alors que

k
pleie;) =Y a;ly(e)ls(e;) =0

si i # j (on remarque que /4(e;)ls(e;) = 65,i0s,; = 0 pour tout s lorsque ¢ # j), donc
e est une base @-orthogonale. On a ainsi vu le rapport entre la recherche d’une base
p-orthogonale et ’expression de la forme quadratique (Q comme combinaison linéaire de
carrés de formes linéaires indépendantes.

Décomposition de Gauss

La méthode de Gauss est une méthode pratique tres simple qui permet de trouver
une base orthogonale pour une forme bilinéaire symétrique ¢. En réalité, il s’agit d’'une
méthode qui va permettre d’exprimer la forme quadratique Q associée a ¢ sous forme
de combinaison linéaire de carrés de formes linéaires indépendantes. On pourra ensuite
en déduire une base gp-orthogonale comme on I’a expliqué dans le paragraphe précédent.

Commencons par un exemple tres simple, ou la forme quadratique QQ est définie sur
R? par Q(z) = 23 +x129+22. On éerit le début d’un carré, (z1+522)? = a1 +a 1200+ 123,
donc

1 (2 3
Q(w) = (331 + 5332) + Z wg = €1($)2 +£2(.73)2.
A partir de cette expression, on peut trouver une base orthogonale de la facon suivante :
les deux formes linéaires sont ¢; et f5, définies par ¢1(x) = =1 + %332 et lo(x) = @xg.

On cherche la base voulue en résolvant les équations ¢;(e;) = d; ;, i,j = 1,2. On obtient
ainsi

e1 =(1,0); ex= (_1/\/§7 2/\/5)

Dans cet exemple, on voit que @ est une somme de deux carrés. Il en résulte que
Pexpression Q(z) est toujours > 0 (en fait Q(x) > 0 pour tout = # 0, car les relations
l1(x) =0 et £o(x) = 0 entrainent ici que = 0). Une des applications de la méthode de
Gauss est donc I’étude du signe d’une forme quadratique réelle, une question que nous
reverrons en Calcul Différentiel a propos de la formule de Taylor a I’ordre deux pour une
fonction de plusieurs variables. Mais la méthode de Gauss s’applique aussi a des corps
généraux (pour lesquels il n’y a pas de notion de signe d’une expression), a condition
toutefois que 2 # 0.

Proposition 1.3.3. Soit K un corps tel que 2 # 0, et soit () une forme quadratique
sur K". Il existe n formes linéaires indépendantes (1, ...,¢, sur K" et des coefficients

17



c1,...,c, dans K tels que pour tout x € K"
Q(z) = i (ti())*,
i=1

Le rang de QQ est égal au nombre des coefficients ¢; non nuls.

Démonstration. On démontre ’existence de la décomposition par récurrence sur le nom-
bre de variables. Soit Q une forme quadratique sur K", considérée comme fonction

Q(z1,...,x,) de n variables z1,...,x, € K. On peut écrire
n
Q(z) =) @i} + ) bijwix;
=1 1<J

Supposons d’abord que 'un des coefficients a; soit non nul, et pour simplifier 1’écriture,
supposons que ¢ = 1. On écrit alors Q sous la forme

Q(z) = arx? + (y) 1 + q(y),

ouna; #0,y = (x2,...,2,), £ est une forme linéaire qui ne dépend pas de x; et g une
forme quadratique qui ne dépend pas de x;. Ensuite,

Q) = ar (o1 + = 04)° + (aly) — —— £(y)?),

2a1 day

et on applique I’hypothese de récurrence a la forme quadratique C)(y) =q(y) — 4%1 {(y)?,
qui ne dépend plus que des (n — 1) variables xa, ..., z,. Cette forme quadratique est par
hypothese de récurrence combinaison linéaire de carrés de formes linéaires indépendantes
ly, ..., L, qui ne dépendent que des variables xzs, ..., x,. Ces formes sont alors indépen-
dantes de la forme linéaire ¢1(z) = z1 + Til {(y) (parce que ¢1 dépend explicitement de
la variable x1 ; pour mieux se convaincre, on pourra voir quelle est la forme de la matrice
n x n dont les lignes contiennent les coefficients des formes linéaires ¢4, ..., £,).

Le deuxieme cas est plus embétant. C’est le cas ou tous les coefficients a; sont nuls,
sans que la forme Q soit nulle. Soit alors (7,j) un couple tel que b; ; soit non nul, et

supposons pour simplifier I’écriture que (i, 7) = (1,2). On écrit maintenant

Q(z) = by axrxe + L(y)z1 + m(y)xe + q(y),

ouny = (x3,...,2y), £ et m sont des formes linéaires qui ne dépendent pas de x1, x>
et ¢ une forme quadratique qui ne dépend pas de z1,z2. On pose u; = (z1 + x2)/2,
us = (x1 — x2)/2, et on transforme 'expression précédente en

Q(z) = b1 (ui — u3) + £(y) (w1 + ug) + m(y)(ur —u2) + q(y),
que 'on traite par la méthode précédente, appliquée aux nouvelles variables
(U1, U2, T3, ..., Tp).
On termine en revenant aux variables initiales.

Exercices.

1. Traiter 'exemple Q(z) = 22 + yz + y* — 2axz + 22

2. Un exemple sans carré : xy + yz + czx. On pose x = u+ v et y = u — v, on fait le
calcul avec les variables u, v, z et on change a la fin. En déduire une base ¢-orthogonale
de R®.
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Le cas réel

On supposera désormais que K = R. Dans la méthode de Gauss, on pourra simplifier
chacun des termes c£(z)? (olt ¢ € R) de la proposition précédente de la facon suivante : on
pose m(z) = /][ £(z) ; si ¢ > 0, on remplace c£(x)? par m(z)?, et si ¢ < 0, on remplace
cl(x)? par —m(z)?. Si c est nul, on n’écrit rien du tout (et en fait dans 'application
pratique de la méthode de Gauss, on ne calcule en général pas celles des formes linéaires
¢; de la proposition précédente pour lesquelles ¢; = 0).

Si on a une forme quadratique Q qui n’est pas définie sur R™ mais sur un espace
vectoriel réel “abstrait” de dimension n, on choisit une base de E et on effectue les calculs

avec les coordonnées x1,...,x, dans cette base. En résumé :

Etant donnée une forme quadratique () définie sur un espace vectoriel réel E de
dimension finie, il existe des formes linéaires indépendantes {1, ..., 0y, lpi1, ..., Lpyq telles
que

Ve € B, Q(z)=/l1(x)*+ -+ L(x)* —lpi1(x)? — - — Ly q(2)?.

Bien entendu, il est possible que p =0 (il n’y a alors pas de signe +), ou bien ¢ = 0
(il n’y a alors pas de signe —), ou bien les deux (si Q = 0). Si on complete ce systeme de

formes linéaires en une base (¢1,...,¥¢,) de E*, on peut trouver une base (eq,...,e,) de
E telle que ¢;(e;) = 0; ;. Dans cette base la matrice ® = Mat(y, e, e) est diagonale, avec
(1)171 == (I)p,p =1, (I)erl,erl == (I)p+q,p+q =—1et (I)i,i =0siz>p+gq. Le rang

de la forme ¢ est égal a p 4+ ¢q. On voit donc que ¢ est non-dégénérée si et seulement si
p + q = n. Exprimé en termes de base p-orthogonale, le résultat précédent donne :

1l existe une base p-orthogonale dans laquelle la matrice de ¢ est diagonale, avec p
coefficients diagonaux égaux a 1, et ¢ égaux a —1, les autres étant 0.

La décomposition de Gauss permet d’étudier le signe de la forme quadratique Q.
Sig=0,o0naQ(x) >0 pour tout z; si p = 0, on a Q(x) < 0 pour tout x. Dans le
cas ou p > 0 et ¢ > 0, on est str que Q change de signe: en effet, ¢1(e;) > 0 mais
lpyi(ept1) < 0. Sip+ ¢ < n, il existe des vecteurs non nuls tels que Q(z) = 0, par
exemple = = e,4441. S1 p = n, on aura Q(z) > 0 pour tout = # 0, et si ¢ = n, on aura
Q(z) < 0 pour tout x # 0.

Signature d’une forme quadratique réelle

Définition 1.3.4. Soit QQ une forme quadratique sur un espace vectoriel réel E et soit ¢
sa forme polaire; on dit que ¢ (ou Q) est positive sur E si Q(z) > 0 pour tout vecteur
x € E. On dit que ¢ (ou Q) est définie positive sur E si Q(x) > 0 pour tout vecteur
x € E non nul.

Lemme. Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique sur un espace vectoriel réel E de dimen-

sion finie, et soit (x1,...,x,) une base p-orthogonale de E.
—Sion a p(x;,x;) >0 pour tout i = 1,...,n, la forme ¢ est positive sur E.
— Sion a p(x;,x;) >0 pour tout i = 1,...,n, la forme ¢ est définie positive sur E.

Démonstration. Elle est tres facile ; expliquons uniquement la seconde partie, qui est tres
légerement plus délicate. Soit x un vecteur de E, décomposé dans la base x = (z1,...,xy,)
sous la forme z = " | ¢;z;. Puisque la base x est g-orthogonale, on obtient
n
pla,z) =Y plas, ;)

=1
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quantité positive puisque les ¢; sont réels et p(z;, ;) > 0 par hypothese. Si p(z,x) =0,
il faut que tous les termes de la somme soient nuls, c’est a dire c?¢(z;,z;) = 0 pour
i=1,...,n, ce qui implique ¢; = 0 puisque ¢(z;,z;) # 0, donc z = Og.

On définit de méme la notion de forme bilinéaire symétrique négative, ou bien définie
négative, et on a bien sur le lemme analogue a celui qui précede (il suffit de remplacer ¢

par —¢).

Exercices.

1. Soit A la matrice dans la base canonique d’une forme bilinéaire symétrique ¢ sur R2.
Montrer que ¢ est définie positive si et seulement si A;; > 0 et det A > 0.

2. Si @ est la matrice d’une forme bilinéaire symétrique définie positive sur R"™, montrer
que :

det ® > 0 (introduire une base orthogonale et changer de base) ;

pour tout k = 1,...,n, la matrice &5 de taille k X k obtenue en ne gardant que les
coefficients ®; ; tels que 1 < 4,5 < k définit une forme bilinéaire définie positive sur RF .

il existe une matrice triangulaire supérieure inversible réelle U telle que ® = "UU.
Réciproque ?

On dira que Q est de signature (p, q) si la décomposition dans une base orthogonale
contient p termes tels que Q(e;) = 1 (somme de carrés) et g termes tels que Q(e;) = —1
(différence de carrés). Cette définition n’a de sens que si on montre que ces deux nombres
ne dépendent que de Q, et pas de la décomposition particuliere.

Supposons donc que (eq, . . ., €,) soit une base p-orthogonale de E, avec p(e;, e;) > 0
pour i = 1,...,p et p(e;,e;) < 0 pour i > p. La forme Q est alors définie positive sur
le sous-espace F de dimension p engendré par ey, ..., e, et négative sur le sous-espace
G de dimension n — p engendré par les vecteurs e,i1, ..., e,. Soit € = (e,...,e;,) une
autre base p-orthogonale, et supposons que maintenant p(el, e}) > 0 pour i = 1,...,p/,
et ¢(e},e;) < 0 pour i > p’. Désignons par F’ le sous-espace engendré par (ej,..., e, )
et par G’ le sous-espace engendré par les autres vecteurs de la base €’. La forme ¢ est
alors négative sur G’. Il en résulte que F NG’ = {0} (en effet, si z € F et 2 # 0, on a
Q(z) > 0, donc = ¢ G’). On en déduit que F et G’ forment une somme directe, donc
p+(n—p)=dim(F+G’') < dimE = n, ce qui donne p—p’ < 0. En raisonnant de méme
sur F/ et G, on obtient aussi p’ —p < 0, donc p = p’. Le raisonnement est le méme pour
montrer que ¢ = ¢'.

Définition 1.3.5. On dit que la forme quadratique Q définie sur I’espace vectoriel réel
de dimension finie E, et de forme polaire ¢, est de signature (p, q) si sa matrice dans une
base p-orthogonale contient p coefficients > 0 et g coefficients < 0 sur la diagonale.

Autrement dit, la forme quadratique Q est de signature (p,q) s’il existe une base
@-orthogonale (e, ...,e,) pour E telle qu’il existe p indices i pour lesquels Q(e;) > 0
et ¢ indices tels que Q(e;) < 0. Dans ce cas, on aura la méme situation pour toute base
p-orthogonale de E. Si dimE = n, la forme Q est définie positive si et seulement si elle
est de signature (n,0), et elle est définie négative si et seulement si elle est de signature
(0,n).

Exemples. La forme hyperbolique sur R* de I’exemple 4 est de signature (3,1). Le produit
scalaire usuel sur R" est de signature (n,0).
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Formes bilinéaires positives. Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit E un espace vectoriel réel et soit ¢ une forme bilinéaire symétrique positive sur
I’espace E; soient z,y € E; on a

o(te+y,te+y) >0,

pour tout nombre réel . On a donc un trinéme réel qui ne change pas de signe quand ¢
décrit R,
t2p(z, x) + 2t p(z,y) + (Y, y),

donc son discriminant est < 0, ce qui donne 'inégalité de Cauchy-Schwarz

(@, 1)) < o(z,2) oy, y).

Exemples.

1. Dans le cas du produit scalaire usuel sur R™, on a bien une forme bilinéaire positive
puisque ¢(z,x) = Z?zl x? > 0. 1l en résulte que le produit scalaire de deux vecteurs est
majoré par le produit des normes de ces vecteurs.

2. Considérons la forme bilinéaire ¢ définie sur ’espace des fonctions réelles continues
sur [0, 1] par la formule

o(f,9) = /0 f(t)g(t)dt

pour toutes fonctions réelles continues f et g. Il est clair que cette forme bilinéaire est
positive, donc on peut lui appliquer I'inégalité de Cauchy-Schwarz. On obtient ainsi
I'inégalité

%ﬂ%@@s%ﬂwm”%mwmw

Lemme. Supposons que ¢ soit une forme bilinéaire sur un espace vectoriel réel E. Si ¢
est positive sur E, le noyau de ¢ coincide avec I'’ensemble des vecteurs isotropes.

Démonstration. Dans tous les cas, le noyau d’'une forme bilinéaire est contenu dans
I’ensemble des vecteurs isotropes; inversement, si ¢ est positive et si p(x,z) = 0, on
déduit de I'inégalité de Cauchy-Schwarz ¢(z,y)? < p(x, 1) ¢(y,y) que p(x,y) = 0 pour
tout y € E, donc x appartient au noyau de E.

1.4. Un peu de géométrie. Division harmonique

Supposons donnée une droite affine A, et sur cette droite considérons quatre points A, B,
C et D. Supposons ces points deux a deux distincts. On dit que le quadruplet (A, B, C,D)
forme une division harmonique si L

DA

DB

&)

En écrivant cette relation sous la forme
CA DB =-DA CB
on peut inclure un certain nombre de cas particuliers. Par exemple, si C = B, on doit

prendre D = B aussi, donc (A, B, B, B) est un cas particulier de division harmonique.
Remarque. La situation est réversible : si (A, B, C, D) est une division harmonique, il en est
de méme pour (C,D, A, B).

Si on prend pour C le milieu de AB, on ne peut pas trouver de point D qui vérifie la
relation de division harmonique. Cependant, si on consideére un point C’ différent du milieu

21



mais qui s’approche du milieu de AB, on voit que le point D’ correspondant s’éloigne
a l'infini quand C’ tend vers le milieu L. On dit alors que (A, B, L, 00) forme encore une
division harmonique. Cette notion de point & l’infini se formalise précisément avec la notion
de droite projective. Supposons que A soit représentée comme droite affine du plan, droite
ne passant pas par 0, d’équation
ur, +vrs = 1.

La droite projective P1 est 1’ensemble des droites vectorielles du plan. On obtient une
visualisation de la droite projective en associant a chaque D € P; le point d’intersection zp
de D avec la droite A. En fait ce procédé ne s’applique pas a la droite exceptionnelle Dy dont
I’équation est ux1 +wvxe = 0, qui est parallele & A et ne coupe donc pas A. On considere que
cette droite Do parallele a A représente le “point a 'infini” sur A. Une droite vectorielle
D est formée de points de la forme (td,td’), ou t varie dans R et ot (d,d’) est un vecteur
directeur pour D (il s’agit donc d’un vecteur non nul). On dit que (d,d") est un systéme de
coordonnées homogénes pour le “point” D de 'espace P;. Les coordonnées homogenes ne
sont pas uniques. Ainsi, (1,1), (2,2) ou (—1, —1) représentent le méme “point” de ’espace
projectif. La notion de point & 'infini n’a pas de sens intrinséque : elle dépend de la droite
A choisie pour représenter P;.

Si on utilise les coordonnées homogenes, la relation de division harmonique devient
(ca—a'c)(db—bd)=—(da—dd)(b—"bc),

ou chacun des points A, B, C,D a des coordonnées homogenes, (a,a’) pour A, (b,b") pour
B, etc...

On suppose maintenant donnée une droite affine A dans un espace vectoriel réel E de
dimension > 2, et sur cette droite deux points distincts A et B. On considére deux autres
points C et D de la droite, qui sont définis par

AC = \AB, AD = uAB,

ol A et u sont deux nombres réels. Dire que (A, B, C,D) forme une division harmonique
revient alors & dire que —A\(u — 1) = pu(A — 1), soit encore

A4 = 2Xp.

Les conditions suivantes sont équivalentes.

(a) Les points (A, B, C, D) forment une division harmonique, c’est & dire (Ap)—2Apu = 0.

(b) Pour tout point 2, pour toute forme quadratique Q de forme polaire pq, telle que
Q(QA) = Q(2B) =0, on a pa(C, OD) = 0.

(¢) Pour tout point 2 hors de A, il existe une forme quadratique Q de forme polaire ¢q,
non identiquement nulle sur le plan vectoriel [(ﬁ’, @], et telle que Q(m) = Q(@) =0,
et q(QC, D) = 0.

(d) 1l existe un point © hors de A, une forme quadratique Q de forme polaire ¢q, non
identiquement nulle sur le plan vectoriel [(ﬁ’, @], et telle que Q(m) = Q(@) =0, et
@Q(mv (ﬁ) = 0.

Etant donné un point €2, posons = = OA et y = OB. On a alors AB = y — x. Pour tout
t € R, définissons le point M(¢) de la droite A par la relation AM(t) = t(y — z), et posons
z(t) = QM(¢). On a donc z(t) = = + t(y — x) = (1 — t)z + ty. Notons que C = M(N),
ac = z(A), D = M(u), 0D = z(p), = 2(0) et y = z(1). Remarquons qu’une forme
quadratique Q telle que Q(z) = Q(y) = 0, de forme polaire ¢, est nulle sur le plan [z, y] si
on ajoute la condition ¢(x,y) = 0 (en effet, sa matrice dans la base (x,y) du plan est alors
nulle).

Partons de la premiere hypotheése. Supposons que A + p = 2\, et soit Q une forme
quadratique vérifiant les conditions de (b); on suppose donc que Q(z) = Q(y) = 0. On
aura

e(z(A), 2(1) = (1 = M)z + Ay, (1 — p)z + py) = (1 = A)p+ AL — p)e(z,y) =0,
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ce qui montre (b).
Supposons maintenant que la propriété (b) soit satisfaite. Soit 2 un point hors de A il
faut trouver une forme quadratique Q qui s’annule pour x et y, non identiquement nulle

sur le plan vectoriel [z, y|. Posons e; = %ﬁ Soit L le milieu de AB et définissons ez par
QL = e,. Définissons Q égale a 27 — 3, ot =1, x2 sont les deux premieres coordonnées dans
une base de E commencant par ej, ez. On a alors Q(m) = Q(e2 —e1) = 0, et de méme
pour le point B, on a Q(@) = Q(e1 + e2) = 0. D’apres ’hypothese (b), on en déduit que
©(QC, D) = 0. Par ailleurs Q(QL) = —1 # 0, donc on a bien montré la propriété (c).

L’implication (¢)=(d) est évidente. Supposons pour finir que (d) soit satisfaite. On a
alors p(z,y) # 0 puisque Q n’est pas nulle sur le plan [z, y]. De plus

pQ(z(s), 2(t)) = (s(1 = 1) + t(1 — 5))e(x, y),
et puisque notre derniére hypothese est ¢(z(A),z(n)) = 0, on obtient bien la relation
A1 —p)+p(l—=X)=0.
Conséquence. Faisceau de droites passant par des points en division harmonique

On suppose que A est une droite du plan, et que sur cette droite quatre points (A, B, C, D)
forment une division harmonique. Par un point Q hors de A on trace quatre droites
Ao, Ag, Ay, As qui coupent A en A,B,C,D et une autre droite A; en A;,B1,Cy,Dy.
Ces quatre nouveaux points forment une division harmonique.

En effet, puisque €2 est hors de A il existe une forme quadratique non triviale qui vérifie

les conditions de (¢) pour les points A, B,C,D. Les vecteurs correspondants (TA{, Q—Bl),
QC; et OD; étant des multiples des vecteurs m, @, OC et (ﬁ, les bonnes propriétés de
Q sur A, B, C,D se transmettent & A;, B, C1, Dy : on aura donc Q(m) =0, Q(m) =0,
cp(Q—C{, Q—Dl)) = 0, ce qui montre que (A1,B1,Cq,D1) est une division harmonique.

On appelle faisceau harmonique de droites un ensemble de quatre droites du plan avec
les propriétés de Aq, Ag, Ay, As. Pour toute droite affine A ne passant pas par le point
d’intersection 2 des quatre droites du faisceau, les quatre points d’intersection de A avec
les droites du faisceau forment une division harmonique.

Coniques
Considérons une ellipse dans le plan, d’équation

am% + bx% =1,

avec a,b > 0. On place une “copie” de ce plan dans R?, & altitude 3 = 1. Désignons par
I le plan de R® d’équation 3 = 1. La conique I" du plan II est 'intersection de IT avec
I’ensemble (C) de R® défini par ’équation

2 2 2
axr] + bxs; —x3 =0,

c’est & dire I’ensemble des vecteurs isotropes d’une forme quadratique de signature (2,1)
sur R* donnée par
Qx) = azi + bxs — z3 = 0.

La forme polaire est alors égale a
o(z,y) = ax1yr + brays — T3Yy3.

Expliquons le point de vue projectif. Le plan projectif est I’ensemble des droites vec-
torielles de R®. L’ensemble (C) s’identifie & un ensemble de droites passant par 0, c’est &
dire & un ensemble de points du plan projectif. C’est une conique du plan projectif. Si on
coupe (C) par d’autres plans que II (plans affines qui ne passent pas par 0), on obtient des
visualisations différentes de la conique du plan projectif. On peut obtenir ainsi une section
plane de (C) qui soit une hyperbole ou une parabole. Par exemple, si on coupe (C) par le
plan z2 = 1, la section, projetée sur le plan (z1,x3) a pour équation

2 2
ar] — x3 = —b,

qui est une hyperbole (exercice : trouver un plan qui coupe (C) suivant une parabole).
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Conjugaison par rapport a I' et divisions harmoniques. On dit que deux points M et P

du plan II sont conjugués par rapport a (I') si les vecteurs OM et OP sont p-orthogonaux.
Un point A de I' est conjugué de lui-méme. L’ensemble des conjugués d’un point M € II est

1
I’intersection de II avec le plan vectoriel OM . Cest donc une droite de II, appelée droite
polaire du point M. Supposons que M ne soit pas sur (I'), que A soit une droite passant par
M qui recoupe la polaire de M en P, et lellipse en A et B. Les points (A, B, M, P) forment

une division harmonique. En effet, Q(O_A>) = Q(@) = 0 puisque A et B sont deux points
de (T'), et cp(O—M, O?) = 0 puisque P appartient & la droite polaire de M.

Exercices.

1. Dans le cas ou M = A est un point de (I'), montrer que la droite polaire de M passe
par A et ne passe par aucun autre point de (I"). C’est donc la tangente en A a Dellipse.

2. Si d’un point M hors de (I') on peut tracer deux tangentes a ’ellipse qui touchent
Iellipse en A et B, montrer que la polaire de M est la droite qui passe par A et B.

3. Si on trace des cordes paralleles a une droite A du plan II, montrer que 1’ensemble
des milieux est situé sur une droite, qui est la polaire du point a ’infini correspondant a la
droite vectorielle de méme direction que A.

24



Chapitre 2. Espaces euclidiens

2.1. Produit scalaire et normes euclidiennes

Définition 2.1.1. Un espace euclidien est un espace vectoriel réel E de dimension
finie muni d’une forme bilinéaire symétrique ¢ définie positive.

On dit que ¢ définit le produit scalaire de l'espace euclidien E, et on notera en
général le produit scalaire de deux vecteurs x et y de E par

.y =p(x,y).

En termes précis, un espace euclidien n’est pas seulement un espace vectoriel, mais un
couple (E, ) d’'un espace vectoriel E et d’une forme bilinéaire ¢ définie sur E x E.

Il peut étre instructif de remarquer qu'un certain nombre des propriétés qui seront
vues dans ce chapitre ne dépend pas du fait que l’espace vectoriel E soit de dimen-
sion finie. On appelle espace préhilbertien un espace vectoriel réel E muni d’une forme
bilinéaire symétrique ¢ définie positive.

Exemples.

1. Dans la quasi-totalité de nos exemples, 1’espace vectoriel E sera de dimension finie,
mais on peut garder un oeil un peu ouvert sur d’autres cas, par exemple celui de I'espace
E = C(]0, 1]) des fonctions continues sur [0, 1] muni de la forme bilinéaire ¢ définie pour
tous f,g € E par

o(f,9) = /0 f(t)g(?) dt.

Le couple (E, ¢) est un espace préhilbertien. En effet, il est clair que ¢ est bilinéaire,
symétrique et positive. Le fait qu’elle soit définie positive provient du résultat suivant :
si I'intégrale d’une fonction > 0 continue est nulle, la fonction est nulle.

2. L’exemple le plus commun sera R" avec son produit scalaire usuel, défini par

oz, y) =x.y=21y1 + -+ Tnyn

pour deux vecteurs quelconques = = (z1,...,2,) et y = (y1,...,Yn) de R".

3. Espace f2: c’est l'espace vectoriel (de dimension infinie) formé des suites réelles
(zn)p=o de carré sommable, c’est a dire telles que la série numérique Zmi converge ;

on pose alors
o0
T.Yy= E Tn Yn -
n=0

C’est encore un espace préhilbertien. C’est I'extension “naturelle” de 'exemple 2 a la
dimension infinie.

4. Si E est un espace euclidien et si F est un sous-espace vectoriel de E, la restriction
du produit scalaire de E aux couples de vecteurs de F permet de munir F' d’une structure
d’espace euclidien. Cette remarque évidente sera appliquée a plusieurs reprises dans ce
chapitre.

On rappelle I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour les formes bilinéaires symétriques
positives,
2
e(@,y)” < o(@,2) oy, y)-
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Pour un espace euclidien ou préhilbertien E fixé, on notera ||z|| = /= . x et I'inégalité de
Cauchy-Schwarz donne dans ce cas

|z y| < Nzl lly]l-

Lemme. Soit E un espace préhilbertien ; ’application x — ||x|| est une norme sur E.
Démonstration. On voit que ||z|| = 0 signifie que x .z = p(z,x) = 0, donc x = Og puisque
@ est définie positive. A partir de I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on voit facilement que
[z +yll < [[=[] + lly|
(inégalité triangulaire) ; en effet, on obtient en développant le carré scalaire de = + y et
en utilisant la symétrie (z.y =y .x)
lz+yl*=(z+y).(z+y) =z.2+22.y+y.y <

v.x+ 2V gy ty.y= Voo +Vyy)?® = (el + lylD?.

Identité du parallélogramme

Pour deux vecteurs quelconques x,y de ’espace E, on a obtenu ci-dessus la relation
lz+y|* = ||z||?+22.y+ ||y||*>. En additionnant avec la relation analogue obtenue pour
les vecteurs = et —y, on obtient I’identité du parallélogramme :

Etant donnés deux vecteurs z,y d’un espace euclidien (ou préhilbertien), on a

[ g2 -

Orthogonalité dans un espace euclidien

On dit que deux vecteurs z et y de E sont orthogonaux si .y = 0. Cette relation
est symétrique. On note x L y. On dit que deux sous-espaces vectoriels E; et Eo sont
orthogonaux si on a x1 L x5 pour tous x1 € Eq, 22 € Es.

Six L y, la relation ci-dessus donne
lz +ylI* = [l2]* + llyll,
qu’il est plus ou moins raisonnable d’appeler le théoreme de Pythagore.

Proposition 2.1.1. Relation de Pythagore. Si x4, ...,z sont deux a deux orthogonaux,
on a

k
oy + -+ azil® =D il
=1

Démonstration. On a vérifié d’abord le cas k = 2, et on peut ensuite faire une démons-
tration par récurrence sur k > 2. On remarquera que (1 + - -+ + xx—1) est orthogonal
a xp, ce qui fournit le résultat en utilisant 'hypothese de récurrence et le cas de deux
vecteurs,

(@1 + -+ ) + @l = log 4+ 4o+ ol =
Corollaire 2.1.1. Si des vecteurs d’un espace euclidien ou préhilbertien sont deux a

deux orthogonaux et non nuls, ils sont linéairement indépendants.

Corollaire 2.1.2. Soit E un espace euclidien ou préhilbertien ; si les sous-espaces vecto-
riels E1,Eo, ... Er de E sont deux a deux orthogonaux, ils forment une somme directe
E1 & ---® Ey dans E.
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Base orthonormée

Soit E un espace euclidien ; on dit qu'un systéme (z1,...,x,) de vecteurs de E est
une base orthonormeée de E si c’est une base de E et si les vecteurs (x;) sont deux a
deux orthogonaux et de norme 1,

Théoreme 2.1.1. Tout espace euclidien admet une base orthonormée.

Démonstration. On a vu dans le chapitre 1 que pour toute forme bilinéaire symétrique
¢ sur un espace E de dimension finie sur le corps des réels, il existe une base (eq, ..., e,)
de E formée de vecteurs deux & deux g-orthogonaux telle que ¢(e;, e;) soit égal a 1,
—1 ou 0. Ici, puisque ¢ est définie positive, le seul cas possible est p(e;,e;) = 1, ce qui
termine la démonstration. Mais plutot que de renvoyer ainsi a la lecture du chapitre 1,
il est peut étre plus agréable pour le lecteur de montrer directement 1’existence d’une
base orthonormée pour E en reprenant rapidement la démonstration de la partie du
résultat du chapitre 1 dont nous avons besoin ici: le résultat est évident si dimE = 1.
Soit n > 1, et supposons le résultat démontré pour tout espace euclidien F de dimension
< n; soit E un espace euclidien de dimension n; on choisit un vecteur e; de norme 1
dans E. L’ensemble des vecteurs y € E tels que y L e; forme un espace euclidien F de
dimension n — 1, qui admet donc une base orthonormée (es, ..., e,) d’apres I'hypothese
de récurrence. Alors (eq,ea, ..., e,) est une base orthonormée de E.

La méthode de Gram-Schmidt qui est présentée plus loin donnera une variante de
démonstration pour le théoreme 2.1.1.

Coordonnées dans une base orthonormée

Soit E un espace euclidien, et calculons les coordonnées d’un vecteur x de E dans une
base orthonormée (e, ...,e,). Ecrivons 2 = >_""_| ¢;e;. En calculant le produit scalaire
x .ej, on obtient ¢; = x.e;. On voit donc que :

n

x:Z(w.ei)ei.

=1

D’apres Pythagore on aura [|z]|? = Y7 [lcies[|* = S, ¢Z. On en déduit le calcul de la

norme du vecteur x a partir des coordonnées dans une base orthonormée,

n

2l =) (x.e).

i=1

Ces calculs de coordonnées s’appliquent au calcul de la matrice d’'un endomorphisme
u € L(E) dans une base orthonormée (e, ..., e,) de E : la matrice A = (a; ;) admet pour
coefficients de la colonne j les coordonnées du vecteur image u(e;), par conséquent

Qi 5 = u(ej) . €.
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Projection orthogonale

Soit E un espace euclidien (ou préhilbertien) ; si x est un vecteur de E et F un sous-
espace vectoriel de E, on dit qu’un vecteur y est la projection orthogonale de x sur F
si

yeF et z—y LF.

Le vecteur y est uniquement déterminé par ces deux conditions : si y; et yo vérifient ces
conditions, alors x — y; et x — y» sont orthogonaux a F, donc la différence y; — yo est
orthogonale a F. Mais puisque y; —y2 € F, on peut écrire (y; —y2) . (y1 —y2) = 0, ce qui
implique que y1 = yo.

Lorsque y existe, on note y = Pp(x). Si le sous-espace F est de dimension finie, la
projection Pg(x) existe toujours : si on choisit une base orthonormée (ey,...,ex) de F,
on peut décrire 'application Pr de projection orthogonale de E sur F en posant pour
tout x € E

k
Pp(z) = Z (x.e;)e; € F.

On voit de plus par cette formule que Pg est une application linéaire; il est clair que
pour tout vecteur y € F on a Pr(y) = y, ce qui entraine que Pr(Pp(x)) = Pp(x) pour
tout x € E, c’est & dire que (Pr)? = Pr ('application linéaire P est un projecteur).

Si z est un vecteur quelconque de F, on pourra écrire t—z = (z—Pp(z))+(Pp(z)—2)
et puisque Pr(z) — 2z € F on a par Pythagore

lz — 21* = ll= — Pr(2)|* + [Pr(x) — 2]*.

Cette relation montre que ||z — z|| > ||z — Pp(x)|| pour tout z € F, donc Pg(z) est le
point de F qui est le plus proche de .

Exercice. Montrer que cette propriété de plus courte distance caractérise Pr(x).

Si F est de dimension infinie, il est possible que la projection de x € E sur F n’existe
pas, mais elle existe toujours lorsque F est complet pour la distance d(z,y) = ||z — y||.

En prenant z = Og dans la relation précédente, on obtient aussi ||x[|?> > ||Pr(z)]?,

ce qui donne par linéarité |Pg(z1) — Pr(z2)|| < |21 — x2|| pour tous vecteurs x1, 22 € E :
I’application P diminue les distances.

On définit I'orthogonal F- d’un sous-espace vectoriel F de E par
Ft={zcE:2 LF}.

On voit que F' est un sous-espace vectoriel de E.

Proposition 2.1.2. Soit E un espace euclidien (ou préhilbertien) et soit F un sous-espace
vectoriel de dimension finie de E ; on a

E=F@F! et (FY)* =F.

Démonstration. Tout vecteur = € E peut s’écrire x = Pp(z) + (x — Prz), avec Pr(z) € F
et z — Pp(z) € F+, ce qui montre que E = F 4+ F+; de plus, il est clair que FNF*+ = {0},
donc la somme est directe. Montrons la deuxieme propriété de 1’énoncé. On a toujours
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F c F++. Inversement, si x € F++, on écrit x = f + ¢, avec f € F et g L F. Puisque z
est orthogonal 8 F-, onawra0=2.g=f.g+¢g.g=g¢g.¢9,donc g=0g et c = f € F.

Si E est un espace euclidien et si F est un sous-espace différent de E, son orthogonal
F+ est donc # {0}.

Ce résultat n’est pas vrai en toute généralité dans le cas préhilbertien de dimension
infinie. Sous certaines conditions topologiques qui sont largement hors programme, on peut
étendre la proposition 2.1.2 : si E est préhilbertien complet (on dit alors que E est un espace

de Hilbert) et si F est un sous-espace vectoriel fermé de E, la décomposition E = F @ Ft
reste valable.

Corollaire 2.1.3. Soient E un espace euclidien et F un sous-espace vectoriel de E ; on a
E=F®F! et (FH)t =F.

Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt

Donnons d’abord le principe général : soient E un espace euclidien, F un sous-espace
vectoriel de E dont on connait une base orthonormée (e, ..., ex), et soit z ¢ F; alors le
vecteur y = x — Pp(x) est non nul, orthogonal & F et exy1 = y/||y|| permet d’allonger
notre systeme orthonormé.

On peut utiliser ce principe dans le cas ot une base de E est déja donnée (mais pas
orthogonale), pour construire une nouvelle base de E qui soit orthonormée. On suppose

donc donnée une base quelconque (f1, fa, ..., fn) de E, et on va construire a partir de
cette base une base orthonormée (eq,...,e,); la construction se fera de fagon que pour
chaque £ =1,...,n on ait

Fk = [fl,...,fk] = [61,...,6k].

On commence en posant e; = f1 /| f1]|. Si les vecteurs eq, ..., e,_1 sont déja déterminés,
avec F,_1 = [e1, ..., ex—1], on considere uy = fr, — Pr,_, (fx). Puisque f est une base, on
sait que f, ¢ Fi_1, donc uy, # Og, et on peut poser e, = uy/||ug||. On vérifie facilement
que [e1,...,ex] = [f1,--., fx]. Quand on arrive & k = n on a [e1,...,e,] = [f1,---, [nl,
ce qui montre que (eq, ..., e,) est une base de E. Elle est orthonormée par construction.

Si on part d’une base orthonormée (e, ...,ex) d'un sous-espace F, complétée par
une famille (fxy1,..., fn) pour former une base de E, on peut appliquer la méthode a
partir de I’étape qui définit eg; pour trouver une famille (ex41,...,€e,) qui complete le
systéme (eg,...,ex) en une base orthonormée de E.

Le procédé peut aussi s’appliquer en dimension infinie, quand on dispose au départ
d’une suite infinie (f,,) de vecteurs d’un espace préhilbertien E, telle que (f1, ..., f,) soit
libre pour tout entier n : on produira dans ce cas une suite orthonormée infinie (e,,) dans
I’espace préhilbertien.

Exemple. Polynoémes orthogonaux sur [—1, +1].

Considérons 'espace préhilbertien E = C([—1, 1]) des fonctions continues sur [—1, 1],

muni du produit scalaire f.g = fil f(t)g(t)dt; on part de la suite (f,) des fonctions
polynomiales 1,x,...,2™, ... Les termes successifs produits par le procédé de Gram-
Schmidt fournissent des polynomes, dont les premiers sont

%, \/gx, \/g (3X? —1), \/Z(5X3—3X),...

29



et les calculs de la méthode de Gram-Schmidt deviennent tres vite terrrifiants.

Il est plus facile de trouver ces polynoémes orthogonaux en faisant un peu plus de
mathématiques. .. On montre a cet effet que les polynomes

p, = &

— X? -1 n
dz™ )

sont deux a deux orthogonaux, et on vérifie que deg P,, = n pour tout entier n > 0. Les
polynomes cherchés sont alors simplement des multiples convenables des P,,.

Pour montrer que les (P,) sont orthogonaux, on remarquera que les dérivées d’ordre
k < n de (X* —1)" s’annulent aux points —1 et 1. On utilisera cette remarque, jointe &
des intégrations par parties convenables, pour montrer que P,, est orthogonal & P,, lorsque
n < m (on dérive P, jusqu’a ce que la dérivée (n + 1)ieme s’annule, et on integre P, sous

m—k
la forme dim——k (X? —1)™, avec k variant de 1 & n < m).
Exercice : polynémes de Hermite. Montrer que la formule

“+oo

te—t2/2 _ ﬁ
e =) — Ha(2)

n=0

pour tous z, t réels, définit une suite (H,) de polynémes ; vérifier que deg H,, = n pour tout

—z2/4

n > 0, et déterminer H,, pour n < 3. Montrer que les fonctions f,(z) = Hnp(z)e sont

deux & deux orthogonales pour le produit scalaire [ _—:: f(x)g(z) dz.

Dual d’un espace euclidien

Théoreme 2.1.2. Soit E un espace euclidien ; pour toute forme linéaire ¢ sur E il existe
un vecteur y € E (unique) tel que

Ve e E, l(z)==x.y.

Démonstration. Si ¢ = 0 il suffit de prendre y = 0. Sinon soit z¢ € E tel que ¢(z() = 1
et soit F = ker ¢; soient yo = Pp(xg) et z0 = 2o — yo; on a £(zp) = 1, et de plus zy L F.
Soit x € E; on peut écrire x = (z — £(x)z0) + ¢(x)zp. On vérifie que x — £(x)zy € F, donc
2o L (z—40(x)z20) et x. 29 = £(z)(z0 . 20) pour tout z € E, donc en posant y = 29/(z20 - 20)
on obtient bien

Ve e E, l(x)==x.y.

Autre démonstration. On définit une application linéaire ix de E dans E* en posant pour
tout y € E,

ig(y)(x) = .y pour tout x € E.

Si ig(y) = Or=, on a en particulier 0 = ig(y)(y) = y .y, donc y = Og. L’application ig est
donc injective, donc surjective puisque dim E = dim E*.

On notera que si £ = ig(y), alors

Ve €BE, x.ig (£)=L(z).
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2.2. Endomorphismes des espaces euclidiens

Adjointe d’une application linéaire

Proposition 2.2.1. Soient E et F deux espaces euclidiens; pour toute application
linéaire u € L(E, F), il existe une application linéaire unique u* € L(F,E) telle que

u(x).y=x.u*(y) pour tousx € E, y € F.

Démonstration. Montrons d’abord 1'unicité de u*. Choisissons une base orthonormée
e = (e1,...,e,) de E,; soit f = (f1,..., fm) une base orthonormée de F et soit A =
(ai,;) = mat(u, e, f); supposons que v soit une application linéaire de F dans E telle que
u(z).y =z .v(y) pour tous z € E et y € F. On aura pour la matrice B = mat(v, f, e) de
I’application linéaire v

bij=v(f;). e =e;i.v(f;) =ule:). f; = aj,
donc la matrice B est completement déterminée, et 'endomorphisme v aussi. Inverse-
ment, posons a; ; = aj,; pour tous ¢ = 1,...,n et j = 1,...,m. On définit ainsi une
matrice A*. Si on définit u* par

n
Vi=1,...,m, u*(f;)= Za;jei
i=1

on vérifie que u* convient.

Autre démonstration. On utilise la transposée u : F* — E* et I'identification du dual
donnée par le théoréme 2.1.2, qui donne deux isomorphismes ig : E — E* et ip : F — F*.
On pose alors u* = (ig) "' o ‘u o ip. En effet, avec cette définition

z.u'(y) = . ip (uliv(y))) = "ulir(y) (@) = ir(y) (u(z) = u(z) .y
pour tousz € Eet y € F.

Matrice de I’adjoint par rapport a deux bases orthonormées

Supposons donnée une base orthonormée e de E et une base orthonormée f de F.
Soit A = (a;,;) = mat(u,e,f); on vient de voir dans la démonstration précédente que la
matrice B = mat(u*, f,e) de u* est égale a la matrice transposée de A, c’est a dire que
pourtousi=1,...,net j=1,...,mon a

bij = aj;.

Ce qui a été dit s’applique en particulier aux endomorphismes d’un espace euclidien
E (lorsque F = E). Dans ce cas, pour tout endomorphisme u € £(E), 'application u* est
aussi un endomorphisme de E. Quand E = F, on choisit en général de calculer la matrice
de u (et celle de u*) en prenant deux fois la méme base pour E.

Opérations sur ’adjoint

Donnons quelques propriétés faciles a vérifier. Il est clair que u** = w et (Au)* = Au*
(pour tout réel A). Pour tous u,v € L(E,F), on a (u+ v)* = u* 4+ v*. Si w est une
application linéaire de F dans un troisieme espace euclidien G, (wu)* = w*w*. Dans le
cas particulier des endomorphismes, on peut ajouter la remarque Idy = Idg.
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Endomorphismes symétriques (ou autoadjoints)
Définition 2.2.1. Soient E un espace euclidien et © un endomorphisme de E; on dit
que u est un endomorphisme symétrique si u* = u, ce qui équivaut a dire que

Ve,y € B, u(z).y=x.u(y).

La matrice de u dans toute base orthonormée de E est alors symétrique, c’est a
dire A = 'A. Inversement, si la matrice de v dans une base orthonormée est symétrique,
I’endomorphisme u est symétrique.

Une somme d’endomorphismes symétriques est un endomorphisme symétrique. Si
A est réel et u symétrique, Au est symétrique. Si u est symétrique, ses puissances sont
symétriques. Si P est un polynome a coefficients réels, P(u) est donc symétrique.

Soit E un espace euclidien; on dit que u € L(E) est anti-symétrique si u* = —u,
c’est a dire si
u(xz).y=—x.u(y) pour tous z,y € E.
On note qu’alors u(z).x = 0 pour tout x € E. On voit que u est anti-symétrique si et

seulement si la matrice de u dans une base orthonormée est anti-symétrique.

Lemme. Si u € L(E) est symétrique, et si u(F) C F, la restriction v de u a F est
un endomorphisme symétrique de F. De méme, si v € L(E) est anti-symétrique, et si
u(F) C F, la restriction v de u a F est un endomorphisme anti-symétrique de F.

Démonstration. Vérifions le premier cas. Supposons u symétrique et posons v = up. On
aura alors

Vo,y €F, v(z).y =u(@).y=z.uly) =z.v(y),
ce qui montre que v est symétrique. La démonstration du cas anti-symétrique est ana-
logue.
Proposition 2.2.2. Si u € L(E) est symétrique ou bien anti-symétrique, et si u(F) C F,
lorthogonal F de F est stable par u.
Démonstration. Supposons que y € F+ et montrons que u(y) € F+. Soit z € F; on a
u(z) € F, donc u(z).y = 0, ce qui entraine

0=u(z).y==+z.u(y),

donc u(y) est orthogonal & tout vecteur x € F.

Diagonalisation des endomorphismes symétriques
Pour parler de diagonalisation, il est plus agréable d’admettre les valeurs complexes.

Définition 2.2.2. Soit A une matrice carrée a coefficients complexes; on dit que A est
une matrice hermitienne si ‘A = A, c’est a dire si

Qi,j = @ji

pour tout couple (i,7) d’indices.
Exemples.

1. La matrice



est hermitienne.

2. On remarque que les matrices symétriques réelles sont un cas particulier des
matrices hermitiennes.

Pour travailler dans le cas complexe, il est plus commode d’utiliser le produit scalaire
complexe sur C", défini par

(X,Y) =) 7, = XY = ¥X,
=1

si X,Y € C" ont pour coordonnées respectives x1,...,z, € C et y1,...,y, € C. On
note que (X,X) = > | |z;|* est un réel > 0, qui est nul si et seulement si X = 0. On
remarque aussi les propriétés importantes suivantes

Y, X) =(X,Y); (OX,Y)=X(X,Y); (X,AY)=X(X,Y)

pour tous X, Y € C" et A € C. On dit que X,Y € C" sont C-orthogonaux si (X,Y) = 0.
Cette relation d’orthogonalité est symétrique (bien que le produit scalaire complexe ne
soit pas symétrique!).

Lemme. Soit A une matrice carrée hermitienne; les valeurs propres de A sont réelles.
En particulier, si A est réelle symétrique, toutes ses valeurs propres sont réelles.

Démonstration. Si A est une matrice hermitienne, on voit que pour tous les vecteurs
colonne X et Y € C", on a
(AX,)Y) = (X, AY).

En effet, (AX,Y) = 'YAX = 'Y 'AX = {(AY) X = (X, AY). Il en résulte que (AX,X) est
un nombre réel pour tout X € C", puisque (AX,X) = (X, AX) = (AX, X). Supposons
que \ soit une valeur propre de A. Il existe alors un vecteur colonne Z € C" non nul tel
que AZ = M\Z. On a alors

(AZ,7) = \Z,7),
ce qui entraine que A est réel puisque (AZ,Z) est réel et (Z,Z) réel > 0.

(i o)
i 0/

Pour toute matrice complexe A, on définit la matrice A* qui est la transposée de la
conjuguée de A,

Exercice. Diagonaliser la matrice

A*="A

et qu’on appelle la matrice adjointe de la matrice A. C’est la notion correcte d’adjoint dans
le cas complexe, qui vérifie (AX,Y) = (X, A*Y) pour tous X,Y € C". Une matrice carrée
complexe A est donc hermitienne si et seulement si A* = A.

Revenons a la diagonalisation des endomorphismes symétriques.

Théoreme 2.2.1. Diagonalisation des endomorphismes symétriques. Soit E un espace
euclidien; si u € L(E) est symétrique, u est diagonalisable (en particulier, les racines du
polynéme caractéristique de u sont réelles) et les sous-espaces propres de u sont deux a
deux orthogonaux. Il en résulte qu’on peut trouver une base orthonormée de E formée
de vecteurs propres de u.
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Démonstration. On montre d’abord que les racines du polynome caractéristique sont
réelles. On choisit une base orthonormée de E. Soit A la matrice de u dans cette base;
la matrice A est réelle et symétrique, donc ses valeurs propres sont réelles, ce qui donne
notre premier point. On montre ensuite que les sous-espaces propres sont deux a deux
orthogonaux. Si A et p sont deux valeurs propres distinctes, si u(x) = Az et u(y) = py,
on a
AMr.y)=u(@).y=2.uly)=p(r.y),

donc x .y = 0 puisque A # pu.

On montre maintenant que u est diagonalisable. On applique la proposition 2.2.2 a la
somme des espaces propres, F = E; @ - -®Ey. Il est clair que u(F) C F, donc 'orthogonal
G = F! de F est stable par u et la restriction de u & G est un endomorphisme symétrique,
qui aura un vecteur propre si G # {0} (d’apres la premiere partie de la démonstration).
Mais ceci est impossible puisque tous les vecteurs propres de u sont dans F. On a donc
F = E et u est diagonalisable.

Indiquons une autre démonstration de la diagonalisabilité de u : puisque toutes les racines

1 du polynéme caractéristique sont réelles, il reste a montrer que pour chaque racine u

on a ker(u — puIdg) = ker(u — pIdg)? : 'endomorphisme v = u — pIdg est symétrique ; si
20\ _ _ 2 _ _

v*(z) = 0, on aura v(z).v(x) = v*(x).z =0, donc v(z) = 0.

Si A est une matrice hermitienne, elle permet de définir un endomorphisme a = A
de C" en posant a(z) = AX pour tout élément = de C", représenté par la matrice colonne
X. Cet endomorphisme vérifie alors

(a(2),y) = (2, aly))

pour tous x,y € C". Il est utile d’énoncer le résultat de diagonalisation pour un endomor-
phisme d’un sous-espace de C", plutot que de se restreindre au seul langage matriciel.
Si E est un C-sous-espace vectoriel de C", on dira qu’'un endomorphisme u € L(E) est
un endomorphisme hermitien si (u(z),y) = (z,u(y)) pour tous z,y € E.

Théoreme 2.2.2. Diagonalisation des endomorphismes hermitiens. Soient E un C-sous-
espace vectoriel de C" et u un endomorphisme hermitien de E ; alors

— les valeurs propres de u sont réelles

— les sous-espaces propres de u sont deux a deux C-orthogonaux ;

— de plus u est diagonalisable, et on peut trouver une base C-orthonormée de E
formée de vecteurs propres de u.

Démonstration. On peut donner une démonstration presque identique a celle du théoreme
2.2.1. Rappelons que les valeurs propres de u sont réelles: si u(z) = Az, on aura en
supposant (x,r) = 1 que A = (\z,z) = (u(z),r) = (z,u(x)) = X\. On montre ensuite
que les sous-espaces propres de u sont deux a deux C-orthogonaux. Si A et p sont deux
valeurs propres distinctes, si u(z) = \x et u(y) = py, on a

A, y) = (u(z),y) = (z,u(y)) =0 (z,y) = piz,y),

(parce que p est réel) donc (x,y) = 0. Pour finir on montre que u est diagonalisable
par récurrence sur la dimension k£ de E. C’est évident si £ = 1. Supposons k > 1 et
supposons le résultat vrai lorsque v € L(F) est hermitien, pour tout sous-espace F C C"
tel que dimF < k. Soit maintenant E un sous-espace de dimension k de C" et soit u un
endomorphisme hermitien de E; puisqu’on travaille sur C, on peut toujours trouver un
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vecteur propre x de u, qui vérifie donc que x # O et u(x) = A\x (avec A réel d’apres ce
qui précede). On peut supposer ||z| = 1. Alors

F={yeE:yLla}

est un sous-espace de dimension k — 1, qui est stable par u (en effet, pour tout y € F,
on a (u(y),z) = (y,u(x)) = ANy, x) = 0, donc u(y) € F). On applique alors I'hypothese
de récurrence a la restriction v de u a F : on trouve une base C-orthonormée (ea, ..., ex)
de F formée de vecteurs propres de v, donc de w; pour finir, (z,eq, ..., e) est une base
C-orthonormée de E formée de vecteurs propres de u.

Cas de deux endomorphismes symétriques qui commutent

Proposition 2.2.3. Si u et v sont deux endomorphismes symétriques d’un espace eu-
clidien E tels que uv = vu, il existe une base orthonormée de E dont les vecteurs sont a
la fois vecteurs propres de u et de v (avec des valeurs propres qui peuvent bien sur étre
différentes).

Démonstration. Soient u et v ces deux endomorphismes symétriques; on décompose
d’abord E = E; @ --- @ E; en somme directe de sous-espaces propres de u. Considérons
par exemple le sous-espace propre Eq = {z € E : uz = py2}. Puisque u et v commutent,
on sait que E; est stable par v. On peut donc considérer la restriction v; € L(E;) de v a
E;. C’est un endomorphisme symétrique de 1’espace euclidien E;, donc on peut trouver
une base orthonormée de E; formée de vecteurs propres de v (qui sont aussi des vecteurs
propres pour u), et on forme une base orthonormée de E tout entier en rassemblant de
telles bases pour chaque E;, 1 =1, ... k.

La démonstration s’adapte immédiatement au cas de deux matrices hermitiennes A et
B qui commutent, ou plus généralement au cas de deux endomorphismes hermitiens a et
b d’un sous-espace E de C", tels que ab = ba. On trouve une base C-orthogonale de C"
formée de vecteurs propres communs aux deux matrices, ou bien une base C-orthogonale
de E formée de vecteurs propres communs aux deux endomorphismes.

Proposition 2.2.4. Si a et b sont deux endomorphismes hermitiens d’un C-sous-espace
vectoriel E de C" et si ab = ba, il existe un vecteur z # Og dans E tel que a(z) = Az et
b(z) = pz, avec A, u réels.

Vérification. Si a et b commutent, les sous-espaces propres de a sont stables par b, donc il
suffit de prendre pour z un vecteur propre de la restriction de b a un sous-espace propre
de a. Les valeurs propres seront réelles par les théoremes précédents.

On peut poursuivre cette ligne de raisonnement pour trouver une diagonalisation com-
mune des endomorphismes a et b.

Endomorphismes symétriques positifs

Soit u un endomorphisme symétrique d’un espace euclidien E; on dit que u est un
endomorphisme positif si

u(z).z >0 pour tout z € E.

Cela équivaut évidemment a dire que la forme quadratique QQ définie sur E par la formule
Q(z) = u(z) . x est positive.

I1 est aussi équivalent de dire que toutes les valeurs propres de u sont > 0 (mais ceci
est un petit exercice : si on suppose que toutes les valeurs propres de u sont positives
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ou nulles, on exprimera u(x) .z en utilisant une base orthonormée formée de vecteurs
propres de u; 'autre direction est tres facile).

Dans le méme ordre d’idées, on pourra vérifier que Q(x) = u(z) .z est définie positive sur
I’espace E si et seulement si toutes les valeurs propres de u sont > 0.

Théoreme 2.2.3. Racine carrée d’un endomorphisme symétrique positif. Si E est un
espace euclidien et si u € L(E) est symétrique positif, il existe un unique endomorphisme

symétrique positif v € L(E) tel que v? = u.

Démonstration. Pour trouver une solution, diagonalisons I’endomorphisme u dans une
base orthonormée (eq, ..., e,) de E;on aalors u(e;) = \je;, avec \; > 0pouri =1,...,n.
1l suffit de définir v en posant v(e;) = /Aje; pouri=1,...,n.

Montrons 'unicité de la solution. Si w est une autre solution, c’est a dire si w est
symétrique positif et w? = u, on aura wu = w? = ww donc les sous-espaces propres de u
sont invariants par w. Si F = E,, = ker(u — plIdg) est I'un quelconque des sous-espaces
propres de u, nous allons montrer que la restriction wy de w a F est égale a \/uldp,
donc uniquement déterminée, ce qui entraine que w est uniquement déterminé puisque
E est la somme des sous-espaces propres de u; on voit d’abord que w? est la restriction
de w? =u & F, donc w? = pIdp. Si = 0 on obtient que w? = 0, donc pour tout x € F

lw(@)|* = wi(2) . wi(z) = wi(z).2 =0

puisque w; est symétrique, donc wy = 0 = /pIdr dans ce cas. Si g > 0 on écrit en
posant p = /i
0 =w? — pldp = (wy + pIdp)(w; — pldp)

et wy + pIdg est inversible (ses valeurs propres sont > 0, donc non nulles, parce que w;
est positif et p > 0), donc wy — pIdr = 0, ce qu'il fallait démontrer.

Réduction des endomorphismes anti-symétriques

Théoreme 2.2.4. Réduction des endomorphismes anti-symétriques. Soit E un espace
euclidien; si u € L(E) est anti-symétrique, les racines du polynéme caractéristique sont
de la forme u = ic, avec c réel. Pour chaque racine u = ic du polynéme caractéristique de
u, 'opposé —ic est aussi racine. On peut trouver une base orthonormée de E formée d’une
famille (e, ..., ez2r) suivie d’'une base orthonormée (e2x+1, .- ., er) du noyau de u, telle que
la partie de la matrice de u correspondant aux vecteurs (ei,...,ea) soit diagonale par
blocs 2 x 2 de la forme
0 —c
(¢ 7o)

Si u n’est pas injective, on sait que 0 est valeur propre, et c’est alors la seule valeur propre
de u, puisque toutes les racines non nulles du polynéme caractéristique sont complexes non
réelles. Si u est un isomorphisme, u n’a aucune valeur propre (c’est le cas par exemple pour
u = r,/2, la rotation d’angle /2 dans le plan R?).

ol c est réel non nul.

Démonstration. Considérons le noyau F = ker u; c’est un sous-espace stable pour u, donc
son orthogonal G = F! est lui aussi stable par u d’aprés la proposition 2.2.2. On travaille
maintenant sur la restriction v de u a G. C’est un endomorphisme anti-symétrique de G,
et v est inversible puisqu’il est injectif : si y € G, 'hypothese v(y) = 0 implique u(y) =
v(y) =0, donc y € keruNG = {0g}, c’est a dire y = Og. Choisissons une base orthonormée
g = (g1,-..,9m) de G et soit B la matrice de v dans cette base; c’est une matrice réelle
anti-symétrique, donc la matrice complexe A = ¢B est hermitienne, elle a par conséquent
des valeurs propres réelles d’apres le théoreme 2.2.2, qui sont non nulles puisque B est
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inversible. Il en résulte que les valeurs propres de la matrice B sont toutes de la forme ic,
avec ¢ réel non nul. Soit Z = X +iY € C™ un vecteur complexe non nul tel que BZ = icZ,

avec X, Y vecteurs réels; on a alors AZ = —cZ, donc
AZ=RK7=-AZ =7,
(noter que A= —A) donc 7 est vecteur propre de A pour la valeur propre ¢ # —c. Il en

résulte que B
0=(Z,Z) ="2Z = ("XX - YY) + 2i'XY.
On voit donc que X et Y sont orthogonaux et ||X|| = [|Y]| # 0 (sinon Z serait nul) ; on peut
alors supposer que ||X|| = [|Y]| = 1. D’autre part B(X+¢Y) = BX+iBY = —cY +icX. En
séparant parties réelles et imaginaires, on obtient
BX = —¢Y, BY =cX.

Revenons a l'espace G. A partir de X et Y, de coordonnées (z1,...,Zm) et (Y1,...,Ym),
on trouve deux vecteurs z,y € G tels que v(z) = —cy et v(y) = cx, en posant

m m
x = Zmigi, Y= Zyigi-
=1 =1

z.y="XY =0; |zl =X =[Y[l = [yl = 1.
Posons e1 = y et e2 = x; ces deux vecteurs sont de norme 1 et orthogonaux. Le sous espace
G1 = [e1, e2] est stable par v, et la matrice de la restriction de v & ce sous-espace est de
la forme annoncée. De plus, 'orthogonal de Gi est stable par v et on peut continuer la
décomposition jusqu’a épuisement de ’espace G.
Remarque. La dimension de G est paire.

On a alors

Endomorphismes normaux

Définition 2.2.3. Soit E un espace euclidien et soit u € L(E); on dit que u est normal
si uu™ = u*u.

Exemple. Rotations dans R?. Si u = 7 désigne la rotation d’angle 6 dans R?, on constate
que u* =1r_g, donc u*u = Idg2 = uu™.

Théoreme 2.2.5. Supposons que u soit un endomorphisme normal d’un espace euclidien
E. II existe une base orthonormée de E dans laquelle la matrice de u est diagonale par
blocs, avec des blocs diagonaux de taille un ou deux, de fagon que les blocs de taille 1 x 1
correspondent a des valeurs propres réelles de u et que les blocs de taille 2 x 2 soient de la

forme
A b
(b )
avec A réel et b réel non nul.

On remarque que ces matrices 2 X 2 sont des multiples de matrices de rotation. En effet,
si on pose 7 = VA2 + b2 > 0, et si on écrit A = ru et b = r¢, on aura u? + ¢ = 1, donc on
peut trouver un angle 6 tel que u = cosf et ¢ = sin @, et alors

A —=b\ cosf —sin6
<b )\)_T<sin9 COSH)'
Démonstration. Supposons que u soit un endomorphisme normal de E. On voit que v =
(u+u*)/2 est un endomorphisme symétrique et w = (u — u™)/2 est anti-symétrique. On a
u = v+ w, et ce qui est trés important est que vw = wv dans le cas ou uu* = u*u. On sait
que 'endomorphisme symétrique v est diagonalisable. Soit F un sous-espace propre de v,
pour la valeur propre A (on sait que A € R). Alors w(F) C F parce que v et w commutent.
La restriction w’ de w & F est un endomorphisme anti-symétrique de F, on peut donc lui
appliquer la réduction déja vue. On trouve alors une base orthonormée de F, avec certains

blocs de taille 1 (correspondant au noyau de w’) et les autres de taille 2 x 2. En ajoutant
v pour reformer u, on trouve des blocs 2 x 2 de la forme

(b )
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Le cas complexe

Si A est une matrice carrée complexe, on dira que A est normale si A*A = AA™.
Exemple. Si A est une matrice diagonale complexe, elle est normale.
Théoreme 2.2.6. Diagonalisation des matrices normales complexes. Si N est une matrice
normale, il existe une base C-orthonormée de C" formée de vecteurs propres de N.

Démonstration. On peut décomposer N sous la forme N = A 4 iB, ou A et B sont hermi-
tiennes et commutent. Il suffit de poser A = (N+N*)/2 et B = i(N* — N)/2. Il existe alors
une base C-orthonormée de C" formée de vecteurs propres communs & A et B. On peut
donc diagonaliser N dans cette base C-orthonormée.

Attention. Il s’agit d’un théoréme sur C. Comme on ’a vu, un endomorphisme normal
d’un espace réel n’est pas nécessairement diagonalisable. Par ailleurs, les valeurs propres
d’une matrice normale sont en général complexes (ne pas confondre avec le cas des matrices
hermitiennes dont les valeurs propres sont réelles).

Remarque. Soit © un endomorphisme qui est diagonal dans une base e,

n n
U(Z ciei) = Z )\iciei.
=1 1=1
Alors ’ensemble des valeurs propres est 'ensemble {1, ..., An} (qui n’a pas nécessairement

n éléments distincts!), et pour chaque A de cet ensemble,

Ex=lei: i = A

(sous-espace vectoriel engendré par les vecteurs e; tels que A\; = \). En effet, si x =
Zi ciei € Ex, on a (u— AIdg)(x) = Og, donc 22;1 (Ai — N)cie; = Op. Puisque (e;) est une
base, cela implique que (A; — A)¢; = 0 pour tout ¢ = 1,...,n. Puisque = # Og, il existe des

¢; # 0, et pour chacun d’entre eux, on aura nécessairement A; = .

Conséquence.
Les sous espaces propres d’une matrice normale sont C-orthogonaux.

2.3. Isométries d’un espace euclidien

Soit T une application (qu’on ne suppose pas linéaire a priori) d’un espace euclidien
ou préhilbertien E dans un autre espace euclidien ou préhilbertien F; on dit que T
conserve les distances si

d(T(A), T(B)) =d(A,B)

pour tous “points” A,B de E (les éléments de E sont aussi des vecteurs, et on peut
écrire la conservation de la distance sous la forme ||T(B) — T(A)|| = ||B — A|| pour tous
A/B€E).

Proposition 2.3.1. Si T conserve les distances et si T(0) = 0, c’est une application
linéaire de E dans F.

Idée de démonstration (le lecteur ne se laissera pas troubler par le mélange pas tres
joli entre le point de vue des “points” et celui des vecteurs). En utilisant la relation du
parallélogramme, on vérifie que I'image du milieu de deux points doit étre le milieu des

images. En considérant les deux points 0 et A, on en déduit que T(%A) = %A, ce qui

donne aussi T(2A) = 2T(A); on voit aussi que T(—A) = —T(A), en raisonnant sur A
et —A, dont le milieu est 0. On itere ces remarques pour montrer que
k k
() = o
2n 2n
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pour tout entier n > 0 et pour tout k € Z. On passe ensuite a la limite pour voir que
T(AA) = AA pour tout A réel, et on vérifie que T(A+B) = T(A)+T(B) avec la propriété
des milieux et 'homogénéité.

Supposons donc que T conserve les distances et que T(0) = 0. On vient de voir
que T est linéaire. De plus il est clair qu’une application qui préserve les distances est
injective. Si E = F est de dimension finie, il en résulte que T est surjective.

Corollaire 2.3.1. Toute application T d’un espace euclidien ¥ dans lui-méme qui con-
serve les distances est affine et bijective. Si de plus T(0) = 0, I’application T est un
isomorphisme linéaire de E sur lui-méme.

Démonstration. Posons S(z) = T(z) — T(0). L’application S conserve les distances et
S(0) = 0, donc S est un isomorphisme linéaire. L’application T est obtenue en composant
S avec la translation de vecteur —T(0), donc T est affine et bijective.

Remarque. Cette propriété de surjectivité n’est pas vraie en dimension infinie. Considérons

sur l'espace f2 des suites infinies x = (xo,...,Zn,...) telles que in < 400, muni de la
norme ||z|| = ( ::5 22)'/2 Papplication linéaire S définie par

S(.’Eo, L1y .- ) = (0, Loy, L1y )
On voit facilement que S est isométrique, mais pas surjective. En effet, le vecteur
(1,0,0,...)
n’est pas dans I'image de S.

FEtude linéaire

Soient E un espace euclidien ou préhilbertien, et u un endomorphisme de E; on dit
que u est une isométrie si ||u(x)| = ||z|| pour tout x € E. Puisque u est linéaire, il en
résulte que pour tous =,y € E,

d(u(z), u(y)) = l|u(z) —uw(@)l = lu(z —y)|| = llz - yl| = d(z,y),
donc u conserve les distances. La relation |u(x)|| = ||z| pour tout x € E signifie que
z.x =u(x).u(x) pour tout z € E. On obtient alors par polarisation

y.z=u(y).u(x)

pour tous x,y € E, ce qui montre la propriété importante suivante : toute application
isométrique conserve le produit scalaire. En particulier, des vecteurs orthogonaux ont
des images orthogonales. Si u(x) = +z, il en résulte que l'orthogonal de x est stable par
I’isométrie wu.

Supposons maintenant E euclidien et soit u une isométrie de E dans E; on a vu que
u est un isomorphisme. Il est clair que I’application u~! est aussi une isométrie. Si v est
une autre isométrie, il est immédiat que la composition v o u est une isométrie. Il résulte
de ces remarques que I’ensemble des isométries de E, muni de ’opération de composition
des applications, est un groupe. On le note O(E), et on I'appelle le groupe orthogonal de
I’espace euclidien E.

On peut traduire la relation précédente y .z = u(y) . u(x) par
y.x=y.u u(zx)
pour tout =,y € E, ce qui implique que u*u = Idg. Comme E est de dimension finie on a
aussi vu* = Idg, donc u~! = u*. Réciproquement, si u* est I'inverse de u, on aura pour
tout x € E
lu(@)|? = uw(z). u(z) = v*u(z) .z = z.x = ||z||°
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Définition 2.3.1. Soit v un endomorphisme d’un espace euclidien E; on dit que u est
un endomorphisme orthogonal si uu* = u*u = Idg. On dit qu’'une matrice carrée réelle
U est orthogonale si ‘U est I'inverse de U, c’est & dire si 'UU = U'U = 1,,, ol n est la
taille de U.

Puisque E est de dimension finie, il suffit de savoir que uu* = Idg, ou bien que
w*u = Idg, pour en déduire que u* = u~!. La méme remarque s’applique aux matrices
orthogonales. La matrice U = mate(u) d’'un endomorphisme orthogonal u dans une
base orthonormée e quelconque de E est une matrice orthogonale. Si U est une matrice
orthogonale, on aura aussi

(UZ,UZ) =(Z,7)

pour tout Z € C", puisque (UZ, UZ) = Y(UZ) UZ = "Z'UUZ = 'Z ('UU) Z. 1l en résulte
que les racines du polynéme caractéristique de U sont toutes de module 1 (si un vecteur
complexe Z non nul vérifie UZ = AZ, on voit que A\ (Z,Z) = (UZ,UZ) = (Z,Z) ce
qui donne A\ = 1). En particulier, les seules possibilités pour les valeurs propres d’un
endomorphisme orthogonal u sont +1.

Exemple. Pour une matrice de rotation d’angle 6, les racines du polynémes caractéristique
sont les complexes de module un A = e*%.

Matrices orthogonales et changement de base orthonormée

Soient e et f deux bases orthonormées du méme espace euclidien E; la matrice
de passage P est une matrice orthogonale. En effet, la colonne j de cette matrice est
formée des coordonnées dans la base e du jieme vecteur f; de la base f; si on considere
I’endomorphisme u de E défini par u(f;) = e; pour j = 1,...,n, on vérifie facilement
que u est une isométrie puisque pour tout x = Z;L:1 cjfi € E,

n n
lu@)1? = 1) ciesl® =) cd =l
j=1 j=1

La matrice de u dans la base f est donc orthogonale. Mais on voit que P = matg(u),
donc la matrice de passage P est une matrice orthogonale.

On peut voir directement par le calcul que U est une matrice orthogonale si et
seulement si

— les colonnes de la matrice U forment une base orthonormée de R"
ou bien si et seulement si
— les lignes de la matrice U forment une base orthonormée de R".

En effet, si les colonnes X4, ..., X,, d'une matrice U forment une base orthonormée
de R", on voit que les coefficients de la matrice produit ‘U U sont égaux aux produits
scalaires X; . X; = 'X;X; = ¢, ;, donc 'UU =I,, (et réciproquement, ... ). Si les lignes de
la matrice U forment une base orthonormée, on utilise la relation U ‘U = I,,.

Les matrices orthogonales de taille n x n forment un groupe pour la multiplication
des matrices. On le note O(n), et on I'appelle le groupe orthogonal. Si U est orthogonale,
on a (detU)? = det'U detU = detl, = 1, et puisque U est réelle, ceci entraine que
det U = £1. Le déterminant d’un endomorphisme orthogonal, ou bien d’une matrice
orthogonale, est donc égal & £1. Les matrices U € O(n) telles que det U = 1 forment un
sous-groupe de O(n), appelé le groupe spécial orthogonal, et noté SO(n).
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Exemples.
1. Rotations de RZ.

2. Matrice de Walsh. On part de la matrice

w5 )

et on définit par récurrence des matrices de taille 2" x 2" dont ’écriture par blocs est
donnée par

1 _

Wn — <Wn—1 Wn—l) .

ﬁ Wn—l Wn—l

Pour tout entier n > 1, la matrice W,, est une matrice orthogonale de taille 2" x 2", dont

tous les coefficients ont le méme module 2~ /2.

tB

Exercice. Si B est une matrice anti-symétrique, montrer que la matrice e”"" est une

isométrie pour tout ¢ € R. Examiner le cas de la matrice
(0 -1
B=(° 1),

Soit A une matrice carrée complexe; on dit que A est unitaire si A* = A™'. Les matrices
unitaires de taille n x n forment un groupe U(n), le groupe unitaire.

Matrices complexes unitaires

Exercices.

1. Si A est une matrice hermitienne, montrer que U = e'® est une matrice unitaire pour
tout t € R.
2. Pour tout entier n > 1 on définit une matrice F = F,, = (f, ) par

fj,k — eQiTr(j—l)(k—l)/n _ g(j—l)(k—l)

pour j,k=1,...,n, et £ = ¥/

. Montrer que la matrice F est unitaire.

Soit T une isométrie (linéaire) d’un espace euclidien E; désignons par E;(T) le
sous-espace (peut-étre réduit a {0}) formé des vecteurs fixes par T, c’est a dire tels que
T(z) = x. Désignons de méme par E_;(T) le sous-espace formé des vecteurs x tels que
T(x) = —z. On vérifie que

— les sous-espaces Eq(T) et E_1(T) sont orthogonaux.

— pour tout sous-espace F de E;(T), 'orthogonal F+ est stable par T.

Réduction d’une isométrie

Lemme. Soit u une isométrie d’un espace euclidien E; si un sous-espace F de E est
stable par u*, son orthogonal F- est stable par u.

Démonstration. Supposons que y est orthogonal a F, et montrons que u(y) reste orthogo-
nal & F; prenons un vecteur quelconque x € F, et calculons z . u(y). D’apres 'hypothese,
on a u*(z) € F, donc

z.u(y) =u"(z).y=0.

Bien entendu, si F est a la fois stable par u et par w*, son orthogonal F* est stable par u*
et u, ce qui donne une situation plus symétrique.
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Lemme. Soit A une matrice carrée réelle, et soit Z € C" un vecteur complexe non nul
tel que AZ = oZ, avec o« = X\ + iu, A\, réels et p # 0; si on pose Z = X + 1Y # 0,
X,Y € R", alors X et Y sont indépendants et le plan [X,Y] est stable par A.
Démonstration. Si on avait Y = X, on aurait Z = (14 i3)X # 0, d’ou AX = aX ce qui
est impossible puisque A et X sont réels et aX non réel. En identifiant parties réelles et
imaginaires dans AZ et aZ, on trouve AX = AX — uY et AY = uX + AY, ce qui montre
bien que le plan [X, Y] est stable par A.

Théoreme 2.3.1. Soit u une isométrie d’un espace euclidien E ; il existe une décompo-
sition de E en somme directe orthogonale de sous-espaces de dimension 1 ou 2 stables
par ’endomorphisme .

On voit que u est normal, donc on peut décomposer E en sous-espaces stables de dimen-
sion 1 et 2, deux a deux orthogonaux. Les blocs 2 x 2 de la décomposition des normaux
sont nécessairement ici des rotations, et les seules valeurs propres possibles pour un endo-
morphisme orthogonal sont 1 et —1.

Démonstration. La démonstration se fait par récurrence sur n = dim E. Le résultat est
évident pour n = 1. Prenons maintenant n > 1, et supposons le résultat démontré pour
toute isométrie d’un espace euclidien de dimension < n. Soit u une isométrie d’un espace
euclidien E de dimension n; si u a une valeur propre A (forcément +1) on prend un
vecteur propre x € E, on remarque que u*(x) = A~ 'z, donc Rx est stable par u et par
u*, ce qui implique que F = (Rx)' est stable par u, et on peut appliquer I'hypothese
de récurrence : la restriction v de u a F est une isométrie de I'espace euclidien F, et
dimF < n, donc F se décompose en somme directe orthogonale F1 @ --- @ F; de sous-
espaces de dimension 1 ou 2 stables par v, donc par u, et E=Rx®F{®---®F; donne
la décomposition voulue en sous-espaces stables par u deux a deux orthogonaux.

Sinon, toutes les racines du polynome caractéristique de u sont imaginaires non
réelles; on se ramene alors & R™ et a une matrice orthogonale U en prenant une base
orthonormée e de E et U = mate(u). On pose A = (U +1'U)/2 et B= —i(U —1'U)/2; on
remarque que A et B sont hermitiennes et commutent (parce que U'U = ‘UU = 1,,), et
que U= A +iB, 'U = A — iB. D’apres la proposition 2.2.4, il existe un vecteur non nul
Z € C" tel que AZ = \Z et BZ = uZ, avec A, p réels. On en déduit que UZ = (A +ip)Z;
si on pose @ = A + iu, on voit que « est racine du polynome caractéristique de U (c’est
a dire de u). D’apres notre division en cas, a n’est pas réelle, donc on a ici p # 0; on
a'UZ = AZ —iBZ = (A —iu)Z. Posons Z = X +iY, avec X, Y € R"; d’apres le lemme
précédent [X,Y] est stable par *U (et par U). Ceci entraine que F = [X, Y]+ est stable
par U, donc on peut lui appliquer I’hypothese de récurrence et terminer comme dans le
premier cas.

Réflexions, symétries orthogonales

Soit E un espace euclidien ; supposons que E = F®G, avec F et G orthogonaux (c’est
a dire que G = F+). Tout vecteur z € E admet une décomposition unique x = f + g,
avec f € F et g € G. On note que f = Pp(x) et ¢ = Pg(x). La symétrie orthogonale
autour de F est I'application linéaire définie par Sg(z) = f — g lorsque x = f + g, ou
encore

Sk = Pr — Pg = 2Pf — Idg = Idg —2P¢.

On voit que si x = f + g, on a a cause de 'orthogonalité de f et g

ISe (@) 1% = 117 + llgll* = I1f + gll* = [l
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donc Sg est une isométrie. On voit que Sg(f) = f pour tout f € F et Sp(g) = —g pour
tout vecteur g € G. Dans une base orthogonale de E formée d’une base (fi,..., fx) de F
suivie d'une base (gi+1,--.,9n) de G, la matrice de Sg est diagonale, avec des 1 pour la
partie F et des —1 pour la partie G. Le déterminant est donc égal a (—1)4™ %, On note
que S = Idg.

On appelle réflexion toute symétrie orthogonale par rapport a un hyperplan F d’un
espace euclidien E (la symétrie S est donc appelée réflexion dans le cas ot G = F+
est de dimension un). Désignons par w un vecteur non nul orthogonal & F; on a alors
G = Rw. La projection orthogonale P¢ sur la droite G est donnée par

T.w
Pa(z) = ———

pour tout x € E. On obtient la symétrie orthogonale Sy par rapport a ’hyperplan F
en prenant Sp = Idg — 2Pg. On appellera R,, la réflexion ainsi obtenue, autour de
I'hyperplan F = [w] orthogonal au vecteur w; elle est donc définie par la formule

Tr.w

VeeE, Ry(x)=2-2

w
w.w

qui nous donne une isométrie, pour laquelle R, (w) = —w, et Ry (x) = = pour tout

vecteur x orthogonal & w (les vérifications directes de ces affirmations, indépendamment

de la discussion précédente, sont faciles ou immédiates). On montrera plus loin que toute

isométrie est produit de réflexions.

Posons z = w/||w|| ; la matrice P de Pg dans une base orthonormée de E est donnée
par P; ; = z2zj, ol 21,...,2, sont les coordonnées de z dans ladite base. On obtient
la matrice de Sy en prenant I,, — 2P. Les coefficients de la matrice de R,, dans la base
précédente sont donc (J; ; — 2 z;2;).

Isométries de R? et de R?

Prenons d’abord un espace euclidien E de dimension 2 et u une isométrie de E. On
sait que le déterminant de u est égal a 1 ou a —1. Etudions d’abord le cas ou det u = —1.
Le polynome caractéristique de u est réel de degré deux. Si le produit des racines est —1,
il y a deux racines réelles. Les racines réelles sont des valeurs propres, nécessairement
égales a 1 ou a —1. Si le produit est égal a —1, il y a une racine 1 et une racine —1, donc
u est diagonalisable. Il existe donc une base de vecteurs propres (e, e3) de E telle que

uler) = ey, u(ez) = —eq.

On voit que les vecteurs e; et ey sont orthogonaux puisque —ej.es = u(ey).u(ez) =
e1.e3. On voit aussi que u? = Idg. L’application u est la symétrie orthogonale par
rapport a la droite [e1], c’est a dire la réflexion Re,.

. , . , . 2 .
Dans la base canonique, écrivons une réflexion de R”. Soit v = (a, b) un vecteur fixe
pour u de norme 1; la projection orthogonale sur [v] est donnée par

P(z) = (z.v) v,

a® ab
ab b2
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et la symétrie est S = 2P — Id de matrice
202 -1  2ab [ cos(20) sin(260)
2ab 202 —1 ) \sin(20) —cos(26)
si on a posé a = cosf et b =sin6.

Supposons maintenant que detu = 1. I’image du vecteur (1,0) est un vecteur de
norme 1, qu'on peut écrire (cos#,sinf). L'image de (0,1) est un vecteur de norme 1
orthogonal au précédent, donc égal a £(—sin 6, cosf). Puisque le déterminant est égal a
1 on a nécessairement ici la matrice de la rotation d’angle 6.

cosf —sinf
sin 6 cosf )’
Le groupe SO(2) est donc le groupe des rotations de R2. 1l est isomorphe (en tant que
groupe bien siir) au groupe des nombres complexes de module 1, muni de la multiplica-

tion. Passons maintenant a la question de la décomposition des isométries en composition
d’opérations simples; en dimension deux, nous avons :

soit p une rotation de E ; il existe deux réflexions R; et Ry telles que p = R1Rs.

C’est un cas particulier du résultat général qui sera démontré plus loin. Cela revient
a dire que pRo = Ry. Si on prend n’importe quelle réflexion Ry, le produit pRo est une
isométrie de déterminant —1, donc c’est une réflexion Ri, ce qui démontre ’affirmation
ci-dessus. Mais on aimerait avoir une construction plus explicite. Soient x un vecteur de
norme 1, et y = p(z); déterminons une réflexion Ry telle que Ry(y) = 2. Puisque z et
y ont la méme norme, la droite A passant par 0 et par le milieu m = (x + y)/2 de x
et y est orthogonale au segment [z,y]: c’est la médiatrice du segment [x,y]. Soit Ry la
réflexion autour de A ; on voit que Ra(y) = x, donc pRa(y) = y et pRo est une isométrie
de déterminant —1, donc c’est une réflexion R;. Puisque y reste fixe, R; est la réflexion
autour de la droite [y].

Le cas de R?. Soit S une isométrie de R ; supposons encore que det S = 1. On vérifie
qu’alors 1 est nécessairement racine du polynome caractéristique de S : s’il y a une racine
A non réelle (de module un), les racines seront u € R, Aet A\, donc 1 =detS = pu|\]? = p;
d’un autre coté, si les trois racines sont réelles, elles valent 1 et le produit 1, il y a donc
au moins un 1 dans la liste. Il existe donc un vecteur e (de norme un si on veut) tel que
S(e3) = es. Alors orthogonal F de Res est un plan stable par S, et la restriction S’ de S
a F est une isométrie en dimension 2, dont on vérifie que le déterminant est encore égal
a 1 (écrire la matrice de S dans une base de R* formée d'une base de F et du vecteur
e3), donc S’ est une rotation du plan F. Finalement, S est une rotation de R3 autour de
l'axe Res.

Si det S = —1, on peut considérer —S pour déduire qu’il existe maintenant e3 tel que
S(e3) = —es. Si T désigne la symétrie autour de F = e3, on voit d’aprés ce qui précede
que R = ST = TS est une rotation autour de la droite Reg, et S = RT = TR. En résumé,
une isométrie S de R? est

— ou bien une rotation autour d’un axe (si la rotation est d’angle nul, on obtient
simplement ’application identique) ; ce cas se produit lorsque det S = 1.

— ou bien une rotation autour d’un axe de vecteur directeur z suivie (ou précédée) de
la symétrie autour du plan z* orthogonal & ’axe de rotation; ce cas se produit lorsque
detS = —1.
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Il résulte de I’étude que les éléments de SO(3) sont exactement les rotations autour
d'un axe.

Théoreme 2.3.2. Tout endomorphisme orthogonal d’un espace euclidien est produit de
réflexions.

Démonstration. On pose n = dimE > 0 et on travaille, pour n fixé, par récurrence
descendante sur la dimension k£ = dim E;(T), avec k = n,n — 1,...,0, du sous-espace
des vecteurs fixes de I'isométrie T. Si k = n, T est l'identité, que I'on peut considérer
comme produit de 0 réflexions (ou produit de deux réflexions si on préfere, en écrivant
Idg = R? pour une réflexion R quelconque). Supposons 0 < k < n et supposons le
résultat établi pour toute isométrie S de E telle que dim E;(S) > k; soit T une isométrie
de E telle que dim E;(T) = k, et posons F = E{(T)+; on vérifie que F est stable par T
on a dimF = n — k > 0, donc on peut sélectionner un vecteur non nul y € F. Puisque
y ¢ Ei(T)onay+#T(y); posons z=T(y) et w=2—y.Onaw#0, z€F (car F est
stable) donc w € F, et d’autre part

(z+y) w=0E+y).(z-y =2.2-y.y=0

(|Iz]I> = 2.2 = y.y puisque z est 'image de y par une isométrie T). Considérons la
réflexion R,,. Pour cette réflexion on a R, (w) = —w c’est a dire Ry (z —y) = y — 2
et Ry(z +y) = z + y puisque z + y est orthogonal a w; on a donc Ry (z) = y en
additionnant ; d’autre part Ry (z) = z pour tout z € E;(T), parce que x L w. Il en
résulte que Ry, (T(y)) = y et Ry (T(2)) = Ry(z) = z pour tout z € E1(T); le sous-
espace E1(R,,T) des vecteurs fixes du produit R,, T, qui contient a la fois E1(T) et y,
est donc de dimension > k; par I’hypothese de récurrence, il en résulte que S = R,, T

est produit de réflexions. Il en résulte que T aussi est produit de réflexions, puisque
T = R,S.

Exercices. Les groupes O(1,1) et O(2,1)
1. Montrer que les matrices
A= < chf sho )

shf cho
ou 0 varie dans R, forment un groupe pour la multiplication des matrices, et qu’elles
préservent la forme quadratique Q2 sur R? égale & Qa(z,y) = 2 — y?, c’est a dire que
Q2(AX, AX) = Q2(X, X) pour tout X € R?. Déterminer toutes les matrices qui préservent
Q2 (elles forment le groupe O(1,1), le groupe orthogonal de la forme quadratique Q2).
2. On considere sur R? la forme quadratique Qs(z,vy, z) = 2* + y*> — 2%, on désigne par
o la forme polaire et on considere la matrice

1 0 0
J=10 1 0].
0 0 -1

— 2a. Montrer qu’une matrice A de taille 3 x 3 préserve la forme quadratique Qs si et
seulement si ‘AJA = J. Montrer que le déterminant de A est alors égal & +1. Montrer que
ces matrices forment un groupe (le groupe O(2,1)).

— 2b. Essayer de généraliser le théoreme 2.3.2 au cas actuel.

— 2c. Vérifier qu’il n’existe pas de sous-espace de dimension deux de R? formé de vecteurs
isotropes de Q3. Si A € O(2,1) et si A est une valeur propre réelle de A telle que A\? # 1,
montrer que ’espace propre est de dimension 1 et engendré par un vecteur isotrope.

—2d. Si A admet un vecteur propre x € R® qui est isotrope, montrer que 1’orthogonal
de = (par rapport a ¢ : ici et dans la suite) est stable, et montrer que toutes les valeurs
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propres de A sont alors réelles. Si Az = Az avec A% # 1, montrer qu’il existe y isotrope non
nul tel que Ay = A_ly et un troisiéme vecteur z non nul, non isotrope, tel que Az = +£z.

— 2e. Si Ax = £ pour un vecteur non nul, non isotrope, vérifier que V = [a:]L est stable
par A. Montrer que ’étude de la restriction de A & V ramene a O(2) ou a O(1,1).

— 2f. Si Ax = x pour un vecteur non nul et isotrope, I'espace V = [a:]J‘ est toujours
stable mais il contient x; si la deuxieme valeur propre de Ay est # 1, montrer que A est
diagonalisable.

— 2g. Etudier la matrice

1 3 2v2 1
1 -2v2 4 2V2
-1 2v2 5

Donner une condition qui garantisse qu’une matrice A € O(2,1) soit diagonalisable sur C.
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Chapitre 3. Introduction au calcul différentiel

3.1. Préliminaires

Soient E un espace vectoriel réel de dimension finie, @ un point de E et f, g deux
fonctions réelles définies au voisinage de a; on dit que f appartient a la classe O,(g) s’il
existe un voisinage W de a, contenu dans les ensembles de définition de f et de g, et une

constante M tels que
Ve e W, [f(z)] < Mg(z)].

On dit que f appartient & la classe 04(g) si pour tout € > 0, il existe un voisinage W,
de a (contenu dans les ensembles de définition de f et de g) tel que

Ve e We, [f(z)] <elg(z)].

Dire que f € o0,(g) signifie exactement qu’il existe une fonction x — e(x) définie au
voisinage de a telle que lim,_,,e(z) = 0 et f(x) = g(z)e(z) au voisinage de a. Il est
évident que la classe 0,(g) est contenue dans la classe O,(g) (prendre € = 1 par exemple
dans la définition de 0,(g), puis M = € = 1 dans celle de O,(g)).

Les deux notions précédentes se définissent aussi pour des fonctions définies sur un
voisinage épointé de a, c’est a dire un ensemble de la forme V\ {a}, o V est un voisinage
de a dans E.

Presque tout le temps dans ce poly on prendra a = Og. Si on considere une norme
x — ||z|| sur E et si on pose g(x) = ||z|| nous utiliserons la notation peu correcte mais
traditionnelle “f(z) = o(||z||) lorsque  — Og” ou bien “f(z) = O(||z||) lorsque z — Og”,
au lieu des notations f € 0y(g) ou bien f € Op(g). A I'occasion dans ce qui suit, on parlera
aussi des classes “o(]|z||) lorsque x — 0g” et “O(||z||) lorsque x — Og”.

Exemples.

1. Sur R?, les deux fonctions coordonnées z — x1, x — 2 sont O(||z||) lorsque x — 0.
On en déduit que z122 est O(||z||?), donc \/|z122| est O(||z||).

2. Pour tout 3 > 1, on a O(||z]|”) C o(||z||) lorsque z — 0.

3. Etudions au voisinage de (0,0) la fonction f de deux variables définie par la formule
flz1,x2) = e*1T2%2 On a

e =1+u+0(u?)

lorsque © — 0, donc

fl@) =1+ (x1 + 222) + O(|l|*)

lorsque =z — 0.

Puisque E est un espace vectoriel réel de dimension finie, on sait que toutes les
normes sur E sont équivalentes; on voit donc que la classe O(||z||) lorsque x — O ne
dépend pas de la norme choisie sur E; on dira donc que f(z) = O(z) lorsque x — Og,
si f(z) = O(]|z]|) pour une norme quelconque sur E. On dira que f(x) = o(x) lorsque
x — O, si f(x) = o(||z]|) pour une norme quelconque sur E; ici encore, la notion ne
dépend pas de la norme choisie.

Supposons maintenant que F soit un deuxieme espace vectoriel réel de dimension
finie, et que f soit maintenant a valeurs dans F (et soit définie sur un voisinage de Og
dans E). Si on choisit une norme sur F, on pourra dire que f(h) = O(h) lorsque h — Og
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si ||[f(h)|][g = O(h) lorsque h — Og (on notera parfois f(h) = 6(h) quand on voudra
insister sur le caractere vectoriel des valeurs de f). La notion ne dépend pas de la norme
choisie sur F. On définira de méme la notion f(h) = o (h) lorsque h — Og.

Proposition 3.1.1. Les fonctions f ou g qui suivent sont supposées définies dans un
voisinage du zéro d’un espace vectoriel réel E de dimension finie, a valeurs réelles ou
vectorielles.

1. Si f(x) = o(x) lorsque x — Og, alors f(x) = O(z) ; si g(x) = O(x) lorsque x — Og,
alors lim, .o g(z) = 0.

2. 81 f1(z) = o(x) et fo(x) = o(x) lorsque x — Og, on a fi(z) + fo(x) = o(z); on a
un résultat analogue d’addition pour les classes O(z).

3. Soient V un voisinage de Og dans E, W un voisinage de Or dans F ; soient d’autre
part f:V — W et g: W — G deux applications telles que f(x) = O(x) lorsque x — Og
et g(y) = o(y) lorsque y — Op. La composée g o f est alors o(x) lorsque x — Og ; on a le
méme résultat lorsque f(x) = o(x) et g(y) = O(y).

4. Si u est une application linéaire entre deux espaces vectoriels de dimension finie,
on a u(x) = O(x) lorsque x — Og.

Démonstration. Les deux premiers points sont évidents. Montrons le troisieme; on peut
écrire g(y) = ||ylle(y), ou € est une fonction de F dans G telle que limy—.o, e(y) = Oc.
D’autre part, il existe une constante M telle que || f(z)|| < M||z|| pour = assez petit. On
aura donc pour = # Og

(7)) = 5@ (@) = lall (N @) = Il eato)

ou ei1(z) = (||[f(x)||/llz]])e(f(x)) tend vers Og lorsque z — Og: en effet, le quotient
Ilf(x)||/||x|| reste borné au voisinage de Og, f(x) tend vers O lorsque x — Og puisque
f(z) = O(x), donc e(f(x)) tend vers Og lorsque x — Og.

Etant donnés deux espaces vectoriels normés E et F, on a défini une norme sur
lespace L(E, F) des applications linéaires de la fagon suivante : si u est une application
linéaire de E dans F, on a posé

[ull = sup{[lu(z)| : = € B, [lz]| <1}

On a alors I'inégalité
[u(@)|| < [Jull |2

pour tout vecteur z € E. On dit parfois que cette norme sur L(E,F) est subordonnée
aux deux normes données sur E et F. Cette norme a la propriété importante suivante :
si v et u sont composables, on a ||[v o u|| < |[v]||ul|. En particulier, dans le cas d’un
endomorphisme u on a |[u¥|| < ||u/|* pour tout entier k& > 0.

Bien que tres utile pour développer la théorie, cette norme “subordonnée” est rarement
calculable explicitement. Par exemple, si on se donne une matrice réelle 3 x 3, qui définit
un endomorphisme u de R, muni de la norme euclidienne, on n’aura en général pas de
formule explicite donnant la norme de u en fonction des neuf coefficients de la matrice.
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Cette définition de norme s’applique en particulier aux formes linéaires sur E : étant
donnée une norme sur E, on en déduit une norme sur l'espace dual E* = L(E,R), qu’on
appelle la norme duale, et qui est donc définie par

[ = supf{la™(2)| : 2 € E, [lzf| < 1}.

On a encore 'inégalité |z*(x)| < ||ul| ||z]| pour tous z* € E*, # € E. Examinons le cas
particulier des formes linéaires sur un espace euclidien E. On a vu (théoreme 2.1.2) que
toute forme linéaire ¢ € E* provient d’un unique élément x, € E au moyen de la formule

VyeE, {y)=y.xz

On a alors [£(y)| < |ly|| ||z¢|| par Cauchy-Schwarz, donc |[f||g« < ||z¢||. Inversement,

lel|? = ¢ . 2 = £(we) < [|€]| ||| montre que [[£]| = ||z]].

On sait que les applications linéaires entre espaces vectoriels réels de dimension finie
sont lipschitziennes, donc continues. Les formes quadratiques sur un espace de dimension
finie sont également continues : supposons que Q soit une forme quadratique sur un espace
réel E de dimension finie, avec ¢ comme forme polaire; si on choisit une base e de E, et
si on désigne par ® la matrice de Q dans cette base, on obtiendra pour tous vecteurs x et
y de E, dont les composantes donnent les vecteurs colonne X et Y de R™ la majoration

(@, )| = [X2Y| = [X.(2Y)| < [X[ |@[l2 [[Y]| = |@]l2 [l Iyl

En particulier, il existe une constante M telle que pour tout = € E, on puisse écrire
|Q(x)| < M||z||?. I en résulte facilement que la fonction Q est continue. En effet, on a
Q(z+h) — Q(x) = 2¢p(x,h) + Q(h), et on peut majorer la valeur absolue de la différence
par 2M||z|| ||2| + M||k||?, quantité que I'on peut rendre petite, pour tout x € E fixé, en
choisissant ||h|| assez petit (dépendant de x).

Il est facile de montrer suivant le méme principe la continuité des applications
bilinéaires entre espaces de dimension finie.

3.2. La différentielle (cas des valeurs réelles)

Commencons par expliquer la différence de point de vue entre dérivée et différentielle
dans le cas de la dimension un. Si f est une fonction réelle d’une seule variable, dérivable
au point a, on peut considérer deux objets tres voisins : le nombre f’(a), qui est la dérivée,
et application (df), : h € R — f’(a) h, application linéaire de R dans R, qui apparait
par exemple dans ’expression de la dérivabilité par un développement limité d’ordre 1,

fla+h) = fla)+ (df)a(h) + o(h).

Si on fait 'opération un peu absurde de considérer la matrice de ’application linéaire
(df), dans la base canonique de R, on obtient bien siir la matrice 1 x 1 dont le seul
coefficient est le nombre f’(a). On pourrait continuer a privilégier le point de vue nom-
bre dérivé plutot que la notion d’application linéaire dans le cas de fonctions numériques
définies sur R", en mettant en avant la matrice des dérivées partielles. Ce point de vue
n’est pas tres satisfaisant pour plusieurs raisons; tout d’abord, il y a des cas ou on a
besoin de considérer des fonctions réelles définies sur un espace vectoriel qui n’a pas
de base naturelle. Dans une telle situation, le point de vue “application linéaire” sera
mieux adapté. Ensuite, certaines notions telles que la différentielle d’une composition
d’applications sont bien plus agréables a exprimer dans le langage abstrait des applica-
tions linéaires que dans celui des matrices de dérivées partielles.
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Effet de zoom et différentielle

Soient a un point de R?, U un disque ouvert de centre a et de rayon r > 0 et soit
f : U — R une fonction réelle; on veut étudier la fonction f au voisinage de a. A cet
effet on commence par recentrer le probléeme en posant ¢(h) = f(a + h) — f(h), de fagon
a remplacer ’étude de la fonction f au voisinage de a par 1’étude de ¢ au voisinage de 0,
avec aussi p(0) = 0. On considere le graphe G C R? x R de la fonction ¢,

G ={(h,¢(h)) : h € V},

ou V est le disque ouvert centré en Oz et de rayon r. Pour “regarder de plus pres” ce qui se
passe au voisinage du point (0,0) € G, effectuons un “zoom” en multipliant I’ensemble G
par 2 (homothétie dans R? x R). On obtient ainsi un ensemble Go qui est le graphe d’une
nouvelle fonction s : si (k,y) € Gz, on veut écrire y = p2(k); on a (k,y) = 2(h,p(h))
pour un certain h € V, donc k = 2h et y = 2¢(h); on voit donc que @2 est définie par la
formule p2(k) = y = 2¢(k/2). On peut plus généralement poser pour tout entier n > 2 et
pour tout h € V
h h
onlh) =2"0(52) = 2" (f(a+ 57) = (@)

La situation est sympathique quand le résultat obtenu tend vers une fonction linéaire de h
quand n — oo (vu de pres, le graphe est “plat”). La fonction linéaire limite, si elle existe,

sera la différentielle de la fonction f au point a.

Exemples.
1. Fonction affine. On suppose que la fonction f est de la forme

Ve e E, f(z)=c+l(x),

ou c est une constante réelle et ou £ est une forme linéaire sur E. Le graphe étant déja plat, on
doit s’attendre & ce que le zoom ne fasse aucun effet. En effet, p(h) = f(a+h)— f(a) = £(h),
et pn(h) = 2"€(27"h) = {(h) pour tout entier n > 1 (il y a bien convergence de la suite
(¢n) vers une fonction linéaire! La “limite” est la fonction linéaire ¢).

2. Posons f(x1,2) = o3 + 2172, avec a = (1,2). Alors, en posant x = (1+ hy,2+ h2) on
aura

@(h1,ha) = 2h1 + hi 4+ h1(2 + h2) + ha = 4h1 + ha + b + hiha.
Alors
@n(h1,ha) = 4h1 + ha + 27" (h] + hihs)

converge vers la fonction linéaire £(h1, ha) = 4h1 + ho.

3. Définissons une fonction f sur R? par

LL’Q

Yy
.’132 + y2
et posons a = (0,0). On vérifie que | f(z,y)| < |z|, donc f est continue au point (0,0) = a.
On voit aussi que f est positivement homogene, c’est a dire que f(Ax, A\y) = Af(x,y) si
A > 0. Il en résulte que ¢, = f pour tout n. La fonction limite de la suite () existe donc,

mais cette fonction limite n’est pas linéaire : la fonction f ne sera pas déclarée différentiable
au point a = (0,0).

flz,y) =

si (z,y) # (0,0), f(0,0)=0

Définition 3.2.1. Soient E un espace vectoriel de dimension finie, ¢ un point de E, V
un voisinage de a et f une application de V dans R; on dit que f est différentiable au
point a s’il existe une forme linéaire £ € E* telle que

fla+h)—f(a) = £(h) = o(h)

quand h — Og.

Si on choisit une norme sur E, on peut encore dire que f est différentiable au point
a si la fonction e(h) définie pour tout h € E tel que h # 0 et a + h € V par la formule

e(h) = [IhlI=* (f(a+ h) — f(a) — £(h))
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tend vers 0 lorsque h tend vers 0 dans E. Autrement dit, f est différentiable au point a
si et seulement si on peut écrire un développement limité d’ordre 1,

fla+h) = f(a)+£(h) + ||| e(h),
ou £(h) € R tend vers 0 lorsque h tend vers 0 dans E.

Quand f est différentiable au point a, I'application linéaire ¢ est uniquement déter-
minée ; en effet, pour tout vecteur v € E, on a £(u) = limy_ ot~ * (f(a + tu) — f(a)), ce
qui montre que £ est completement connue. Quand la limite

t —
L flattw) ~ f(a)
t—0 t

existe pour un vecteur u € E, on 'appelle la dérivée de f au point a dans la direction
du vecteur u.

I1 est possible que f admette au point a une dérivée D(u) dans toute direction u, mais
que 'application u — D(u) ne soit pas linéaire. C’est ce qui se passe dans I’exemple 3 qui
précede. Dans un tel cas, la fonction f n’est pas différentiable au point a.

Notation. On notera (df), 'application linéaire ¢ ci-dessus (on note aussi souvent df,
—sans parentheses— et parfois d, f); dans le cas ou l'espace E est muni d’une structure
euclidienne, on peut aussi représenter cette forme linéaire au moyen du produit scalaire
avec un vecteur en utilisant le théoreme 2.1.2. On appelle dans ce cas gradient de f au
point a, noté V f(a), ou (Vf),, 'unique vecteur de I'espace euclidien E tel que

(df)a(x) =V f(a).x
pour tout z € E.

Remarque. On a vu que pour tout vecteur u € E,

(df)a(u) = Tim LL0F10 = f(a),

t—0 t

Exemples de différentielles.
1. Si f: U — R est constante, f(z) = ¢, alors (df), = Og~ pour tout a € U.

2. Si f est affine, disons f(z) = ¢+ ¢(x), avec £ forme linéaire, on voit que (df), = ¢
pour tout a.

3. Posons f(z) = 22 + 23 + 2% pour tout z € R*. Pour tous a = (a1, as,as3) et
h = (hy, he, hs) € R®, on calcule f(a+ h) = f(a) +2a.h+ h.h. Puisque h.h = o(h)
lorsque h — 0, on voit que

(df)a(h) =2a.h = 2a1hy + 2ashy + 2a3hs;

si on calcule la matrice de cette forme linéaire dans la base canonique, on obtient la
matrice ligne A = mat((df),) = (2a1 2a2 2as). Le vecteur gradient (V f), est simple-
ment le vecteur 2a, représenté par la matrice colonne ‘A transposée de la matrice ligne
précédente.

Plus généralement, si f(z) = Q(z) est quadratique sur un espace vectoriel réel E, de
forme polaire ¢, on voit que

fla+h) = Q(a+ h) = Q(a) + 2¢(a, k) + Q(h).
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La fonction £(h) = 2¢(a, h) est une forme linéaire, et on sait qu’il existe une constante M
telle que |Q(h)| < M||A||?, ce qui permet d’écrire Q(h) = o(h) quand h — 0. On a donc
(df)a(h) = 2p(h,a) pour tout a € E. Si Qo(z) = ||z/|* (norme euclidienne), on obtiendra
(df)a(h) = 2a.h, ce qui permet d’identifier tout de suite le gradient, VQo(a) = 2a. Si on
effectue une translation de vecteur x1, on obtient une nouvelle fonction fi(z) = ||z — z1]|?,
et on trouve que (V fi), = 2(a — x1) pour tout a.

4. Soit ¢ une forme bilinéaire sur F x G ; posons E = F x G et définissons une fonction
f sur E en posant f(z) = ¢(y,2) si z = (y,2) € F x G. On voit que f est différentiable en
tout point a = (b,c) € E, et

(df)a(k,l) = @(k, ) + (b, 1)
pour tout h = (k,l) € E.

5. Pour la fonction f définie sur R? par f(x) = e*1+2%2 on a vu que
f(h) = f(O+h) =1+ (h + 2h2) + o[|]])

lorsque h — 0, donc (df)o(h) = h1 + 2hs. Si on calcule la matrice de (df)o dans la base
canonique de R?) on obtiendra la matrice ligne mat((df)o) = (1 2).

Dérivées partielles

Soient a = (aq,...,a,) € R", U un voisinage de a et f : U — R une fonction réelle
différentiable au point a; Papplication (df), est une forme linéaire sur R", dont on peut
calculer la matrice (de taille 1 x n) par rapport a la base canonique e de R™ (définie par
e1 = (1,0,...), ...). Cette matrice contient dans chaque colonne 'image par (df), du
vecteur de base correspondant. Ainsi, dans la premieére colonne on a
(df)a(er) = lim flar +tyag,...,a,) — f(a1,...,an)

t—0 t
Il s’agit donc de la dérivée au point a; € R, au sens habituel, de la fonction d’une
seule variable s — f(s,as,...,a,), fonction qui est définie pour s voisin de a1, et qui
est obtenue en fixant les variables as,...,a, et en ne laissant varier que la premiere
coordonnée ; on appelle cette fonction la premiere fonction partielle associée a la fonction
donnée f. On appelle la quantité

lim flay +tyas, ... a,) — flar,...,an)
t—0 t

e R.

0
la premiére dérivée partielle de f au point a, que nous noterons —f(a). On définit de
1

0
méme les autres dérivées partielles —f(a), pour j = 2,...,n. Il est parfois commode

Ox;

d’employer une autre notation, D; f(a),

D, f(a) = g—gj<a>.

La matrice (ligne) de I'application linéaire (df), est donc égale (dans la base canonique
de R™) a

(Dif(@) ... Duf(a))
et I'image d’un vecteur h = (hq,...,hy,) s’obtient par produit matriciel usuel ligne-
colonne

(df)a(h) = D1f(a) by +--- + Dnf(a) hn,
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de sorte que
fla+h) = f(a)+D1f(a)h1 + -+ Dnf(a) hn +o(h).

Considérons maintenant R™ comme un espace euclidien (avec son produit scalaire usuel).
Le vecteur gradient est le vecteur (habituellement représenté comme vecteur colonne)
qui a les mémes composantes, mais dans la base de R", au lieu de la base duale (nuance
subtile !!).

Exemple. Revenons sur le cas des formes quadratiques en considérant les coordonnées. Si
f(x) = Q(z) est quadratique sur R", de forme polaire ¢, et de matrice ® dans la base

canonique, on a en utilisant les coordonnées, si © = (z1,...,2n)
n
f@) =Y gismiz;,
i,j=1

et si on calcule la dérivée partielle dans la variable x;, on aura pour chaque j # o le terme
23,5 Tio %5, qui se dérive en 2¢p;, ; x;, plus le terme cpio,ioxfo qui donne 2¢;,,,%i,, donc
finalement

Diof(w) = 22901'0,3' Lj,
j=1

qui est égal & deux fois la ligne i¢ du produit matriciel X, donc le gradient de Q au
point x a pour représentation en vecteur colonne 2®X, ou X est la matrice colonne des
coordonnées de x. Dans le cas particulier on Q(x) = ||z||?, la matrice est I,, et on retrouve
que le gradient au point = est égal a 2.

On vient de dire que la différentiabilité entraine l'existence des dérivées partielles. La
réciproque n’est pas vraie : on a vu que la fonction f définie sur R? par

2

flz,y) = xfny, £(0,0) =0,

n’est pas différentiable au point a = (0,0), pourtant elle a deux dérivées partielles (nulles)
au point a = (0,0) et elle a méme une dérivée au point a dans toute direction u. On verra
un peu plus loin qu’il existe une réciproque lorsque les dérivées partielles sont continues au
point a.

On va maintenant donner quelques propriétés de base des fonctions différentiables
et des différentielles.

Proposition 3.2.1. Si f est différentiable au point a, alors f est continue au point a.

Démonstration. On écrit

fla+h) = f(a) = (df)a(h) + he(h).

D’apres la proposition 3.1.1 (point 4, puis points 1 et 2), on sait que (df),(h) est un
O(h) quand h — Og, que he(h) = o(h) est aussi un O(h) et que la somme de deux O(h)
est un O(h); ce qui permet facilement de conclure que f(a + h) — f(a) = O(h), donc
f(a+h) — f(a) tend vers 0 lorsque h — Og.

23



Proposition 3.2.2. Si f et g sont deux fonctions réelles différentiables au point a, alors

1. Pour tous A\, u € R, la fonction \f + pg est différentiable au point a et

(AN + 1g)), = Mdf)a + p(dg)a.

2. La fonction produit fg est différentiable au point a, et on a

(d(£9)), = (df)ag(a) + f(a) (dg)a.

3. Si ¢ est une fonction a valeurs réelles, définie sur un voisinage de f(a) dans R, et
(

'(f(a)) existe, la fonction composée x € V — ¢(f(x)) est différentiable au point a,

Si @
et
(d(po f)), =& (fla)) (df)a-

Démonstration. Le premier point est tres facile et laissé au lecteur. Pour les deux autres,
il s’agit d’un exercice de DL. Prenons le point 3 par exemple. On va écrire en posant
b= f(a) eR

fla+h) = f(a) = (df)a(h) = 01(h), @(b+s)—@(b) = ¢'(b) s = 0a(s).

On sait que s(h) = f(a+h) — f(a) est O(h), donc par composition avec o2(s) on obtient
(proposition 3.1.1) ¢(b+ s(h)) — ¢(b) — ¢'(b) s(h) = o(h), c’est a dire
o

)
p(fla+h)) —o(f(a)) = ¢'(b) s(h) = o(h).
fa

En ajoutant ¢’(b)(s(h) — (df)q(h)) qui est o(h), on obtient finalement

o(fla+h)) —o(f(a)) = ¢ (b)(df)a(h) = o(h).

Exemple de composition : posons f(x) = ||z —xo||. Cette fonction n’est pas différentiable au
point xo, mais pour a # zo on peut calculer la différentielle (ou le gradient) en composant
la fonction  — ||z — zo||* d’un exemple précédent avec la fonction ¢ définie par (t) = V/%,
définie et dérivable au voisinage de b = f(a) = ||a — z0||*> > 0. On obtient ainsi

a — Xo

(Vf)a =

e — ol

Exercice : retrouver le résultat en calculant les dérivées partielles.

3.3. La classe C!

On a vu plus haut que la différentiabilité en un point a entraine l’existence des
dérivées partielles au point a, mais que la réciproque est fausse. Il est intéressant d’avoir
un résultat qui fournisse un passage en sens inverse, conduisant d’hypotheses sur les
dérivées partielles a la différentiabilité. Bien entendu, il faut faire des hypotheses plus
fortes que la simple existence des dérivées partielles au point a.

Théoréme 3.3.1. Soit V un voisinage d’un point a € R" et soit f : V — R; si f admet
en tout point b du voisinage V des dérivées partielles D; f(b), pour tout j =1,...,n et si
toutes ces fonctions dérivées partielles b — D; f(b) sont continues au point a, la fonction
f est différentiable au point a.
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Démonstration. Ecrivons la démonstration dans le cas n = 2 pour simplifier. Posons
a = (ay,a9) € R?. Soit e > 0; d’apres Phypothese de continuité on peut trouver n > 0
tel que pour tout vecteur k € R? la condition ||k|| < n implique
(*) ‘Dif(a+k)_Dif(a)‘ <é, i:172
(la norme est la norme usuelle; on suppose aussi que 7 est assez petit pour que la
condition ||k|| < n garantisse que a + k € V). Fixons un vecteur h = (hy, ha) quelconque
tel que ||h|| < n; pour aller de a & a+h, on va parcourir un chemin formé de deux segments
paralleles aux axes : d’abord un segment horizontal de a = (a1, a2) & o’ = (a1 + h1,a2),
puis un segment vertical de a’ = (a1 + h1,a2) a (a1 + hy,a2 + ha) = a + h. On évaluera
f(a+ h) — f(a) en deux parties, f(a’) — f(a) et f(a + h) — f(a’) (en dimension n, il
faudrait utiliser n segments). Pour effectuer ces deux évaluations, on va appliquer le
théoreme des accroissements finis (usuel, celui des fonctions réelles de variable réelle)
aux deux fonctions auxiliaires d’une seule variable g1 : s — f(a1 + s,a2) — D1 f(a) s (ou
s variera de 0 & hj, ce qui correspond a un parcours du segment horizontal de a a a’)
et go 1t — f(ay + h1,a2 +t) — Dof(a)t (ou t variera de 0 & hg, ce qui correspond au
segment vertical de a’ & a + h); les dérivées de g; et g2 sont égales a

91(s) =D1f(a1 +s,a2) —=D1f(a); go(t) = Daf(ar + hi,as +t) — Daf(a).
Si s est entre 0 et hy et si on pose k = (s,0) on aura ||k|| = ||(s,0)|| < ||h]] < n, donc
lg1(s)| = D1 f(a+ k) —Dif(a)| < e d’apres la condition (x), et de méme si ¢ est entre 0
et hg on aura ||(h1,t)|| < ||h|| < n donc |g5(t)] < e d’apres la condition (x). On obtient
alors par la majoration des accroissements finis

l91(h1) — 91(0)| = |f(a1 + h1,a2) — f(a) — Dyif(a) hi| < |hi|e,
|92(h2) — g2(0)| = | f(a1 + h1, a2 + ha) — f(a1 + h1,a2) — Daf(a) ha| < |ha|e,
ce qui montre la différentiabilité de f au point a en additionnant,

|f(a+h) = f(a) = Dif(a) hi —Daf(a)ha| < (|hi] + |ha]) e < 2||h] €.

Définition 3.3.1. Soit U un ouvert d'un espace vectoriel de dimension finie E; on
dit qu'une fonction f définie sur U, & valeurs réelles est de classe C! sur U si elle est
différentiable en tout point de U, et si de plus ’application df, définie sur U, a valeurs
dans E*, qui associe a chaque a € U la forme linéaire (df), € E* est continue de U dans
E* (dans le cas ou on adopte le point de vue euclidien, il revient au méme de dire que
lapplication gradient a — (V f), est continue de U dans E).

Corollaire 3.3.1. Soit U un ouvert de R" et soit f : U — R; la fonction f est de
classe C! sur U si et seulement si f admet en tout point de U des dérivées partielles

g—gi, e ,%, et si toutes ces dérivées partielles sont continues dans U.

Démonstration. Si f a des dérivées partielles continues dans U, f sera différentiable
dans 'ouvert U d’apres le théoreme 3.3.1. De plus, 'application vectorielle df, dont
I’expression en coordonnées est

acU— (df)s = (g—i(a),...,g—i(a))

. . . . , o .
est continue si et seulement si les n fonctions coordonnées a — %f_(a) sont continues,
J

donc la continuité des dérivées partielles implique la continuité de la différentielle.
Inversement, si on sait que f est de classe C!' sur U, elle est différentiable en tout

point de U C R", les dérivées partielles existent donc en tout point de U, et elles sont

continues en tant que fonctions coordonnées de la fonction vectorielle continue a — (df)q.
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Condition nécessaire pour un extremum local

Définition 3.3.2. Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie et soit f une fonction
a valeurs réelles définie dans un voisinage du point a € E; on dit que f admet un
maximum local au point a s’il existe un voisinage W de a dans lequel f est majorée par
la valeur f(a),

Ve e W, f(z) < fla).

On définit de méme la notion de minimum local. On parle d’extremum local quand on a
soit un maximum local, soit un minimum local au point a.

Proposition 3.3.1. Si une fonction réelle f, définie sur un voisinage V. C R" d’un point
a € R", admet des dérivées partielles au point a et si f admet un extremum local au
point a, alors

Dif(a) =Daof(a) =---=D,f(a) =0.
Si f est différentiable au point a € E et admet un extremum local au point a, on a
(df)a = Ops.

Démonstration. Traitons le cas d’'un maximum local. Soit e; I’'un des vecteurs de la base
canonique de R", 1 < i < n; pour t assez petit, le point a+te; se trouve dans le voisinage
W ou f est majorée par f(a), donc la fonction d’une variable réelle t — f(a+te;) admet
un maximum local pour t = 0. Il en résulte que sa dérivée s’annule pour t = 0, ce qui

donne

Traitons ensuite le cas “abstrait” ou f est définie sur un voisinage V d’un point a d’un
espace vectoriel E de dimension finie, et admet un maximum local au point a. Soit h un
vecteur quelconque de E ; pour t assez petit, le point a + th se trouve dans le voisinage W
ou f est majorée par f(a), donc la fonction t — f(a + th) admet un maximum local pour
t = 0. Il en résulte que sa dérivée s’annule pour ¢t = 0, ce qui donne

0 — 1 L@ th) = f(a)

t—0 t

= (df)a(h).

Ceci étant vrai pour tout vecteur h € E, on a bien (df)q, = Og=.

Attention!! La fonction f définie par f(z) = z atteint son maximum sur [0, 1] au point
1, mais bien sur la dérivée n’a aucune raison d’étre nulle, et effectivement elle n’est pas
nulle. Le méme phénomene se produit en plusieurs variables : une fonction définie sur
un disque fermé peut trés bien atteindre son maximum (ou son minimum) sur le disque
fermé en un point du bord du disque sans que la différentielle s’annule en ce point.

Recherche d’extrema pour les fonctions réelles de plusieurs variables

On suppose donnée une fonction réelle f définie sur un fermé F, et on cherche a
trouver son maximum (absolu) ou bien son minimum sur F. On utilise & cet effet deux
ingrédients principaux.

Si une fonction réelle f définie sur un voisinage de a € R" admet une dérivée partielle
D;f(a) au point a et si f admet un extremum local au point a, on a
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Le second ingrédient se trouve dans le poly de MT241.

Si f est une fonction réelle continue définie sur un compact K non vide de R", elle
atteint son minimum sur K. Si une fonction réelle continue f définie sur un fermé F non
vide et non borné de R"™ tend vers +o0o lorsque ||z|| — 400 (par valeurs x € F), alors f
atteint son minimum sur F.

Quand on a de la chance ces deux principes suffisent pour identifier le minimum
(ou maximum) de certaines fonctions de plusieurs variables. En effet, si le deuxieme
principe permet de savoir que f atteint par exemple son minimum sur le fermé F, et si
un argument auxiliaire permet de montrer que le minimum n’est pas atteint sur le bord
de F, le minimum sera alors atteint en un point a intérieur a F, c’est a dire un point
a tel que F soit un voisinage de a. Mais si a est minimum absolu de f, c’est alors un
minimum local et les dérivées partielles doivent s’annuler au point a. On cherchera donc
les candidats parmi les points critiques de f, c’est a dire les points ou la différentielle
s’annule. S’il n’y a qu’un petit nombre de points critiques, il suffira de calculer les valeurs
de f en ces points pour trouver le point de F ou le minimum de f est atteint.

Exemples et exercices.

1. On considere a, 3,7 > 0 tels que a4+ 4+ v = 1, et un nombre ¢ > 1. Maximiser

la fonction
f(@,y,2) = a%Y2" — az® — By° — 4z°

sur le fermé F = {(z,y,2) : x> 0,5 > 0,z > 0} de R,

On constate que f tend vers —oo a 'infini sur F, donc le maximum existe, que f <0
“au bord” de F, alors qu’il existe des points de F ou f > 0, donc ce maximum est atteint
a l'intérieur de F (en un point o > 0, y > 0 et z > 0), et peut par conséquent étre
trouvé en annulant les dérivées partielles. Par chance, on trouve un seul candidat qui
annule les dérivées partielles, z = y = z = ¢'/(1=9)_ Ce point réalise donc le maximum
de la fonction f sur F.

2. Soient a,b, c trois points de R?, et «, 3,7 trois nombres réels > 0; minimiser
I’expression

f(@) = allz —al® + Bllz = bl* + yllz - ¢|*.

Ici il est plus agréable de raisonner globalement, par exemple en annulant le gradient de
la fonction f.

Plus généralement soient a*), ..., a® des points d’un espace euclidien E, et c1, ..., ck
des nombres > 0; minimiser I’expression

k

f@) =) eillz—a?|?,

=1

2)

3. Exemple de recherche de minimum. Soient ™, 2® et 2(® trois points du plan;

minimiser I'expression
3
fla) = llz—=].
i=1

Ce probleme consiste & chercher le réseau de longueur minimale qui permette de relier les
trois points donnés. Cette fonction f est différentiable en tout point a différent de PSS
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ou . Si le minimum de f est atteint en un point a ¢ {zV), z®,z®}, on aura (df), =
ou bien (Vf), =0, ce qui donne

a— @
. Z fa— a0

et une somme de trois vecteurs de norme un ne peut étre nulle que s’ils forment des angles
de 27 /3. Cette information aide & résoudre le probleme. Si le triangle ayant ces trois points
pour sommets a un des angles plus grand que 27/3, le réseau minimal consiste & prendre
pour a celui des trois sommets pour lequel I'angle est > 27/3. Le “réseau minimal” est formé
des deux c6tés adjacents a ce sommet. Si tous les angles sont < 27/3, le réseau minimal est
obtenu en trouvant I'unique point @ intérieur au triangle tel que les trois vecteurs () — a
fassent des angles égaux & 27/3 (il existe une construction géométrique tres simple de ce
point, proposée au 17éme siecle par Torricelli et Cavalieri).

Essayer de généraliser au probleme du réseau de longueur minimale, par exemple pour
les sommets d’un carré.

4. Méthode de pénalités. On suppose f > 0 sur R?, différentiable en tout point, et telle
que les deux dérivées partielles soient continues. On veut minimiser f sur la boule unité
fermée By = {z : ||z|| < 1} de R? (puisque f est continue sur un fermé borné, on sait que le
minimum sur B est atteint, mais on ne peut pas dire a coup sir que la différentielle y sera
nulle, si le minimum est atteint sur le cercle unité). Pour tout entier n > 1 on introduit le
probléeme

min{f(z) + nD(z)* : z € R*}
ot D(x) = min{||z|| — 1,0} est la distance de = au disque unité. Ce probléme a une solution
optimale a™ e R? par Bolzano-Weierstrass. Montrer que la suite (a(")) admet une sous-
suite qui converge vers un point a € By ou f atteint son minimum sur B;. Si le minimum
est atteint en un point a du cercle unité, montrer que (V f), est normal au cercle, et dirigé
vers 'extérieur du disque.

5. Maximiser sur R® la fonction
1
(2,4, 2) = uz oy +wz = (joff + [yl + [2[7),
ou p > 1. En déduire I'inégalité de Holder (dans un cas particulier)

uz + vy +wz| < (JafP + |yl + [2[") P (Jul? + o] + [w])9,
ou q est défini par 1/p+1/q=1.

6. Inégalité arithmético-géométrique. Soient x1,...,x, des nombres réels > 0, et
i, ..., q, des nombres réels > 0 tels que Z o =1 Montrer que
n n
H xyt < Z 0T
i=1 i=1

Petite formule des accroissements finis

Si a et b sont deux points de E, on désigne par [a, b] le segment de E qui joint ces
deux points, c’est a dire 'ensemble des points de la droite affine passant par a et b, et
qui sont compris entre a et b. On peut paramétrer tous ces points ¢ sous la forme

ct)=(1—tha+th, 0<t<1.

Pour ¢t =0, on a ¢(0) = a et pour t =1, on a ¢(1) = b. Le résultat suivant sera vu plus
plus loin dans le cas général d’applications entre deux espaces vectoriels, mais il n’est
peut étre pas inutile de voir d’abord le cas plus simple des fonctions a valeurs réelles.
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Théoreme 3.3.2. Soient E un espace vectoriel normé de dimension finie, a,b € E et U
un ouvert de E contenant le segment [a,b]; soit f : U — R une fonction différentiable
en tout point de [a, b] et soit M un nombre réel tel que ||(df).| <M pour tout x € |a, D]
(la norme utilisée sur E* est la norme duale de celle de E). On a alors I'inégalité

£ (6) = fla)| < M||b— al|.

Démonstration. On étudie la variation de la fonction g d’une seule variable définie par

g9(t) = fla+t(b—a))

lorsque ¢ varie de 0 a 1. Sa dérivée en un point ¢ €10, 1] est égale & (df)oyt(p—a) (b — a),
que I'on majore par ||(df)att(s—a)l| [[b—al| < M|[b—a||. La majoration des accroissements
finis dans le cas réel, appliquée a la fonction g sur U'intervalle [0, 1] donne ensuite

£ (b) = f(a)] = lg(1) — g(0)| < M[|b— al,
ce qui est le résultat cherché.

On dit qu’un sous-ensemble C de E est convexe si pour tous points a,b € C, le
segment [a, b] est contenu dans C.

Corollaire 3.3.2. Soient U un ouvert convexe de E et f : U — R telle que ||(df).|| <M
pour tout x € U ; alors f vérifie la propriété suivante :

Voe,y e U, [f(y) — f(z)| < M|y — ||

(c’est a dire que f est lipschitzienne de constante M dans U)

Démonstration. C’est une application immédiate du résultat précédent : si z, y sont deux
points de U, le segment [z, y] tout entier est contenu dans U puisque U est convexe.

Corollaire 3.3.3. Soient U un ouvert convexe d’un espace vectoriel E de dimension finie
et f:U — R telle que (df), = 0 pour tout x € U; alors f est constante sur U.

Démonstration. C’est clair a partir du corollaire précédent.

Le résultat précédent est évidemment faux si I’ouvert de définition est formé de deux
morceaux disjoints : la fonction peut alors étre égale a 1 sur un morceau et a 0 sur 'autre.
On introduira plus tard la notion d’ouvert connexe, c’est a dire en gros qui n’a qu’un
seul bout, et le résultat précédent est valable pour les ouverts connexes.

3.4. La différentielle dans le cas général

On va maintenant étudier les applications f définies sur une partie U d’un espace
vectoriel réel de dimension finie E, et a valeurs dans un deuxieme espace vectoriel réel de
dimension finie F. Il n’y a pas de véritable nouveauté conceptuelle dans ce paragraphe,
mais il faut introduire quelques adaptations des notions déja introduites.
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Le cas des valeurs vectorielles : premier contact

Supposons que a € R?®, que V soit un voisinage de a et f une fonction définie sur
V et & valeurs dans R?. L’image f(x1,22,23) a donc deux composantes, que 1'on écrira
fi(z1,x2,23) et fa(x1,z2,x3). Supposons que ces deux fonctions composantes soient diffé-
rentiables au point a. On peut écrire deux DL, en posant h = (hi1, ha, h3) € R?

fila+h) = fi(ar,a2,a3) + §2 ()b + 50 (a)he + 5L (a)hs +o1(h)
fola+h) = falar,az2,a3) + 2 (a)hs +52(a)hs + 52 (a)hs +o2(h)
En regroupant les deux fonctions o;(h), 7 = 1,2 dans une erreur vectorielle

o(h) = (01(h), 02(R)),

on peut écrire les relations ci-dessus sous forme vectorielle
fla+h) = f(a) + MH + o(h),

ou H est le vecteur colonne des trois coordonnées de h et M la matrice de taille 2 x 3 donnée

par
y <S%<a> S0 (a) z—if,,(a))

S(a) $2(0) 42(a)

Bml BIQ 6m3

L’application qui associe & chaque vecteur h € R® le vecteur MH € R? est une application
linéaire de R® dans R? : c’est cette application qui sera appelée différentielle au point a
dans le cas des valeurs vectorielles. Tout ceci nous conduit a la définition qui suit.

Définition 3.4.1. Soient E et F deux espaces vectoriels réels de dimension finie, a un
point de E, V un voisinage de a et f une application de V dans F; on dit que f est
différentiable au point a s’il existe une application linéaire ¢ de E dans F telle que

fla+h) = f(a) —€(h) =0 (h)
lorsque h — Og.

Si E est normé, cela revient a dire que f est différentiable au point a si et seulement
si on peut écrire un développement limité d’ordre 1 de la forme

fla+h) = f(a) +£(h) + ||hl[ee(h),
ou e(h) € F tend vers 0 (dans F) lorsque h tend vers 0 dans E.

Lorsque f est différentiable au point a, on appelle différentielle de f au point a
Papplication linéaire ¢ ci-dessus, et on la notera encore (df),. On remarquera bien que
(df)s € L(E,F) dans le cas présent. On a encore la relation qui permet de calculer
(df)a(u) (qui est un élément de F) pour tout vecteur u € E,

. fla+tu) — f(a)
(df)a(u) = lim ; ,

cette limite étant maintenant calculée dans ’espace F (au lieu de R).
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Supposons que E = R. Dans ce cas l'application (df), définie ci-dessus est une
application linéaire de R dans F. Alors en prenant h = 1 € R on obtient

fla+1t) - f(a)
t

eF

(@f)a(1) = lim

—
qui est le vecteur dérivé usuel f'(a) (dans cette situation il est plus habituel de s’intéresser
au vecteur dérivé T plutot qu’a 'application linéaire associée, h € R — h7 ; il est aussi
traditionnel de parler de fonction dérivable, plutot que différentiable, dans ce cas).

En termes pompeux, on pourra dire que L(R,F) (I’espace qui contient la différentielle
(df)a) est canoniquement isomorphe a F (I’espace qui contient le vecteur dérivé) au moyen
de Papplication ¢ — £(1).

Proposition 3.4.1. Soit f une fonction définie au voisinage d’un point a € E et a
valeurs dans R™. Pour que f soit différentiable au point a, il faut et il suffit que toutes
les fonctions coordonnées f1, ..., f,, soient différentiables au point a.

Si une fonction f est définie au voisinage de a € R" et a valeurs dans R™, elle est donc
différentiable au point a si et seulement si toutes les fonctions coordonnées fi,..., fi,
sont différentiables au point a, ce qui permet d’obtenir I’énoncé suivant en utilisant le
théoreme 3.3.1 : si toutes les dérivées partielles D f;, ¢ = 1,...,met j = 1,...,n existent
dans un voisinage de a et sont continues au point a, alors ’application f est différentiable
au point a.

Exemples de différentielles.

1. Application linéaire ou affine. Si f(x) = ¢+ ¢(x), ou ¢ est un vecteur fixé de F et
¢ une application linéaire de E dans F, on a (df), = ¢ pour tout point a € E.

2. Soit ¢ une application bilinéaire sur F x G a valeurs dans un troisieme espace
vectoriel L; posons E = F x G et définissons une application f de E dans L en posant
f(z) = ¢(y,2) si z = (y,z) € F x G. On voit que f est différentiable en tout point
a = (bc) € E, et

(dF)alu, v) = plu, ) + (b, v)

pour tout h = (u,v) € E.
Il faut parfois réfléchir un peu pour reconnaitre la structure bilinéaire d’une fonction
donnée. Si f(x1,x2,T3,x4) = 124 + 2x2x4 — T324, ON vOiIt que f peut s’écrire (y, z), avec

¢ bilinéaire, en posant y = (z1,22,23) € F = R® et 2 = x4 € G = R. On trouve alors au
point a = (a1, a2, as,as) = (b, c), avec b = (a1,a2,a3) et ¢ = as

(df)a(h1, ha, hs, ha) = @(b,v) + ¢(u, ¢) = (a1 + 2a2 — az)ha + (h1 + 2h2 — hs)as
ou on a posé h = (u,v), u = (hi, ha, h3) et v = ha.

Matrice jacobienne dans le cas de R™ et R™

Soit f une application définie dans un voisinage de a € R", & valeurs dans R™ ; si

on pose f(z) = (fi(x),..., fm(z)) € R™, la matrice jacobienne au point a est la matrice
de lapplication linéaire (df), (de R™ dans R™) par rapport aux bases canoniques,
g 8
@) ... Fl(a)
Jo(f) = ; . ;
Ofm Ofm
8%61 (a) ... aan (a)
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Chaque ligne de la matrice jacobienne de f au point a correspond a la différentielle au
point a de I'une des fonctions coordonnées f1,..., fi.
Exercice. Calculons la différentielle de I’application f de Ma(R) dans My (R) définie par
A — A2, On écrit

(A+H)?> =A%+ (AH + HA) + H?
ce qui donne immédiatement

(df)a(H) = AH + HA.

Le lecteur pourra essayer d’écrire de la matrice jacobienne, histoire de voir qu’il y a des
cas ou il ne vaut mieux pas raisonner en coordonnées !

Exercice. Différentielle de Papplication v — u™ 1.

Rappelons que si B est une matrice de taille n x n telle que ||B|| < 1, la matrice I, — B
est inversible et (I, — B)™! = ::Of) B*. En particulier, la relation

+oo
(I, —B)' = (L, +B) =) B*

montre que

- 1B
I =B) ™" = (L +B)[ <Y IB|* = = O(|BI]?)

S

lorsque B — 0. Soit A une matrice carrée de taille n x n, inversible; si K est une autre
matrice de méme taille, et telle que ||K|| < [|[A™!|| 7, on vérifie que A + K est inversible en
écrivant (A + K) = A(I, + A~'K). En utilisant ce qui précede on trouve que

(A+K)"'=A"1—ATKAT + O(IK|?),

ce qui indique que la différentielle de Papplication “matrice inverse” M — M™!, calculée
au point A, est I’application linéaire K — —A KA ™! (endomorphisme de M,,(R)).

Théoreme 3.4.1. Composition de deux applications différentiables. Soient V un voisi-
nage de a € E, W un voisinage de b € ¥, f : V — W une application différentiable
au point a. Si f(a) = b et si g : W — G est différentiable au point b, alors g o f est
différentiable au point a et

(d(gof)), = (dg)s o (df)a-

Démonstration. Au niveau conceptuel, la démonstration est exactement la méme que
celle qui a été donnée lorsque f est a valeurs réelles. On écrit

fla+h) = f(a) = (df)a(h) = 01(h), g(b+k)—g(b)— (dg)s(k) = 02(k)
lorsque h — Og et k — Op. On sait que (df),(h) = O(h) donc k(h) = f(a+ h) — f(a)
est O(h), donc par composition avec o2(k) on obtient (d’aprés la proposition 3.1.1)
g(b+ k(h)) — g(b) — (dg)s (k(h)) = o(h), cest & dire
9(f(a+h)) —g(f(a)) = (dg)s (k(h)) = o(h).
En ajoutant (dg)s(k(h) — (df)a(h)) qui est o(h), on obtient finalement
g9(f(a+h)) = g(f(a)) = (dg)s((df)a(h)) = o(h).

Produit de matrices jacobiennes. Si f et g sont deux applications différentiables, de
R"™ dans R? et de R? dans R? respectivement, on aura

Ja(g © f) = Jf(a)(Q) Ja(f)
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Fonctions vectorielles d’une variable

Supposons que ¢ soit une application d’un intervalle ouvert J de R, contenant un
point ty, et a valeurs dans un espace vectoriel réel E de dimension finie. On définit la
dérivée de p au point ¢y € R par une formule voisine de celle qui définit la dérivée usuelle,
en posant
o(to + 5) — p(to)

s

¢ (tp) = lim

s—0

On dit que ¢'(ty) € E est le vecteur dérivé de ¢ au point ¢y (la limite est prise dans
lespace E).

Supposons que E = R? par exemple, et considérons les deux coordonnées du vecteur
o(t) € R?, ce qui nous donne ¢(t) = (p1(t), p2(t)). La limite vectorielle ci-dessus existe
si et seulement si les deux coordonnées convergent vers les coordonnées correspondantes
de la limite. On voit ainsi que ¢ est dérivable au point ¢y si et seulement si les deux
fonctions coordonnées @1 et o sont dérivables au point ¢y, et dans ce cas le vecteur
dérivé a pour coordonnées les dérivées des deux coordonnées, ¢'(t) = (¢} (to), ps(to)). Il
est facile de voir que ¢ est dérivable au point ¢ si et seulement si elle est différentiable au
point tp, et on a vu que ces deux notions sont reliées par la formule ¢’ (tg) = (dp)+, (1).

Exemple. Posons ¢(t) = (cost,sint) € R?. On peut écrire un développement limité de tout
ordre donné n des deux fonctions coordonnées au voisinage d’un point o € R. On obtient
ainsi par exemple & 'ordre deux

cos(to+s) = cos(to) —ssin(to) —% cos(ty) +se1(s)
sin(to +s) = sin(to) +scos(to) —% sin(to) +s’ea(s)
qu’il est intéressant de regrouper vectoriellement

V(to + ) = V(to) + sV (to) + %Vg(to) + s%2(s),

et on note que le terme d’erreur 6‘(53 est vectoriel. En termes cinématiques, si on considere
que p(t) = (cost,sint) décrit un mouvement sur une cercle de rayon un, la premiere dérivée
@' (t) = (—sint, cost) est la vitesse; elle indique la direction de la tangente & la courbe. La
seconde dérivée ¢"(t) = —(cost,sint) est I'accélération. Dans cet exemple, elle est dirigée
vers ’origine.

Composition de ¢ :R —E et f:V = F

Proposition 3.4.2. Soit ¢ : I — E une courbe tracée dans E, prenant ses valeurs dans
un voisinage V du point ag = ¢(tp), I étant un intervalle ouvert de R. Si ¢ est dérivable
au point tg € L et f : V — F différentiable au point ag = ¢(tg), la composée est dérivable
en tg et

(f o) (to) = (df)p(to) (¢ (t0)).

Si E = R? par exemple, on obtient avec les dérivées partielles,

(F09)'(10) = (1)) 1 (10) + 5 (1) (1),

ou p(t) = (¢1(t), p2(t)). Dans le cas ou E est muni d’une structure euclidienne, on peut
préférer exprimer le résultat avec le gradient,

(fo@)(to) = Vs - ¢ (to)-
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Démonstration. Il s’agit simplement d’interpréter le théoreme général sur la composition.
La différentielle de la composée est (df)q, o (dy)s,. Puisque la fonction f o ¢ est définie
sur un intervalle réel, on sait que son vecteur dérivé s’obtient a partir de la différentielle
en écrivant

(f o) (to) = ((df)ag © (dip)tg ) (1) = (df)aq (A1, (1)) = (df )ao (' (t0)).

Il est important de savoir traiter le cas particulier ou ¢ est affine. Supposons que
©(t) = ag + th, ou h est un certain vecteur de E. On a alors ¢/(t) = h pour tout ¢, et la
formule précédente nous redonne la dérivée dans la direction h

%f(ao + th)|t:0 = (df)ao(h) = (Vf)ao h.

Cette formule permet de comprendre la tendance de variation de f pour les points voisins
de ag. Si (Vf)q, - h > 0, la fonction f “augmente” dans la direction h, dans le sens précis
suivant : il existe tg > 0 tel que pour tout ¢ vérifiant 0 < t < ¢,

flag +th) > f(ao).
Cependant, cela n’entraine pas en général que la fonction ¢ — f(a + th) soit croissante
dans aucun intervalle |0, ¢1[ (pour ¢; > 0).

Lignes de niveau

Soit = (x1,22) € R? — f(x1,22) une fonction réelle de deux variables, différentiable
en tout point; 'ensemble I'. des points € R? tels que f(x) = ¢ s’appelle une ligne de
niveau de la fonction f. Dans les bons cas, cette ligne est une brave courbe que ’on peut
paramétrer par une fonction vectorielle t — ¢(t) € I'c.. On peut alors dire que puisque la
fonction t — f(¢(t)) est constante égale a ¢, sa dérivée est nulle,

Vfw(t) . (,0/(75) =0.
Toujours dans les bons cas, on aura ¢'(t) # 0 et dans ce cas le vecteur ¢'(t) indique la
direction de la tangente a la courbe de niveau au point ¢(t). Si z € I'¢, le vecteur V f,
est donc en général orthogonal & la tangente a la courbe, c’est donc un vecteur normal

a la courbe de niveau au point . D’une facon générale, on peut dire que le gradient est
orthogonal aux lignes de niveau. Faisons un résumé du cas optimiste :

Proposition 3.4.3. Supposons qu’il existe un voisinage V de a et une fonction ¢ : 1 — V
telle que ¢(to) = a et qu’en posant ¢ = f(a) on ait

<($1,$2) eVet f(x1,z2) = c) & <Eit el, p(t) = (m,xz))-

On suppose de plus que ¢ est dérivable et que ¢'(to) # 0. Dans ces conditions, ¢’ (to)
indique la direction de la tangente a la ligne de niveau et le gradient de f au point a est
orthogonal a cette tangente.

Exemples.

1. Considérons la fonction f définie sur R? par f(z,y) = 22 4+ y*. Pour ¢ = 7% > 0, la
ligne de niveau est le cercle centré en 0 et de rayon r, et le gradient V f, = 2z est bien
orthogonal a la tangente au cercle de rayon 7.

2. Soient P et Q deux points fixés dans le plan, par exemple P = (—1,0) et Q = (1,0);
la fonction

fM) = d(M,P) +d(M, Q)
admet pour lignes de niveau les ellipses de foyers P et Q. Dans cet exemple, il se passe un
phénomene spécial. Si on considere la fonction

les lignes de niveau de g sont les hyperboles de foyers P et Q, et on vérifie que les hyperboles

de cette famille sont orthogonales & la famille d’ellipses. En effet pour tout point M différent
de P et de Q, Vfm et Vgum sont non nuls et orthogonaux.
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Plan tangent a une surface z = f(z,y)

On se donne un ouvert U du plan, une fonction réelle f, différentiable en tout point de
U et on considere la surface S dans R® “au dessus” de U définie par

S={(z,y,2) €ER®: (z,y) € U, z= f(z,y)}.

On dira que T est un vecteur tangent a S au point M € S s’il existe une courbe
tracée sur la surface S telle que p(0) = M et ¢'(0) = T. Pour tracer une courbe sur
S, il revient au méme de tracer une courbe ¥ dans la base U et de poser ensuite p(t) =
(P1(t),2(t), f(p1(t),12(t)). Si T est un tel vecteur tangent, on vérifie que

T = (94(0), v4(0), X My (0) + g_g

- (M)55(0)).

On voit donc que tout vecteur tangent T = (u,v,w) a la surface S au point M vérifie
I’équation

w= %(M)H%(M)v

On obtient ainsi I’équation d’un plan vectoriel ITp. Inversement on peut montrer que tout
vecteur T € Ilp est un vecteur tangent a S au point M. En géométrie, on appelle plutot

plan tangent a la surface au point M le plan affine Il parallele au plan Ilp et qui passe par

le point M. Le plan IT admet le vecteur N = (—%(M), —g—g(M), 1) comme vecteur normal.

On dit que N est le vecteur normal a la surface S au point M. Nous avons ici choisi le
vecteur qui pointe vers le haut.

Stabilité des applications différentiables

On peut énoncer un petit nombre de propriétés qui permettent de vérifier la diffé-
rentiabilité dans un grand nombre de situations concretes. Tous les espaces considérés
sont des espaces vectoriels réels de dimension finie.

— Si f est une application de E = Eq x - - - x Ex dans F, linéaire par rapport a chaque
variable z; € E;, 7 = 1,...,k, elle est différentiable en tout point de E.

— Si fy est différentiable au point a; de E; dans F; et si fs5 est différentiable au point
as de Eg dans Fy, Papplication (z1,2z2) — (fi(x1), f2(x2)) est différentiable au point
a = (CLl,CLg) de E1 X EQ dans F1 X FQ.

—Si f est différentiable au point a et g différentiable au point b = f(a), la composition
g o f est différentiable au point a.

Supposons par exemple que f1 et fo soient deux fonctions réelles définies sur R” et
différentiables au point ¢ € RP. La combinaison linéaire ¢1 f1 + c¢o fo peut étre obtenue
comme composition de 'application linéaire x — (x, z), suivie de 'application (z1, x5) —
(f1(x1), fa(xe)) € R, et enfin de (r1,22) — 171 + cawe, qui est linéaire de R? dans R.
En remplagant la troisieme application par (z,y) — xy (bilinéaire), on montre que la
fonction produit f; fo est différentiable au point a. Par itération, les puissances f* sont
différentiables. Si f(a) # 0, la fonction z — 1/f(z) est différentiable comme compo-
sition avec ¢ — 1/t qui est dérivable au point f(a). Les fonctions coordonnées sont
différentiables parce que linéaires, les polynémes (de plusieurs variables) sont différen-
tiables par application de tout ce qui précede, les quotients de polynomes, a condition
que le dénominateur ne soit pas nul, etc. ..
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Formule des accroissements finis

Supposons E et F munis de normes. Si la fonction f est différentiable au point a et
M-lipschitzienne de E dans F au voisinage de a, on a ||(df).| z(e,r) < M. En effet, pour
tout vecteur u € E

a+tu) — f(a)

I(df)a(w) e = lim Hf( t

On a une forme d’inverse (Théoreme des accroissements finis, cas vectoriel).

| < Mljue.
F

Théoreme 3.4.2. Soient E, F deux espaces vectoriels normés de dimension finie, U un
ouvert de E et a,b deux points de U tels que le segment [a, b] soit contenu dans U ; soit
f : U — F une fonction continue sur |a,b] et différentiable en tout point du segment
ouvert ]a,bl. On a

17(0) = fla)lle < [[b = alle sup{[[(df)z]lceF) - 2 €]a, b]}-

Démonstration. Considérons d’abord le cas plus simple ot 'espace F' est euclidien. Posons
M = sup{||(df)z| :  €]a,b[}, soit v = f(b) — f(a) et étudions la fonction réelle g

te[0,1] = (fla+t(b—a))— f(a)).v

qui vaut 0 au point t = 0 et || f(b) — f(a)||? au point t = 1. Sa dérivée en un point ¢ €]0, 1]
est égale a
g/(t) = ((df)ath(bfa) (b - CL)) v

que Von majore par [[(df)a+tp—a)ll b = all [Jo]] < M|[b—a]|[]v]], ce qui donne

1£(b) = f(@)II* = 19(1) — g(0)] < sup |¢'(t)| < Mo~ all [| () = f(a)ll.
d’out le résultat en divisant par [|f(b) — f(a)].

La démonstration du cas général est plus délicate.

Lemme. Soient g une fonction réelle continue sur [a, b] et C une constante telles que pour
tout x € |a,b[, il existe h > 0 tel que x +h < b et g(z + h) — g(z) < Ch; alors

9(b) < g(a) + C(b—a).

Démonstration. On commence par fixer s1 € |a,b[. On pose
F={ze€ls1,b]:9(x) <g(s1)+C(x—s1)}

On voit que F est fermé borné non vide, donc F admet un plus grand élément ¢. Cet élément
t est nécessairement égal a b d’apres ’hypothese : sinon on pourrait trouver h > 0 tel que
y=t+h<betg(t+h)<g(t)+ Ch, donc puisque t € F,

9(y) =g(t+h) <g(t)+ Ch < g(s1) + C(t—51) +Ch=yg(s1) + C(y —s1),
et on aurait ainsi trouvé un élément y de F plus grand que . On a donc montré que

g(b) < g(s1) +C(b—s1), et ceci pour tout s1 €]a,b]. On en déduit g(b) < g(a) + C (b —a)
en faisant tendre s; vers a.

On se donne un espace vectoriel réel F de dimension finie, qu’on munit d’une norme
notée r — ||z||r.
Lemme. Soit ¢ continue sur [0, 1], & valeurs dans F, dérivable sur I'intervalle ouvert |0, 1],
et telle que ||¢'(t)|[r < M pour tout z €]0,1[. On a

lo(1) = @(0)|lr < M.
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L’interprétation cinématique du résultat est évidente dans le cas ol la norme est la
norme euclidienne : si un mobile se déplace dans I’espace “usuel” avec une vitesse < M, il
ne s’éloigne pas de plus de MT de son point de départ si le mouvement se déroule pendant
un intervalle de temps égal a T.

Démonstration. Prenons M; > M et posons g(t) = ||¢(t) — ¢(0)||r. On va montrer que la
fonction g vérifie ’hypothese du lemme précédent avec C = M;. Fixons ¢t €0, 1. La relation
() —p(t) = hp' () +o(h) donne [lp(t+h)—o(D)]lr < Mh+[o(h)lle = h(M-+£(h)) < hM;
pour h assez petit, ce qui permet de choisir h > 0 assez petit pour que t + h < 1 et
llp(t+ h) —@(t)||r < M;ih. On aura ensuite

gt +h) —g(t) = llet+h) —@O)[[e = [le(t) = LO)llr < [l +h) —@(t)][r <Mih

d’apres 'inégalité triangulaire. D’apres le lemme précédent on obtiendra g(0) < g(1)+ My,
donc ||¢(1) — ¢(0)||r < M;. Pour finir, on fait tendre M; vers M.

Démonstration du théoreme dans le cas général. On étudie la variation de la fonction
vectorielle ¢ d’une seule variable définie par

p(t) = fla+i(b—a))

lorsque ¢ varie de 0 a 1. Sa dérivée en un point ¢ €10, 1] est égale a (df)att(p—a)(b—a), que
I'on majore par M ||b — a||g. La majoration des accroissements finis du lemme précédent,
appliquée a la fonction ¢ sur lintervalle [0, 1] donne ensuite

1£(6) = f(a)l[r = llg(1) — g(0)[lr < M[|b — al|,

ce qui est le résultat cherché.

Corollaire 3.4.1. Soient U un ouvert d’un espace vectoriel réel E de dimension finie,
C un sous-ensemble convexe de U et f : U — F telle que ||(df).| ze,r) < M pour tout
x € C; alors f est M-lipschitzienne dans C.

Démonstration. C’est une application immédiate du résultat précédent : si z, y sont deux
points de U, le segment [z, y] tout entier est contenu dans U puisque U est convexe.

Corollaire 3.4.2. Soient U un ouvert convexe de E et f : U — F telle que (df), = 0
pour tout x € U ; alors f est constante dans U.

Démonstration. C’est clair a partir du corollaire précédent.

Le résultat précédent est évidemment faux si 'ouvert U de définition est formé de
deux morceaux disjoints, mais il reste valable pour les ouverts connexes.

La classe C! : cas des valeurs vectorielles

Définition 3.4.2. Soit U un ouvert d’un espace vectoriel de dimension finie E; on dit
qu’une fonction f définie sur U, a valeurs dans F (espace vectoriel de dimension finie) est
de classe C' sur U si elle est différentiable en tout point de U, et si de plus ’application
d f, définie sur U, a valeurs dans L(E, F), qui associe a chaque a € U I’application linéaire
(df)a € L(E,F) est continue de U dans L(E, F).

Proposition 3.4.4. Soit U un ouvert de R™ et soit f : U — R"; la fonction f est de
classe C! sur U si et seulement si on a les propriétés suivantes : chacune des fonctions co-
ordonnées f;,i =1,...,m, admet en tout point de U des dérivées partielles gﬁ g ,%,

et toutes ces dérivées partielles sont continues dans U.

Démonstration. Si la fonction coordonnée f; a des dérivées partielles continues dans U,
fi sera différentiable dans U d’apres le théoreme 3.3.1, donc f sera différentiable. De
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plus, 'application vectorielle d f, dont ’expression en coordonnées est 1’application qui
associe a chaque a € U la matrice jacobienne de f au point a,

0 0
a—ﬁ(a) %(a)
aceU— : . :
Ofm Ofm
aLwl(a) 8an(a)

est continue si et seulement si les m x n fonctions coordonnées a — ngj_(a) sont conti-
nues, donc la continuité des dérivées partielles implique la continuité de la différentielle.
Inversement, si on sait que f est différentiable en tout point de U C R"™, les dérivées
partielles existent en tout point de U, et elles sont continues comme coordonnées d’une
application vectorielle continue.

Théoréme d’inversion locale

Ce théoreme important ne sera pas démontré ici. On donnera une petite idée d’une
démonstration a la fin du chapitre 5.

Théoréme 3.4.3. Application ouverte (inversion locale). Soient E et F deux espaces
normés de dimension finie, U un voisinage de a € E et f une fonction de classe C! de
U dans F; si (df), est inversible, il existe un ouvert V contenant a et un ouvert W
contenant f(a) tels que f soit une bijection de V sur W, dont I'inverse soit de classe C!
sur W.

Ce théoreme dont le sens intuitif est assez clair (en gros, application f agit comme
sa différentielle) implique le théoréme des fonctions implicites, dont on n’énoncera ici
que le cas le plus simple, que I'on peut démontrer directement sans passer par I’inversion
locale. Supposons donnée une fonction réelle f(z,y) de deux variables, et revenons a
I'idée de courbe de niveau, c’est a dire a 'ensemble C des points z tels que f(z,y) = ¢
pour une certaine valeur de c. La question est la suivante : peut on, au voisinage d’un
point ag = (zg,yo) tel que f(xg,yo) = ¢, décrire les points (z,y) de C par une équation,
ou bien de la forme y = ¢(z), ou bien de la forme x = ¥ (y)? Pour se convaincre qu’il
faut parfois renoncer a I'une des deux formes, le lecteur pensera a I’exemple simple du
cercle unité, représenté par f(x,y) = 22 +y? et C = {(z,y) : 22 + y? = 1}. Au voisinage
du point ap = (1,0), on ne peut pas espérer représenter tous les points (z,y) du cercle C
voisins de ag sous la forme y = ¢(x), parce que pour chaque valeur de z < 1 il y a deux
solutions (et aucune si x > 1). Dans cet exemple, g—i(ao) =0, et c’est ¢a le probleme.

Supposons donc g—i(ao) =% 0, et considérons ’application g de R? dans R? définie

par g(z,y) = (z, f(x,y)). La matrice jacobienne de g au point ag est égale a

1 0
(%(GO) g—i(ao))
qui est inversible. D’apres le théoreme d’inversion locale, il existe une fonction réciproque
de g, définie dans un voisinage de g(ag) = (xo,c). Si h est cette fonction, le point h(zx, c)

doit étre sur C pour z voisin de z (réfléchir un peu) et on a trouvé un paramétrage de
la courbe de niveau au voisinage de ag, en écrivant

Wz, c) = (z, p(z)).
Le lecteur comprendra vite comment généraliser, par exemple aux surfaces de R3 définies
par une équation implicite f(x,y,z) = c.
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3.5. Formules de Taylor a ’ordre deux

Dans cette section nous nous limiterons a des fonctions a valeurs réelles. Le lecteur
décu par cette restriction pourra imaginer comment traiter des situations a valeurs dans
R™ en étudiant simultanément les différentes fonctions coordonnées.

Dérivées partielles secondes

Soit V un voisinage d’un point a de R" et soit f une fonction réelle définie sur V,
et admettant des dérivées partielles Dy f(z), ..., D, f(x) en tout point € V. On a alors
pour chaque j = 1,...,n une fonction réelle D;f : z € V — D, f(z) € R, définie sur V,
pour laquelle on peut chercher si elle admet a son tour des dérivées partielles. Si D f
admet une dérivée partielle D; au point a, on dit que c’est la dérivée partielle seconde
D;(D,f) de f au point a. On note aussi pour ¢ # j

2
851-(‘;;]- a) = 31 <38—£)(“) =D;(D; f)(a)

et pour v =j

D? f(a) = Di(D; f)(a) =

70 = 5 (7))

(3

T .2
Exemple. Calculer les dérivées secondes de f(x1,x9) = e¥1%2 #1/2. On remarque la
symétrie des dérivées croisées, D1Dsf = DyD1 f.

Lemme de Schwarz. (Premiere maniere) Soit V un voisinage dea € R";si f : V — R
admet dans V des dérivées partielles secondes continues, on a pour tous i,j =1,...,n

Démonstration. Faisons la démonstration pour R?, et avec a = (0,0). On pose
p(t) = f(t,t) = f(£,0) = f(0,8) + £(0,0), w(s) = f(s,t) — f(s,0).
On voit que ¥'(s) = D1 f(s,t) — D1 f(s,0), donc par les accroissements finis
o(t) =¢(t) —¢(0) = t¢'(¢;) = t (D1 f(cr, t) — D1 f(c, 0))
ou ¢; est un point entre 0 et ¢, et a nouveau avec les accroissements finis
p(t) =12 DaD1 f(cr, dr)

avec d; entre 0 et ¢; quand ¢ tend vers 0,
D2D1f(0,0) = PI% t=2p(t),

d’on le résultat en échangeant les roles des variables x1 et xo dans ce qui précede.

Considérons une fonction f(z1,z9) différentiable dans un voisinage V d’un point
a = (ay,az) € R?, vérifiant les hypotheses du lemme précédent, et considérons une
direction u = (u1,us). Etudions la fonction f en des points a + tu de la droite passant
par a et de vecteur directeur u, avec t réel assez petit pour que a + tu € V. Posons donc

o(t) = flag + tuy, ag + tus).
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On sait que

0 0
ng(t) = —f(al +tuy, a0 + tu2) uy + —f(al + tuy, a2 + tUQ) U2,

0xq Oz
ce qui nous donnera en dérivant une fois de plus, en posant by = ag + tu
92 2 2 2

o°f o°f o0 f 9% f
! —
(92 (to) 6 ) (bo) 61‘261’1 (bo) U1U + 6%16%2 (bo) U1U + —= 6 (bo) =

52 2 2
o f o°f o°f
+2—
g2 (bo) i + 255 (bo) uaa + 5 (bo) s

On retiendra cette formule utile,
2

dt?

en désignant par H, la forme quadratique dont la matrice dans la base canonique est la
matrice des dérivées partielles secondes de f au point x.

= Ha+t0u (u7 u)

(a+ tu) }t:to

Différentielle seconde

Reprenons les mémes questions de fagon plus théorique. Soient E un espace vectoriel
de dimension finie, ¢ un point de E, V un voisinage de a et f une fonction a valeurs réelles
définie sur V; supposons que f soit différentiable en tout point de V. On a donc une
application dérivée d f définie de V dans E*. On peut chercher si cette nouvelle application
df est différentiable en un point @ € U. Dans ce cas on obtiendra une différentielle qui
sera un élément noté (d*f), € L(E,E*).

Attention! Ne pas confondre (df),, qui est une valeur de 'application df, avec 1’appli-
cation df elle-méme, qui associe & chaque point x € V la différentielle (df), de f au
point x.

Définition 3.5.1. On dit que f est deux fois différentiable au point a si f est définie et
différentiable dans un voisinage V de a et si I’application df, définie de V dans E*, est
différentiable au point a. On note

(d*f)a = (d(df)),

Pour tout vecteur h € E, 'élément (d?f),(h) est une forme linéaire sur E; on peut
donc 'appliquer a un second vecteur k£ € E, pour obtenir

pa(h, k) = ((d*f)a(h)) (k) € R,
Il est clair que ¢, est bilinéaire. On montrera un peu plus loin qu’elle est symétrique. La

forme linéaire (d?f),(h) s’exprime par

hm ! ((df)a+th —(df)a )

limite calculée dans E*; si 2*(¢t) € E* tend vers z* dans E* quand ¢ tend vers 0, il en
résulte que x*(¢)(z) tend vers x*(z) pour tout vecteur x € E; l'existence de la limite
précédente nous permet de conclure que

(& f)a(h)) (k) = lim = ((df)a+th (df)a) (k) = lim

t—0

(df)a+th(k) - (df)a(k) )
t
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Cas de R". Appliquons la formule précédente lorsque E = R" et lorsque h est le
vecteur e; de la base canonique. On obtient en prenant les coordonnées, et avec i = 1 et
n = 2 pour simplifier, que le vecteur (d?f),(e1) est le vecteur de R? égal &

Qg% % (D1f(a1 +t,a2) — D1 f(ax, az)),}i_{% % (Daf(a1 +t,a2) — Daf(as, Gz)))-

Il s’agit des dérivées partielles par rapport a x; au point a des deux fonctions x —
D;f(x) = %(a:), j =1,2. On a donc obtenu ’expression

() (€)= Go()

donc la matrice de la forme bilinéaire ¢, dans la base canonique est la matrice des
dérivées partielles secondes.

Exercice. Calculer les dérivées secondes de la fonction quadratique Q définie sur R? par
Q(z) = 22 + 4129 + 323

On a montré la symétrie des dérivées partielles secondes sous I’hypothese que toutes
ces dérivées secondes soient positives. Le résultat qui suit donne un résultat plus précis,
avec la “bonne” hypothese, et qui s’exprime de fagon plus abstraite par la symétrie de
la forme bilinéaire déduite de la différentielle seconde.

Théoréme 3.5.1. Symétrie (Schwarz). Si f est deux fois différentiable au point a € E,

((@*f)a(h)) (k) = ((d°f)a(k)) (h)
pour tous h, k € E.

Démonstration. On étudie pour h, k € E tels que a + h,a + k € V la quantité
Y(h,k)=fla+h+k)— f(a+h)— fla+k)+ f(a).
Cette expression est symétrique en h, k et on va montrer que

(@ F)a(h)(k) = lim = (th, th)

ce qui donnera la symétrie cherchée. La démonstration, un peu délicate, commence par
une extension de la formule qui donne la dérivée dans une direction u d’une application
différentiable g. Ce résultat sera appliqué avec g = df.

Lemme. Soit g une application différentiable au point a € E, et soit t — a; une application
a valeurs dans E définie pour t réel voisin de 0 ; si la différence a; — a est O(t) quand t — 0,
on a pour tout vecteur u € E

lim g(a’t +tu) - g(a’t) — (dg)a(u).

t—0 t

Démonstration. Supposons que t — hy € E soit O(t) lorsque t réel tend vers 0; puisque
gla+h)—g(a)—(dg)a(h) est o(h) quand h — Og, on obtient par composition (proposition
3.1.1) un résultat qui est o(t), c’est a dire que

g(a+hs) = g(a) + (dg)a(he) + o(t).

Posons a: = a + v¢; on a v, = O(t). Appliquons la remarque précédente successivement
avec hy = vy + tu et avec hy = vy,

gla+ve + tu) = g(a) + (dg)a(ve + tu) + oft),
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g9(a+wve) = g(a) + (dg)a(ve) + o(t).
En prenant la différence et en divisant par t # 0 on obtient

g(as +tu) — g(a)
{

~ (dg)a(u) = 7 oft) — 0

lorsque t tend vers 0.

Continuons la démonstration du théoréeme de symétrie de Schwarz. Soient h, k deux vecteurs
de E, et choisissons typ > 0 assez petit pour que tous les points de la forme a4+ sh +tk soient
dans ensemble de définition de f et de df lorsque |s|, |t| < to. Fixons t tel que |t| < to, et
considérons la fonction

o(s) = fla+ sh+tk) — f(a+ sh) — f(a+tk) + f(a),
définie pour |s| < to. Sa dérivée est donnée par
¢'(s) = (df)arshrer(h) = (df Jatsn(h).

D’apres le théoréme des accoissements finis (en une dimension) il existe un nombre c¢(t)
entre 0 et ¢ tel que

p(t) = p(t) — (0) = t ' (c(t))-
On va maintenant faire tendre ¢ vers 0, et appliquer le lemme précédent avec a; = a+c(t)h
et g =df (on a bien a; —a = O(t) puisque |c(t)| < [t]). On aura ainsi pour ¢ # 0
o) _ ¢ e0) _ (@ = (@)
12 t t
qui tend d’apres le lemme vers

(@), &) 0 = (@ 1)am) ()

On pourra donc considérer (d?f), comme une forme bilinéaire symétrique, et on
notera alors (d?f),(h,k). Dans le cas de R™ on a vu que la matrice de cette forme
bilinéaire dans la base canonique de R" est la matrice des dérivées partielles secondes :
Corollaire 3.5.1. Pour une fonction f : V — R deux fois différentiable en un point
a € V C R", la matrice des dérivées partielles secondes au point a est symétrique,

0% f 0% f
(CL) = (a)v
6xi6$j 63}'36.112

pour tous ¢,j =1,...,n.
Développement limité a I'ordre 2 (Taylor-Young)

Considérons une fonction f(z1,z2) différentiable dans un voisinage V d’un point a =
(a1,a2) € R?, et une direction h = (h1, h2). Etudions la fonction f en des points a + th de
la droite passant par a et de vecteur directeur h, avec t réel assez petit pour que a+th € V
en posant

g(t) = f(a1 + thl, az + thz).

On a vu que
2

d
w (a+th - (de)a+t0h(h7 h)

D’apres la formule de Taylor-Young pour les fonctions d’une variable, appliquée a la fonction
g au voisinage de ¢t = 0, on obtiendra donc pour h donné

) |t:t0

Fla+ th) = f(a) +Hdf)a(h) + (& F)alh ) + £e(r).

On va obtenir un peu mieux, en montrant que le terme d’erreur peut étre majoré (quand
h varie) en ||h|*e(h).
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Proposition 3.5.1. Soient E un espace vectoriel de dimension finie, a € E, V un voisi-
nage de a, f : V — R une fonction différentiable dans V et deux fois différentiable au
point a. On peut alors écrire

Flat B) = Fa) + (df)alh) + 5 (& Flalhh) + ol14]1).

Démonstration. Soit € > 0 donné; on choisit > 0 tel que la condition ||k|| < « implique
a+keVet

1(df)asr = (df)a — (& f)a(k)]
Fixons h € R" tel que ||h|| < « (ce qui donne [a,a + h] C V) et posons pour ¢ € [0, 1]

B < ellk].

plt) = Fla+1h) — f(a) ~ H(df)alh) — S Flalh ).
Pour tout 0 <t <1ona
2(0) = (A )asn — (@F)a— (& Dalth) ()
posons k = th; puisque ||| = [|th] < |h]| < a on obtient
2'(1)] < (e Il)lIal) = <llhl?

pour tout ¢ € [0, 1], ce qui entraine |¢(1)] = |o(1) — »(0)] < g||h||* par la majoration des
accroissements finis.

Il est relativement plus facile d’obtenir une formule de Taylor-Lagrange, parce qu’elle
ne demande que le calcul de fonctions d’une seule variable :

si f est deux fois différentiable dans un ouvert U contenant le segment [a, b], il existe
un point ¢ de [a, b] tel que

F() = (@) + (@f)alb— @) + (& )elb— b~ a).

Conditions du second ordre pour un minimum local

Corollaire 3.5.2. Soient E un espace vectoriel de dimension finie, a € E, V un voisinage
de a et f: V — R différentiable dans V. On suppose que f est deux fois différentiable
au point a. Si (df), = 0 et si (d*f), vérifie

Vh 7& 0E7 (de)a(h7 h) > 07

(c’est & dire que la forme bilinéaire (d? f), est définie positive sur E) la fonction f admet
au point a un minimum local strict.

Démonstration. Si (d?f), est une forme bilinéaire symétrique définie positive, il existe
un nombre § > 0 tel que (d?f)q(h, h) > &||h||* pour tout h (décomposer dans une base
orthonormée de vecteurs propres). Ce qui donne avec le DL, compte tenu de (df), =0

fla+h) = fa) > ||h)?(6 +e(h)),

quantité > 0 pour h # 0 assez petit.
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Si Q(x1, 22) = ax?42bx129+d 23 est une forme quadratique réelle en deux variables,
on voit immédiatement avec la décomposition de Gauss qu’elle est définie positive si et
seulement si

a>0, ad—0b*>>0.

Pour les fonctions de deux variables, on appliquera ce critere tres simple a la matrice
2 x 2 des dérivées partielles secondes :

si(df)q =0 et si g%%c(a)>06t
32 32 32 2
L 22w~ (5L w) >0

—5(a) =5 — (a
0x2 """ Ox3 01014
la fonction f admet un minimum local au point a.

Remarques. Supposons toujours que (df), = 0.

1. Si (d?f), est de signature (p, q), avec p # 0, ¢ # 0, on voit que la fonction f— f(a)
change de signe dans tout voisinage de a. Il n’y a donc pas d’extremum local au point a.
Si (d?f)4 est non dégénérée on peut méme préciser la forme des régions ot1 on a f > f(a)
et f < f(a).

2. Si (d?f), est dégénérée et de signature (p,0) ou (0,q), on ne peut pas conclure
directement (on peut quand méme dire que f n’a pas de maximum local en a si p > 0,
et pas de minimum local en a si ¢ > 0). Considérons par exemple les deux fonctions de
deux variables

fla,y) =2 +y*5 g(z,y) =2 —y".
Ces deux fonctions ont la méme dérivée seconde (dégénérée) au point (0,0) de R?. Cepen-

dant, f admet un minimum au point (0, 0) alors que g change de signe dans tout voisinage
de (0,0).

Exercice. Rechercher les extrema locaux des fonctions f et g définies sur R? par les formules
2 3
x 2 X, 4 4 2
flay) =5 -y -5 gl@y) =2 +y -2 -y)"
Traitons en détail le cas de la fonction g. On commence par rechercher les points critiques
de g. La fonction g étant paire, ces points critiques seront des paires de points symétriques.
Le gradient de g en un point (x,y) est égal a

(42° — Az — ), 4y° — Ay — ).

La nullité du gradient donne les relations 2 = 2z — y = —y>. On en déduit d’abord que

y = —x, ensuite > = 2z donne les solutions = 0 et £ = ++/2. On obtient trois points
critiques, (0,0) et #(v/2, —v/2). La matrice hessienne au point (z, %) quelconque est donnée

par
(12932 —4 4 )
4 1202 —4) "

Pour les points 4(1/2, —v/2), on obtient

20 4

4 20
qui est définie positive d’apres le critere expliqué plus haut. Ces deux points sont des
minima locaux (stricts). La valeur de g en ces points est 8 — 16 = —8. Pour le point (0, 0),

la matrice hessienne est
—4 4
4 —4
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est négative (mais pas définie négative). On a g(z,z) = 2z* > 0 si  # 0 mais g(z, —z) ~
—8xz? < 0 pour z petit, donc le point (0,0) n’est pas un extremum local de g.

On aurait pu remarquer que la fonction g tend vers +oo a 'infini (les puissances qua-
triemes ’emportent sur les carrés), ce qui implique que le minimum de g sur R? existe. On

aurait pu en déduire immédiatement en comparant g(0,0) =0 & g(v/2, —v/2) = —8 que ce
dernier point est en fait le minimum absolu de la fonction g sur R?.

On va donner un critere un peu différent, qui demande que la différentielle seconde
existe au voisinage du point a (et pas seulement au point a), mais qui demande seulement
que la différentielle seconde soit une forme positive au sens large dans ce voisinage (au
lieu de définie positive). Ce critére donne en fait la position du graphe de f par rapport
a 'hyperplan tangent.

On dit qu'une fonction réelle f définie sur un ouvert convexe U est une fonction
convexe si on a

f(A=t)a+1tb) < (1—1)f(a)+tf(D)
pour tous a,b € U et tout ¢t € [0, 1].

Proposition 3.5.2. Soient U un ouvert convexe de E et f : U — R une fonction réelle
deux fois différentiable en tout point de U ; si

Ve € U,Vh € E, (d*f).(h,h) >0,

la fonction f est pour tout a € U plus grande en tout point x € U que la fonction affine
{, tangente a f au point a,

Ve €U, la(z)= f(a)+ (df)a(z —a) < f(2).

En particulier, f est convexe sur U. Si (df), = 0, la fonction f atteint son minimum sur
U au point a (minimum au sens large)

Démonstration. La premiere partie résulte immédiatement de la formule de Taylor-
Lagrange. En effet, pour tout point x € U le segment [a,x] est contenu dans U, et il
existe un point ¢ du segment (donc un point de U) tel que

£(2) = F(@) + (@)l = a) + 5(@ el — a2~ ) 2 Ly (2)

puisque 'on a (d?f).(z — a,x — a) > 0 par hypothese.
Pour montrer que la fonction f est convexe, considérons deux points a,b € U et
posons ¢ = (1 —t)a + tb, avec t € [0, 1]. On aura

fle) =te(e) = Le((L = t)a+tb) = (1 = t)le(a) + tle(b) < (1 —1t) fa) +tf (D).
La derniere affirmation est évidente a partir de ce qui précede.

Exercices.

1. Montrer que la fonction f définie sur R3 par

f(wv Y, Z) = eax+by+cz

est convexe pour tout choix de a, b, ¢ réels.
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2. Montrer que pour la fonction g définie sur R? par

g(z,y) = e™vte"/2

on a (d?g), positif en tout point a € R? (cette fonction g est donc également convexe).

Corollaire 3.5.3. Soient U un ouvert de E et f : U — R deux fois différentiable en tout
point de U; si (df), = 0 et s’il existe un voisinage V de a tel que

Vo € V,Vh, (d*f)s(h,h) >0,

la fonction f admet un minimum local au point a.

Démonstration. On peut trouver r > 0 tel que B(a,r) C VN U. L’ouvert W = B(a,r)
est convexe, donc la proposition précédente donne le résultat.

Définition 3.5.2. On dit que f est de classe C2 sur U C E si (d?f), est défini pour tout
v €Uetsidf:z— (d°f), € LE,L(E,F)) est continue sur U.

Si U est un ouvert de R” et si F = R, I’application f est de classe C? si et seulement
si toutes les dérivées partielles secondes de f sont continues dans U.
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4. Intégrale de Riemann

Supposons que 'on veuille calculer 'intégrale

1 2
/ e " dt.
0

Tres facile, direz-vous : il suffit de prendre une primitive F de la fonction f : xz — e~
et de calculer F(1) — F(0). Seulement voila, il y a un probleme : on ne sait pas exprimer
une primitive de cette fonction f a partir des fonctions déja connues.

Mais pourtant, direz-vous encore, on a appris que toute fonction continue admet des
primitives; il y a quelque chose qui cloche la-dedans.

Justement, c’est bien vrai qu’il existe une primitive, mais en gros la seule facon de

la calculer est de poser
F(z) :/ et dt
0

1'2

et on tourne en rond!

La moralité est la suivante : ce qu’on apprend en terminale sur le calcul d’intégrales
a I'aide de primitives est tres utile dans beaucoup de situations, chaque fois que 'on sait
exprimer une primitive de la fonction a intégrer a partir de fonctions déja connues ; mais
pour 'essentiel, il s’agit d’une escroquerie : la notion fondamentale a définir est la notion
d’intégrale (de Riemann), 'existence des primitives en sera une conséquence.

4.1. Intégrale de Riemann sur un intervalle fermé borné [a, b].

Le premier objectif est d’introduire une classe de fonctions tres simples, les fonctions
en escalier, et de définir leur intégrale. La définition est plus commode si on met en place
un minimum de terminologie au préalable : soient a < b deux nombres réels; on appelle
subdivision 7 de 'intervalle [a, b] la donnée d’un entier n > 1 et d’une suite de points
o =a <z <...<x,=0>0 On dira que les intervalles |zq, z1[, |21, x2[,. .., |Tn—1,2n]
sont les intervalles (ouverts) de la subdivision, et on dira que xq, 1, . . . , T, sont les points
de subdivision.

On dit que la subdivision ¢ = (20 = a < 21 < ... < %, = b) est plus fine que la
subdivision 7 = (xg = a < 1 < ... < x,, = b) si chacun des points x;, i = 0, ..., n fait
partie de I’ensemble {z, ..., z,} des points de subdivision de o, c’est a dire que chaque
intervalle |x;_1, z;[ de la subdivision 7 est “découpé” en intervalles plus petits |z;_1, z;]
dans la subdivision o.

Etant données deux subdivisions 7 et p quelconques, on peut toujours trouver une
subdivision ¢ plus fine que 7 et que p en méme temps : il suffit de prendre un ensemble
20 < ... < z, de points de subdivision qui contienne tous les points de subdivision de =
et de p.

Définition 4.1.1. On dit qu'une fonction réelle ¢ définie sur [a, b] est une fonction en
escalier s’il existe une subdivision 7 = (zg = a < 1 < ... < x, = b) de U'intervalle telle
que ¢ soit constante sur chacun des intervalles ouverts |x;_1, z;[ de la subdivision, pour
toute=1,...,n.
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Si cette condition est réalisée, on dira que 7 est une subdivision adaptée a la fonction
en escalier . Bien entendu, toute subdivision o plus fine que 7 sera encore adaptée a
©, puisque chaque intervalle de la subdivision plus fine est contenu dans un intervalle
de m, sur lequel la fonction ¢ est constante. Si ¢ est une deuxieme fonction en escalier
sur [a,b] et p une subdivision adaptée & 1, on peut trouver une subdivision o plus fine
que 7 et que p; cette subdivision o sera adaptée a la fois a ¢ et a 1. Les deux fonctions
@ et Y seront donc constantes sur tous les intervalles ouverts de la subdivision o, ce
qui implique que toute fonction combinaison linéaire Ap + p de ces deux fonctions en
escalier sera elle aussi constante sur les intervalles de o :

si et 1) sont en escalier sur [a, b], toutes les combinaisons linéaires A¢ + p) sont en
escalier ; ’ensemble des fonctions réelles en escalier sur [a, b] est un espace vectoriel réel.

Exercice. Pour tous ¢, d tels que a < ¢ < d < b désignons par £ — X|c,q] (z) la fonction égale
alsic<axz<deta0 sinon. Montrer que 'espace des fonctions en escalier sur [a,b] est
I'espace vectoriel engendré par les fonctions x4, lorsque c et d varient.

Plus précisément, si m = (x0 = a < ... < x, = b) est adaptée a la fonction en escalier ¢,
alors ¢ est combinaison linéaire des fonctions X[z;,25]» 0<1<3< .

Pour la méme raison le maximum max(p, 1) —ou le minimum min(y, ), ou plus
généralement n’importe quelle fonction x — F(p(x),1(z)) — de deux fonctions en es-
calier sur [a, b] est une fonction en escalier sur [a, b].

Soient ¢ une fonction en escalier sur [a,b] et m = (zg = a < x1 < ... <z, = b)
une subdivision adaptée a ¢; choisissons un point quelconque &; € |x;_1, z;[, pour tout
i = 1,...,n. La fonction ¢ sera alors constamment égale a ¢; = ¢(&;) sur l'intervalle

|zi—1,z;[. Il est naturel d’essayer de définir l'intégrale de ¢ par 'expression

n n

E(p,m) = Z(% —zim1) (&) = Z(% — Ti—1) G-

=1 =1

Pour étre tout a fait rigoureux, il faut montrer que ’expression précédente ne dépend
que de @, et pas de la subdivision m adaptée a . C’est assez facile a comprendre mais
terriblement pénible & écrire (et a lire!). Pour le faire on remarque que E(p, ) ne change
pas si on remplace 7 par une subdivision plus fine 0 = (20 = a < z1 < ... < zp = b).
On peut passer de m a o par étapes, en ajoutant a chaque étape un seul nouveau point
de subdivision. Pour montrer que E(f, ) ne varie pas dans cette chaine d’opérations, il
suffit de le vérifier pour une étape. Supposons donc que ’on passe de ™ & o en une seule
étape, en ajoutant un unique nouveau point z de subdivision, et que x;,—1 < 2z < z;,. La
fonction ¢ est constante égale a ¢;, sur Uintervalle |z;,—1, x;,[, donc aussi sur chacun des
deux nouveaux intervalles |z;,—1, 2] et |z, xi,[. On aura donc

ig—1
B(p,0) = Y (25— z5-1) ¢ + (2 = Tig—1) Cig + iy — 2) Cig + Z —zj-1)¢ =
=1 j=io+1
io—1
—Z —xj-1) ¢ + (Tig — Tig—1) Cip + Z —xj-1)c; = E(p, 7).

Jj=i0+1

Si maintenant p est une autre subdivision adaptée & ¢, on peut considérer une subdivision
o plus fine que 7 et p, et d’apres ce qui précede,

E(p,m) = E(p,0) = E(p, p).
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Définition 4.1.2. Soit ¢ une fonction réelle en escalier définie sur l'intervalle [a, b] et

soit m = (xg = a < x1 < ... < x, = b) une subdivision adaptée a ¢, c’est a dire que
¢ est constante égale & ¢; sur chacun des intervalles ouverts |z;_1, ;[ de la subdivision,
pour ¢ = 1,...,n. On définit Iintégrale de ¢ sur |a,b] par 'expression
b n
/ gO(t) dt = Z (.112 — 1’1_1) C;.
a i=1

Parfois, on notera simplement ff © pour abréger.

Proposition 4.1.1. Linéarité et majoration de l'intégrale des fonctions en escalier. Si ¢
et 1 sont deux fonctions réelles en escalier sur [a,b], on a

b b b
VA€ R, /(Aw+u¢><t>dt:A/ w(t)dt+u/ (1) dt

/absoof)dt] s/abwt)}dt-

Démonstration. Il suffit de choisir une subdivision o qui soit adaptée a la fois a la fonction
@ et a 1. Les deux premieres propriétés sont alors tres faciles a vérifier sur la formule
E(p, o) qui définit I'intégrale. La troisieme s’obtient en encadrant f entre —|f| et |f|, et en
appliquant les deux premieres propriétés, ou bien directement par 'inégalité triangulaire
appliquée a l'expression E(p, 7).

(gpgwsur [a,b]) = (/abgp(t)dtg/abw(t)dt>;

Remarque. En dehors de la deuxiéme propriété qui concerne ’ordre, tout marcherait aussi
bien pour des fonctions en escalier a valeurs vectorielles (voir la section suivante), que
ce soit pour la définition de l'intégrale ou pour sa linéarité. On pourrait aussi adapter la
troisieme propriété de la proposition précédente pour montrer que la norme de l'intégrale
vectorielle est majorée par 'intégrale de la norme.

Intégrabilité par encadrement

Soit f une fonction réelle bornée sur [a, b], disons bornée par le nombre C, c’est
a dire que |f| < C sur [a,b]; on peut alors trouver des fonctions en escalier ¢ < f,
par exemple la fonction constante p; = —C, et également des fonctions en escalier
w2 > f, par exemple o = C. Fixons une fonction en escalier po > f. On a alors pour

toute fonction en escalier ¢ < f l'inégalité ¢; < 9, donc fab p1(t)dt < fab o (t) dt.
L’ensemble des intégrales ff 1(t) dt est donc (non vide et) majoré par f; o (t) dt; sa
borne supérieure M; vérifie donc I'inégalité M; < fab 2 (t) dt. Si maintenant on fait varier

2, on voit que la borne inférieure mo de ’ensemble des valeurs des intégrales fab o (t) dt
(ol on suppose toujours o > f) vérifie my > M;. La fonction f est sympathique lorsque
ces deux nombres sont égaux : c’est dans ce cas qu’on dit que f est intégrable au sens
de Riemann.

Définition 4.1.3. Soit f une fonction bornée a valeurs réelles définie sur [a, b]; on dit
que la fonction f est Riemann-intégrable sur [a,b] si pour tout nombre réel ¢ > 0, il
existe deux fonctions en escalier ¢1 et @9 sur [a, b] telles que p1 < f < w9 sur [a, b] et

b b b
/soz(t)dt—/ 901(t)dt=/ (2 — p1)(t)dt <e.
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Cette définition revient exactement a dire que les deux nombres M; et msy introduits
ci-dessus sont égaux. On définit alors l'intégrale de f comme étant la valeur commune,

b b b
/f(t)dtzsup{/ 901(t)dt3901§f}:inf{/ pa(t)dt : o2 = [}

ou les fonctions ¢ et o sont bien entendu choisies en escalier. Parfois, on notera sim-
b .
plement [ f pour abréger.

Remarque. Si f est une fonction Riemann-intégrable sur I'intervalle [a, b], elle est bornée
sur [a,b] par définition.

Remarque idéologique. L’intégrale est une limite de sommes de “petits bouts”. Dans un
probléme physique, l'intégrale a la méme “dimension” (au sens des physiciens) que les
petits bouts f(¢)dt. Un certain nombre d’étudiants se sont laissé enfoncer dans le crane
en terminale I'idée qu’une intégrale représente une surface. Si cette interprétation est utile
dans certains cas, elle est bien nuisible & la compréhension de la plupart des intégrales
physiques (telles que travail, flux, etc...).

Exercice. Soit A = [0,1] N Q 'ensemble des nombres rationnels de [0, 1]; montrer que la
fonction indicatrice de A n’est pas R-intégrable (exercice tres classique).

Le fait que cette fonction xa ne soit pas R-intégrable est un défaut de l'intégrale de
Riemann. On a de bonnes raisons de penser que cette fonction devrait avoir une intégrale
nulle, dans une bonne théorie de 'intégration. C’est ce qui se passe avec la théorie plus
moderne de l'intégrale de Lebesgue.

Intégrabilité par approximation

Pour démontrer certaines propriétés, et pour traiter ensuite le cas vectoriel (section
suivante), il est commode de transformer un peu la caractérisation de I'intégrabilité par
encadrement pour obtenir une caractérisation par approximation en escalier. On obtient
une définition équivalente de 'intégrabilité d’une fonction réelle f définie sur [a,b] en
disant : pour tout € > 0, il existe deux fonctions en escalier ¢ et v sur [a, b] telles que

b
f =l <Y et /w<€-

Pour passer de la formulation par encadrement, avec deux fonctions ¢1, @2 en escalier
telles que 1 < f < o a celle de la ligne précédente, il suffit de poser par exemple
© =1 et =@y —;dans ce cas |f —¢| = f —¢1 < p2 — 1 = . Inversement, étant
données ¢ et ¥ qui donnent ’approximation, il suffit de poser 1 = p — ¥, Y2 = @ + .

Si f est R-intégrable et si on dispose d’une approximation de la forme |f — ¢| < 1,
avec @, 1 en escalier, 'encadrement ¢ — ¢ < f < ¢ + 1, la définition de l'intégrale de
f et les propriétés de l'intégrale des fonctions en escalier montrent que ff 0 — f: P <

L F< [} e+ [ v done
/abf_/abgp’ S/abw‘
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Exercice. Supposons que la fonction f définie sur [a,b] vérifie la propriété suivante : pour
tout € > 0, il existe deux fonctions R-intégrables g et h sur [a, b] telles que |f — g| < h et
fab h < e. Montrer que f est R-intégrable sur [a, b].

Proposition 4.1.2. Linéarité et majoration. Si f; et fo sont R-intégrables sur [a,b],
leurs combinaisons linéaires sont R-intégrables sur [a, b] et

b b b
VA1, A2 € R, /(A1f1+)\2f2)(t)dt:>\1/ fl(t)dt+)\2/ () dt.

Si f et g sont R-intégrables sur [a,b] et si f < g sur [a,b], il en résulte que

/a fyar< / gt at

Si f est R-intégrable sur [a, b], la fonction t — | f(t)| est R-intégrable sur |a,b] et on
a l'inégalité
b b
| s < [ s

Démonstration. Montrons d’abord que A1 f1 + Asf2 est R-intégrable. Supposons donné
e > 0. Choisissons quatre fonctions en escalier 1,11, 2,12 telles que |f; — ¢;| < ¥,

et ff Y; < e pour j = 1,2. On sait d’apres la relation (*) que cela implique 'inégalité

b b b ;
\fa fi— fa w;| < fa ; < e. Posons f = A fi + Aafa2, ¢ = A1 + Aoy et d’autre part
¥ = |\1|Y1 + |A2|12. Supposons pour fixer les idées que |[A1]| + |A2] < 1. On aura

b b
}/ f—/ 90} = }(A1f1 + A2 f2) — (M1 +)\2902)‘ < M|+ [A2| o2 =
ainsi que
b b
[ o= [ Oudwn+ Dal ) < (n] + e <,

et cette approximation est possible pour tout € > 0, ce qui montre que f = A1 f1 + Ao fo
est R-intégrable. On sait alors que son intégrale vérifie

/abf—/abso’= /abf—()\l/absow)\z/absoz)’S/abw<a

et par ailleurs

‘(A1/bf1+)\2/bf2)—(Al/b901+>\2/b902))) < (A +1[x2]) e < e,

ce qui montre que

b b b
/ (At fi + Ao fo) () dt — (A / fi() i+ 2 / fa(tydt)] < 2¢

pour tout € > 0, ce qui donne 1’égalité voulue.

Terminons avec les deux dernieres propriétés. Supposons que f < g. L’ensemble des
fonctions en escalier < f est contenu dans celui des fonctions en escalier < g, donc le sup
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f; f des intégrales de la premiere famille est inférieur ou égal au sup f; g de la deuxiéme
famille. La vérification du dernier point est tres simple par approximation : si |f — | < 9

et f; 1) < &, on aura aussi
1f] = lel| <,

donc || est une fonction en escalier qui donne ’approximation souhaitée pour la fonction
valeur absolue | f|. L’inégalité sur les intégrales résulte de la deuxieme propriété, appliquée
a U'encadrement —|f| < f < |f].

Exercice. Si ¢(z1,22) est une fonction lipschitzienne sur R?, et si f, g sont deux fonctions
réelles R-intégrables sur [a, b], montrer que ¢t — ¢(f(t), g(t)) est R-intégrable sur [a, b]. Cas
particulier : max(f, g), min(f,g).

Proposition 4.1.3. Soient f; et fo deux fonctions Riemann-intégrables sur [a,b]; la
fonction produit fi fo est Riemann-intégrable sur |a, b].
Démonstration. Soit M une borne pour les fonctions |fi| et |fa], et soit ¢1 une approxi-

mation en escalier de f1, telle que |f1 — ¢1| < 11, avec 11 en escalier et ff 1 < e/(2M).
Puisque |fi| < M, on peut supposer que |p1| < M (micro-exercice). Soit de méme o
une approximation en escalier de fo, telle que |fo — @a| < 19, avec 1)y en escalier et

f; e < e/(2M); on a alors

fife — 01902 = (fi — 1) f2 + o1(f2 — p2),

donc
| f1f2 — p1a] < May + Mypg = 9,

et on obtient ff Y <e.

ATTENTION. Le résultat précédent ne marche que parce que les fonctions R-intégra-
bles sont bornées par définition. Dans une théorie plus générale de 'intégration (intégrales
généralisées absolument convergentes, ou bien théorie de Lebesgue), il faudra supposer
que I'une des deux fonctions intégrables f; ou fy est de plus bornée pour pouvoir
conclure que f fy est intégrable.

Si on considere par exemple la théorie de l'intégrale généralisée absolument con-
vergente sur [0, 1], on voit que f(z) = 271/2 est “intégrable” sur [0, 1], mais son carré
f?(z) = f(z).f(x) = 1/ ne est plus.

Sommes de Riemann, théoréme de Riemann

Etant donnée une subdivision 7 de [a, b], on dira que
d(m) = max{x; —x;—1:1 <i<n}

est le pas, ou le module de la subdivision. On définira une subdivision pointée (r, &) de
I'intervalle [a,b] en choisissant pour chaque indice ¢ = 1,...,n un point §; quelconque
dans 'intervalle fermé [z;_1, x;] de la subdivision 7. Etant donnée une subdivision pointée
(m,&), on associe a chaque fonction réelle f définie sur [a, b] la somme de Riemann

n

Yre(f) = Z(% —zi-1) (&)

i=1
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Il serait peut étre préférable que la notation de la somme de Riemann rappelle I'intervalle
[a, b], mais on peut prétendre avec un peu de mauvaise foi que [a,b] est implicitement
donné par la subdivision .

Les sommes de Riemann sont les intégrales de certaines fonctions en escalier : si £ est
un choix de points pour la subdivision 7, la somme de Riemann X ¢(f) est I'intégrale
de la fonction en escalier

Y = Z f(fz)X]:cl_l,xl[
=1

qui est égale & f(;) sur chaque intervalle ouvert |z;_1, x;[. On voit facilement que :

si f et g sont deux fonctions réelles quelconques définies sur [a, b et si (mw,&) est une
subdivision pointée de [a,b], on a

Sn e\ +19) = A e () + 15me(9); (£ <gsurfab]) = (Srelf) < Trelo)).

Remarque. Si A est un sous-ensemble de R, on notera ya la fonction définie sur R par
xa(x)=1sixz € Aet xalr)=0siz ¢ A. On dit que xa est la fonction caractéristique,
ou bien fonction indicatrice de A.

Soit ¢ un nombre tel que a < ¢ < b et désignons par |c, b] 'un quelconque des deux
intervalles |e,b] ou [, b]; soit (m,&) une subdivision pointée de l'intervalle [a, b], avec
m=(ro=a<...<z,=0>0);o0n a alors en posant J = |c, b]

b
(%) [Sre () —/ Xa(t) dt| = [Sre(xa) — (b= o) < d(n).

On voit donc que les sommes de Riemann de la fonction xj convergent vers 'intégrale
f; X3 = b — ¢ de la fonction y; lorsque le pas d(7) de la subdivision 7 tend vers 0. On
verra un peu plus loin que cette convergence des sommes de Riemann vers I'intégrale est
vraie pour toutes les fonctions Riemann-intégrables (c’est ce que nous appelons théoréme
de Riemann).

L’inégalité (xx) ci-dessus est presque évidente, ce sont uniquement les problemes de
“bord” qui peuvent nous embéter un peu. Si ¢ n’est pas point de subdivision de 7, il
existe exactement un intervalle [z;_1, ] de la subdivision 7 qui contient le point ¢, et
Tp—1 < ¢ < zg. On est donc stir que x;(§;) =0 pour i < ket x;(&) = 1sii > k, et seule
la valeur de xj(&x) est incertaine, 0 ou 1 selon que & est ou n’est pas dans J. On a donc

n n
b—xp = Z (s —wi—1).1 < 3relxy) < Z(azi —xi—1)1=0b—1p_1,
i=k+1 i=k
et ces deux valeurs extrémes qui encadrent b— c different entre elles de xy, — 1 < §(m),
donc X ¢(x5) — (b —¢)| < é(m). Le cas ot ¢ est point de subdivision est un peu plus
embeétant, et laissé au lecteur.

Proposition 4.1.4. Pour toute fonction ¢ en escalier sur [a, b], les sommes de Riemann
Y1 e(yp) convergent vers f; ¢ lorsque 6(m) tend vers 0.

Démonstration. La fonction ¢ est combinaison linéaire de fonctions indicatrices d’inter-
valles, que 'on peut choisir de la forme précédente xj. Il suffit donc d’appliquer la
linéarité des sommes de Riemann et la remarque précédente.
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Théoréme de Riemann

Théoréme 4.1.1. Soit f une fonction a valeurs réelles définie sur [a,b] ; si la fonction f
est Riemann-intégrable sur [a, b], alors pour tout nombre réel € > 0, il existe n > 0 tel
que pour toute subdivision pointée (m, &) de [a,b] telle que 6(7w) < 1 on ait

[Sre(f) - / f t| < e.

Autrement dit, les sommes de Riemann convergent vers l'intégrale de f lorsque le pas
de la subdivision tend vers 0.

Inversement, si les sommes de Riemann de f convergent vers un nombre réel 1
lorsque le pas de la subdivision m tend vers 0, la fonction f est R-intégrable sur [a,b] et
son intégrale est égale a 1.

Démonstration. Supposons que f soit R-intégrable, et déduisons que les sommes de
Riemann convergent vers f; f. Soit € > 0 donné et soit 1 < f < s un encadrement de
f par deux fonctions en escalier, tel que (f; f)—¢g/2< fab 01 < ff g < (fab f)+e/2.
Puisque (1 et @9 sont en escalier, on sait que leurs sommes de Riemann respectives

tendent vers les intégrales, donc il existe n > 0 tel que |X; ¢(¢;) — f; @;| < &/2 pour
toute subdivision pointée (7, &) de module < 7, et pour j = 1,2. Il en résulte que

</ab f) =< </b 01) = 5 < Drele) < Bre(f) <
b

Erelp2) < (/a 902>+%< (/abf>+s,

ce qui montre que |Xr ¢(f) — ff f| < € pour toute subdivision pointée de module < 7,
et termine la démonstration du premier point.

Supposons inversement que les sommes de Riemann de f convergent vers un nombre réel
I lorsque le pas de la subdivision 7 tend vers 0. Choisissons € > 0 et soit 7 > 0 tel que
|27 e(f)—1I| < £/4 pour toute subdivision pointée (7, &) de pas < n. Soit m une subdivision
de diametre < n; pour chaque intervalle I; =]z;_1,x;[ de 7, choisissons un point &; € I;
tel que f(&;) ~ inf f(I,), disons f(§;) < inf f(I,) +¢/(4(b — a)). La fonction en escalier o1
égale a inf f(I;) sur chaque intervalle |z;_1,z;[ et & f(x;) au point x; vérifie ¢1 < f et

b
0<Srelf) / -

donc [T — f; ¢1| < €/2. De méme on pourra trouver s en escalier telle que f < @2 et
IT— f: ¢2| < £/2, ce qui donne bien un encadrement de f par deux fonctions en escalier
avec f:(apg — 1) < €. L’intégrale de f étant comprise entre celles de 1 et 2, il en résulte

aussi que |I — fab f| < e, et ceci pour tout & > 0, donc fab f=L

Exemple. Si f est R-intégrable sur [0, 1], on a
[ = m 23
0 - n_l}‘ir‘loo n i—1 n '
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Cette formule s’applique plus ou moins directement dans un grand nombre d’exercices,

par exemple dans 'exercice classique suivant : montrer que
n

) 1
nEIJIrlOO Zn+k =1n2.

Fonctions intégrables usuelles

Théoréme 4.1.2. Intégrabilité des fonctions continues. Si f est continue sur [a, b], elle
est R-intégrable sur [a, b].

Démonstration. On sait que toute fonction réelle continue f sur un intervalle fermé borné
[a, b] est uniformément continue, ce qui nous dit qu’étant donné € > 0, il existe n > 0 tel
que |f(z) — f(y)| < €/(b— a) chaque fois que |z — y| < 7. Il en résulte que pour toute
subdivision 7 de module < 7, la fonction en escalier ¢, définie par ¢ (z) = f(=z;) si
x €|xi—1,x;], pouri=1,....,n et pr(a) = f(a), c’est a dire

Pr = f(a)X[a,a] + Z f(x’i)x]$i—17$i]
i=1
vérifie |f — ¢r| < €/(b — a) sur lintervalle [a,b]. On obtient une approximation en
escalier de f en posant ¢ = ¢, et en prenant pour ¢ la fonction constante £/(b —a). On

alf—gl<vet [ i=c

Théoréme 4.1.3. Si f est de classe C! sur [a,b], on a

/ fie

Démonstration. Considérons une subdivision © = (zg,...,x,). Pour tout i = 1,...,n on
peut trouver d’apres le théoreme des accroissements finis un point §; € [x;_1, z;] tel que

f(@i) = f(io1) = (v — 2i-1) (&)
donc X, ¢(f') = f(b) — f(a). Quand on fait tendre le diametre de 7 vers 0, cette somme
de Riemann particuliere doit tendre vers 'intégrale de f’, puisque f’ est R-intégrable.

Théoréme 4.1.4. Si f est une fonction monotone sur l'intervalle borné [a, b], alors f est
Riemann-intégrable sur [a, b).

Démonstration. Supposons par exemple f croissante. Découpons l'intervalle [a, b] en n
parties égales, chacune de longueur h = (b — a)/n, et limitées par les points zg = a <
xr1=a+h<x2=a+2h<...<x,=>b Définissons deux fonctions étagées ¢ et ys
sur [a,b] en posant 1 (z) = f(z;—1) pour tout x € [x;_1,x;[, et p2(x) = f(x;) pour tout
x €|x;—1,x;], pour tout i = 1,...,n. Pour étre complet, on pose aussi ¢1(b) = f(b) et
@2(a) = f(a). On voit que 1 < f < o,

b
/901=h(f(a)+f(a+h)+-~-+f(a+(n—1)h))
ct
b
/ 03 = h(f(a+h) + f(a+2h) + -+ F(b)).

On a donc f:(g@ — 1) = h(f(b)— f(a)) = (b—a)(f(b) — f(a))/n, quantité que 'on peut
rendre aussi petite que I’on veut, en choisissant 'entier n tres grand.
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Relation de Chasles

Soient a < b < ¢ et f une fonction a valeurs réelles définie sur [a,c|; alors f est
Riemann-intégrable sur [a, ] si et seulement si elle est intégrable sur [a, b] et sur [b, c], et

dans ce cas . , .
=[]

On note que [ f = 0. Dans le cas ou b < a, on convient que f; f)ydt = — [ f(t)dt.
Si on se donne a, b, c dans un ordre quelconque, on a alors la relation

/acf(t)dt:/abf(t)dtJr/bcf(t)dt.

Rappelons les propriétés de majoration: si a < b, on a ’ff f@@) dt’ < ff | ()| dt, mais
dans le cas ou on ne sait pas que a < b, il faut écrire la majoration sous la forme

[ rwal<| [ ol

En particulier, sion a | f(¢)| < M pour tout point ¢ entre a et b, on en déduit la majoration

<

‘ff f(t) dt‘ < M b — a|, quelle que soit la position respective de a et b.

Intégrale et primitives

Soit f une fonction réelle continue définie sur un intervalle ouvert I; soit a un point
fixé de I et posons

X
Fo)= [ (o)
a
pour tout x € I (avec la convention ci-dessus lorsque = < a).
Théoreme 4.1.5. La fonction F est une primitive de f sur 1. On a donc montré que

toute fonction continue sur un intervalle ouvert 1 admet des primitives.
Démonstration. Montrons que pour tout x € I, le nombre f(z) est la dérivée de F au
point . On a

F(z+ h) — F(z)

1
()

z+h z+h
Iz [ vo-seal<|p [ - s@lal<e

si |h| est choisi assez petit pour que x + h € L et |f(t) — f(z)| < € pour tout ¢ entre les
points x et x + h.

4.2. Le cas vectoriel.

Dans ce paragraphe on considére des fonctions définies sur un intervalle [a, b] et & valeurs
dans un espace vectoriel réel F de dimension finie. On supposera que F est muni d’une
norme. On appellera fonction en escalier de [a,b] dans F une fonction ¢ de [a,b] dans F
pour laquelle il existe un entier n > 1 et une subdivision xo = a < z1 < ... < x, = b de
[a, ] telle que ¢ soit constante sur chaque intervalle |z;—1,x;[, pour i =1, ..., n.

Si ¢; désigne la valeur constante (vectorielle) de ¢ sur Uintervalle |a;_1,z;[, on définit
Iintégrale de ¢ sur 'intervalle [a, b] par la formule

/ (p(t) dt = Z (.’131' - .’131'_1)01' cF.

=1
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(on doit vérifier que le résultat ne dépend que de ¢ : la vérification est la méme que dans
le cas réel). On vérifie facilement les propriétés de linéarité de 'intégrale des fonctions

. . - L b b : USRI
en escalier vectorielles, ainsi que la majoration || fa ol < fa llell (appliquer 'inégalité
triangulaire a la somme de vecteurs qui définit I’intégrale).

Définition 4.2.1. Soit f une fonction définie sur [a, b] et & valeurs dans F' ; on dit que f est
intégrable au sens de Riemann (nous écrirons en abrégé : R-intégrable) si pour tout £ > 0
donné, on peut trouver une fonction vectorielle p en escalier et 1 en escalier réelle telles
que

Vo € 0,8, If(@) - o(@)]] < o) ot / () di < e

La définition du vecteur intégrale demande un petit raisonnement. Considérons une suite
quelconque d’approximations ||f — ¢m|| < ¥m, avec (pn) suite de fonctions en escalier

vectorielles et (¢.,) suite de fonctions en escalier réelles telle que lim,, fab Ym = 0. Etant
donnés m et p, on pourra écrire [[om — @pl| < ||f — omll + [f — @pll < Ym + p, ce qui
entraine que ff llom — @pl|| tend vers 0 lorsque m,p — 4o0. Il en résulte que

|[ on- [ e

tend aussi vers 0, donc la suite des intégrales ( fab ©m ) est une suite de Cauchy dans 1’espace

F, donc une suite convergente puisque F est complet (comme tout espace vectoriel réel de
dimension finie). Il est naturel de définir I'intégrale de f comme étant le vecteur limite I de
la suite des intégrales des (., mais il reste un petit point a compléter : la limite ne dépend
pas de la suite (¢m,¥m) choisie. Si (¢, 1) est une approximation quelconque de f telle que

If =l <9 et fab?,Z) < €, on aura

lom —@ll < If —emll +1f — ol < tom + 9.
Si on fait tendre m vers 'infini, 'intégrale de ., tend vers I et celle de ¥,, vers 0, ce qui

entraine que
b b
o< e

On voit alors que le vecteur I € F est uniquement déterminé par cette propriété : c’est
I'unique vecteur I de F tel que pour tout £ > 0 donné et pour toute approximation || f—¢|| <

P, f: 1 < g, on ait HI — fab cpH < e. On notera encore 'intégrale par le symbole

b
/ f)dt=1€eF

ou bien fab f pour abréger.

Remarque hors programme. Cette définition reste la définition correcte si on cherche a
étendre la définition de 'intégrabilité a des fonctions a valeurs dans un espace vectoriel
normé de dimension infinie (qu’on aura besoin de supposer complet, pour faire converger
les suites de Cauchy ci-dessus).

Supposons donnée une base de F et choisissons pour norme la norme euclidienne des
coordonnées dans cette base. Si t — f(t) est une fonction de [a,b] dans F, désignons par f;
les fonctions coordonnées de f (ce sont des fonctions a valeurs réelles). On voit facilement
que f est Riemann-intégrable au sens de la définition précédente si et seulement si toutes les
fonctions coordonnées f; sont Riemann-intégrables : on peut en effet approcher f par une
fonction en escalier vectorielle ¢ si et seulement si on peut approcher toutes les fonctions
coordonnées f; par des fonctions en escalier réelles ;. Dans ce cas, l'intégrale de Riemann
de f est le vecteur de F dont les composantes dans la base choisie sont les intégrales des
fonctions f;.
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Il en résulte plusieurs conséquences faciles, obtenues simplement en passant aux fonctions
coordonnées : si f est R-intégrable sur [a, b], elle est bornée. Si f est continue de [a, b] dans
I’espace vectoriel F, elle est R-intégrable. Si f est de classe C' de [a,b] dans F, on a

F0) = fa) = [ f'(t)dt.

Etant donnée une subdivision pointée (m,&) de Uintervalle [a,b], on associe a chaque
fonction f définie sur [a,b] et & valeurs dans F la somme de Riemann (vectorielle)

n

Yae(f) = Z(% —xi—1)f(&) €F.

1=1

En appliquant le théoréme de Riemann aux fonctions coordonnées, on obtient le méme
énoncé dans le cas vectoriel :

Soit f une fonction vectorielle définie sur [a,b]; si la fonction f est Riemann-intégrable
sur [a, b], alors pour tout nombre réel € > 0, il existe n > 0 tel que pour toute subdivision
pointée (m, &) de [a,b] telle que §(m) < n on ait

HEw,s(f)—/abf(t)dtH <e.

Autrement dit, les sommes de Riemann convergent vers l'intégrale de f lorsque le pas de
la subdivision tend vers 0.

Proposition 4.2.1. Linéarité et majoration. Si f et g sont deux fonctions R-intégrables
sur [a,b], a valeurs dans F, la fonction A\f + ug est intégrable sur [a,b] et on a

b b b
/(Aerug):A/ f+u/ g.

De plus, la fonction réelle t — ||f(t)|| est R-intégrable, et on a

H/abf“) | < /abe(t)Hdt.

Démonstration. On montre que la fonction ¢ — || f(¢)|| est R-intégrable quand f I’est comme
on a montré que |f| est intégrable dans le cas réel. Pour vérifier les autres propriétés, il
suffit de passer a la limite dans les propriétés correspondantes des sommes de Riemann,
qui sont évidentes.

Le résultat précédent s’applique en particulier a la majoration de ’intégrale des fonctions
a valeurs complexes, en considérant C comme un espace normé sur R et le module d’un
nombre complexe comme la norme de cet espace.

Corollaire 4.2.1. Si f est une fonction Riemann-intégrable sur [a, b], & valeurs complexes,
la fonction réelle t — | f(t)| est R-intégrable, et on a

’/abf“)dt! < /ab|f(t)|dt.

Proposition 4.2.2. Soient f, f1, fo trois fonctions a valeurs dans F et R-intégrables sur
[a,b], et h réelle et R-intégrable sur [a, b] ; les fonctions suivantes sont Riemann-intégrables
sur [a,b] :

hf, fi.f2 (produit scalaire), t — || f(t)].

Démonstration par approximation.
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Un exemple d’application de la majoration de la norme

On va retrouver une version simple du théoréeme des Accroissements Finis vectoriel.
Supposons f de classe C' d’un ouvert U de E (espace vectoriel réel de dimension finie)
a valeurs dans F. On suppose que U contient un segment vectoriel [A;B]. On a alors en
posant g(t) = f(A+¢(B — A)) pour ¢ € [0, 1]

F®) - 50 =9 -390 = [ d@arer
ce qui donne la majoration
[F(B) = F(A)I < / lg" ()]l dt <

< sup |lg'(t)] = |IB — Al sup{||dfz|| : = € [A, B},
tel0,1]

Le résultat reste vrai en supposant simplement que f soit différentiable dans U (c’est a
dire en enlevant I’hypothese de continuité de la différentielle), mais il demande alors une
démonstration différente (bien que 'idée de fond soit la méme ; voir le chapitre de Calcul
Différentiel).

4.3. Intégrale double

On va s’intéresser & des fonctions définies sur un rectangle contenu dans R?. En fait,
il ne s’agira pas d’'un rectangle quelconque, mais d’un rectangle de cotés paralleles aux
axes de coordonnées, de la forme P = [a, b] X [c, d]|. Pour ne pas répéter sans cesse cette
longue phrase, on conviendra d’appeler pavé borné un tel ensemble P = [a, b] X [¢, d], ou
a,b,c,d sont réels avec a < bet c <d.

Considérons donc un pavé borné fixé P = [a,b] x [¢,d] dans le plan R?. On appelle

subdivision  du pavé P la donnée d’une subdivision 7, = (zg = a < ... < ,, = b)
de [a,b] et d’une subdivision 7, = (yo = ¢ < ... < y, = d) de [¢,d]. On dira que les
mn rectangles R; ; =]x;—1, 2 X ]yj_1,y;[, pour i = 1,...,met j = 1,...,n, sont les

rectangles (ouverts) de la subdivision. On aura aussi besoin de parler des segments de bor-
dure qui limitent ces rectangles : les segments horizontaux sont égaux a |z;_1, z;[ x{y;},
pouri=1,...,met j =0,...,n; les segments verticaux sont les {z;}x |y;_1,y,[, pour
i =0,...,met 5 =1,...,n. On notera |Q| la surface d'un pavé Q, donc on posera
Rijl = (wi — zim1)(y; — yj-1)-

On dit que la subdivision o du pavé P est plus fine que la subdivision 7 si chaque
rectangle R; ; de la subdivision 7 est découpé en rectangles plus petits dans la subdivision
0. Cela revient a dire que o, est plus fine que 7, et o, plus fine que m,. Etant données
deux subdivisions 7 et p quelconques du pavé P, on peut toujours trouver une subdivision
o plus fine que 7 et que p en méme temps : il suffit de prendre sur chaque coordonnée
un ensemble de points de subdivision qui contienne tous les points de subdivision de 7
et de p.

Fonctions en escalier et valeur de leur intégrale

Définition 4.3.1. Une fonction réelle ¢ définie sur le pavé borné P = [a,b] X [c,d]
est dite fonction en escalier sur le pavé P §'il existe une subdivision 7 du pavé P (avec
=@ =a<...<zp=Db)etmy, = (yo=rc<...<yp=d)) telle que p soit constante
sur chaque rectangle ouvert |x;_1,2;[ X Jyj—1,y;[, pour i = 1,...,met j =1,...,n, et
constante aussi sur tous les segments de bordure (segments ouverts) de ces rectangles,
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horizontaux et verticaux (cette derniere condition n’est pas importante pour le calcul
des intégrales, elle est plutot de nature technique).

Si cette condition est réalisée, on dira que 7 est une subdivision de P adaptée a
la fonction en escalier . On vérifie que toute subdivision ¢ plus fine que 7 sera encore
adaptée a ¢. Si ¢ est une deuxieme fonction en escalier sur P et p une subdivision adaptée
a 1), on peut trouver une subdivision o plus fine que 7 et p, qui sera donc adaptée a
la fois a ¢ et a 1. Les deux fonctions ¢ et ¢ seront donc constantes sur les rectangles
ouverts et sur les segments de bordure de la subdivision o, ce qui implique que toute
fonction combinaison linéaire Ap + p1) de ces deux fonctions en escalier sera elle aussi
constante sur les intervalles de o.

Si I est un sous-intervalle de [a,b] et J un sous-intervalle de [c, d] (sous-intervalles
ouverts, ou fermés, ou semi-ouverts, qui peuvent étre réduits & un point), on vérifie
facilement que la fonction indicatrice xq du “rectangle” Q = I x J produit des deux
intervalles, est une fonction en escalier.

Inversement, étant donnée une subdivision , les rectangles ouverts R; ; sont de la forme
IxJavecI =]zx;—1,zi[et J =]y;—1, y;[, et les segments de bordure sont aussi de cette forme,
avec par exemple I =]x;_1,z;[ et J = {y;} pour les segments horizontaux ; les ensembles
réduits aux sommets (z;,y;) sont les produits {z;} x {y;}, et toute fonction en escalier ¢
telle que 7 soit adaptée a ¢ est combinaison linéaire des fonctions indicatrices de ces divers
ensembles.

Une fonction ¢ est donc une fonction en escalier si et seulement si ¢ est une com-
binaison linéaire de fonctions indicatrices xq, de sous-rectangles Qi C P, de la forme
Qr = I x Jg, ou Iy, et Ji sont des sous-intervalles de [a, b] et [c, d] respectivement. On note
que pour toute fonction en escalier ¢(x1, z2) sur [a, b] X [¢, d], la fonction xo — @(x1,x2)
est une fonction en escalier sur lintervalle [c,d], pour tout z; fixé dans [a,b]. Pour
expliquer cette remarque, on considere d’abord la fonction indicatrice d’un rectangle
Q=1xJ,oulet Jsont deux intervalles, contenus respectivement dans [a,b] et dans
[c,d]. On remarque que

XQ(ﬂ?l,xz) = Xl(xl) XJ(xz)

par conséquent pour z; fixé, la fonction xo — xq(z1,z2) est la fonction en escalier
x1(z1) xy, multiple scalaire de la fonction xj7. Si ¢ = >, Axxq,, ot Qr = Iy x Ji, on
en déduit que xo — @(x1,x2) est la combinaison linéaire ), A\px1, (1) XxJ,, qui est une
fonction en escalier sur [c, d].

On définit I'intégrale des fonctions en escalier de fagon naturelle : désignons par ¢; ;
la valeur constante de ¢ dans le rectangle ouvert R; j =]z;—1, ;[ X |yj—1, y;]. On pose

m n m n
// =2 > (mi—wi)(y —yi-1)eig =) Y IRigleig.
P i=1 j=1 =1 j=1

En toute rigueur, il faudrait vérifier, comme dans le cas de l'intégrale simple, que
cette quantité ne dépend que de ¢ et pas de la subdivision adaptée particuliere.

Proposition 4.3.1. Linéarité et majoration de I'intégrale des fonctions en escalier. Si ¢
et ¢ sont deux fonctions réelles en escalier sur le pavé borné P, on a

//P(Asoﬂtuw):/\//PwﬂLu/Pw;
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(e<wsu)=([[ o< [[v): |[[ =[] 16l

Démonstration. Il suffit de choisir une subdivision o qui soit adaptée a la fois a la fonction
p et a.
Intégrabilité par encadrement

Définition 4.3.2. Soit f une fonction réelle définie sur le pavé borné P ; on dit que f
est intégrable au sens de Riemann (nous écrirons en abrégé : R-intégrable) sur P si pour
tout nombre réel ¢ > 0, il existe deux fonctions en escalier ¢; et o sur P telles que

o1 < f < o sur P et
[ e ffin-oi=e

Comme dans le cas de l'intégrale simple, on pose ensuite

//Pf(a:,y)d:cdy=sup{//139012901§f}:inf{//1)§02;9022f}

ou les fonctions ¢ et o sont bien entendu choisies en escalier. Parfois, on notera sim-
plement [[, f pour abréger.

Remarque. Si f est Riemann-intégrable sur le pavé borné P, elle est bornée sur ce pavé.

Intégrabilité par approximation

Comme dans le cas de 'intégrale simple, il est commode de transformer un peu la
caractérisation de l'intégrabilité par encadrement pour obtenir une caractérisation par
approximation en escalier. On obtient une définition équivalente de I'intégrabilité d’une
fonction réelle f définie sur P en disant : pour tout € > 0, il existe deux fonctions en
escalier ¢ et ¢ sur P telles que

lf —¢l <Y et /Pw<€.

On passe d’'une formulation a ’autre comme dans le cas de I'intégrale simple : si on a
w1 < f < @9 on pose par exemple ¢ = @1 et Y = o — @1 ; si |f — p| < 1, il suffit de
poser @1 = =Y, g2 = p + .

Proposition 4.3.2. Linéarité et majoration. Si f et g sont deux fonctions R-intégrables
sur le pavé P, la fonction \f + pg est R-intégrable sur P pour tous A\, u € R et on a

Jfossm=x[[ r+u [ o
<f<gsurP //f<//

De plus, la fonction (z,y) — |f(z,y)| est R-intégrable sur P et
A= [
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Démonstration : la méme que pour l'intégrale simple.

Exemples et exercices.

1. Si f est bornée, et si elle est nulle en dehors d’une droite A horizontale ou verticale,
alors elle est R-intégrable sur tout pavé borné et son intégrale est nulle.

2. Soit A = [0,1]NQ ; montrer que la fonction indicatrice de A x A n’est pas R-intégrable
sur le carré [0,1] x [0, 1].

3. Soit g une fonction R-intégrable sur [a, b] et posons f(z,y) = g(z) pour tout (z,y) €
[a,b] x [c,d] = P. Montrer que f est R-intégrable sur le pavé P.

Proposition 4.3.3. Soient f1, fo deux fonctions réelles Riemann-intégrables sur le pavé
borné P ; les fonctions f1 fa, max(f1, f2), | f1| sont Riemann-intégrables sur P.

Démonstration par encadrement ou approximation en escalier.

Théoréme 4.3.1. Si f est continue sur [a, b] X [¢, d], elle est R-intégrable sur ce rectangle.

Démonstration par continuité uniforme et approximation en escalier : si f est continue
sur le pavé fermé borné P, elle est uniformément continue sur P ; pour tout € > 0 donné,
il existe donc 1 > 0 tel que |f(z,y) — f(2',y’)] < € des que la distance des points (x,y)
et (2',y’) est < m. On choisit alors une subdivision 7 = (R, ;) de P telle que tous les
rectangles de P aient un diametre < n (c’est a dire que tout couple de points de R; ;
a une distance < 7). On prend ensuite un point &; ; quelconque dans R; ;, un point
quelconque &, dans chaque segment de bordure S, et on définit une fonction en escalier
@ sur P, égale a f(&; ;) sur R; j, pour chaque rectangle R; ;, a f(£,) sur chaque segment
de bordure S, et a f(z;,y;) pour chaque sommet (z;,y;) des rectangles de w. On a alors
|f — ¢| < e sur P, ce qui permet de conclure.

On définira une subdivision pointée (m,&) en choisissant un point &; ; quelconque dans
chaque rectangle R; ; de la subdivision 7, pour ¢ = 1,...,met 5 =1,...,n. Etant donnée
une subdivision pointée (7, £), on associe a chaque fonction f définie sur le pavé P la somme
de Riemann double

n

SE =D 0D (@i —wi) (W — v (Gs) = Y Ragl f(G)-

i=1 j=1

On a encore un théoreme de Riemann dans ce cadre. On dira que
6(m) = max{6(mz),d(my)}

est le pas, ou le module de la subdivision 7.

Théoréme 4.3.2. Soit f une fonction a valeurs réelles définie sur le pavé borné P ; si la
fonction f est Riemann-intégrable sur P, alors pour tout nombre réel € > 0, il existe n > 0
tel que pour toute subdivision pointée (7,§) de P telle que §(7) < n on ait

=0l - [[ s dsa| <

Autrement dit, les sommes de Riemann convergent vers l'intégrale de f lorsque le pas de
la subdivision tend vers 0.
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Calcul des intégrales doubles

Lemme. Soit ¢ une fonction en escalier sur le pavé borné P = [a,b] X [c,d], a valeurs
réelles; pour tout xy fixé dans [a, b], la fonction xo — @(x1,x2) est en escalier sur [c, d],

et la fonction x; — fcd o(x1, x2) dro est en escalier sur |a,b]. De plus,

//p(p - /ab (/Cdﬂfwz)dxz) da .

Démonstration. On a déja noté que pour toute fonction en escalier ¢(x1,z2) sur le pavé
[a,b] X [c,d], la fonction zo — p(x1,x2) est une fonction en escalier sur l'intervalle [c, d],
pour tout z; fixé dans [a,b]. Par linéarité de 'intégrale, il suffit de montrer le résultat
lorsque ¢ = xq, ot Q est un rectangle I x J contenu dans P, avec I = |a, | et J = |7, 4.
On a alors |«, 3| C [a,b], |7, 6] C [c,d] et

d d
/ xXq(w1,z2) dry = Xl(ﬂh)/ x3(22) dro = (6 — v)x1(21),

et en tant que fonction de x1, I'intégrale en x5 est bien une fonction en escalier. Ensuite
b
[ 6=t dn = 6-6-a) =10l = [[ xo
a P

Le résultat précédent, généralisé convenablement, est I'outil fondamental pour le
calcul des intégrales doubles.

Théoréme 4.3.3. (Calcul des intégrales doubles). Soit f une fonction a valeurs réelles
Riemann-intégrable sur le pavé borné P = [a,b] X [c, d] et telle que pour tout z1 € [a, b],
la fonction partielle xo — f(x1,22) soit Riemann-intégrable sur [c,d] ; alors la fonction
x1 — fcd f(x1,x2) dzo est Riemann-intégrable sur [a,b] et on a

//pf:/ab (/Cdf(wlv%)dxz) d.

Démonstration. Soit € > 0 donné; il existe deux fonctions en escalier ¢; et @9 sur le
pavé P telles que 1 < f < g sur P et [[(2 — ¢1) < e. Il résulte de 'encadrement
que pour tout x; € [a,b], on a

d d d
Q4 (z1) = / o1(21,22) dre < F(21) :/ flx1,z2) daxe < Po(z1) = / a(x1, x2) drs.

On sait d’apres le lemme précédent que f;(q)g — @) = [[p(p2 — 1) <€ et que Dy, Dy
sont en escalier, et on vient de dire que ®; < F < ®,. Comme ¢ est arbitraire, tout ceci
montre que F est intégrable sur [a, b], et

//13901=/le<1>1§/(le§/:<1>2://1)902,

donc puisqu’on a aussi ffp p1 < ffP f< ffP Y2,

]//Pf—/ab}«“’q.
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Puisque ¢ est arbitraire, il en résulte que [f, f = f; F.

Exemple. Supposons que g, h soient deux fonctions réelles d’une seule variable, intégrables
respectivement sur [a, b| et [c, d]. Définissons une fonction f sur [a,b] X [c, d] en posant
f(x,y) = g(x)h(y). Alors f est intégrable sur P et

// (Mdg—(lfﬂxMM)pldMyﬁ@>

Remarque. Bien entendu, il existe un théoreme analogue obtenu en échangeant les roles
de z; et x9 dans I’énoncé précédent. Si la fonction f vérifie les hypotheses dans les deux
cas, on en déduit le théoreme d’interversion des ordres d’intégration,

/:(/Cd fxy,x2) d.r2> dri = /Cd</abf(:v1,x2) dggl) dxs.

Dans certains exemples, 1'une des directions est calculable facilement (par calcul de
primitive par exemple) alors que 'autre ne 'est pas.

Un cas particulier d’application du théoreme précédent 4.3.3 est celui ou la fonction
f est continue sur P = [a, b] X [¢, d]. Dans ce cas, on sait que la fonction f est R-intégrable
sur P et toutes les fonctions 1 — f(x1,x2) ou xo — f(z1,x2) sont continues, donc R-
intégrables, donc la formule du théoreme s’applique, dans les deux sens, a toute fonction
continue sur P. On a donc toujours dans ce cas la propriété d’interversion des ordres
d’intégration :
Corollaire 4.3.1. Soit f une fonction a valeurs réelles, continue sur le pavé borné
P = [a,b] x [c,d]; la fonction f est Riemann-intégrable sur P et on a

[ swmtnan =[] 1= [([ st n) e
Exercices.

1. Calculer le volume de la sphere de rayon r dans R?, en intégrant /72 — 2 — y2
sur un disque de rayon r dans R?.
2. Soit f une fonction de classe C? sur le rectangle P = [a,b] X [¢, d] ; calculer

// 920y (z,y) dzdy.

Inversement, étant donnée g continue, on définit une fonction G par

2
G(z,y) = // g(s,t)dsdt; calculer o°G .

X[b.] w0y
3. Calculer
// e "'sinz drdt
P
sur le rectangle P = [0,A] x [0,B] et en déduire la valeur de |, oo sing go on faisant

tendre A et B vers +o0.
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Une application. Dérivée d’intégrales dépendant d’un parameétre

Supposons donnée une fonction réelle f, définie et continue sur [a,b] x I, ou I est un
intervalle de R. Posons pour A € 1

b
F()\):/ flx, ) dx.

Il est facile de montrer que la fonction F est continue sur I'intervalle I. Il suffit de montrer
que f est continue sur tout intervalle fermé [c, d] contenu dans I. La fonction f est alors
uniformément continue sur [a, b] X [, d|, ce qui entraine que F est uniformément continue
sur [c,d]; en effet, pour tout £ > 0 donné, il existe n > 0 tel que |f(x,\) — f(z/,\)| < ¢
des que |[x — /| + A= N| <n. On aalors si \,\' € [¢,d] et [\ —=N|<n

b
F(A) - F(\)| < / F@,N) — fle, V)| dz < elb—al.

On va s’occuper d’une question plus délicate, la dérivabilité de la fonction F. On
supposera maintenant que I est un intervalle ouvert.

0
Proposition 4.3.4. Supposons que f admette une dérivée partielle —f continue sur

1))
[a,b] x 1. La fonction F est alors dérivable sur I'intervalle 1, et
dF bof
ﬁ()\o) =/ a(% Ao) dx

pour tout A\g € L.

Démonstration. Remarquons d’abord que

b
G(\) = %(az, A) dx

est une fonction continue sur I d’apres le paragraphe précédent. Considérons comme
avant un intervalle fermé [c, d| contenu dans I. Pour tout A € [¢, d], on obtient en calculant

I'intégrale double de of sur le rectangle [a, b] X [¢, A]

oA

A b b A
/( %(w,t)da:)dt:/ (/ %(z,t)dt)d:v:

b
| (@3 = f,0) dz = FO) - Flo
d’otu le résultat, puisqu’on a montré que
A
F(\) = F(c) +/ G(t)dt

pour tout A € I tel que A > c.

Remarque. Si I n’est pas ouvert, par exemple si I = [¢, d], on peut montrer que F admet
G(c) pour dérivée a droite au point c.
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Il existe de nombreuses variations possibles pour des énoncés concernant la dériva-
bilité des intégrales généralisées dépendant d’un parametre. On se contentera d’un cas
simple qui n’utilise que les résultats sur les séries de fonctions normalement convergentes.
On considere des intégrales généralisées, soit sur un intervalle borné semi-ouvert |[a, b],
soit sur [a, +00[. Pour unifier la notation, on désignera par ¢ soit un nombre fini > a,
soit ¢ = +o0.

Proposition 4.3.5. On suppose donnée une fonction g > 0 sur [a,c[, telle que son
intégrale généralisée soit (absolument) convergente,

/ g(x) dx < 4o0.

On suppose donnée une fonction f définie et continue sur [a, c[ x 1, et telle que pour tout
(x, ) € [a,c[x]I on ait
of

5@ )] < g(@).

On suppose aussi que 'intégrale fa f(x, \) dx converge pour tout A € 1. Sous ces condi-
tions la fonction F définie sur 1 par
C
- [ sende
a

est une fonction dérivable sur 'intervalle 1, et

Démonstration. On introduit une suite (a,,) strictement croissante, qui tend vers ¢, et telle
que ag = a. Pour toute fonction h dont l'intégrale généralisée sur [a, c[ est convergente,

on peut écrire
/ h(x)dx = hm / x)dx = Z /

ol on a posé b, = a,41. Posons
bn
= / flz,\)dz
An

D’apres les résultats précédents, on sait que chacune des fonctions (u,,) est dérivable sur
I’intervalle I, avec
b of

ul, () = 8)\( , ) d.

an

D’autre part, pour tout A € I,

u, (V)] < /

et la série numérique positive > v, converge puisque l'intégrale généralisée de g est finie.
La série de fonctions Y u/) () est donc normalement convergente sur I. Il en résulte que

br

o1 (z, )\)dac</ g(z)dr = vy,
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la fonction somme de la série est dérivable, sa dérivée étant égale a la fonction somme
de la série dérivée. Or

+oo c
> un(N) :/ f(x, \)de =F(\)
n=0 a

et

+o0 cH
F/(A) =) u,(\) = 8—1;(30, ) d.
n=0 a

Un exemple : la fonction I'. On pose pour tout s > 0

+oo
I'(s) = / e da.
0

Dans le cas 0 < s < 1, il s’agit d’une intégrale généralisée avec deux problemes de conver-
gence, en 0 et en +oo. On voit que I'(1) = 1. Une intégration par parties donne la relation
fondamentale I'(t + 1) = tI'(¢), d’ou il résulte que I'(2) = 1.I'(1) = 1, I'(3) = 2I'(2) = 2, et
de proche en proche on obtient que I'(n) = (n — 1)! On voit aussi que I'(¢) tend vers +oo
lorsque t — 0; en effet,

1 1 —1
() > / 7t e ™ dx > e_l/ e rar =S
0 0 ¢

On va montrer que I' est dérivable en tout point s > 0. Il suffit de trouver un intervalle
I =]e,d| contenant s tel que la proposition précédente soit applicable a ]0,4oo[ X|c, d].
Etant donné s > 0, on choisit ¢,d tels que 0 < ¢ < s < d. On voit que z°~! < z°~* pour
0<z<letz® ' <2? ! pour z > 1. Pour tout s € |e, d[ on peut donc majorer la fonction

g(m, s)=z"""Inze”

0s

x

par la fonction d’une seule variable g définie par

—T

gz)=|lnz|z'e " si0<z<1, gx)=|lnzlz® e siz>1.

On vérifie facilement que cette fonction g est “intégrable” sur ]0,+oo[, ce qui achéve la
vérification. On montrera avec des arguments similaires que I' est indéfiniment dérivable.
Par exemple,

—+oco
() = / (Inz)’z" ‘e du,
0

ce qui montre que la dérivée seconde est > 0 sur |0, +oo[. La fonction I' est donc (stricte-
ment) convexe. Puisqu’elle tend vers 400 en 0 et en +00, elle admet un minimum unique,
qui est situé entre 1 et 2 (puisque I'(1) = I'(2) = 1). Les tables numériques donnent ce
minimum to un peu au dessous de 3/2, a savoir to ~ 1,46..

+oo 5
/ e "2 du = /7m/2.
0

Le changement de variable u = x?/2 donne I'(1/2) = /7, et la relation de récurrence de
la fonction T donne I'(3/2) = /7 /2, valeur proche du minimum.

On verra plus loin que
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Ensembles quarrables

Avant de donner la définition, on va introduire une convention de notation commode.
Supposons que f soit une fonction définie sur R?, mais nulle en dehors d’un pavé borné
P, et R-intégrable sur ce pavé P. Pour tout pavé borné Q contenant P, on aura alors
que f est R-intégrable sur Q et que || fQ f = JJp f- On posera donc simplement [[ f pour
représenter l'intégrale sur n’importe quel pavé assez grand pour que f soit identiquement
nulle en dehors. On dira que f est R-intégrable a support borné.

Définition 4.3.3. On dit qu'un ensemble A C R? est quarrable si A est un ensemble
borné et si la fonction indicatrice x4 est R-intégrable (& support borné) sur R

Exemples simples d’ensembles quarrables.

Soit g une fonction positive sur [a, b] et R-intégrable ; I’ensemble
A={(z,y):a<z<b 0<y<g(x)}

est un ensemble quarrable.

Soit en effet p; < g < o un encadrement de g par deux fonctions en escalier sur [a, b]
telles que f;(gpg — 1) < €. On peut supposer que 0 < ¢1. On a alors un encadrement
d’ensembles By C A C By ot on a posé B; = {(z,y) :a <2 <), 0 <y < g;x)}
pour j = 1, 2. Les ensembles By et B, sont des unions finies de rectangles, et on vérifie
facilement que [[ xB, = f; ¢;. On a obtenu un encadrement de xa entre xp, et xB,, et

ces deux fonctions en escalier ont des intégrales aussi voisines que souhaité, donc ya est
intégrable.

En appliquant ce principe plusieurs fois a des découpages convenables, on voit que la
plupart des ensembles A limités par des courbes d’équations raisonnables sont quarrables
(disques, polygones, etc... ).

Intégrale sur un sous-ensemble

Soit A un ensemble quarrable et soit f une fonction définie sur A ; soit P un pavé
borné contenant A ; désignons (de fagon un peu incorrecte) par ya f la fonction égale a
f sur A et a 0 en dehors de A. On dira que f est intégrable sur A si ya f est intégrable

sur R?, et on posera
J[ s@wazay= [[ s

4.4. Changement de variable. Coordonnées polaires.

Soient U et V deux ouverts quarrables de R? et T une application bijective de U
sur V, qui soit de classe C! ainsi que la bijection inverse (il en résulte en particulier
que la différentielle dT, est inversible en tout point € U). Si f est une fonction réelle
R-intégrable sur ’ensemble V, on a la formule de changement de variables

/ /V ) oy = | /U F(T(w) | det(dT )| durdus.

On va essayer d’expliquer (trés vaguement) le cas ou T est une transformation
linéaire bijective. Le point crucial est de se rappeler que si Q est un parallélogramme, la
surface (orientée) de I'image T(Q) est égale & celle de Q multipliée par le déterminant
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de T. De plus, si T est linéaire, sa différentielle dT,, en tout point v € U est égale a T,
donc le déterminant jacobien de la formule ci-dessus est constamment égal & det T dans
le cas linéaire.

On va découper l'intégrale double en petits bouts et appliquer la remarque précé-
dente a chaque petit bout. Puisque 'ouvert V est quarrable, on peut “I’approcher” par
une famille de pavés Ry deux a disjoints; on choisit ensuite un point &, dans Ry, et on a

//V F~ R

si le découpage est assez fin. On a alors une approximation de U par la famille de
parallélogrammes P, = Til(Rk) et une approximation de la fonction g définie sur U

par g(u) = f(T(w)) par 32, xp, f (&) = 22 xp.g(&L), ot & = T71(&). On en déduit

// f(T(u)) ~ zk: 1Prlf(&k),

et on conclut par le fait que |Ry| = | det T| |Pg| pour tout k.

Un autre cas raisonnablement facile est celui ou la transformation est de la forme
T(u1,u2) = (S(u1, us2), usz). Dans ce cas la formule de calcul des intégrales doubles permet
de ramener le théoreme a un changement de variable dans une intégrale simple. Certains
changements complexes peuvent se ramener a une composition de plusieurs changements
de ce type plus simple. C’est le cas par exemple pour les coordonnées polaires qui sont
examinées au paragraphe suivant : pour obtenir le demi-plan V = {(z,y) : * > 0},
on peut commencer par le changement bijectif (r,6) — (r,y), considéré sur le domaine
U={(r0):r>0, —1/2 < 6 < w/2} suivi du changement (r,y) — (z,y).

Coordonnées polaires

On pose
xr=rcosf, y=rsinb,

ot (z,y) varie dans Pouvert V.= R?\ {(z,0) : < 0} et (r,) dans ensemble ouvert
U =]0,4+o00[ x| —m,7[. On a ici T(r,0) = (rcos @, rsinf). Le déterminant jacobien de T
au point (r,0) € U est égal & r, donc dxdy est remplacé par rdrdf.

Développons un exemple hyper-classique, le calcul de I'intégrale fj;o e~ /2 4y par

l’intermédiaireQdu 2calcul de P'intégrale double de la fonction f définie sur R? par la formule
f(z,y) = e~ @ +¥)/2 On calcule d’abord I'intégrale de la fonction f sur le disque de
rayon R

Dr = {(z,y) : 2° +y* <R?}.

On obtient par changement de variable polaire

//DR // rdr>d9—27r( eR/2),

On compare cette intégrale a I'intégrale de la fonction f sur les carrés
Cr=A{(z,y):|z| <R; |yl <R},
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qui est égale a (fg: e~ /2 da:)Q, et en encadrant Dr C Cr C Dy 5 puis en passant a la
limite quand R — 400, on obtient

+
/ = efx2/2 d—aj — 1_
5o V2T
Cette fonction est appellée fonction gaussienne et l'intégrale correspondante intégrale
gaussienne. Elles jouent un tres grand role en probabilités et en statistiques.

4.5. Compléments, applications

Intégrale triple

La théorie se développe de fagon tout a fait analogue a celle de I'intégrale double. On
a en particulier un théoréme de calcul des intégrales triples par trois intégrations simples
successives. On peut aussi généraliser toute la théorie a R™.

Longueur d’un arc
Soit ¢ : [0, T] — R? un arc de courbe paramétré ; si la quantité

=3[ (15) - ¢ (- 03

tend vers une limite L quand N — oo, on dit que L est la longueur de I’arc de courbe (la
norme utilisée est la norme usuelle sur Rz). Si ¢ est de classe C', on montre que la limite

existe et que
T
L= [ Ie i
0

Exercice. Calculer la longueur d’une arche de cycloide, paramétrée par x = R(6 — sin(6)),
y = R(1 — cos(6)), lorsque 0 varie de 0 a 27.

Volumes et aires de révolution
On consideére le volume limité par la surface d’équation

r=f(2)

en coordonnées cylindriques, ou f > 0 est définie pour z entre deux “altitudes” zo et z1,
avec zg < z1 et par les deux plans horizontaux z = zp et z = z1. Le volume limité par cette
surface et par les deux plans d’altitude z = 21 et z = 2z est donné par la formule

V= w/:(f(z))de.

Pour comprendre cette formule, il faut imaginer qu’on découpe le volume en petites tranches
circulaires découpées par les plans horizontaux d’altitudes z et z + dz.

Exemple simple : calculer le volume de la sphere.

Surface de révolution

Dans la méme situation que ci-dessus, on peut s’intéresser a la surface de I’objet précédent
(sans tenir compte des surfaces des deux “bases”, c’est a dire des deux sections aux altitudes
z1 et z2). On obtient la formule

A:27r/ 1f(,z) 1+ (f'(2))?dz.

0

Exemple : calculer la surface d’une tranche de sphere, entre deux altitudes zg et z1. Qu’ob-
servez-vous !
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4.6. Calculs approchés des intégrales simples

Meéthode des trapézes
Soient f une fonction de classe C? sur I'intervalle [a, b], N un entier > 1 et h = (b—a)/N.
On approxime l'intégrale de f entre a et b par la formule

TN:h(%f(a)+f(a+h)+f(a+2h)+~-+f(a+(N—1)h)+%f(b)>

et on obtient la majoration suivante pour ’erreur

/bf(t)dt—TN b=z

<
- 12 L
Mz = max{|f"(z)| : a < z < b}.

ou

La méthode des trapezes revient a approximer la fonction f sur chaque intervalle de
longueur h de la subdivision par une fonction affine qui coincide avec f en chaque extrémité
de l'intervalle.

L’évaluation de ’erreur est fondée sur le calcul suivant : on considere un petit intervalle
[u,v], on désigne par m son milieu et on pose h = v — u. On désigne par a(t) la fonc-
tion affine telle que a(u) = f(u) et a(v) = f(v). On obtient par deux intégrations par
parties convenablement choisies un calcul de ’erreur commise dans l’intégrale de u a v en

remplagant f par la fonction affine a :
v

/ (F(8) = a(t) dt = [(f(t) — a())(t - m)]", - / (' () — @/ () (¢ — m)

u

— [0 — () (B8 — (t — m)?/2)]" — / F7()(h2 /8 — (6 — m)?/2) di =
_ / 0 )8 — (- m))2) d.

On observe que h?/8 — (t — m)?/2 reste positif sur I'intervalle [u,v], ce qui permet de
majorer la valeur absolue de I'intégrale précédente par

v h3

Mz/ (h?/8 — (t —m)?/2) dt = M, 5

ce qui donne le résultat annoncé en ajoutant tous les petits bouts. ..

Méthode de Simpson

Soient f une fonction de classe C* sur intervalle [a,b], N un entier > 1 et posons
h = (b —a)/(2N); on découpe lintervalle [a,b] en un nombre pair 2N d’intervalles de
longueur h. La méthode de Simpson, qui est beaucoup plus performante que la méthode des
trapezes dans la plupart des cas, consiste a approcher f par un trinéme sur chaque groupe
de deux intervalles successifs. Puisqu’on est passé d’approximation affine & approximation
trindme, on pourrait s’attendre & ce que lordre de Ierreur passe de h? & h®, mais il se
produit un petit miracle, qui fait que 'ordre de Perreur sera en fait h*.

On approche l'intégrale par

Sn = g (f(a)+4f(a+h)+2f(a+2h)+4f(a+3h)-I----

ook 2f(a+ (2N = 2)h) + 4f(at 2N~ D) + (b))
et on obtient la majoration suivante pour ’erreur :

b
(b_ a)M4 4
/(;f(t)dt—SN STh

My = max{|f®(z)| : a < z < b}.

ou
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Lemme. Pour tout polynéme P de degré < 3, on a I’égalité

u+h
/ P(t)dt = g(P(u—h)+4P(u)+P(u+h)).

—h

Démonstration. Soit QQ une primitive de P ; alors Q est un polynome de degré < 4. D’apres
la formule de Taylor pour les polynomes,

h? h? R
Q(u+ h) = Q(u) + hQ'(w) + 5 Q" (w) + = QW (w) + 5; Q" (w),

et de méme pour Q(u — h), donc

et P / h3 (3) h3 i
() dt = 2hQ (u) + 5 Q) (u) = 2hP (u) + - P" ().

—h

En appliquant maintenant la formule de Taylor au calcul de P(u — h) + 4P(u) + P(u + h),
on vérifie le lemme. Une autre facon de procéder consiste a remarquer d’abord qu’on peut
supposer u = 0 par translation (la fonction x — P(x—u) est une autre fonction polynomiale
de méme degré), puis qu’il suffit de montrer le lemme pour les quatre fonctions 1, z, z? et
z®, puisqu’on obtiendra tous les polynémes de degré < 3 par combinaisons linéaires de ces

quatre. Il reste a observer que ffh dt =2h=2(1+4+1), f_hhtdt =0=2(—h+0+h),
Jh #Rdt =2k /3 = (=) + 0+ h?), [*, ¥ dt =0=2((~h)* + 0+ A%).

La formule précise du calcul de I'erreur donnée ci-dessus pour la méthode de Simpson
est assez délicate a démontrer ; la preuve suit un chemin analogue a celui que nous avons
indiqué pour la méthode des trapeézes. Indiquons une approche plus simple, mais qui fournit
de moins bonnes constantes. Soit [u — h,u+ h] “un bout” dans I’application de la méthode
de Simpson ; considérons la formule de Taylor a I'ordre 4, appliquée a la fonction f au point
u. Soit P le polyndéme de degré 3 figurant avant le reste (intégral ou de Lagrange) ; nous
savons que

(z —u)*
F(@) - P)] <
Il en résulte
u+h u+h h5
/ f(t)dt—/ P(t)dt’ <M,
u—h u—h 60

Par ailleurs, en posant S, »(g) = (h/3)(g(u — h) + 4g(u) + g(u + h)), on obtient

h. h* Ko
[Su,n(f) = Su,n(P)] < 3M4 B My %

L’erreur sur un “bout” est donc < 2M4h®/45. En multipliant par le nombre N de bouts,
on obtient une majoration de I’erreur totale par (b — a)Msh*/45.
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5. Equations différentielles

On va étudier principalement dans ce chapitre les équations différentielles du premier
ordre, qui s’écrivent (symboliquement) sous la forme

(1) y' =F(z,y)

otl z est une variable réelle, y € RY, F est une fonction & valeurs dans R?, définie sur une
partie I' ¢ R x R?. L’idée est que y représente une fonction dérivable z — y(z), dont
la dérivée 3y’ doit vérifier la relation (1). Il faut cependant prendre quelques précautions
pour définir la notion de solution de 1’équation (1).

Exemple. Cherchons les solutions de I’équation 3’ = y* telles que y(0) = a, avec a > 0. On
voit que “la” solution “explose” a un point 1 > 0 dépendant de la valeur de a. En effet,

on trouve a

y(@) =1

qui tend vers +oo lorsque x — 1/a (par valeurs inférieures). On voit donc qu’on ne peut
pas imposer en méme temps et a priori 'intervalle sur lequel on cherche une solution et
la valeur de la solution en un point de cet intervalle; c’est ce qui conduira a faire figurer
un intervalle I dans la définition d’une solution. La variable, que nous avons appelée x
jusqu’ici, peut aussi bien s’appeler t (si on pense qu’elle représente le temps par exemple),
mais on réservera la lettre y pour représenter la fonction.

Définition 5.0.1. Une solution de I’équation (1) est un couple (I, ¢), ou I est un intervalle
ouvert de R, ¢ une fonction dérivable de I dans R?, telle que (z,p(z)) € I’ pour tout
x € I et telle que

Vz el, ¢'(z)=F(z,p(z)).

L’une des facons de poser un probleme d’équation différentielle est la suivante : on se
donne une valeur initiale 2y € R et une donnée initiale y(® € R?, telles que (zo, y(o)) el
et on cherche la ou les solutions (I, ) telles que x¢ € I et p(xq) = y© (probleme avec
donnée initiale). On cherche ensuite a trouver le plus grand intervalle possible sur lequel
on puisse définir chaque solution (notion de solution maximale qui sera étudiée plus loin).

Dans certains cas, I’équation est de la forme 3’ = F(y), c’est a dire que F ne dépend
pas de la variable z. On dit dans ce cas qu’il s’agit d’une équation autonome. On verra
qu’on peut toujours ramener théoriquement le probléme général avec F définie sur R x R?
a un probleme autonome, mais ou ’espace des valeurs sera R au lieu de R

Pour une équation autonome, ’évolution d’une solution ¢ entre x( initial et x ne
dépend que de la différence x — . Pour étre plus précis, disons que lorsque (I, ¢) est une
solution de 3’ = F(y), avec 0 € I et telle que ¢(0) = y©), on obtiendra une solution 1)
telle que ¥ (z) = y(©), définie sur un intervalle contenant z, en faisant tout simplement
une translation,

U(z) =z — 20).

On peut aussi étudier des équations différentielles d’ordre plus élevé, par exemple
les équations du second ordre, de la forme y” = F(z,y,y’). On verra que ces équations se
ramenent aussi, au moins du point de vue théorique, a des équations du premier ordre,
mais au prix du remplacement de ’espace des valeurs R? par un espace de dimension
plus grande.
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5.1. Equations différentielles linéaires a coefficients constants

On va étudier pour commencer 'une des équations différentielles les plus simples, et
dans le cas d =1

(L1) Y =ay

avec a € R. Si a = 0 on obtient I’équation simple mais importante y’ = 0: ses seules
solutions sont de la forme (I, ¢), ou ¢ est une fonction constante sur l'intervalle I.

Les solutions de (L1) sont bien connues mais on va les introduire par le procédé
des approximations successives qui interviendra a nouveau plus loin pour résoudre des
équations différentielles tres générales. On cherche a résoudre (L1) avec la condition
y(0) = yo, ou yp € R est donné. L’idée de base est que 'opération d’intégration est “plus
stable” que l'opération de dérivation. Si on a une approximation raisonnable 1; d’une
solution ¢, on peut espérer améliorer cette approximation en résolvant 1%, = a1, puis en
remplacant 1 par 1 ; voici une fagon d’expliciter cette idée d’amélioration : supposons
que 1 soit une approximation de la solution idéale , approximation suffisamment bonne
pour avoir, par exemple, le méme DL d’ordre 2 au voisinage de 0 que la solution idéale.
On voit qu’en définissant ¥ par ¥9(0) = yo et 5 = arpy, c’est maintenant ¥4 qui a
le méme DL d’ordre 2 que ¢’ = ay, donc par intégration de DL on conclut que le DL
d’ordre 3 de 1 au voisinage de 0 coincide avec celui de ¢, et on a bien obtenu une
certaine amélioration. On peut ensuite envisager de recommencer cette opération une
infinité de fois et essayer d’obtenir une vraie solution a la limite.

On définit donc une suite de fonctions (¢p)n>0 en posant ¢o(z) = yo (fonction
constante ; c’est le choix le plus simple mais on pourrait prendre a peu pres n’importe
quoi d’autre) et en définissant ¢, 1 par ¢;, 1 (x) = apyp(x) et Yn11(0) = yo. On obtient

2.112 n.n

a "
ot )

on(z) =yo(1 +az +

On voit que ¢, (z) converge vers yoe®® pour tout x € R. On pourrait en déduire que
le couple (R, z — e%") est solution, mais ce serait idiot tellement cette affirmation est
évidente par le calcul (mais cet argument de passage a la limite devra étre utilisé plus
loin pour le cas général).

Unicité des solutions de L1

—axr

Soit (I, ¢) une solution de ’équation L1 ; posons ¢ (x) = e~ % ¢(x) pour tout z € 1.
On voit que ¥'(z) = e **(¢'(z) — ap(z)) = 0, donc ¢ est constante sur I'intervalle I, ce
qui montre qu'il existe une constante C telle que pour tout = € I, on ait ¢(x) = Ce**. On
a donc montré que les seules solutions de I’équation (L1) sont de la forme (I, z — Ce®*).
Equation avec second membre

On suppose maintenant donnée une fonction continue g définie sur un intervalle I,
et on cherche a résoudre 1’équation, dite équation avec second membre

(L1S) y' —ay = g(2).

Supposons que (I, ¢) soit solution de (L1S) et posons ¥ (z) = e~ ** p(x) comme avant.
On aura ici

P(x) = e (¢ () — ap(z)) = e *" g().
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Supposons que xy soit un point de l'intervalle I. On obtiendra en calculant ¥ (z) =
W(xo) + f;o Y’ (u) du V'expression de ¢ sous la forme

T

p(z) = e 770) o(zg) + 7 / e™ " g(u) du.

0

Linéarité

Il est clair que si @1 et o sont deux solutions de 3y’ = ay définies sur le méme
intervalle I, les combinaisons linéaires A\;¢1 + 2o sont également solutions. Cette re-
marque tres simple s’étend immédiatement aux équations linéaires a coefficients varia-
bles, y'(z) = a(z)y(x), ou a est une fonction continue définie sur un intervalle I. Il
n’est pas difficile de résoudre cette équation par calcul de primitive. Si z — b(z) est
une primitive de a sur I, on vérifie que p(x) = e?(®) est solution. La transformation
Y(x) = e~ p(z) permet encore de montrer I'unicité et de résoudre 1’équation avec
second membre y'(z) = a(x)y(x) + g(x).

Remarquons que si 1 et ¢y sont deux solutions de 1’équation avec second membre
y'(z) = a(x)y(z) + g(x), la différence p1 — @y est solution de I’équation sans second
membre y'(z) = a(x)y(x). D’ou le principe suivant : pour résoudre 1’équation avec se-
cond membre, il suffit de trouver une solution particuliere de cette équation avec second
membre, et de lui ajouter la “solution générale” de I’équation sans second membre.

Cas complexe

Si on suppose maintenant que a € C, la fonction y(x) doit étre supposée a valeurs
complexes. A part ¢a tout est pareil, y compris le cas avec second membre (et avec une
fonction g elle aussi & valeurs complexes).

5.2. Systéemes différentiels linéaires

On considere maintenant I’équation différentielle linéaire du premier ordre générale,
qui s’écrit sous la forme

(L) y' =Ay
ot A est une matrice réelle d x d, et ol y, 3/ sont aussi des fonctions & valeurs dans R?.
Si on considere les fonctions coordonnées yy, .. .,yq de la fonction vectorielle y, on voit

que Iéquation (L) est équivalente au systéme différentiel suivant
yi1(t) =a11y1(t) + -+ a1,aya(t)

Ya(t) = ag1 y1(t) + - + az2,aya(t)

yo(t) = agry1(t) + -+ ag.aya(t),

ou les (a; ;) sont les coefficients de la matrice A.

Avant de développer la théorie générale, étudions quelques exemples treés simples, dans le
cas d = 2. Pour aider Iintuition, on imagine que y(t) est la position au temps ¢ d’un point
mobile dans R? dont la vitesse 3/ (t) vérifie & tout instant ¢ la relation y'(t) = Ay(t). On
va s’intéresser a la trajectoire parcourue par le mobile, et trouver si possible une équation
cartésienne pour celle-ci.
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Quelques exemples simples avec description des trajectoires
Considérons par exemple le systéme différentiel

! /
Y1 =Y, Y2 = —Y2.

On trouve y1(t) = Ce’, y2(t) = De *. En supposant C # 0, on trouve I’équation cartésienne
y2 = CD/y1 pour la trajectoire du mobile. C’est une trajectoire hyperbolique. Si on rem-
place la premiere équation par y; = ayi, avec a > 0, on trouve des courbes de la forme

y2 = CY°D Yy 1/ “ qui ne sont plus des hyperboles mais ont un peu la méme allure générale
(les axes de coordonnées sont asymptotes).

Remarquons que dans tous les cas, si on change tous les signes dans la matrice du systeme
(c’est a dire que ’on remplace la matrice A du systéme par la matrice —A), les trajectoires
seront les mémes mais parcourues dans le sens inverse. Dans tous ces exemples le point 0
est fixe, stable ou instable. Si on étudie le systeme

Y= —y1, yh=—2y2

on trouve des trajectoires paraboliques qui tendent vers 0 lorsque ¢ — +oo (en fait le
mouvement se fait sur une demi-parabole. Si on change les signes, le mouvement “part de
0” lorsque t = —o0 et s’éloigne & l'infini sur la méme demi-parabole quand ¢t — +00).

Si la matrice A est diagonalisable sur R, on obtiendra un exemple d’un des types
précédents en se placant dans une base de R? formée de vecteurs propres de A. Si la
matrice A a la forme de Jordan,

/ I
Y1 = ayr +y2, Y2 = ayz,

on trouve d’abord y2(t) = Ce®, puis on reporte dans la premiére équation, en obtenant
ainsi une équation avec second membre. Il vient

y1(t) = De™ +Cte™ .
La trajectoire a une équation moins sympathique, de la forme y1 = cy2 + dy2 In(y2). Con-
sidérons pour finir le systeme

/ /
Y1 = —Y2, Y2 = Y1

Ici la matrice n’a pas de valeur propre réelle, mais on peut étendre le probleme en systeme
différentiel complexe, et revenir au probléme initial par changement de base. On obtient

des trajectoires circulaires. Si on remplace la premiére équation par y; = —bya, avec b > 0
et b # 1, on trouve des trajectoires en spirale.

Cas général. Exponentielle de matrices

Commencons par quelques remarques sur l’équation différentielle linéaire a coeffi-
cients constants générale 3’ = Ay. On va s’intéresser plus particulierement a la résolution
de I'équation avec donnée initiale. On se donne un vecteur y(© € R, et on cherche une
solution ¢ définie sur R et telle que ¢(0) = y(© (par un changement de variable simple,
on pourra traiter de méme toute condition initiale de la forme ¢ (tg) = (%), en posant
simplement ¥ (t) = @(t — tg)).

Remarquons avant toute chose que la fonction nulle est toujours solution de 1’é-
quation y’ = Ay. C’est I'un des aspects de la linéarité de 1’équation. Les remarques
sur la linéarité du cas d = 1 sont encore valables ici. Il est clair que si ¢; et o sont
deux solutions de y' = Ay définies sur le méme intervalle I, les combinaisons linéaires
c1p1 + cap2 sont également solutions.

1. Si y© est un vecteur propre de A, tel que Ay(®) = \y(®), on voit facilement que
p(t) =My

est solution de I’équation. Si on a une base (v),... v(®) de R? formée de vecteurs
propres de A, avec Av() = )\jvm pour j = 1,...,d, il est facile de résoudre I’équation
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avec n'importe quelle donnée initiale y(®). On peut décomposer y(©) dans la base de
vecteurs propres,
d
y0 = Z ij(j)
j=1

et on constate que
d
(p(t) — Z Cj e>‘jt /U(J)
j=1

est solution de I’équation, avec ¢(0) = y(©).

2. Si A = a+if est une valeur propre complexe de la matrice A, avec a,, 3 € R, 3 # 0,
il est facile d’en déduire des solutions réelles de ’équation. Soit en effet z = z+iy € C% un
vecteur propre complexe de A, avec z, y € R on voit de la méme fagon que o(t) = e 2
définit une solution complexe de I’équation. En séparant partie réelle et partie imaginaire,
on obtient deux solutions réelles,

t — e (cos(Bt)x — sin(Bt)y), t — e (sin(Bt)x + cos(Bt)y).
La combinaison des remarques 1 et 2 permet de traiter le cas ou la matrice A est diago-

nalisable sur C.

3. On peut aussi utiliser la triangulation (sur R ou sur C, selon le cas). Illustrons
ceci sur un exemple simple. Supposons que A soit écrite sous la forme A = VTV, avec
V inversible et T triangulaire supérieure, par exemple

JG DG )

Supposons donnée la condition initiale (°) = (4,5). En posant u(t) = Vy(t), on voit que
I’équation y’ = Ay se ramene a ’équation triangulaire v’ = Tu, avec condition initiale
u® = Vy©) = (-1,9), c’est a dire

>
Il
7N\
|
N N
N N

/ /
uyp = auy + 3ug, Uy = Ug,

u1(0) = —1, uz(0) = 9. On obtient immédiatement avec la deuxieme équation uq(t) =
9e'. En reportant dans la premiere, on a

/ J—

uy — aup = 27¢€",

équation avec second membre qui se résout comme on a dit plus haut. On observera
une distinction selon que a = 1 ou a # 1. Pour finir, on écrira y(t) = V~tu(t). Cette
méthode s’applique aussi si on utilise la triangulation complexe. Les calculs intermédiaires
font appel a des fonctions complexes, mais la derniere étape (retour a y) doit les faire
disparaitre.

Approche théorique générale

Le méme principe d’approximations successives que dans le cas d = 1 fournit ici une
suite d’approximations (¢, ),>0 & valeurs dans R? définies par

t2 2 " n 0
n(t) = (la +tA + A +o A )y ®
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pour tout n > 0 et tout t € R, et conduit & introduire I'exponentielle de matrice et4

pour résoudre le probleme. Rappelons que

+00 n n tk
et =) —A"= lim » —A"
n! n—+4o00 k!
n=0 k=0
Notons que efle = e'I; pour tout t réel (ou complexe); en particulier, si 04 désigne
la matrice nulle de taille d x d, on a €% = I;. Rappelons les propriétés qui ont été
démontrées dans le poly de MT241.

Lemme. Si les matrices A et B commutent, on a
eATB — A eB

En particulier, la matrice e® est inversible et son inverse est e ™.

On en déduit la propriété importante e** e=** = 1;. On rappelle aussi que
d
(s5) - et = Aot =M A,

Il est alors facile de voir a partir des propriétés précédentes la premiere partie de la
proposition qui suit. La deuxieme partie concerne 'unicité des solutions.

Proposition 5.2.1. Pour tout y(©) € R? donné, Ia fonction ¢ a valeurs dans R?, définie
sur R par
ViR, o(t) =etyl®

est une solution de I’équation (L). Si (I, ) est une solution de I'équation y' = Ay, il
existe y(0) € R? tel que
Viel, o(t)=e? y0.

Toute solution (I, ) est donc restriction &1 d’une solution définie sur R part — et y(0),

Démonstration. La premiére partie résulte immédiatement du calcul de la dérivée de et”.
Pour la deuxiéme, on pose comme toujours v(t) = e ** o(t), qui donne par dérivation
(d’un produit matriciel)

W(t) = e M (—Ap(t) + ¢/ (t) =0,

donc 1) est constante sur I, égale disons & y(?). En multipliant 1 (¢) par e*
le résultat voulu.

A on obtient

Résumé. Pour tout intervalle non vide I C R, pour tout point ty € I et pour tout vecteur
y(© donné dans R? il existe une unique solution (I, ¢) de I'équation y' = Ay vérifiant la
condition initiale ¢(ty) = y©). Cette solution peut s’exprimer par o(t) = e(t=t0)A 4(0),

Linéarité. Equation avec second membre

On a dit que si 1 et 2 sont deux solutions de I’équation différentielle ' = Ay
définies sur le méme intervalle I, les combinaisons linéaires c1¢1 + cops sont également
solutions, donc I’ensemble des solutions de ’équation 1y’ = Ay est un sous-espace vectoriel
& de I'espace des fonctions de I dans ]Rd; cet espace £ des solutions est de dimension d.
En effet pour tg € I fixé, 'application ® définie par p € £ — p(tg) € R? est bijective de
& sur R? d’apres les résultats de la proposition 5.2.1 : étant donné y(©) € R quelconque,
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la fonction ¢ définie par o(t) = e(t=t)A 4 (0) ost une solution telle que p(ty) = ¥y, ce
qui montre la surjectivité de ®, et cette solution est unique, ce qui donne l'injectivité.

Si oW, ... 0@ sont des données initiales indépendantes dans R?, les solutions cor-
respondantes restent indépendantes pour toute valeur de ¢ : c’est clair puisque la matrice
et est inversible.

Exercice. Wronskien. Soient 4, ..., (¥ des solutions de I’équation v’ = Ay. Si on désigne

par M(t) la matrice d x d dont les colonnes sont les vecteurs ™ (¢),...,y?(¢), montrer
que la fonction f(t) = det M(t) vérifie ’équation différentielle f* = (tr A) f. On appelle ce
déterminant le déterminant Wronskien.

Une bonne partie des remarques tres simples sur la linéarité s’étend encore aux
équations linéaires a coefficients variables, y'(x) = A(z)y(x), ou A est une fonction
continue définie sur un intervalle I et a valeurs matrices d x d. En revanche, il n’est plus
possible en général de résoudre cette équation par calcul de primitive.

Exercice. Soit © — B(z) une primitive de x — A(z) sur I, c’est a dire une fonction a
valeurs matrices dont les coefficients sont des primitives des coefficients correspondants
de A(x). Si pour tout x € I la matrice B(z) commute avec la matrice A(zx), montrer que
I’équation différentielle linéaire y'(x) = A(z)y(x) admet z — eB®) 4©) pour solution.

Remarquons que si 1 et @y sont deux solutions de ’équation avec second membre
y'(x) = A(z)y(x) + g(z) (on g est une fonction vectorielle continue sur I), la différence
1 — 2 est solution de I’équation “sans second membre” y'(z) = A(x)y(x). On peut donc
encore dire que pour résoudre I’équation avec second membre, il suffit de trouver une
solution particuliere, et de lui ajouter la “solution générale” de I’équation sans second
membre.

Dans le cas de I’équation avec second membre a coefficients constants vy’ — Ay = g(t),
otl ¢ est une fonction continue définie sur un intervalle I, & valeurs dans R?, la méme
méthode que lorsque d = 1 permet de résoudre le probleme. Si on se donne ¢y € I, on
voit que les solutions s’expriment par la formule

t
p(t) = T4 o(1g) + et / e A g(u) du.
to

Considérons le probleme du ressort, ¥y +y = 0 ou bien 3y’ +y = f(¢). On va le transformer
en systéme différentiel 2 X 2 en considérant la donnée vectorielle Y = (y,vy') = (Y1, Y2).
On a les équations

Yi=y =Ys; Yo=y'=—y=-Y1
ce qui donne notre systeme différentiel. On va voir sur cet exemple comment fonctionnent les
méthodes théoriques introduites ci-dessus. Il s’agit dans ce paragraphe d’une illustration, ¢a
n’est pas la méthode pratique que vous appliquerez par la suite pour résoudre une équation
différentielle du second ordre a coefficients constants.

Tout d’abord, la matrice du systéme qui traduit I’équation y” +y = 0 est

A:( 0 1) ot etA:< cost sint)

-1 0 —sint cost

(’exponentielle est une rotation). On trouve donc la solution générale du systéme ho-

mogene,
tA (a\ cost sint
© (b)_a<—sint)+b<cost>'
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Passons a 1’équation du ressort dont 'oscillation est forcée par un terme f(t), ’équation
étant alors ¢y’ +y = f(t). En passant au systéme on a

Y =AY + <f?t))'

On peut théoriquement résoudre par la formule

eth /Ot e " g(u)du ou g(u) = <f(0u)) ;

dans le cas particulier ou f(t) = sin(wt), les calculs sont pénibles mais faisables. On apercoit
le probleme de résonance quand w = 1.

Calcul pratique d’exponentielles de matrices

On se sert de la théorie de la réduction des matrices complexes, qui utilise la décom-
position de C? en sous-espaces caractéristiques de la matrice A et la triangulation des
blocs caractéristiques. On sait ainsi que la matrice A peut s’écrire A = VMV !, o1 V est
inversible, et o M est une matrice diagonale par blocs, ou chaque bloc diagonal est une
matrice triangulaire T, avec une valeur constante A\, € C sur la diagonale (A, est I'une
des valeurs propres (complexes) de la matrice A). On obtient alors eth = VetMy—1 et
e'™ est diagonale par blocs, chaque bloc étant égal & e!Te. Il reste & expliquer I’allure
de e!™ ot T est I'un quelconque de ces blocs diagonaux de M, de taille p x p. On peut

écrire T = A, + N, ou N est nilpotente, ce qui donnera puisque AI, commute avec N et
que NP =0
IT _ oA N _ A (T 14N t? N2 !
(& =€ P e =} t — Ce -
(I, + N+ A T

Si T a la forme de Jordan on a une information un peu plus précise.

NP1,

Conséquence. Si toutes les valeurs propres (réelles ou complexes) de la matrice A sont de
partie réelle < 0, la matrice e*® tend vers 0 lorsque t — oo (on verra plus bas que c’est
si et seulement si). Il en résulte que dans ce cas toutes les solutions de y' = Ay tendent
vers 0 lorsque t — +oo, quelle que soit la donnée initiale y(©) .

Pour montrer que et® tend vers 0 quand ¢t — +oo, il suffit de montrer que e‘* tend vers
0 pour chacun des blocs triangulaires T = T, de la matrice M introduite ci-dessus; on a
supposé que chacune des valeurs propres A de A a une partie réelle < 0, donc A = a-+ib avec
a < 0. On a donc | e | = e qui tend vers 0 rapidement, ce qui entraine que e** ¢7 tend vers
0 quand t — 400 pour tout j = 0,...,p—1, donc chacun des morceaux de la décomposition
de e'T donnée ci-dessus tend vers 0. Inversement, si e tend vers 0 quand t — 400, toutes
les valeurs propres de la matrice A ont une partie réelle < 0 : si A = a+1ib est valeur propre,
il existe un vecteur Z complexe non nul tel que AZ = A\Z, et alors e'*7 = e Z tend vers
0, donc e* tend vers 0 quand ¢ — +o00, ce qui entraine a < 0.

Equations différentielles linéaires d’ordre plus élevé, a coefficients constants

Considérons d’abord 1’équation du second ordre
y" +py +qy=0
avec p,q € R. On peut tranformer cette équation en systéme, en posant y; = y et yo = v/,
Y1 ="Y2, Y2 = —qy1 — Py
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On obtient que la matrice du systeme est la matrice transposée de la matrice compagnon
du polynéme P = g + pX + X2. Les valeurs propres de la matrice sont donc les racines
du trinéme P. Si les valeurs propres A, p sont distinctes, les solutions complexes sont de
la forme ce* +dert. Si ces valeurs propres ne sont pas réelles (quand p? — 4¢ < 0), on a
A=a+if et p=a—1if, avec a, 3 € R et les solutions réelles sont de la forme

e®(ccos(Bt) + dsin(Bt)).
Si « est racine double du trinome, les solutions sont de la forme e**(c + dt).

Exemple : oscillation d’un ressort avec amortissement. Résoudre I’équation y” + fy' +y =
0, ou f > 0, selon la valeur de f > 0 (qui représente un terme de frottement ; oscillations
amorties, cas apériodique selon la valeur de f).

Considérons maintenant ’équation différentielle linéaire a coefficients constants d’or-
dre quelconque. L’équation différentielle d’ordre n

(*) y™ +an 1y 4 ay +agy =0

se ramene a un systeme nxn, dont la matrice A est la transposée de la matrice compagnon
M(P) du polynome
P=X"4+a, X" 14+ . 4+ a1 X+ ap.

Les valeurs propres sont donc les racines du polynoéme P.
On compare la résolution de I’équation (x) a celle du systeme
(k) Y’ = AY.

On établit facilement les principes suivants :

1- Si (I, ) est solution de I’équation (x), et si on définit la fonction vectorielle ®
sur I par ®(t) = (p(t), @' (t),...,0" D (t)) € R™ (ou C"), le couple (I, ®) est solution
du systeme (xx).

2—Si (I, @) est solution du systeme (xx), et si ®(t) = (¢1(t), ..., @n(t)), alors (I, ¢1)
est solution de I’équation (*) (et en fait chacune des fonctions coordonnées ¢; donne une
solution).

La correspondance & — ¢ est donc une bijection linéaire de 1’espace vectoriel des
solutions de (xx) sur l'espace des solutions de l’équation (x). Cet espace est donc de
dimension n (réel ou complexe, selon le cadre fixé). De plus, si tg est un point fixé de I,
I’application ¢ — (p(tg), @' (to), ..., ™ D (ty)) est une bijection linéaire de I'espace des
solutions de () sur R™ (ou C™).

On rappelle que les valeurs propres de A sont les racines de P. Si A € C est une telle
racine, on voit facilement que X = (1, A\, A\2,...,A\""1) vérifie AX = \X, ce qui donne
une solution ®(t) = e X pour le systéme, donc ¢(t) = e pour 1'équation (*).

Si les racines (Aq, ..., A,) de P sont deux & deux distinctes, on obtient ainsi une base
de D’espace des solutions, formée des n fonctions t — et pour j =1,...,n.

Exercice. Retrouver I'indépendance des solutions dans ce cas en utilisant I'isomorphisme
ci-dessus pour ¢y = 0 (on rencontrera le déterminant classique de Vandermonde).

111



Cas des racines multiples pour P
Si
P=(X—-XA)"...(X=Xp)™

est la décomposition de P avec (A1,...,),) racines distinctes, on obtient une base de
I’espace des solutions de (x) en faisant la liste des fonctions

t—eNt petit o griTleNit

pour j=1,...,p.

5.3. Le cas général du premier ordre. Théoreme de Cauchy-Lipschitz

L’objectif principal de ce paragraphe est d’obtenir un théoreme général pour I'exis-
tence de solution pour I’équation générale y' = F(z,y). On parlera surtout du cas de
dimension un (la fonction y est réelle, et F est alors une fonction de deux variables
réelles), mais il faut aussi comprendre I'importance théorique du cas ou y est une fonction
vectorielle. Les résultats vectoriels donnent en particulier I'existence de solutions pour
des équations différentielles d’ordre plus élevé.

Supposons que ’on veuille étudier une équation générale du second ordre, qui se présente

sous la forme
y" = G(z,9,9)

ol G est une fonction continue définie sur un ouvert de R®, et ot y représente une fonction
réelle d’une variable. On peut ramener cette équation a une équation vectorielle du premier
ordre, par une transformation tout a fait analogue a celle qui a été utilisée pour ramener
une équation linéaire du second ordre a un systeme linéaire du premier ordre. On définit
une fonction vectorielle F sur une partie de R x R?, & valeurs dans R?, par

F(z,y1,y2) = (G(.’E,ZflayQ)> '

Sixz — ®(x) = (p1(x), p2(x)) vérifie 'équation du premier ordre vectorielle Y' = F(z,Y),
on voit alors que @1 est solution de I’équation ¢y’ = G(z,y,y’). Une transformation du méme
type permet aussi de ramener une équation non homogene a une équation homogene.

On va considerer dans ce paragraphe ’équation y'(x) = F(z,y(x)), ou F est définie
et continue sur un ouvert I' € R x R%. Remarquons que si (I, ) est solution, la fonction
¢ est de classe C! sur I, puisque z — ¢'(z) = F(x, p()) est obtenue comme composition
des fonctions continues x — (x, ¢(x)) et F.

Exercice. Si F est de classe C*, montrer que toute solution ¢ de ¢’ = F(z,y) est de classe
Ck+1. Si F est C°°, montrer que toute solution est C* aussi.

Probléme d’unicité

Une question qui se pose immédiatement est celle de 1'unicité de la solution cor-
respondant a une donnée initiale. Il est intéressant de noter que les deux questions
d’existence et d’unicité trouveront une réponse raisonnablement simple dans le cas ou
F est lipschitzienne (dans la variable y). On peut obtenir des théoremes plus généraux
pour 'existence de solutions, mais ils sont tres largement hors programme.

Considérons I'équation y' = 2|y|*/2, avec la condition initiale y(0) = 0. La fonction ¢

définie sur R par ¢(t) = 0 est solution, mais 1 définie par ¢(t) = —t> pour t < 0 et
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¥(t) = t* pour t > 0 est une autre solution. En fait, on trouve 4 solutions en changeant de
branche au point 0.

Plus généralement, cherchons a résoudre cette équation avec la condition initiale y(xo) =
Yo > 0. Si ¢ est solution dans un voisinage de xo et vérifie p(xo) = yo > 0, on aura ¢ > 0
dans un voisinage de o, ce qui donnera ¢’/(2,/¢) = 1 dans le méme voisinage, donc

p(2) = (2 = 20+ V/Fo)’

dans ce voisinage. On peut considérer cette solution tant que ¢’ reste > 0, c’est & dire lorsque
x > o — 1/Yo. De la méme fagon, si on cherche une solution telle que p(x1) = y1 < 0,

on trouvera une fonction de la forme p(x) = —(x — b)?, qui sera solution pour x < b. On
peut chercher & raccorder deux telles solutions, on posant ¢(z) = (z —a)? pour = > a, puis
o(x) = —(x —b)? pour z < b < aet p(x) =0sib<z < a. On vérifie & la main que cette

fonction est solution sur R tout entier.

On remarque que 0 est aussi solution, et qu’au lieu de continuer par (z — a)2 pour x > a,
on aurait pu définir une autre solution en posant ¢i(x) = 0 pour = > a; de méme, on
pourrait avoir ¢(z) = 0 pour z < a et ¢(z) = (z — a)® pour x > a. On obtient ainsi
une famille de solutions 4, ol @ est réel ou +o0o et b < a est réel ou —oo, définies par
Yap(r) = —(x —b)? pour x < b, Yap(r) =0sib< < aetpap(r)=(r—a)sia<a.
On pourra montrer plus loin qu’on a bien obtenu ainsi toutes les solutions sur R de cette
équation.

Pour chaque donnée initiale p(zo) = 0 passe quatre solutions qui sont deux a deux
distinctes dans tout intervalle ouvert I contenant xo : il n’y a pas d’unicité locale dans cet
exemple. On va voir que ces difficultés de non unicité sont évitées lorsque la fonction F
vérifie une condition de Lipschitz convenable.

Définition 5.3.1. Soit W un sous-ensemble non vide de R x R? ; on dit qu’une fonction
F: (z,y) — F(z,y) € R? définie sur W est M-lipschitzienne en y si

|F(z,y1) — F(z,y2)|| <M|y1 — yal|

pour tous (z,y1) € W, (z,y2) € W. On dit que F est lipschitzienne en y sur I’ensemble
W s’il existe une constante M telle que F' soit M-lipschitzienne en y sur W.

Exercice. Si W est ouvert, on dit que F est localement lipschitzienne en y sur I’ensemble
W si pour tout point (x,y) € W il existe un voisinage W1 C W de (z,y) dans lequel F
est lipschitzienne en y. En utilisant le théoreme de Bolzano-Weierstrass, montrer qu’une
fonction F localement lipschitzienne en y sur un ouvert I' C R x R? vérifie une estimation
globale sur tout fermé borné K C T, c’est a dire qu’il existe M (dépendant de K) tel que
pour tous (z,y1), (x,y2) dans K on ait |F(x,y1) — F(x,y2)| < M |y1 — y2|.

Théoréme 5.3.1. (Lemme de Gronwall). Soit f une fonction réelle continue sur [0, T]
telle que

t
Ve [0,T], f(1)<C+D / f(w) du,
0
ot C et D sont deux constantes, avec D > 0. On a alors

vt € [0,T], f(t) < CePt.

Démonstration. On montre d’abord que si une fonction continue h définie sur [0, T] vérifie
t
h(t) < D/ h(u) du
0

113



pour tout ¢t € [0,T], on a h(t) < 0 pour tout ¢t € [0, T]; posons H(t) = f(f h(u) du et
P(t) = e PP H(t). Alors H est dérivable et H' = h (parce que h est continue), 1/(0) = 0
et ¢/(t) = e"P(h(t) — DH(t)) < 0 pour tout ¢ €]0, T, donc ¢ < 0 sur [0, T], donc H <0
sur [0, T]. Puisque D > 0 et h < DH, il en résulte bien que h < 0 sur [0, T]

On suppose ensuite que f vérifie l’hy?othése du lemme de Gronwall, et on pose
h(t) = f(t) — CeP’. On voit que h(t) < D f; h(u) du pour tout ¢ € [0, T], d’ou le résultat
par ce qui précede.

ATTENTION. Le résultat n’est pas vrai si D < 0.

Corollaire 5.3.1. Soit g une fonction de classe C! sur un intervalle |a,b[, a valeurs
réelles ou vectorielles, et telle que ||g'(t)|| < D ||g(t)|| pour tout t €]a,b]. On a alors pour
tout ty € a, b[ fixé

vt €la,bl, Ilg(®)] < llgto)ll el

Démonstration. Traitons le cas ou t est entre tg et b; pour u entre 0 et T=5b—1t5 > 0
on écrit f(u) = ||g(to + u)|| et

) = [ltta) + [ o oty as] < lgteoll + [ '+l s < lgtea)l +D [ 1(5) s,

puis on applique le lemme de Gronwall & f. On procede de méme de 'autre coté, lorsque
t est entre a et xp, en posant cette fois f(u) = ||g(to — u)]|.

Corollaire 5.3.2. Soit g une fonction de classe C' sur un intervalle ouvert 1, a valeurs
réelles ou vectorielles, telle que g(ty) = 0 pour un certain point ty € I, et telle que
lg’'(t)]] < DJlg(t)|| pour tout point t € I. On a alors g = 0 sur 1.

Unicité, comparaison de solutions partant de points voisins

Supposons que F(z,y) soit M-lipschitzienne en y pour (z,y) dans un voisinage V
de (to,yo) et soient 1, po deux solutions définies dans un méme intervalle I contenant
to, et telles que (t,¢1(t)) € V, (t,p2(t)) € V pour tout ¢ € I; on aura en posant

g(s) = p1(to +s) — pa(to + )
19" ()]l = Il (to + 5) — @h(to + s)I| = [F(to + s, 01 (to + 5)) — F(to + 5, pa(to + 5))[| <

<M |pi(to + 5) — pa(to + s)|| = M ||lg(s)]l-

D’apres le premier des deux corollaires précédents, ceci permet de conclure pour tout
point t de I

lo1 () = 2] < llea(to) — w2(to)]| M0l

Ce résultat donne en particulier 'unicité: si ¢; et o sont deux solutions telles que
©1(to) = pa(to), 'inégalité précédente signifie que p1(t) = p2(t) pour tout ¢ € 1.

Proposition 5.3.1. Unicité locale. Supposons F continue et M-lipschitzienne en y dans
un voisinage V de (tg,y"). Si ¢ et 1) sont deux solutions définies dans un intervalle
ouvert 1 contenant ty et si p(tg) = (to) = y©, il existe un intervalle ouvert J C 1
contenant tq tel que

Vted, o(t) = v(t).

114



Démonstration. Les fonctions ¢ et ¢ étant solutions sont dérivables par définition, donc
continues au point ¢y, donc on peut trouver un petit intervalle J contenant ¢y tel que
(t,o(t)) € Vet (t,9(t)) € V pour tout ¢ € J. On peut alors appliquer le résultat ci-dessus.

Théoréme 5.3.2. Soit (I, p) une solution de I’équation y' = F(z,y). On suppose que F
est lipschitzienne en y au voisinage de chaque point (x,¢(x)), z € 1. Si x¢ est un point
de T et (I,v) une solution telle que ¥(xg) = ¢(xg), on aura ¥ = ¢ sur 1.

Démonstration. Soit b € I tel que zg < b et posons
A ={c € [zg,b] : ¢ = sur [z, c[}.

D’apres ’hypothese et la proposition précédente, on sait que A contient au moins un
point ¢ > x. L’ensemble A est majoré par b par définition. On pose m = sup A, et on
va montrer que m = b. On vérifie d’abord que ¥ = ¢ sur [zg, m[: pour tout = tel que
ro < x < m, il existe, par définition de m comme borne supérieure de A, au moins un
point ¢ € A tel que z < ¢, donc ¥(x) = p(x) puisque ¥ et ¢ coincident sur [zg, c[. 1l
en résulte que ¥(m) = ¢(m) par continuité. Si on avait m < b, on pourrait d’apres la
proposition précédente prolonger 1’égalité sur un voisinage de m, donc au dela de m, ce
qui contredirait la définition de m.

On a donc m = b, donc ¢ = ¢ sur [z, b], et ceci pour tout b de I plus grand que z.
On procede de méme a gauche de I, et on a ainsi obtenu le résultat annoncé.

Application. Suite et fin de I'exercice y' = 2/|y|. Bien entendu, la fonction F(z,y) =

2\y\1/ 2 du contre-exemple & 1'unicité mentionné plus haut n’est pas lipschitzienne en y au
voisinage des points de la forme (zo,0). On va voir comment le théoréme précédent permet
néanmoins de prouver que ’on avait bien identifié toutes les solutions de cette équation
(on va considérer les solutions définies sur R ; le lecteur essaiera d’adapter a un intervalle

quelconque).
Si (R,1%)) est une solution de cette équation, on va montrer qu’elle est nécessairement
de 'un des types @q.» évoqués précédemment. L’une des possibilités est ¢ = 0. Sinon,

supposons que ¥ (xg) # 0. Si ¥ (zo) > 0, on trouve une solution (Ja,+oo], ) de la forme
o(z) = (z — a)? qui coincide avec ¢ au point zo (prendre a = xo — /% (o)) : en effet,
la fonction F(z,y) = 24/|y| est lipschitzienne en y au voisinage de chacun des points
(z,(x — a)?®), > a, donc d’apres le théoréme précédent on déduit que ¥ (z) = (z — a)?
pour tout z > a, et 1(a) = 0 par continuité.

Si ¢ (x0) < 0, on montre de la méme facon que ¥(z) = —(z — b)? pour tout = < b. Ces
deux arguments permettent d’identifier toutes les solutions.

Si on a deux équations différentielles y' = F1(y) et y' = Fa(y) telles que F1(y) — F2(y) =

o(y) pour y voisin de 0, on peut faire des choses... Si par exemple Fi(y) = —sin(y), et
si Fa(y) = —y, on peut chercher a comparer le comportement des solutions de 1’équation
plus compliquée 3y’ = —sin(y) a celui des solutions de ’équation simple ' = —y. Pour la

deuxiéme on trouve e~ ! comme solution. Soit donc y une solution de la premiere et posons
2(t) = e'y(t); on aura comme toujours 2’'(t) = e'(y’ + y) = e’(y — sin(y)), et on peut
majorer |2'(t)| < e e|ly(t)| = €|z(t)| quand y(t) se trouve dans un petit voisinage de 0. Par
Gronwall on obtient |z(t)| < |2(0)| e, ce qui donnera |y(t)| < e~ =) montrant au moins
que y(t) tend vers 0 lorsque ¢t tend vers +oo.

Cette discussion se rattache au probleme de la stabilité. On suppose que F(0) = 0.
L’équation autonome y’ = F(y) admet alors la solution évidente y = 0. On dit que le
point 0 est stable si pour y(o) assez voisin de y = 0, les solutions de 3y’ = F(y) vérifiant la

condition initiale y(0) = y®) tendent vers 0 lorsque ¢ tend vers +oo. Dans les bons cas,
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cette étude peut se faire en comparant a une équation linéaire. C’est ce que nous venons
. . , . 12 .
d’indiquer pour ’équation y" = — sin(y).

Si on considére I'équation autonome y' = F(y) au voisinage de y = 0 et si la différentielle
(dF)o a une matrice dont toutes les valeurs propres (réelles ou complexes) ont une partie
réelle < 0, il existe un voisinage V de 0 tel que toute solution partant de y(o) € V au temps
t = 0 tende vers le point 0 quand t — +o0.

La démonstration est un peu délicate et nous allons seulement 1’évoquer. On a d’abord
besoin du lemme suivant.

Lemme. Si A est la matrice d’'un endomorphisme u d’un espace vectoriel réel E, et si on
a Re A < «a pour toute valeur propre A\ (réelle ou complexe) de A, il existe pour tout € > 0
une base de E telle qu’en désignant par B la nouvelle matrice de u dans cette base, on ait

X.BX<(a+¢)X.X

pour tout X € R"”.

Idée de démonstration, dans le cas ou la matrice A est diagonalisable sur C (cette propriété
ne dépend pas de la base choisie : elle peut s’exprimer en disant que le polynéme minimal
a toutes ses racines —y compris les racines complexes— simples). On sait qu’on peut trouver
une base de E dans laquelle la nouvelle matrice B = V™'AV est diagonale par blocs de
taille 1 x 1 (pour les valeurs propres réelles) ou de taille 2 x 2 (pour les valeurs propres
complexes non réelles), et de facon que les blocs 2 X 2 soient de la forme

a —b
c=(3 ")

avec b # 0; un tel bloc correspond a un couple de valeurs propres complexes A = a =+ ib.
Par hypothése on a a < « pour chacun de ces blocs 2 X 2 et A < « pour les valeurs
propres réelles. Le lecteur vérifiera que dans cette base on a bien le résultat annoncé (la
raison est que pour Y e R*>, ona Y.CY =aY.Y < aY.Y. On devra ensuite ajouter les
contributions des différents blocs, y compris les blocs de taille 1 pour lesquels la majoration
est directe).

Dans le cas général, on peut y arriver en montrant que toute matrice réelle A peut étre
arbitrairement approchée par des matrices réelles A’ qui ont des valeurs propres complexes
deux a deux distinctes (et sont donc diagonalisables sur C; c’est un exercice un peu diffi-
cile, que l'on peut faire en raisonnant par récurrence sur la taille de la matrice). C’est ce
remplacement de A par A’ qui introduira la perturbation € > 0 dans ’énoncé, alors qu’elle
n’apparaissait pas dans le cas précédent.

Supposons maintenant que ’endomorphisme (dF)o de R? ait une matrice A telle que
Re A < a < 0 pour toute valeur propre A de A. On raisonnera alors en choisissant de tout
exprimer dans la base f de R? donnée par le lemme précédent. Choisissons € > 0 tel que
B = a4+ 2¢ < 0. On écrit un développement limité d’ordre 1

y' =F(y) = (dF)o(y) +r(y),

ou le reste r(y) est o(y). On aura en coordonnées dans cette base f, pour y assez voisin de
0, en désignant par Y le vecteur colonne des coordonnées de y dans la base, par ®(Y) le
vecteur colonne des coordonnées de F(y) et par B la matrice de la différentielle (dF)o dans
la base f
Y' = ®(Y) = BY + R(Y),

ou le “reste” R(Y) est o(Y) ; on choisit alors > 0 de facon que [|[R(Y)|| < €]|Y]| chaque fois
que ||Y|| < n, et on désigne par V le voisinage de 0 formé de tous les y tels que ||Y| < 7.
On aura alors I'inégalité Y . R(Y) < ||Y| [|R(Y)]|| qui implique pour tout y € V

Y.Y=Y.BY+Y.R(Y) < (a+2)Y.Y <0.

Mais cette équation montre que Y.Y = ||Y||? est alors décroissant ; si la valeur initiale
y(0) = yo est dans V, c’est & dire que ||Yo|| < 7, alors y(t) restera dans V pour toutes les

valeurs ¢t > 0, et de plus on aura ||Y(¢)||* < e*”* qui tend vers 0 lorsque ¢t — +o00.
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Théoréme d’existence

Proposition 5.3.2. On suppose (x,y) — F(z,y) continue et M-lipschitzienne en y sur
I x RY ou I est un intervalle ouvert de R (borné ou non, qui peut étre égal a R tout
entier dans certains cas). Pour tout (ty, y(o)) elx Rd, il existe une solution y définie sur
I telle que p(tg) = y©.

On remarquera que dans cette proposition, on a pu garantir ’existence d’une solution
définie sur un intervalle I donné a I’avance. C’est un événement assez rare pour qu’il
vaille la peine d’étre mentionné, et qui provient du caractere globalement lipschitzien de
la fonction F sur ensemble I' = I x R,

Démonstration. On va utiliser la méthode des approximations successives qui consiste
a introduire une suite (p,) qui converge vers la solution cherchée. On supposera pour
simplifier que d = 1 et on prendra ty, = 0 € 1. Il existe par hypothese une constante M
telle que

|F(x,y1) — F(x,y2)| < M|y1 — y2|

pour tous y1,y2 € R et tout z € I. On pose ¢y(x) = yo et pour n > 0,

ons1(2) = 0+ / “F(t on(t)) dt.

Soient S, T tels que S < 0, T > 0 et [S, T] C I. On voit que

p1(x) — po(z) = /Om F(t,yo) dt

qui peut étre majoré par une constante C quand x € [S,T| (parce que t — F(¢,10) est
continue, donc bornée sur [S,T]. La constante C = C(S,T) dépend de S et T). On va
montrer par récurrence que pour tout x € [S, T}, on a

Mnfl‘x’nfl
_ <=

C’est vrai pour n = 1. Supposons cette propriété vraie pour l'entier n > 1, et passons a
n + 1. On a pour tout = > 0

|ont1(x) — @n(x)] < /O [(F(t, on(t)) = F(t, pp_1(t)) dt| <

T M”?— 1tn 1 M7
SM/ |on(t) — on—1(t )|dt<CM/ —— U =C——
0 (n—1)! n!
Pour z < 0, le calcul est analogue. On a donc montré que, sur tout intervalle [S,T| C
I, la fonction |¢,41 — @n| est majorée par le terme général d'une série de fonctions
normalement convergente (a savoir la série exponentielle C ) " (Mz)™/(n!)). On peut donc

poser
+0o0
) =yo+ D (Pns1(2) = @n(2)) = limpn ().
n=0

)) —F(z, pn(x))) est elle aussi majorée

La série des fonctions continues x — (F(x, ¢p41( x
F(z, on(2))] < Mlgni1(2) — @n(2)],

T
par la série exponentielle, puisque |F(z, p,11(x)) —
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donc cette série converge normalement sur tout intervalle [S, T] C I. Or c’est la série
dérivée de la série précédente, donc

+oo
¢'(x) = F(z,50) + ) _(F(z, 0ns1(2)) = F(z, ¢n(2))) = imF(, pu () = F(z, p(2))

pour tout x € L.

Remarque. Pour traiter le cas vectoriel, il suffit de remplacer les intégrales scalaires
par des intégrales a valeurs vectorielles, et les majorations de valeur absolue par des
majorations de norme.

Comment reconnaitre les fonctions lipschitziennes?

1- Si y — h(y) est une fonction réelle dérivable sur un intervalle ouvert J, et si on a
[h'(y)] < M pour tout y € J, la fonction h est M-lipschitzienne sur lintervalle J : ceci
résulte immédiatement de la formule des accroissements finis.

Par exemple, y — sin(y) est 1-lipschitzienne sur R.

2— Le graphe d’une fonction lipschitzienne peut faire des “coins” : par exemple, y — |y
est lipschitzienne. Exercice : montrer que le max de deux fonctions M-lipschitziennes est
encore M-lipschitzien.

Un exemple : I'équation du pendule
Il s’agit de I’équation différentielle du second ordre
y" = —sin(y).
On considere que y(t) représente I'angle a l'instant ¢ entre la verticale et la tige (supposée
rigide) d’un pendule. La valeur y = 0 correspond a la position d’équilibre basse, et y = +7
a I’équilibre instable en haut. En passant en dimension 2, on obtient une équation

Y =F(Y)

avec
F(z,y1, = < b2 ) .
( 1 y2) —Sln(yl)
Les fonctions coordonnées de F sont clairement lipschitziennes sur R tout entier, avec cons-
tante 1, donc il existe des solutions définies sur R tout entier pour toute donnée initiale
(y0,¥0) (position et vitesse) & I'instant x = 0. Pour fixer les idées on va s’intéresser au cas
9o = 0, y5 > 0. On observe la solution triviale y = 0 qui correspond & y, = 0.
On remarque que 3'y” + sin(y)y’ = 0 est une dérivée (c’est le fond du théoreme de
Iénergie cinétique). Il en résulte que
1 /2 1 /2
—y“ —cos(y) =C=-yy — 1.
5Y (y) 5 Y0
Cette remarque permet de ramener a une équation du premier ordre pas tres sympathique.
Tant que 3y’ > 0, on a

Y = /2 (cos(y) + C).

Si y, > 0 la fonction est d’abord croissante. On discute suivant plusieurs possibilités. Si
C > 1, la dérivée ne peut jamais s’annuler, elle reste donc toujours > 0 et en fait minorée
par 1/2(C — 1) > 0 : le pendule fait des tours complets autour de I’axe. Si C < 1, on a les
mouvements d’oscillation usuels.

La solution “extraordinaire” : quand C = 1 on obtient I’équation y' = 2cos(y/2) qui
peut s’intégrer assez facilement,

Intan(y/4 + 7/4) =z, y(z) =4 Arctan(e”) — .
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Théoréme 5.3.3. (Cauchy-Lipschitz : existence locale) On suppose F(x,y) continue
et lipschitzienne en y dans un voisinage de (to,y®). Il existe une solution (I, ), ot I
contient tg, telle que p(ty) = y'©.

Démonstration. Traitons le cas d = 1 pour simplifier. Puisque F est lipschitzienne en
y dans un voisinage de (xo,yo), on peut trouver deux intervalles |a,b[ et |c,d[, centrés
respectivement en z( et yo, tels que F soit M-lipschitzienne en y sur |a, b[ X ]¢, d[. Posons
pour tout x €a,b[ et y € R

F(z,c)siy<c
G(z,y) = F(z,y)sic<y<d
F(z,d) siy > d.

Il est facile de vérifier que pour chaque x fixé dans ]a, b], ce prolongement tres simple est
encore M-lipschitzien, c’est a dire que G est M-lipschitzienne en y sur |a, b[ x R, ce qui
permet d’appliquer le théoreme d’unicité “semi-global” : d’apres la proposition 5.3.2, il
existe une solution ¢ définie sur Ja, b[ et telle que

©'(t) = G(t, (1)),

o(to) = y©. La fonction ¢ étant continue, il existe un intervalle I C]a, b contenant t,
tel que (t)) €lc,d] pour tout t € I. Mais alors G(t, p(t)) = F(t, ¢(t)) pour tout ¢t € I,
donc (I, ) est solution de vy’ = F(z,y).

Résumé. (Cauchy-Lipschitz : existence et unicité locale) On suppose F(x,y) continue
et lipschitzienne en y dans un voisinage de (to,y'?)). Il existe un intervalle I contenant
to et une solution (I, ), telle que p(to) = y© et telle que pour toute solution (J,)
vérifiant 1 (ty) = y(©), on ait 1(t) = ¢(t) pour tout t € JNL.

Exercice. Trouver toutes les solutions de I’équation 3" = /2.

Réduction théorique au premier ordre (homogéne)

Supposons d’abord que (I, ¢) soit solution de I’équation différentielle y' = F(x,y).
Définissons 1 : T — R par ¢(t) = (¢, o(t)) € R4, On voit que ¢'(t) = G(¥(t)), on
on a défini la fonction G sur R**! par G(t,y) = (1,F(t,y)) € R, Réciproquement, si
1 est solution de 2’ = G(2) avec condition initiale ¥(tg) = (to,4(?)), on vérifie que ()
est de la forme ¥ (t) = (¢, ¢(t)) et que ¢ vérifie ¢'(t) = F(t, p(t)) pour tout ¢t € 1. Cette
transformation montre donc que toute équation différentielle de la forme y' = F(x,y)
peut se transformer en équation autonome 2z’ = G(z), mais au prix du remplacement de
R? par R4 comme espace des valeurs.

Si on considere une équation différentielle d’ordre plus élevé, par exemple y” =
F(z,y,y'), on posera y1(t) = ¢(t) € R?, ya(t) = ¢/(t) € R?, et on définira G(t,y1,y2)
sur R x R??, & valeurs dans R??, par G(t,y1,y2) = (y2, F(t,y1,y2)). Cette nouvelle trans-
formation montre qu’on peut ramener ces équations d’ordre plus élevé a des équations
d’ordre 1. On en déduit les résultats d’existence et d’unicité correspondants.

Equations différentielles linéaires a coefficients variables

Ce sont les équations de la forme

y'x) = A(z)y(z) + g(x),

ou x — A(z) est une application continue d’un intervalle ouvert I C R & valeurs matrices
d x d. Pour tout intervalle fermé borné [S,T| C I, la fonction continue x — [|A(x)||
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est bornée sur [S, T], disons par M, donc F(z,y) = A(x)y est M-lipschitzienne en y sur
[S, T] x R?, ce qui garantit l'existence de solutions définies sur I tout entier d’apres la
proposition 5.3.2, pour toute donnée initiale (to,y(o)) elx Rd; expliquons ce dernier
point ; choisissons une suite croissante d’intervalles [S,,, T,,| contenant ¢y et qui recouvre
I. Pour chaque n, il existe une solution ¢, définie sur [S,,, T,], et d’apres le résultat
d’unicité, on voit que la restriction de ¢,+1 a [S,, Tp], qui est solution avec la méme
condition initiale, doit coincider avec ¢,,. On peut donc “recoller” ces différentes solutions
pour définir une fonction ¢ sur I, qui sera solution.

ATTENTION. Soit  — B(x) la primitive de la fonction matricielle z — A(x), c’est a dire
que B est la fonction matricielle dont les coefficients sont les primitives des coefficients
respectifs de A. La dérivée de z — eB(*) n’est pas en général égale & A(z) eB() et on ne
peut pas se contenter de recopier les formules du cas a coefficients constants.

Cependant, si A(z) = g(x)A + h(z)I4, ou g et h sont deux fonctions réelles, toutes
les matrices A(x) commutent et on n’a plus la difficulté précédente.

Résolution de I'équation avec second membre

Soit I un intervalle sur lequel est définie l'application z — A(z), et soit ¢y € I;
pour j = 1,...,d, soit ¢; la solution de y'(x) = A(z)y(x) telle que ¢,(tg) = e; (le
jieme vecteur de la base canonique de R?), et soit C(t) la matrice dont les colonnes sont
©1(t),...,paq(t); on a alors C(tg) = Iy, et on vérifie que C'(t) = A(t)C(¢). La solution
telle que @(to) = y(*) est alors donnée par ¢(t) = C(t)y.

On vérifie que C(t) est inversible pour tout ¢ € I. Sinon, il existerait z € R? tel que
C(t)z = 0, avec z = (z1,...,24) non nul. La fonction s — C(s)z est solution, et elle
est nulle au point ¢. D’apres 1'unicité, elle doit étre nulle sur I, donc 0 = C(tp)z = z,
contradiction.

Supposons que ¢ soit solution de I’équation avec second membre y'(x) — A(x)y(x) =
g(z). Etudions () = C(t)"'¢(t). D’apres le chapitre de calcul différentiel, on sait que
la dérivée de t — C(t)~! au point t est égale & —C(t)~1C'(¢)C(¢)~1, donc

Y'(t) = —C(t) " C'()C(H) " p(t) + C(1) ¢/ (1)
= —C(t)TTAMCHCH) " p(t) + C(&)~ (A(t)p(t) + g(t))

ce qui permet théoriquement de calculer v, puis .

C(t)~"g(),

5.4. Solutions maximales

Dans tout le paragraphe on suppose que I' est ouvert dans R x Rd, on suppose la
fonction F : (z,y) — F(z,y) continue sur I', et localement lipschitzienne en y sur T
Pour tout point (zg,y0) de I' on peut trouver un petit intervalle ouvert I contenant x
et une solution ¢ définie sur I et telle que p(zg) = yo. Jusqu'ou peut-on “étendre” cette
solution ? Cette question est beaucoup trop vague pour avoir une réponse; on va plutot
essayer de préciser la question en définissant la notion de solution maximale, puis de
donner un critere pour reconnaitre les solutions maximales.

On dira que (I, ¢) est une solution maximale de 1’équation différentielle y' = F(x,y)
si pour toute solution (J, %) telle que I C J et ¢(t) = (t) pour pour tout ¢t € I, on a
nécessairement J = I.

Lemme. Soit (I, ) une solution de I'équation y' = F(x,y) et soient to € I, r > 0; on
suppose que ¢(ty) =y et que |F(z,y)| < C pour tout (z,y) € I x B(y®,r). Alors
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— pour tout t tel que |t —to| < r/C, on a ||¢'(t)|| < C et ||p(t) —y@| < r
— i s1, 89 vérifient |s; — to| < 1r/C et |so — to| < r/C, on a

lo(s1) — @(s2)]| < C|s1 — s2.

Démonstration. S’il existe t > to dans I tel que |¢(t) — y@| > r, désignons par t; le
plus petit nombre réel > tq tel que ||o(t1) —y@|| > r. Par définition de t;, on aura alors
l(s) — ¥ < 7 pour tout s €Jtg, t1[, donc (s, p(s)) € I x B(y®,r), donc

le" ()l = [1F (s, 0(s))]] < C.

Par le théoreme des accroissement finis, on en déduit que

lo(ts) —y O < C(t; — to),

et comme ||p(t1) —y(?)|| = r par continuité, il en résulte que ¢; —ty > r/C; on procede de
meéme a gauche de ty, ce qui montre la premiere propriété de 1’énoncé. La seconde pro-
priété est conséquence immédiate de la premiere et de la majoration des accroissements
finis (vectoriels) : pour tout ¢ entre s; et sa, on aura en effet ||¢(¢)|| < C.

Résumons en termes simples ce que dit le lemme précédent : si nous savons que notre
vitesse reste < C tant que notre distance a yo est < r, nous ne pourrons pas sortir de la
boule B(yo,r) en un temps < r/C.

Lemme. Si (Ja,b[,¢) est solution de I'équation différentielle y' = F(x,y) et s’il existe
une suite (sy) de points de |a, b[ tendant vers b telle que (s, p(si)) tende vers un point
(b,z) €T, alors

li t) = 2.
Hg&bw() 2

Démonstration. On peut supposer que la suite (s ) est croissante (en passant & une sous-
suite). Puisque F est continue au point (b, z), il existe un ensemble de la forme IxB C T
sur lequel F est bornée, disons par C, avec B = B(z, p) pour un certain p > 0. Soit ¢ tel
que 0 < € < p; pour k > kg assez grand, on aura ¢(si) € B(z,/2) et b — s, < ¢/(2C).
On applique le lemme précédent avec I =]sp, 1,0, to = sk, ¥'0 = ©(sp,) et r = £/2.
On a [|y© — z|| < /2. Pour tout (¢t,y) € I x B(y(®),/2), on aura (t,y) € I x B(z,¢),
donc ||F(t,y)|| < C. Pour tout ¢t € [tg,b] on aura t — tg < €/(2C) = r/C, donc d’apres le
lemme précédent ¢(t) ne pourra pas sortir de la boule B(y(?), £/2) pour t € [tg, b[, donc
lp(t) — z|]| < e. On a donc démontré la convergence de (t) vers z lorsque t — b.

Théoréme 5.4.1. Si (]a, b, ) est solution, et s’il existe une suite (t;) de points de
la, b] tendant vers b telle que (tx, p(tr)) tende vers un point (b,y) € T', la solution est
prolongeable & un intervalle |a, ¢[, avec ¢ > b.

Dans le cas ou I' est de la forme R x Rd, I’énoncé précédent signifie qu'une solution ¢
définie sur |a, b[ ne peut étre maximale “du c6té de b” que si || ()| tend vers +oo lorsque
t — b. En effet, on peut toujours dans le cas contraire trouver une suite (si) tendant
vers b telle que ¢(sy,) converge vers un certain z € R? (utiliser Bolzano-Weierstrass).

Démonstration. D’apres le théoreme d’existence local il existe un petit intervalle J =
]b—¢,b+¢[ et une solution (J, 1)) de I’équation telle que ¥ (b) = y. On peut supposer que
J est assez petit pour qu’il existe un voisinage W de y tel que F soit M-lipschitzienne en
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y sur J x W et ¥(t) € W pour tout ¢t € J. D’apreés le lemme on sait que pour K assez
grand, on aura ¢(t) € W pour tout ¢ € |tk, b[. Les deux trajectoires ¢ et 1 restent dans
W pour s entre t et t;, pour tout £ > K, donc

lo(t) = v @)l < Mt lp(te) — w(t)l,

ce qui donne ¢(t) = ¥(t) en passant a la limite quand k& — +o0. On voit alors que
prolonge .

Exercice. Trouver toutes les solutions maximales de I’équation 3’ = zy2.

Calcul des dérivées successives

Supposons que (I, ) soit une solution de 1’équation différentielle vy = F(x,y), et
supposons d = 1 pour commencer. Si F est de classe C!, on voit que ¢'(z) = F
est dérivable et on peut calculer (en posant M, = (x, ¢(z)))

¢@) = G (OL) + 5L (2).

Si F est de classe C? et si on est courageux, on calcule ¢’ selon le méme principe.

Dans le cas d > 1, on peut faire des calculs avec des dérivées partielles, qui deviennent
rapidement épouvantanbles. En utilisant la notion de “différentielle partielle” par rapport
A la variable y € R, on obtient en revanche des calculs formellement assez analogues au
cas de la dimension d = 1. En particulier

#@) = G L) + 5 L) ()

5.5. Méthodes numériques. Runge-Kutta

On suppose que F est suffisamment dérivable (disons de classe C4), et on rappelle que
toute solution ¢ de I’équation différentielle y' = F(z,y) admet autant de dérivées que F,
plus une.

Commengons par une méthode trés rudimentaire. On veut décrire une approximation
de I’évolution de la solution sur un petit intervalle [to,to + 7] (to est une valeur fixée) de
longueur 7 > 0. Si p(to) = yo, on sait que ¢'(to) = F(p(to)) = F(yo) donc en premiere
approximation

p(to + ) = p(to) + ¢ (to)T + O(1?)

ce qui conduit & poser comme premiére approximation de ¢(to + 7)
yo(7) = yo + TF (yo).

On peut en déduire un algorithme (aux performances trés médiocres) pour calculer des
approximations de ¢ aux points successifs tp, = to + k7, pour k = 1,...,N. On donne yo et
ensuite pour tout k > 0 on pose

Yk+1 = Yr + 7F(yx)

(avec bien sur l'idée que yi doit approximer ¢(tx)).
On peut donner tout de suite une petite amélioration. Si y1 = yo + TF(yo) est une
approximation de ¢(to+7), F(y1) donne une approximation de ¢’ (to+ 7). Si on approxime

to+T7
olto +7) — plto) = / o (u) du

to
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par la formule des trapezes, on trouve
-
plto+7) = ¢(to) = 5 (¢'(to) +¢'(to + 7)) + O(r”)

= %(F(yo) +F(yo + 7F(30))) + O(7°)

d’ou la nouvelle formule
-
Y+l = Yk + §(F(yk) + F(yx +7F(yx)))-

Ce procédé est un peu meilleur, mais il n’est pas utilisé dans la pratique car on peut faire
beaucoup mieux pour pas beaucoup plus cher. C’est la méthode de Runge-Kutta.

On calcule pour passer de tp a to + 7 les quantités auxiliaires suivantes

kﬁo = F(t07y0)
T T
ki(1) = F(to + 51 Y0 + 5 ko)

ka(r) = Flto + 2,90 + 7 ki (7))
ks(t) = F(to 4+ 7,y0 + T k2(T))

et on pose finalement
yo(T) = yo + %(ko + 2k1(7) + 2k2(7) + k3(7)).

La méthode est d’ordre 4 (c’est & dire que I'erreur sur chaque petit pas est O(7°)), et simple
a programimer.

La méthode de Runge-Kutta marche dans le cas vectoriel. Le calcul des dérivées de ¢
dans ce cas est un excellent exercice de calcul différentiel. Il en résulte qu’il suffit de vérifier
la validité de Runge-Kutta dans le cas autonome vectoriel, pour les équations du premier
ordre. La validité de la méthode vectorielle permet de déduire le cas non autonome, ou bien
le cas des équations différentielles d’ordres plus élevés par réduction au cas autonome du
premier ordre, quitte a augmenter la dimension.

Pour la vérification, il faut voir que 1’expression de 7o (7) ci-dessus admet, en tant que
fonction de 7, le méme DL a l'ordre 4 au point 7 = 0, dans la variable 7, que la vraie
solution ¢ telle que ¢(tg) = yo. C’est un exercice tres pénible, surtout dans le cas vectoriel.
Ecrivons le DL a ’ordre 3 de F au voisinage de yo € R?. Supposons que

1 1
F(yO + h) =2zo+ Zl(h) + §Z2(h7 h) + 6z3(h7 h7 h) + O(HhH4)

ol z1 est linéaire sur Rd, z2 bilinéaire symétrique sur (Rd)2 et zs trilinéaire symétrique sur
(R4)3. On écrira des DL & I’ordre 3 en 7

ko = 20,
2 7_3

]{31(7') =20+ 221(20) + %22(20,20) + @23(20720,20) + 0(7'4),

ka(T) = 20 + 221(20) + %(231(z1(z0)) + 22(20, 20))+

7_3

+E(321 (22(20,20)) + 622(20, 21(20)) + 23(20, 20, 20)) + 0(74),

k3(T) = 20 + T21(20) + %(ZI(ZI(ZO)) + 22(20, 20) )+

7_3

Y (621(21(21(20))) + 321(22(20, Zo)) + 1222(20, 21(20)) + 423(20, 20, Zo)) + 0(7'4).

_l’_
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On obtient alors

é%m+%ﬂﬂ+ﬂbﬁf+%ﬁnZZm+%m@®+€ﬂm@ﬂ%»+@@m%»+
+;—4(23(Zo, 20, 20) + 21(22(20, 20)) + 322(20, 21(20)) + 21 (21 (21 (Zo)))) + 0(7‘4)-

On peut ensuite calculer le DL a I'ordre 4 de o(to + 7), et on constatera que yo(7) — ¢ (to +
7) = O(7°).

5.6. Dérivée par rapport a la condition initiale. Divers

Supposons pour simplifier que F(z,y) soit M-lipschitzienne en y sur I x R, et soit
xo € 1. Pour chaque donnée initiale h € R, il existe une unique solution définie sur I et
telle que y(zo) = h. Désignons par ¢ (x,h) la valeur de cette solution au point z € I.
Si on sait que v (x,h) est dérivable, on en déduit facilement une équation différentielle

satisfaite par 8_;6’ par dérivation sous l'intégrale. Mais ceci ne montre pas que % soit

dérivable par rapport a h. Donnons tout de méme cette équation différentielle. On part
de

T

M@Mzh+/PﬁW@MMt

zo
qui donne par dérivation sous 'intégrale
oY * OF 0

%(1', h) =1+ 2 3—y(t7¢(ta h))%(@ h) dt

ce qui montre que x — (z, ho) vérifie 'équation différentielle

oh
OF
Z,(QZ) = 8_('1:7 ¢(x7 hO)) Z(x)a
Y
avec donnée initiale z(zp) = 1. Il s’agit d’une équation linéaire a coefficients variables,
du premier ordre.

Inversion locale

Supposons que f soit une application de classe C2 de R? dans R?, telle que (df)s
soit inversible pour tout z € ]Rd, et que x — (df;) ! soit lipschitzienne sur ]Rd, a valeurs
dans E(]Rd). Supposons aussi que f(0) = 0. Soit z un point de R?: considérons 'équation
différentielle a coefficients lipschitziens

Y = (dfy) " (2).

Si ¢ est solution, on voit que 9 (t) = f(p(t)) vérifie I'équation ¢'(t) = (df),w) (¥’ (1)) = 2
et la condition initiale ¥(0) = 0, donc z(t) = tz, ce qui montre que f(¢(1)) = 2. On a
ainsi prouvé que f est surjective. Compte tenu des autres hypotheses, on peut montrer
que f est un difféomorphisme d’un voisinage de 0 dans R¢ sur un autre voisinage de 0
(un difféomeorphisme d’un ouvert U sur un ouvert V est une bijection de classe C! de
U sur V, dont la bijection inverse est également de classe C!).

On pourrait raffiner un peu pour traiter le cas ou (df), est inversible uniquement
dans un voisinage de 0, et se rapprocher ainsi du vrai énoncé du théoreme d’inversion
locale :
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supposons que f soit une application de classe C' d’un ouvert U de R? & valeurs
dans Rd; soit a un point de U tel que (df), soit inversible; il existe un ouvert U; C U
contenant a et un ouvert Vi contenant ¢(a) tels que ¢ soit un difféomorphisme de Uy
sur Vi.

L’équation de Newton

Il s’agit de la loi physique que 'on appelle la loi de 'attraction universelle. Cette
loi dit que deux corps célestes A et B exercent I'un sur 'autre une force d’attraction,
proportionnelle & I'inverse du carré de la distance de A a B, et dirigée suivant la droite
qui joint A et B. Dans le probleme du mouvement d’une planéte autour du soleil, on
considérera que le soleil, beaucoup plus lourd, est fixe, et on négligera aussi les inter-
actions des planetes entre elles. Dans notre modele mathématique simplifié, le soleil
sera placé au point 0, et nous chercherons le mouvement d’un point M, représenté par
z(t) € R3, soumis & l’attraction du soleil. La loi fondamentale de la dynamique indique
que l'accélération de M, c’est a dire 2" (t), est proportionnelle a la force exercée sur M,
c’est a dire ici la force d’attraction du soleil. Comme nous ne sommes pas dans un cours
de physique, nous ferons abstraction des constantes physiques (masse de M et du soleil,
constante d’attraction universelle), et nous étudierons simplement 1’équation

—

w// — L
|OM|2
ol u est le vecteur unitaire dirigé de M vers O. On peut donc écrire w = —x/||z, et
I’équation devient
2 = _L_
l]®

La loi des aires

Considérons le produit vectoriel z(t) A z'(t). Il est facile de voir que sa dérivée est
donnée par
)N () +zt) A" (t) =0

puisque z”" est colinéaire a x. Cela signifie que le vecteur w = x A 2’ est constant. On
supposera z(0) Az’(0) non nul (sinon M ira tout droit s’écraser sur le soleil). Alors x reste
constamment orthogonal a w, donc le mouvement s’effectue dans le plan orthogonal a
w. On va donc restreindre étude & R? compte tenu de cette remarque fondamentale.
On va représenter le probleme en coordonnées polaires, en prenant pour origine 0 le
“soleil”, et en désignant par r la distance de 0 au point M. Le mouvement en fonction du
temps ¢ est donné par x(t) = r(6(t)) cos(0(t)) et y(t) = r(6(t)) sin(A(t)). On supprimera
la dépendance en t pour alléger I’écriture, et on posera ¢(f) = 1/r, considéré comme
fonction de 6. Les coordonnées de OM sont donc (cos(6(t))/e(0(t)),sin(0(t))/p(6(t))).
La loi des aires nous indique que 726’ = c est constant, donc 6’ = cp?. Le vecteur vitesse

est égal a

— _ [costY —sin 6

v = C(sin@) vt ( cos @ )CSO’
et 'accélération a

sin 6 cos b
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et on sait que

— _ (2 [cost

a _( 90)(81119)’
donc c¢?(¢"” + ) = 1. On obtient ainsi

p(0) = 0—12 + Asinf + Bcosf
qui ne donne pas encore le mouvement, mais 1’équation de la trajectoire. Moyennant une
rotation on peut écrire cette équation sous la forme ¢(0) = 7(1 + bsinf). Suivant la
valeur de b, on obtient une ellipse (si |b] < 1), une parabole (si |b| = 1) ou une hyperbole
si |b] > 1. Continuons le calcul dans le cas elliptique. On ne va pas arriver a trouver 6 en
fonction de ¢, mais plutot ¢ en fonction de 6 sur une période, quand 6 varie de —7 a .
On a

de
== 72(1 + bsin 6)?
donc &0
D e — 2
/ (14 bsinf)? Tt + Cle,

ce qui conduit a

2 b+ tan(6/2) bcosb
24 .
Tt Ay Arctan( Vi )+ (1 —52)(1 1 bsin6)

On en déduit la période T du mouvement,

2T
= 72(1— b2)3/2
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Index des notations

|a, b| : intervalle ouvert, fermé ou semi-ouvert
Ald BL9: orthogonal d’une partie A CE, BCF
A* : matrice adjointe
XA : fonction indicatrice de I’ensemble A
D, : application linéaire associée & une forme bilinéaire ¢
0;,5 : symbole de Kronecker
(71') pas ou module d’une subdivision 7

(a) D; f(a) : jieme dérivée partielle de f au point a
(df)a, dfg : différentielle de f au point a

* . dual d’un espace vectoriel E
E** : bidual d’un espace vectoriel E .
(d? f), : différentielle seconde de f au point a

F- : orthogonal du sous-espace F dans un espace euclidien
b b
fa F(t)dt, fa f : intégrale de a & b de la fonction f

ffp f(s,t)dsdt, ffp f : intégrale double de f sur le pavé P
JE : injection de E dans E**
Ja : matrice jacobienne au point a
Mat(p, e, f) : matrice d’une forme bilinéaire ¢
N, : noyau de la forme bilinéaire ¢
V fao : gradient de f au point a
O(h), o(h) : grand “O”, petit “0”
O(E) : groupe orthogonal de I’espace euclidien E
O(n) : groupe orthogonal de R™
o(y,x) : = p(x,y) (formes bilinéaires)
Pp(z) : projection orthogonale de z sur F
R : réflexion associée au vecteur z
SO(n) : groupe spécial orthogonal de R™
Zr,e(f) : somme de Riemann de f
ta : application linéaire transposée de a
U(n) : groupe unitaire de C™
u* : application linéaire adjointe de u
x .y : produit scalaire de z et y
x 1 y : relation d’orthogonalité de z et y
|lz]| : norme euclidienne de z Co
(X,Y) : produit scalaire complexe de X et Y
y' = F(z,y) : équation différentielle
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