MT241 Corrigé de ’examen du 28 janvier 2003

Exercice 1.

1. Soit s un parametre réel > —1 ; démontrer la convergence absolue de la série numérique

Z(nis —ln(1+1/n)>n21.

On peut résoudre la question au moyen de deux développements limités,

1 1 _l _1 o
n+s n 1+S/n—n(1+0(1/n))—n+0(n )

In(1 + 1/n) = % +0n?),

donc
Uy = —In(14+1/n)=0(n"2
w= e~ (14 1/n) = O(n~?)
est le terme général d’une série absolument convergente. On pourrait aussi écrire
1 1 -5
an — _ = =

n+s n n(n+s)

dont la valeur absolue est équivalente & |s|n =2, terme général d'une série convergente,
donc ) a,, est absolument convergente, puis considérer

1 1

qui est & nouveau le terme général d’une série convergente (& termes positifs), et conclure
avec u, = a, + b,. Une méthode plus sophistiquée utilise 1’'égalité
T
In(l1+1/n)=In(n+1) —In(n) = —dt
(1 1/m) =t +1) () = |2

qui implique que

1 1
1 1 —
un:/< ——)dt:/ b=s

o \n+s n+t o (n+s)(n+t)

et on écrit une majoration convenable de la valeur absolue de cette intégrale, par exemple
majoration par (1 + |s|)/(n? 4+ sn) ~ (1 + |s|)n™2

2. Pour chaque entier n > 1 on définit une fonction u,, sur I'intervalle |-1,4o00[ en posant

1
Ve > —1, wu,(z)= e In(1+1/n),

et on définit f sur |—1,+oo[ en posant f(x) = 3.+ w,(z) pour tout x > —1. Montrer
que pour tout a > —1, la fonction f est dérivable sur l'intervalle |a,+ool.

On calcule les dérivées,

Ve > -1, wu, (x)=



On a alors |u),(z)] = (n + x)72 qui est décroissant quand z décrit I'intervalle [a, +o0],

donc
1

Vz € [a,+00],  |up,(2)] < |ug(a)] = ntap
qui fournit une série majorante convergente » v, pour la série dérivée sur l'intervalle
[a, +00[. On a vu a la premiére question que la série > u,(x) converge en tout point x
de Ja, +oo[, et la série des dérivées converge normalement sur cet intervalle. D’aprés un
théoreme du cours (poly, théoreme 2.3.2), la fonction f est dérivable et sa dérivée est
donnée par la somme de la série dérivée.

3. On fixe un nombre b > 0. Vérifier ’encadrement u,,(0) — u,(b) > u,(x) — u,(b) > 0,
pour tout z € [0,b] et tout entier n > 1. En déduire que la série de fonctions »_ u,()
converge normalement sur l'intervalle [0, b].

On a vu que la dérivée u), est négative sur [0, +o00], donc u,(0) > u,(x) > u,(b) lorsque
0 <z <b, donc uy(0) — up(b) > up(z) — uy(b) > 0. Ensuite,

Vo € [0,0],  fun(@)] < |un(x) — un ()] + |un(b)] < (un(0) = un (b)) + [un (b)| =: wn
donne une série numérique convergente majorante » w, pour la série de fonctions

> un(), sur lintervalle [0,b] (on utilise aussi le résultat de la premieére question qui
nous dit que ) |u,(b)| < 400 et > |u,(0)] < +00).

4. On définit une fonction F sur [0,+o00[ en posant F(z) = [ f(t)dt pour tout z > 0.
Exprimer F sous la forme de la somme d’une série de fonctions.
On pose pour tout n > 1 et tout x réel
(x+1D)(z+2)...(x+n)

gn(x) =(n+1)7" - .

Montrer que g(x) = lim, 0 gn(x) existe pour tout x > 0, en comparant ln g, (x) a des
sommes partielles de la série qui définit F(z).

Puisque la série de fonctions ) u, () converge normalement sur [0, x], on peut I'intégrer
terme a terme. On a

/l‘ Un(t)dt =In(n + x) — In(n) + zIn(1 + 1/n),
0

ce qui donne
+o0 +o0

F(z) = Z (ln(n +z) —In(n) —zln(1 + 1/n)) = Z (ln(l +z/n) —xIn(1 + 1/n))

Si on remarque que In(1 + 1/k) = In(k + 1) — In(k), on voit que
> In(1+1/k) =In(n+1).
k=1
On obtient alors pour la somme partielle s, d’ordre n de la série qui définit F(x)
Sp = Z(ln(k:—f—x) —In(k) —zIn(1+1/k)) = ln<(a:+ 1)... (ac—i—n)) —In(n!)—zln(n+1)
k=1
qui est égal a In g, (x). Puisque s,, converge vers F(x), on en déduit que In g,,(x) converge,

donc g, () converge aussi (on peut méme préciser que la limite de g, (z), égale a e"(®),
est non nulle).



Exercice 1I1.

On désigne par m un parametre réel et on considére la matrice

-1 1 -1
A= -1 m—-1 —m-1
-1 -1 -1

On désigne par a I'endomorphisme de R® dont la matrice dans la base canonique est A.

1. Montrer que m est valeur propre de a et déterminer, en fonction de m, une base du
sous-espace propre de a correspondant a la valeur propre m.

Pour déterminer le noyau de a —m Id, on cherche a résoudre le systeme de trois équations
(A —ml3)X =0, out X = (2,5, 2) € R ce qui donne

—(m+1)z+y—2=0
—x—y—(m+1)z=0
—z—y—(m+1)z=0.
Les deux dernieres équations sont identiques, ce qui montre que le systeme est de rang

< 3, donc le noyau est différent de {0} et m est bien une valeur propre de a; il reste
deux équations

—(m+1l)z+y—2=0
—r—y—(m+1)z=0.

Le déterminant 2 x 2 du coin gauche vaut (m+1)+1; il est non nul quand m # —2. Dans
ce cas la dimension de ’espace des solutions est 1; en additionnant les deux équations
on trouve (m + 2)(x + z) = 0, donc x + z = 0. On peut prendre le vecteur

(1,m,—1)

comme base du sous-espace propre E,, dans le cas m # —2. Lorsque m = —2 il ne reste
plus qu'une équation, x + y — z = 0 et la dimension du sous-espace propre est 2, avec
pour base par exemple les deux vecteurs

(1,m,—1) = (1,-2,-1), (1,-1,0).

2. Trouver toutes les valeurs propres de a. Déterminer les valeurs de m pour lesquelles
I’endomorphisme a est diagonalisable.

On calcule le polynome caractéristique,
Xa = (=1 =X)(m — X)(-2 - X).

Sim ¢ {—1,—2} on a trois racines simples réelles pour x,, donc a est diagonalisable. Si

m = —2, on a A = —1 racine simple et A = —2 racine double de x,, mais on a vu que la
dimension de E_5 = E,,, est 2 dans ce cas, donc a est encore diagonalisable.
Finalement si m = —1, la racine —1 est double mais la dimension de E_; = E,,, est

égale a 1 quand m = —1, donc a n’est pas diagonalisable lorsque m = —1.



3. Dans cette question on suppose que m = —1. Trouver un polynéme Q € R[X], de
degré 1 et tel que (X + 1)? + (X +2)Q = 1. Montrer que la matrice B = —A(A + 2I3)
vérifie les équations

(A+13)°B=0, (A+203)(I3—-B)=0.

On voit que
(X+1)2+(X+2)(-X)=1.

On prend donc Q = —X. On en déduit, par le passage aux polynomes de matrices, la
relation

I; = (A+13)% — (A4 2I3)A = (A +13)? + B,

c’est-a-dire que I3 — B = (A + I3)%. Puisque m = —1, on a xa = —(X + 1)3(X + 2);
d’apres le théoréme de Cayley-Hamilton on a 0 = —xa(A) = (A +13)%(A + 2I3). On en
déduit
(A+13)°B = —(A +13)%(A + 2I3)A = xa(A)A =0
et
(A +2I3)(I3 — B) = (A + 2I3)(A + 13)* = —xa(A) = 0.

4. Dans cette question on suppose encore que m = —1. Déterminer la solution Y du
systéme diftérentiel Y'(t) = AY(t) qui vérifie la condition initiale Y(0) = (1,—1,1).

Quand m = —1 l'endomorphisme a n’est pas diagonalisable : la racine A\ = —1 est
double mais I’espace propre est de dimension 1. L’espace caractéristique correspondant
est ker(a + Id)?, et il est de dimension 2. L’autre racine A = —2 est simple, avec espace
propre de dimension 1.

On peut utiliser B et I3 —B pour décomposer le vecteur donné V = (1, —1, 1) suivant
les espaces caractéristiques de a. D’apres la question précédente, on a (A+21I3)(Is—B)V =
0, ce qui signifie que le vecteur V_o = (I3 — B)V = V — BV est dans l’espace propre
E_», et (A+13)?BV =0, donc V_; = BV est dans I’espace caractéristique de la valeur
propre A = —1. On a

1 0 0
B=-AA+2l5)=|-1 1 -1
-1 0 0

donc V_; =(1,-3,-1) et V.o =V -V_; =(0,2,2).
On a (A +13)2V_; = 0, ce qui implique

AV = e MattAtL) v = e (IV_; +¢(A +13)V_; +0).
Finalement
Y(t) = V=e Vo +e Vg =e (Vo + A +I3)V_q) +e 2V, =
e ((1,-3,-1) + t(—2,2,2)) + ¢ *(0,2,2)

ou encore en écrivant les fonctions coordonnées y1, y2, y3 de la solution Y,
y(t) =(1 - 2) e
Yo (t) =(—3 +2t) e~ +2e
y3(t) =(—=1+2t)e "t +2e72.



