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AVERTISSEMENT

Ces notes n'incluent que certaines des matiéres traitées par
M. le professeur Alexandre Grothendieck dans son cours donné 3 Montréal
a 1'été 1970. On espére que les mati€res non publiées dans le présent

travail, le seront dans une édition ultérieure.

Ce cahier comporte d'importantes lacunes: la premiére est
1'absence d'un chapitre, qui se serait inséré entre les deux derniers
chapitres, et qui devait porter sur les F-cristaux. On trouvera i la
place une lettre de M. Grothendieck @ M. Barsotti placé&e en appendice
i la fin des notes et on consultera aussi utilement 3 ce sujet, les
notes de M; Demazure[7] sur les groupes p-divisibles qui sont appelés
ici les groupes de Barsotti-Tate par M. Grothendieck. La principale
lacune est 1'absence de deux autres chapitres qui devaient se situer
d la fin du texte et traiter de la définition des foncteurs de Dieudonné
généralisés et de leurs rapports avec les foncteurs classiques. Nous

référons le lecteur 3 l'article (3 paraitre) de Barry Mazur et William

Messing (réf. [23a] dans la bibliographie).

- L'existence de ces Notes est due surtout aux efforts de
Monique Hakim et Jean-Pierre Delale qui ont rédigé la plupart des
chapitres. Nous les remercions bien sinc€rement. Signalons cependant
que les personnes ci-haut mentionnées ne sont pas responsables de 1'in-
capacité de reproduire toutes les matiéres esquissées par M. Grothenkieck
lors de son cours en 1970. Nous espérons toutefois que ces Notes, bien
qu'incomplétes, donneront aux lecteurs une bonne introduction 3 la

théorie des cristaux et des groupes de Barsotti-Tate.

Finalement, nous remercions Madame Thérése Fournier pour son

excellent travail de dactylographie de ces Notes.

Octobre 1973 J.P. Labute



CHAPITRE I

PRELIMINAIRES SUR WITT

1. Rappels sur les vecteurs de Witt

Dans tout ce qui suit, p dé&signe un nombre premier fixé& une

fois pour toutes. )

Le schéma des vecteurs de Witt W et le schéma des vecteurs

-

de Witt tronqués d 1'ordre n W, sont des schémas en anneaux, affines

sur 7 qui sont définis comme suit

Soit n > 1 un entier et soit E" - Spec Z[T .,Tn] d'es-

1,T2,..
pace affine de dimension n sur 2 . Le schéma e" représente le foncteur
A+ A" de la catégorie des schémas affines dans la catégorie des ensembles;
il est donc muni d'une structure naturelle de schéma en anneaux. On note
Q? le schéma E" muni de cette structure. On démontre alors (c.f. J.-P.

Serre, "Corps locaux'", II, §6) qu'il existe une unique structure de schéma

- n . P
en anneaux sur E telle que le morphisme de schémas

- . &N n
q) = (¢1,¢2:-°-,¢n) : E - Q
défini par
i-1 i-2 2 i-3
¢i(x1,x2,...,xn) = xg +px

N g

soit un homomorphisme d'anneaux.

Par définition, Wh est le schéma En muni de cette structure

de schéma en anneaux.
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Les morphismes de restriction

R : W > W (xl,...,xn,xn+1)k+ (xl,...,xn)

sont alors des homomorphismes d'anneaux. En effet, il résulte de 1'uni-
cité de la structure d'anneau sur ‘Wn qu'un morphisme f : X *-m% est
un morphisme d'anneaux (resp. de groupes) si et seulement si ¢p.0f : X >0

i
est un homomorphisme d'anneaux (resp. de groupes pour tout i, 1 < i< n ,

Ici, on a ¢iRn = ¢i » qui est par définition un homomorphisme d'anneaux.
On définit le schéma en anneau des vecteurs de Witt W par

W= lim ﬁwn,Rn)
n

Le schéma sous-jacent & W est donc en particulier isomorphe i EN .

2. Quelques morphismes remarquables

2.1. On définit

V=V_ :W -W (xl,xz,...,xn~1,xn)r—¥(0,x1,...,xn_l)

(xl,xz,...,xn)ke-(0,x1,...,xn) .

Le morphisme T est additif ; on a en effet ¢i T=p ¢i—1

pour 1< i < n+l .

On en déduit que Vn = Rn Tn = Tn—l Rn-l est aussi un morphis-

me additif.
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Par passage 4 la limite, les morphismes Vn définissent un

morphisme additif
V:W->W

appelé Verschiebung ou morphisme de décalage.

2.2, Le morphisme de Frobenius F : W ~W est défini par passage

d la limite 3 partir des morphismes

. P P P
Fn : Wn +-Wh (xl,xz,...,xn) > (xl,xz,...,xn)

Ce morphisme n'est en général pas additif, mais par réduc-

tion en caractéristique p , il définit un homomorphisme d'anneau

F W, > W (resp. Fn E )
P p p p

ol Fp désigne le corps premier 7Z/pZ et m& désigne le schéma induit
P

sur Fp par changement de base. En effet, les deux lois de composition

sur W sont données par

(xl,kz,...,xn,...) N STRETES AVTTED IL I C M- SUOU- I

(xl’XZ""’xn"") . (yl,...,yn,...) = (Pl”"’Pn"")

ot les §; et P, sont des polyndmes a coefficients entiers en

(xl’XZ""’xi’ yl,yz,...,yi) . Or, pour toute Fp-algébre, on a

P(xp,yp) = [P(x,y)]p .
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Proposition 2.3. En caractéristique p , on a les relations

FeV = VeF = p I
dmk
P
(c.f. J.-P. Serre,"Corps locaux" II, §6, Cor. du th. 7). On peut donner

la démonstration directe suivante : Posons

h = (hl,hz,...,hn,...) = (p.Id‘W - VF) (xl,...,xn,...)

On sait que h, ¢ Z[xl,xz,...,xi] , et il suffit de démontrer que h,

est divisible par p pour tout i pour prouver la proposition. Or on

trouve que

8;(h) = po;(x) - ¢;(VF(0)) = p x,

d'oli 1'on déduit que h, = px; ,
¢, (h) = h? + ph_ = pzx d'oi h, = p(x -pp-2 Xy)
2 1P 2 2 T PN 1
et par récurrence sur i , on en déduit que pour tout i on a hi = pki

Notons en particulier que dans m% ona p= (0,1,0,...)
P

(car (1,0,0,...) est 1'unité de W ).

3. L'ind-schéma tﬂ et 1'ind-schéma ‘}V}'

On définit

W= lim (Wn,Tn)

>
n

C'est un ind-schéma en groupes dont le ind-schéma sous-jacent est isomor-
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phe a E(m) , c'est-a-dire que pour tout anneau A ,

n’*"

WA = A (X1 Xy, e o X

Mais ce foncteur a une structure additive qui n'est pas la structure

habituelle de EGN) .

On peut dé&finir un autre systéme inductif naturel 3 1'aide

des morphismes

On a alors des diagrammes commutatifs

Tn
Wn -> [wn+ 1
Fn-l n
n n+l
T F_ =
w nn FhT\TZ» W
n —> “n+l ’
car TF_ =F T . Par définition, on pose
nn n+l n

v o s
W = 1_1>mgwn, TnFn)

En caractéristique 0 , W' n'a aucune structure naturelle de Groupe,
>
mais en caractéristique p, W' est un ind-schéma en groupes, et on a un
-

morphisme additif

u:"s"’n:1@>+“3"%13

obtenu par passage 4 la limite des Fn-1 .

), X € A, X = 0 sauf un nombre fini}
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Notons qu'en caractéristique p , les morphismes de transition TF ne

sont autres que la multiplication par p puisque 1'on a TFR = FTR = FV = p.1d

Remarque. Si A est un anneau parfait de caractéristique p , u in-

duit un isomorphisme

u(A) :% (A) +%; (A)
p p

puisque c'est vrai pour chaque Fn(A)

4, L'anneau W

4.1. On rappelle que (voir J.-P. Serre,"Corps locaux" II, §6, th.7)

que si k est un corps parfait de caractéristique P , l'anneau

W =W(k) = 1<i_m Wn (Wr1 = Wn(k))

est un anneau de valuation discréte, complet, de corps résiduel k , d'uni-
formisante p = (0,1,0,0,...) , dont 1'homomorphisme d'augmentation est

donné par la projection canonique

W-»lek.

On peut d'ailleurs montrer (loc. cit. II, §5, th. 3) que ces propriétés
caractérisent l'anneau W 34 un isomorphisme unique prés (th&ordme de Co-
hen}.

De plus, le corps des fractions de W ,
K = W[1/p]

est de caractéristique nulle.
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Comme k est parfait, l'homomorphisme u définit un iso-

morphisme de groupes
u(k) : W(k) »W'(k)
> >

Remarquons alors que la projection naturelle T ¢ W Wn

définit un isomorphisme

ey : W/p" W W

et 1'on vérifie immédiatement que 1'on a un diagramme commutatif

p = VF
W > W
T \« P T
n w/pnw - w/pn+1w n+l
/ \
£ €
n TF = FT n+l
W o
n > n+l

Utilisant alors 1'isomorphisme naturel (de W-modules) valable pour tout

anneau de valuation discréte

1im(W/pn W,p) ¥ K/W

on déduit de ce qui précdde que W'(k) et donc W(k) est isomorphe au
-> >
module dualisant K/W . Comme K/W est un W-module, on déduit une struc-

ture de W-module sur W(k) par transport de structure.
>

Proposition 4.2. Cetre structure se prolonge de maniére unique en une

structure de ind-schéma en groupes 3 anneau d'opérateurs W sur

Wy = 1in@)y, T)



16

en faisant opérer A ¢ W sur (W ), par multiplication par Fl_n(k)

Remarquons que 1'é€lément Fl-n(A) e W est bien défini, car
k &tant parfait, F : W-> W est un isomorphisme. Cette multiplication
a un sens car, pour toute k-algébre A ,[Wn(A) est une W-algé€bre via le
morphisme
i

W= (k) —5 W_(K) > W_(A)

Pour que cette action se transporte a ‘Wk , 11 faut montrer
->
que l'action de A ¢ W commute aux morphismes T . On vérifie immédia-

tement qu'il suffit de montrer que pour toute k-algé€bre A , on a
' 1 = '
V x e Wn(A) s ¥ A e!Wn+1(A) » ATLT(x) = T(FR(A").X)
ou, ce qui revient au m€me, puisque R est une surjection :
VAL y e W (A, AV) = VEEA)LY)

Or, si A est un anneau parfait, F est un isomorphisme, et cette rela-

tion est vérifiée car
F(AM',2W(y)) = F(A') FV(y) = F(A").py = p[F(A').y] = FV[F(\").y]

Dans le cas général, il suffit de remarquer que A'.V(y) et V(F(A').y)
s'expriment 2 l'aide de polyndmes a coefficients dans 2/pZ . D'aprés ce
qui précéde, ces polyndmes prennent la méme valeur si les variables sont
prises dans un anneau parfait, par exemple la clOture algébrique de k .

On en déduit qu'ils sont &gaux.
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Enfin, il faut montrer que cette structure sur qﬁk induit
sur ‘E(k) la structure précédemment définie. Or il est immédiat (et ce-
la prouve 1'unicité de la structure sur ‘yk) que la multiplication par
Fl'n(A) sur W (k) = W induit sur W/p'W 1la multiplication par A

via les isomorphismes

W > N« W/p'W .

Remarques, Il n'y a pas en général d'action de W, sur wk mais seu-

k
lement de W =W(k) sur w»k .

Cette construction est fonctorielle en k et est valable
pour tout anneau parfait A (mais W(A) n'est plus en général un an-

neau de valuation discréte).

5. Les morphismes de Frobenius et de Verschiebung d'un schéma en groupes

Dans tout ce qui suit, on suppose que tous les schémas sont

des sché&mas sur le corps premier Fp .

5.1, Si X est un schéma, on appelle morphisme de Frobenius abso-

lg.de X et on note

1'endomorphisme de X qui est 1'identité sur l'espace sous-jacent et qui

associe 3 une section s de QX la section sp . Si Y est un autre

schéma, et g : X +Y un morphisme, le carré suivant est commutatif :



Ek
X ——— X
g l g J
E&
Y —— > Y
On obtient donc un endomorphisme £ du foncteur identique de SchﬂFp .
5.2. Soit S un schéma fixé et X un S-schéma. On note X(p/S)
(p)

ou simplement X le S-schéma image réciproque de X par le change-

ment de base €S :S~+5S.

Le diagramme ci-dessus &tant commutatif, il existe une flé-

che unique @&/S telle que le diagramme suivant soit commutatif :
X ‘£X¢§ £y
x®) . T «x
l £ l
s S s
On appellera le morphisme EX/S ainsi défini le morphisme de Frobenius

relatif de X au-dessus de S .

, . .
L'application X - EX/S

teur identique de Sch/S dans le foncteur X - x(p/S) . Ce dernier fonc-

est un morphisme fonctoriel du fonc-

teur commute aux limites projectives finies, donc si X est un S-groupe,

x (®/S)

1'est aussi et, E&/S étant fonctoriel, est un morphisme de groupes.

x (P/S)

La. construction de commute aux changements de base,

c'est-da-dire que pour tout morphisme T + S , on a
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x x 1)@/ ¥ x®/S)
S S

Enfin, si S est le spectre du corps premier le s X(p/S) =X et

fy/s = £y -

5.3. Soit G un S-chéma en groupes commutatifs plat.

On sait définir un homomorphisme canonique de groupes, fonctoriel en G

. o(®/9)
WG : G > G

appelé homomorphisme de Verschiebung de G sur S qui a les propriétés
PP P g sur q prop

suivantes

eW.=p IdG(p) Ve o fc;/s = p Id;

(pour la définition de WG et la démonstration, voir S.G.A. 3, VIIA,

4,2-4,3).

Dans la plupart des cas, la seconde formule suffit pour calcu-

ler \VG . En effet, si G est lisse alors EG/S est un épimorphisme. Si

H se plonge dans un groupe lisse G ,V, est aussi déterminé car WH

H
est induit par \VG . La plupart des groupes que l'on considérera sont fi-
nis localement libres sur la base, et on montrera plus loin qu'ils se plon-

gent canoniquement dans un groupe lisse.

Le morphisme VG est fonctoriel en G et commute aux change-
ments de base. Si S = Spec(le) et si G est le groupe W des vecteurs
de Witt, le morphisme de Frobenius et la Verschiebung cofncident avec ceux

définis au §2.
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5.4. Pour tout n > 1 , on définit les schémas

x®") - @8 | 0"/, p/s)

On note E?/S le morphisme composé
£
£ n-1
By g ¢ X EX/% x (P X(p)/i <@ > ... X s x(®")

De méme, si G est un schéma en groupes commutatifs plat sur S , on

note Wg le composé

On a alors la conséquence facile des relations de 5.3. (correspondant

au cas n = 1)

I nId @ n

/s =P Mg, EgeVs=p Id

n
Vg o £ n
cP)

n éme
EX/S

latif de G sur S et la n®t

et Wg s'appellent respectivement le n' itéré du Frobenius re-

°1° jtéré de la Verschiebung de G sur S .

Dans le cas ot la base S est le spectre du corps premier Fp , ce sont

bien les itérés de

/S ° WG au sens habituel.



CHAPITRE II
GROUPES FINIS LOCALEMENT LIBRES ET THEORIE CLASSIQUE DE DIEUDONNE

1. Rappels généraux sur les groupes finis localement libres

1.1. Soit S un schéma et soit G un schéma en groupes fini et
localement libre sur S . Il est &quivalent de dire que G = Spec A ,
oi A est une Qs-algébre quasi cohérente finie localement libre, la

structure de groupe &tant décrite par des homomorphismes de Qs-algébres

A:A+Ag A

9
I1:A-+A
e : A~ QS

oi A, I, e correspondent respectivement i la loi de composition, &

1 s . Lz . . .
et d la section unité, ces morphismes satisfai-

1'application x + x_
sant des relations évidentes exprimant 1'associativité, etc. Ainsi, A

muni de sa loi d'algébre u : A® A+ A et de A devient une bigdbre.

Le noyau J de € s'appelle 1'idéal d'augmentation du groupe
PP augme P

Dans tout ce qui suit, on supposera, sauf mention contraire,

que tous les groupes considérés sont commutatifs.

1.2, Si s e S, on appelle rang de G en s le rang sur k(s)

G .



22

de A @® k(s) . L'application s - rang de G en s est une application
0
Zs

localement constante sur S . Si Ceé rang est constant égal 3

n, on dit que G est un groupe de rang n sur S .

1.3. Exemples de groupes finis localement libres
1.3.1. Soit G un groupe (abstrait) d'ordre n . Soit ES le fais-
ceau constant sur S défini par
1 =
QS(S ) =G
pour tout S-schéma S' , ES est un groupe libre de rang n sur S ; en
effet son algébre affine est isomorphe 3 Qg .
1.3.2, Soit Gm]S le groupe multiplicatif sur § » défini par
1 = 1 *
Gm[S(S ) = T(s', 0g,)
pour tout S-schéma S' . Pour tout n>1, ona l'isomorphisme
. n
n Id : Gm[S > GmlS X > X
P . iémes .
Par définition, “n]S s groupe des racines n de 1'unité sur S , est

le noyau de cet homomorphisme. C'est un groupe libre fini derang n sur S 5

en effet, son algébre affine est isomorphe 3 QS[T]/(TH—I) .
1.3.3. Soit Ga[S le groupe additif sur S » défini par
- 1
Gals(s') = P(s ) _st)

pour tout S-schéma S' . Si S est un schéma sur le corps premier F_ , on

1%

a un homomorphisme de Frobenius
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F : 6 X > X

M Ga|S

als

On désigne par o le noyau de F . C'est un groupe libre fini de rang

pls
p sur S , d'algébre affine isomorphe 3 (_)S[T]/Tp .

1.4. Dualité de Cartier

Pour tout schéma en groupes (commutatif) G sur S , on pose :

* —
G* = HomS_gr(G,Gmls)

On définit ainsi un foncteur contravariant G - G* de la catégorie des

groupes sur S dans elle-méme ; ce foncteur commute aux changements de base,

Si G = Spec(A) est fini localement libre sur S , on montre

(SGA 3, VII 3.3.1) que 1'on a

A’

G* = Spec(X)

avec

X

= Hom—so -mod(A’Q-S) s

la structure de bi-algé€bre sur X &tant définie 3 1'aide des transposés des
morphismes A et u de 1.1. G* est donc aussi un groupe fini lo-
calement libre sur S , et G* est de méme rang qué G . De plus, 1'homo-
morphisme fonctoriel canonique G - (G*)* déduit de la définition de G*

v
est défini par 1'isomorphisme A 2_(Af , €t est donc un isomorphisme :

G 3 (GY)*

On définit donc ainsi une anti-&quivalence de la catégorie des
S-schémas en groupes (commutatifs) finis localement libres avec elle-méme,

appelée dualité de Cartier.
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Si 1'on suppose que S est un schéma sur $p , on a défini
(I.5) le schéma en groupes G(p/S) et les morphismes de Frobenius rela-

et de Verschiebung w,. . Si G est fini localement libre sur

tif € c

G/S
S , G(p/S) l'est aussi et on montre alors (SGA 3, VIIA, 4.3.3) que la

dualité de Cartier échange les morphismes de Frobenius relatif et de

Verschiebung, i.e. on a :

: * - L . * -
Wt Foayg 3 g g)* = v
1.5. Exemples
a) Soit ES le groupe fini sur S attaché au groupe fini

(abstrait) G (1.3.1). On vérifie aisément que 1'algé€bre affine de (QS)*

est isomorphe a QS[G] , la Qs—algébre du groupe G , 1l'application dia-

gonale provenant de 1'application diagonale G+ G x G . Si G = Z/n7Z ,

on trouve

*
(Z/nz)s gmnls s

qui résulte aussi directement des définitions.

h) En caractéristique p , on montre que l'on a
*
(apls) —-apls .

1.6. Quotients de groupes finis localement libres

Soit u : G' >~ G un monomorphisme de groupes finis localement
libres sur S , et soit G" = G/G' 1le faisceau quotient (pour la topolo-

gie f.p.p.f.). On a donc une suite exacte de faisceaux

0-6'568¢" >0
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On prouve (SGA 3, V, 4.1) que G'" est représentable par un

schéma en groupes finis localement libre sur S , et que p est fidéle-

ment plat, de sorte que G est fini localement libre sur G' , de rang

relatif €gal au rang de G' . Par transitivité, on en conclut donc que

rang(G) = rang(G')erang(G")

Par ailleurs, on montre que si dans la suite exacte de fais-
ceaux ci-dessus, on suppose G' et G'" représentables par des schémas
en groupes finislocalement libres sur S , alors G est lui aussi repré-
sentable par un groupe fini localement libre sur S . C'est-a-dire qu'une
extension de groupes finis localement libres est encore finie localement

libre.

1.7. Soit £ wun nombre premier. On appelle composante £-primaire

du groupe G sur S le sous-groupe

n
G(&) = lim Ker{G £, 6
n

c'est le plus grand sous-groupe de R-torsion de G .

Si G est fini localement libre sur S , on prouve que G est
localement annulé par un entier n (SGA 3, VIII, 7.3), et donc chacune de
ses composantes {-primaires est localement annulée par une puissance de £
(i.e. est un R-groupe), et G admet alors une décomposition canonique

(comme faisceau f.p.p.f.) en ses composantes £-primaires

c=ew .
)
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Si S est quasi compact, G est annulé par un entier n ,
et cette décomposition est finie. Par ailleurs, les G(£) sont des sché-
mas en groupes finis localement libres, en tant que facteurs directs de

G qui 1l'est.

Nous nous intéresserons ici aux groupes pour lesquels on a
G = G(p) , c'est-d-dire aux groupes finis localement libres sur S qui
sont localement annulés par une puissance de p . Si G est un tel p-

groupe, son dual G* est aussi un p-groupe.

2. Types particuliers de groupes

2.1, Soit G un groupe fini localement libre sur une base quelcon-
que S
2.1.1. On dit que G est infinitésimal sur S (ou est radiciel) si

1'une des conditions équivalentes suivantes est vérifige

1'idéal d'augmentation J de G (1.1) est localement nilpotent.

VseS, Gs est connexe.

VseS, G, ne posséde qu'un seul point.

¥seS, G ne posséde qu'un seul point, (ol Gs désigne

la fibre géométrique de G au-dessus de s).

2.1.2. On dit que G est étale au-dessus de S si le morphisme struc-
tural de G est &tale. Il est équivalent de dire que ¥ s e S, GS est
étale sur k(s) , ou encore que Gg- est réduit pour tout s e S , ou en-

core que G est localement (pour la topologie étale, ou f.p.p.f.)

isomorphe @ un groupe constant.
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2.1.3, On dit que G est unipotent si G* est infinité&simal (voir

SGA 3, XVII, pour une définition générale des groupes unipotents),

2.1.4. On dit que G est de type multiplicatif sur S si G* est

étale. Cela équivaut au fait que pour tout s e S , GS est de type multi-
plicatif, ou encore 4 ce que G se plonge localement pour la topologie

- T
€tale dans (Gmls) .

2.1.5. On dit que G est bi-infinitésimal sur S s'il est infini-

tésimal et unipotent (i.e. G et G* sont infinitésimaux).

2.2, Si G est &tale et localement annulé par une puissance de p
sur un Fp—schéma S , alors G* est infinitésimal. En d'autres termes,

sur une base de catactéristique p , tout p-groupe de type multiplicatif

est infinit&simal. En effet, pour tout s e S , Gg- est isomorphe au grou-
pe constant G(F)E- (ol 1'on désigne par k la clSture algébrique du

corps résiduel en s). D'aprés 1.5.1 1'alg8bre affine de (GEJ* = (G*);
s'identifie 3 1'algébre k[G(k)] du groupe G(X) . On vérifie alors immé-
diatement que 1'id&al de k[G(k)] , formé des &léments geé(ij Ag.g R xg e k
tels que g Ag = 0 , est maximal et nilpotent car G(k) est annulé par une

puissance de p et X TEst de caractéristique p . Donc (G*); se réduit

d un point et G* est infinitésimal.

2.3. Soit

o7
0+G'+>G-+G"~»>0

une suite exacte de groupes finis localement libres. Alors G est infini-

tésimal (resp. &tale, resp. unipotent, resp. de type multiplicatif, resp.
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bi-infinitésimal) si et seulement si G' et G" sont infinité&simaux
(resp. étales, resp. unipotents, resp. de type multiplicatif, resp. bi-

infinitésimaux).

On vérifie aisément l'assertion dans le cas infinitésimal
et dans le cas étale en se ramenant au cas oi S est le spectre d'un
corps algébriquement clos. Les autres cas s'en déduisent par dualité de

Cartier.

2.4, Exemples de p-groupes en caractéristique p .

(Z/pZ)S est étale sur S et wpIS = (Z/pZUS est donc de
type multiplicatif. Par ailleurs, apls = (apls)* est bi-infinitésimal.
Parmi ces 3 groupes, apls et (ZYpZ)S sont les groupes unipotents tan-

dis queles groupes infinitésimaux sont o et .
q g P pls ﬂJPIS

L'intérét de ces trois groupes réside dans le résultat sui-
vant : si S est le spectre d'un corps algébriquement clos et de carac-
téristique p , tout groupe annulé par une puissance de p et fini sur

S admet une suite de composition finie

G >G, > G1 > G

0 2" n-1 n

ol les Gi/Gi+ sont isomorphes a 1l'un des groupes SR e Z/pZ . De

1 p
plus, il résulte de 2.4. que G est infinitésimal (resp. &tale, resp.

unipotent, resp. de type multiplicatif, resp. bi-infinit&simal) si et

seulement si tous les Gi/Gi+1 sont isomorphes & a_ ou mp (resp.

p
Z/pZ , resp. Z/pZ ou up s resp. mp , resp. ap ). (cf. SGA 3, XVII, 1.7.

et 4.2.1).
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2.5. Supposons que S soit un Fp-schéma. Pour tout groupe fini
localement libre sur S on définit alors les morphismes de Frobenius

relatif et de Verschiebung (I,5). On a les critéres suivants

2.5.1. G est infinitésimal <=> 6%/8 est localement nilpotent.

2.5.2. G est unipotent <=> v, est localement nilpotent.

2.5.3. G est bi-infinitésimal <=> @G/S et Vv, sont localement
nilpotents.

2.5.4. G est dtale <=> Eb/s est un isomorphisme.

2.5.5. G est de type multiplicatif <=> ¢, est un isomorphisme.

G

I1 suffit de prouver les assertions 2.5.1. et 2.5.4., les

autres s'en déduisant, d'aprés 1.4. par dualité de cartier.

Démonstration de 2.5.1.

Soit € : S > G 1la section unité de G (G est considéré
comme schéma en '"ensembles pointés" grdce i cette section ¢ ). Nous al-
lons caractériser le 'moyau" de @g/s pour tout S-schéma G muni d'une
section. On vérifie immédiatement que le noyau de @E/S est défini par
1'idéal engendré par Fn(J) c QG , image de 1'idéal d'augmentation
par le morphisme x » xpn ; désignons par Jn cet idéal. On a &videm-
ment Jn c Jpn . Si J est de type fini, on peut supposer qu'il a moins
de pk générateurs, pour un entier k convenable, et on vérifie immé-

diatement que l'on a alors

n
de sorte que les Jn forment un systéme cofinal aux JP
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On en déduit donc que, si G est localement de type fini sur
S, fG/S est localement nilpotent si et seulement si J est localement
nilpotent. Pour un groupe fini localement libre sur S cela équivaut au

fait qu'il est infinitésimal,

Démonstration de 2.5.4.

On montre d'une mani€re générale (SGA 5, XIV (Houzel)) que si

G est un schéma localement de présentation finie sur S , f est un

G/S

isomorphisme si et seulement si G est &tale sur S

3. Décomposition d'un p-groupe fini localement libre sur une base de carac-

téristique p réduite i un point s .

3.1. G &tant un groupe fini localement libre sur S , on a une sui-

te exacte canonique, fonctorielle en G

) 0+6" 6 ¢t o

ol G0 est la composante neutre de G et Get = G/G0 . Le sous-groupe G0

est ouvert dans G (SGAS, VIB, 3.9), il est donc fini localement libre sur
S et c'est le plus grand sous-groupe infinit&simal de G . Le groupe quo-
tient Get est étale, (SGA 3, VIA, 5.5) et il est fini localement libre

sur S , d'aprés 1.6,

Appliquant la méme construction 3 G* , on obtient un sous-grou-

e ghult (G*/(G*)O)* » qui est le plus grand sous-groupe de type multi-
P q p D p

plicatif de G .
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Si k(s) est de caractéristique p et si G est annulé

par une puissance de p , GmUIt est infinitésimal (2.2) et on a donc
des inclusions

OchlthOqG
ol G/G0 = ¢t est €tale, GO/Gmult est bi-infinitésimal (car c'est

un quotient d'un groupe infinitésimal et son dual s'identifie 3 ((GO)*)O .

Cette suite de composition de G est fonctorielle en G ,

et on vérifie qu'elle commute aux produits finis.

3.2. Si S est le spectre d'un corps parfait de caractéristique p ,
la projection canonique G - G®'  induit un isomorphisme de Gred sur
Get et la suite exacte (*) splitte canoniquement (SGA 3, XVII, 1.6),

et on a donc

G=G xG

De méme la suite exacte

0 > Gmul‘t‘. N GO - GO/Gmult >0

est splittée car la suite duale 1'est. On obtient donc une décomposition

canonique, fonctorielle en G :

ol Gmult’ Gbl = GO/Gmult , Get sont respectivement de type multiplica-

tif, bi-infinité&simal et étale. La partie unipotente de G est alors

mult bi

bi °t et 1a partie infinitésimale est G x G .

G x G
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On a les équivalences

G est infinitésimal <=> G°C = 0
G est étale <=> c™1It  gP1 _
G est unipotent <=> GmUIt =0
G est bi-infinitésimal <=> GmU1t ¢t -0
G est de type multiplicatif <=»> Gbi ¢t -0
3.3. La catégorie des p-groupes €tales finis sur un corps parfait

k est bien connue. Elle est équivalente d la catégorie des p-groupes fi-
nis sur lesquels opére le groupe fondamental nl(k) = Gal(k/k) . Par dua-
1ité de Cartier, la catégorie des p-groupes finis de type multiplicatif
est équivalente 4 la catégorie opposée de celle des p-groupes étales. Par
ailleurs, la catégorie des p-groupes finis sur lesquels opére nl(k) est
équivalente 3 sa propre opposée par dualité de Prontryagin. On en déduit
une €quivalence de catégories entre la catégorie des p-groupes finis de

type multiplicatif avec celle des p-groupes finis sur lesquels opére ﬂl(k)

4. Théorie de Dieudonné sur un corps parfait

4.1. Soit k un corps parfait de caractéristique p > 0 et soit

p-Gr-fin(k) 1la catégorie des schémas en groupes finis sur k et annulés
par une puissance de p . Le but de la théorie de Dieudonné est d'établir
une anti-&quivalence entre la catégorie p-Gr-fin(k) et une catégorie de

modules que nous allons définir,

On appelle anneau de Dieudonné D 1'anneau W[F,V] (non com-

mutatif) engendré sur l'anneau local W = W(k) (I,4) par des indéterminées
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F et V satisfaisant les relations suivantes

Fex = A°.F

3oV = Va©

FoV:VoF:p,

pour tout X e W et oli 1'on note par 39 1'image de ) par le morphis-

me de Frobénius de W .

On appelle catégorie des modules de Dieudonné la catégorie

Mod des p-modules 3 gauche tels que le W-module sous-jacent soit
Modoiw 4.4, 95 P 8 a )

de longueur finie. On voit en particulier qu'un tel module est annulé par

une puissance de p .

Un objet de Mod est donc un W-module M de longueur
) D50 £.4. 8

finie, muni de deux morphismes de W-modules

FM:MO+M

VM:M-»MG ,

en posant

M = M x, (o) ,
(c #étant le morphisme de Frobénius de W), FM et VM vérifiant

V. F =poId
MM M

Théoréme 4.2. (Dieudonné)

I1 existe une équivalence de catégories

A

D* - [p-Gr-fln(k)]O_)M-o—dp W2 6

telle que l'on ait un isomorphisme canonique [D*(G)]G G D*(G(p))
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donnant lieu aux identifications suivantes:

D* (&

€)= F

D*(G)
* -
D*ve) = Vpx (g
Corollaire 4.2.1, On a les équivalences suivantes

G est infinitésimal <=> F opére de facon nilpotente sur D*(G)

G est unipotent <=> V opére de facon nilpotente sur D*(G)

G est bi-infinitésimal <=> F et V opérent de facon nilpotente.
G est €tale <=> F opére bijectivement sur D*(G)

G est de type multiplicatif <=> V opére bijectivement sur D*(G)

Pour une démonstration compléte du théoréme, se reporter
au livre de P. Gabriel et M. Demazure, ''Groupes algebriques'". Dans ce

qui suit, on donnera seulement la construction du foncteur D* .

On observe tout d'abord que, d'aprés 3.2., la catégorie
p-Gr-fin(k) est équivalente a la catégorie produit de la sous-catégo-
rie pleine de p-Gr-fin(k) dont les objets sont les groupes unipotents
et de la sous-catégorie pleine de p-Gr-fin(k) dont les objets sont
les groupes de type multiplicatif. Il suffira donc de construire D*

séparément sur ces deux sous-catégories.

4,3. Cas des groupes unipotents

4.3.1. Pour tout groupe unipotent sur k , on pose par définition
* -
D*(G) = Homk_Gr(G,tﬂ)

oli, pour abréger, on écrit W- pour Wk (1,3). On sait que W agit sur
W (I,4.2) et donc D*(G) est un W-module, qui est de longueur finie si
-

G est fini sur k .
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L'action de F et V sur D*(G) se définit en posant,

pour tout u e D*(G)

Feu

1]

v 4o
Q
c

Veu

ol ﬁw et VW sont les endomorphismes de Frobénius et de Verschiebung
-

>

de W, définis par passage a la limite des morphismes correspondant sur Wn .
On vérifie immédiatement, en revenant 4 la définition de 1'ac-

tion de W sur W et en utilisant les propriétés de Fw et V.., que

W W
ces actions font de D*(G) un P-module.

4.3.2, Montrons que l'on a un isomorphisme canonique
D*(G(p)) N (D*(G))°
tel que
* -
D*(€/i) = Fpa(g)
* -
D*Wg) = Vpu (g

o
En effet, k #&tant parfait, le changement de base k - k

induit un isomorphisme ¢-linéaire
Hom(G, W) i Hom(G(p), ‘W(p))

Mais W &tant défini sur le corps premier [F_ , on a \W(p) =W
-> P > >
(car la formation de w(P) commute aux changements de base, cf. I, 5.2).
Par ailleurs
: (p)
* “
D (&’G/k) £ Hom(G'"’, %) ~ Hom(G, )

U+UO@G/k



s'identifie a4 car ueo ¢ =f, ou et ! n'est autre que
a/k Ty Ty

Fpe(6)

¥

Fy (T, 5.3).

>

On fait un raisonnement analogue pour établir 1l'assertion

relative 4 D*(wr)

Si G est unipotent, il résulte de ce que V. est nilpotent
3

(2.5.2) que opére de facon nilpotente. On peut alors montrer,

Vv
D*(G)

plus généralement, que le foncteur D* définit une équivalence de ca-
tégories entre la catégorie des p-groupes affines unipotents sur k avec

la catégorie des D-modules sur lesquels V est localement nilpotent. On

a en particulier

Corollaire 4.3.3 On a des équivalences de catégories

p-groupes finis )0 s px ~ sous-catégorie pleine de @ggv,w L4
, ~
L unipotents sur k ’ —> formée des objets M ot V est nilpotent
p-groupes finis )0 D* - sous-catégorie pleine de Mog_v,W 2.4,
X
\ étales sur k -— formée des objets M ol F est un isomorphi
o . . A .
, p-groupes finis 0 D* /7 sous-catégorie pleine de MOd?,W £.4.
\ bi-infinitésimaux.’ =—> formée des objets ot F et V sont nilpoten

Cela résulte de la description de F et V (4.3.2) et de

la caractérisation de chaque type de groupes & l'aide des morphismes f

et v (2.5).



37

4.4, Cas des groupes de type multiplicatif

On désire construire une équivalence de catégories.

p-groupes finis sur k 0 D* sous~catégorie pleine de Mod
~ D,WL.4.
de type multiplicatif -_— formée des objets oi V est un

isomorphisme

La catégorie de droite est Equivalente 3d la catégorie des

W-modules de longueur finie munis d'un isomorphisme (W-linéaire)
LY
Moe— = Me,W,0)

(en effet, F est alors déterminé de facon unique par la relation FV = P).
En considérant 1'isomorphisme inverse, cette catégorie est encore équiva-
lente 4 la catégorie des W-modules de longueur finie munis d'un isomorphis-

me

Mais, d'aprés le corollaire 4.3.3, cette catégorie est anti-
équivalente 3 la catégorie des p-groupes finis &tales sur k , qui est elle-
méme anti-é&quivalente, par dualité de Cartier, & la catégorie des p-groupes

finis de type multiplicatif sur k .

Pour obtenir en définitive la bonne variance pour le foncteur
D* cherché, il suffit de remarquer qu'il existe une anti-&quivalence de
la catégorie des p-groupes finis étales sur k avec elle-méme, donnde par

la dualité de Pontryagin

G >~ Hom r(G, Qp/Zp)



38

Le foncteur D* recherché est alors donné par la composition
de toutes ses €quivalences. La situation est résumée par le diagramme

suivant

. 0 . .

-groupes finis de sous-catégorie pleine de Mo A
p-group ) o ( g P Mody. wz.ﬁ.)
type multiplicatif, ﬁ._._5?3_> formée des objets o V est bijectif

ﬂl dualité de Cartier T&
"p-groupes finis <:W—modu1es de longueur finie munis d'Uf)
( étales isomorphisme V : M > M’

”/ dualité de Pontryagin %

. 0 - . .
-groupes finis sous—catégorie pleine de Mo

(p group - g p —‘10; We.§.
étales — 5 \ formée des objets oi F est bijectif

(4.3.3)

-

4,5, Cas g’n ral

Si G est un p-groupe fini quelconque, on é&crit,(d'aprés 3.2)

o G et Gmult sont respectivement unipotent et de type multiplica-

tif, et on pose

D*(G) = D*(Guni) X D*(Gmult)

Le théoréme de Dieudonn& 4.2. sera démontré si 1'on prouve que

1'on a une équivalence de catégories
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sous-catégorie pleine sous-catégorie pleine
de M é M é
Vod . e OdD;W 2.4 formée § de OdD;W £.4. formée
D: s =
W L.§. des objets oi V est des objets o V est
nilpotent bijectif

Cela résulte du lemme suivant

Lemme . Tout D-module M de longueur finie sur W se décompose d'une

maniére unique (et fonctorielle) en une somme directe

M= M'x M"

telle que V|M' est nilpotent et V|M" est bijectif.

Preuve. Soit N un entier suffisamment grand pour que

U ker VP = ker V' et [} ImV® = I V",
n>0 n>0

On a &videmment V|Ker W nilpotent et V|Im wW bijectif et de plus
M = Ker VN € Inm VN . I1 est clair que cette décomposition est unique et

fonctorielle.

5. Corollaires et compléments

Corollaire 5.1

Le foncteur D* commute aux changements de base définis par
toute extension parfaite K de k : Pour un objet G de p-Gr-fin(k) ,

on a un isomorphisme fonctoriel

D*(G,) « W(K) By D*(O)
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Preuve (d'aprés Oda et Oort).
On a une fléche évidente. Il suffit de considérer le cas o
G est unipotent, et en considérant alors la suite de composition formée

< G, on se raméne au cas o w. = 0 .

des Im wn G

G

Pour un tel groupe G, on a

* = -
D*(G) = Homk__Gr(G,(!V’) = Homk_Gr(G,Ga)
Par ailleurs, on a un isomorphisme

A*-pr*—pr*
0 17772 0 0
Ker{H"(6,05) ————55 H (G,0,) @ H (6,0:)}

"ne

homk_Gr(G,Ga)

oi A:Gx GG désigne la multiplication de G . Par le changement de
base k >~ K, on a un isomorphisme analogue, d'od 1'on déduit le corol-

laire,

Corollaire 5.2

Pour tout p-groupe fini sur k , on a

long, (D*(G))
rang(G) = p

Preuve. Il suffit de considérer le cas ol G est unipotent, et par le
Corollaire 5.1 on peut supposer k algébriquement clos., Alors G admet
une suite de composition ne faisant intervenir que 7Z/pZ et up (2.4).

Or on établit aisément que

D*(ap) “Vk=WpW avec F=V=0

D*(Z/pZ) ™~ k = W/pW avec V

]
(=]
-
T3
~
>
A
1l
>
=
-

et la formule est trivialement vérifiée.
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5.3. v Remarques
5.3.1. Les groupes formels et les groupes de Barsotti-Tate sur k

peuvent €tre considérés comme limites inductives de p-groupes finis sur
k . La théorie de Dieudonné permet donc de décrire ces groupes en termes
de limites projectives de D-modules de longueur finie sur W . Par exem-
ple, on montrera (III, 5.6) que l'on a une é&quivalence de catégories en-
tre la catégorie des groupes de Barsotti-Tate sur k et la catégorie

des D-modules qui sont libres et de type fini sur W .

5.3.2. Pour un p-groupe G fini sur k , il existe un isomorphisme

canonique de D-modules, fonctoriel en G :
n
D*(G*) » Homw(D*(G), K/wW) ,

oi K/W désigne le module dualisant de W (c.f. Gabriel et Demazure).

La structure de D-module sur le membre de droite est définie comme suit

Pour tout ¢ ¢ Homw(D*(G), K/W) et tout x ¢ D*(G) , on pose

Fea(x) = [a(V(x))1°

-1
Vea(x) = [a(F(x))1°

6. Annexe: Construction du foncteur quasi inverse de D*

11 suffit de construire le foncteur quasi inverse du foncteur

unipotents mée des objets ol V est nilpotent

défini en 4.3, On montrera que le foncteur que 1'on va construire est un

.. 0 . p .
( groupes finis ) ( sous—catégorie de ModD; WoL.q. for-
—_—

)
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adjoint 4 gauche de D* , il résultera du fait que D* est une équivalen-

ce de catégories que c'est un foncteur quasi inverse de D* .

6.1. Soit M un D-module de longueur finie sur W et ol V est
nilpotent sur M . On lui associe le foncteur en groupes E(M) sur

(sch/k) défini par

E(M) (S) = Hom) (M, W(S))

pour tout k-schéma S .
I1 faut démontrer que [E(M) est représent& par un p-groupe
fini unipotent et que le foncteur [E ainsi défini est adjoint a gauche

de D* .

6.2. (E(M) est représentable par un schéma affine

On choisit un entier N suffisamment grand pour que VN+1

soit nul sur M et on considére les polynOmes PN et SN qui définis-
sent respectivement la derniére coordonnée de la multiplication et de

1'addition dans ‘WN+1 (ce sont des polyndmes sur 7 & 2N+2 variables).

On définit alors la k-algébre A comme quotient de

k[TX, X ¢ M] par les relations suivantes :

; - P
i) TF(x) = Tx

ii) T = S (T yeeosT 3 T yeeosT )
X+y N VN(x) X VN(y) y
-N -N -N
s s - P p p .
iii) T>\X = PN(X1 s AZ ""’XN+1 0 T N ""’Tx)
vV (x)

Pour prouver que Spec(A) représente le foncteur EM) ,

on remarque que pour tout x ¢ M et tout u e HomD(M,(ﬂ(S)) , on a
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VN+1(u(x)) = 0 car VN+1(x) =0 ; 1'élément u(x) provient par la
limite inductive d'un é&lément (yl,yz,...,yr) eWr(S) et on a
VN+1(y1,...,yr) = 0 car \Wr se plonge dans !}V ; on a donc

Y1 =Yy = o YrNo1 T 0 , ce qui implique que (yl,yz,...,yr) pro-
vient d'un €lément unique de MN+1(S) par le morphisme de transition

Tr—N-l )

On en déduit que tout homomorphisme u ¢ HomD(M, W(s)) se

factorise de maniére unique par WN+1(S)9!!V*(S)

On est donc ramené au probléme de construire un isomor-

phisme fonctoriel en S
og * HomD(M, \WN+1(S)) - Homk(A, I‘(QS))

Pour tout u ¢ HomD(M, WN+1(S)) , ¢S(u) : A > I‘(Os) est
le morphisme qui associe 3 T, la derniére coordonnée de
u(x) ¢ Wy (S) = rog™*! . 11 est clair que ¢ g(u) est bien défini
sur A et est un morphisme d'algébres (28 cause des relations vérifiées
dans A). On définit une application inverse en associant a u e Homk(A, I‘(OS))

1'homomorphisme de D-modules u : M - WN+1(S) qui & x fait corres-
)eour u(T)) .
vV ) x

6.3. Le schéma E(M) est un p-groupe fini unipotent

pondre u(x) = (u(T

Par définition méme de E(M) (6.1), E(M) est un schéma
en groupes, dépendant additivement de M . Comme M est annulé par une
puissance de p (car V est nilpotent), il en est de mé€me de [E(M)

Montrons que [E(M) est fini.
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Soit {xl,...,xr} un systéme de générateurs du W-module M ;
les relations vérifiées dans 1'anneau A entrainent que 1'on peut trou-

, T

ver un systéme de mondmes en les variables Tx ,...,TXr Vx ""’Tfo""’

1 1
TVNx ,...,TVNX et de degrés bornés, tels que cette famille de monBmes
1

engendre A en tant que k-espace vectoriel.

D'aprés 2.5.2 il suffit de montrer que WE(M) = ¥ est nilpo-
tent pour prouver que [E(M) est unipotent., Comme [E(M) est un sous-
groupe d'un groupe lisse (l'espace affine de dimension r(N+1)) , v est
déterminé de maniére unique (I.5.3) par la relation w o ﬁétM)|k =P ;
nous allons exhiber un morphisme w satisfaisant 3 cette relation. On
montre que l'on a le diagramme commutatif suivant

Hom (M, W_ () — 220207 o Hom)(M, W | (5,0))

8 ¢s z ¢S,O

B oy 1 S)

Homk—alg(A’ F(QS))

> Hom_, (A & (k,0), T(0g)

ol (S,o) désigne le k-schéma S -+ Spec(k) g Spec (k)

On construit alors un morphisme fonctoriel en S

v o Honlp(M,WN+1(S,0)) > Honb(M,WN+1(S))

u->uoV

-~

D'aprés ce qui a été dit, ce morphisme s'identifie 3 la Vers-
chiebung., Comme V est nilpotent sur M , W est nilpotent et [E(M)

est unipotent.
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6.4. Le foncteur [E est adjoint 3 gauche de D*

On veut construire un isomorphisme fonctoriel en G et M

Hom, . (GJE(M)) N HomD(M, D*(G))

Si 1'on pose

A*-pr*-pr§

Prim((G) = Ker ﬂﬂ(G) W(G x G})1) ,
on vérifie que l'on a :

o .
D*(G) = Homk_Gr(G,ﬂ) ~, Prim(G)

Par ailleurs, d'aprés la définition méme de [E(M) , on a
Homk(G, EM)) = EM)(G) = HomD(M, @IG)) ,

ce qui définira 1'isomorphisme désiré si 1'on montre qu'un &lément
u ¢ HomD(M, W(G)) définit un morphisme de groupes G »[E(M) si et seu-

lement si u se factorise par Prim(G)

En effet Hom . (G, E(M)) s'identifie 3 la partie de
Hom 1, T(0g)) formée des morphismes o tels que le diagramme sui-

vant soit commutatif :

o
A — F(QG)

Al |-

o ®aq
AGA ——— 4 T(0,) ® T
Mais le morphisme A : A > A ®A est donné par la formule

A(TX):SN(TN ®1,...,TX®1;1®TN yene

» 1 T)
V' (x) Vi(x)
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1
pour tout x e M, car pour u , u' € HomD(M, WN+1(S)) , on a
qbs(u + u')(Tx) = SN(u(x), u'(x)) et, toujours d'aprés la définition
de ¢S , on a, en posant u = cbs(u) , u' = ¢S(u')

S.(u(x),u'(x)) = S, [u(T Y,...,u(T.) ; u' (T ), ,ut (T)]
N N VN(X) X VN(X) X

De sorte que u est un morphisme de groupe si et seule-
ment si pour tout x e M, on a
A(u(TX)) = SN[u(TN )@1,...,u(TX) e 1; 1®u(TN ),...,1®u(TX)]
V(x) V'(x)
P ieme -
Ce dernier €lément n'est autre que la N+l coordonnée

dans \WN+1(T(QG) x T'(0g)) de 1'€élément u(x) ® 1 + 1® u(x)

Le méme raisonnement appliqué a x , V(x),...,VN (x) montre

alors que u dé&finit un morphisme de groupes G ~E(M) si et seulement
A*-pri-prg
si wu(x) appartient au noyau de (WN+1(I‘ (QG)) —_— S WN+1(F (QG) ® I‘(QG))

qui est lui-méme contenu dans Prim(G)



CHAPITRE III

GROUPES DE BARSOTTI-TATE

1. Notations et définitions préliminaires

Soit S un schéma. On munit la catégorie Sch/S des schémas
au dessus de S d'une topologie ke que 1l'on suppose plus fine que la
topologie f.p.p.f. (fidélement plate et de présentation finie) et moins
fine que la topologie f.p.q.c. (fidélement plate et quasi compacte)

(SGA 3 IV, 6.3). L'introduction de cette topologie est technique et n'est

pas essentielle dans les €noncés finaux (voir 5.1).

Pour abréger, nous dirons ici que G est un groupe si G est

un faisceau en groupes commutatifs sur Sch/S pour la topologie .

Pour tout entier n > 1 et pour tout groupe G, on pose:

n
A= 2/p 2
n
G(n) = Ker {G-JllfLG} ,
et G(x) = lim G(n) ;
n

G(n) est un An-module (i.e. un T-faisceau en An-modules);

G(») est le plus grand sous-groupe de p-torsion de G. On a &videmment:
. G(m)(n') = G(n") pour n' < n < ®

Si 1'on veut indiquer qu'un groupe est annulé par pn, c'est-3-
dire est un An—module, on pourra donc le noter G(n) au lieu de G sans

entrainer de confusions.
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2. Platitude et critére de représentabilité

2.1. Soit G un An-module. On dit que G est plat sur An si
le produit tensoriel par G au dessus du faisceau constant An préserve

les monomorphismes; on a alors le critére suivant:

2.2, Proposition: Soit G(n) wun groupe annulé par pn. On a les
€quivalences:
(a) ¥i 1 <1i<n, G(i) est un Ai-module plat
(b) G(n) est un An—module plat
(c) Vi, 1<is<n-1, p" " G(n) = G(i)
n-iId
(i.e. 1'application G(n) E—————)G(i) est un épimorphisme)
(d) Ji, 1<ic<n-1, tel que p' 'G(n) = G(i)
(e) p G(n) = G(n-1)
(£) Le morphisme canonique
n i=n-1 i i+1
Y Al[T]/T ® G(n)/p G(n) ~» grpG(n) = @& p G(n)/p~ "G(n)

A i=0

1
- i i i+1 . .
(ot vy : G(n)/p G(n) » p G(n)/p” "G(n) est induit par la
multiplication par pl) est un isomorphisme.

(g) Le morphisme

B: gr G(n) - AJLTY/T' ® G(1)
p 1 N

(ol 61: plG(n)/p1+1G(n) + G(1) est induit par la multipli-

. -i-1 . .
cation par pn 7Y) est un isomorphisme.

Démonstration:

(b) <=> (c) Pour tout i, 1 < i <n-1, on a des triangles commutatifs

IA
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canoniques de An—modules constants qui donnent, par produit tensoriel

avec G(n) les diagrammes suivants:

i i
P A, P A, ® G~

\ &
G(n)
i
n-i /////;' R ' ; (r™)

A /p A /PTA, ® G(n) = G(n)/pG(n)

les seuls id@aux de An étant les plAn, G(n) est plat si et seulement
si e ® 1 est injectif pour tout i, ou encore si et seulement si (pl)

est injectif, ce qui équivaut a (c).

(c) => (a) Les relations analogues & (c¢) sont alors vérifiées par

tous les G(i) qui sont donc plats sur A, d'aprés ce qui préceéde.

(d) => (e) Montrons que si G(i) = pn-lG(n), pour un certain i,

n-i-1

1 <is<n-1 alors on a G(i+l) = p G(n). Cela se voit directement sur

le diagramme suivant oli les trois lignes sont des suites exactes.

n-1 .
0—s G(n-1) &—s G(n) P > "l = ptle) —— 5 0
I
1 n-i-1 n-i-1 l'
P p i . :
0 —=>G(i) ——> G(i+1) P > pG(i+1) = p* (i) —— 0
l l n-i-1 l

Y
(o]

Om— 33 G(i+1)/p G6n) ———— s 0

7 |

0 0

i+2

(6) <=> (£) Soit A: pem)/piTlem) » pitlem)/pttiem), 0 < i < n-2
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1'épimorphisme induit par la multiplication par p. On a

Yl = Al—l ° Xl_z © ... © Ao, 1 <i < n-1

on en déduit que 1'épimorphisme <y est un isomorphisme si et seulement

. n-1 . . .
si est un monomorphisme i.e. si on a (e).
Y s

(e) = (g) = (c) Avec les notations précédentes, on a:

(oli j désigne 1'injection canonique pn-lG(n) > G(1)). D'aprés ce qui
précéde, (e) entraine que tous les Ai sont des isomorphismes, i.e.

g est un monomorphisme. Nous allons montrer par récurrence que si f est
un monomorphisme, on a (c), d'ou 1'on déduit immédiafementvque j et donc

B, sont des isomorphismes.

Si Bo = qun_l est un monomorphisme, on a alors pG(n) = G(n-1).

Comme Bl est un monomorphisme, on a:
[p'G(n)1(n-i-1) = plem) ;

mais plG(n) = G(n-i) par 1'hypothése de récurrence, et donc

Gn-i-1) = p-ie(m).

2.3. Supposons maintenant que G(n) soit un An-module plat et qu'il
soit représentable par un schéma fini localement libre sur S. Alors G(i).
noyau de la multiplication par pi, est représentable, fini et localement
de présentation finie. Mais, G(n) &tant supposé An-plat, on a un épi-

n-1
morphisme G(n).—B_——> G(i). Fibre i fibre, cette application est surjecti



51

et donc (fidélement) plate.

Par le critére de platitude fibre & fibre (EGA, IV, 11.3.1)
on en déduit que G(i) est plat sur S. Alors G(i) est plat, fini,

localement de présentation finie sur S, et est donc localement libre.

Inversement, si G(l) est représentable par un schéma fini
localement libre sur S et si G(n) est An-plat, alors G(n) admet
une suite de décomposition finie plG(n)/pl+1G(n) & G(1) et G(n) est

représentable par un schéma fini localement libre (II, 1.6). On a donc:

2.4, Proposition: Soit G(n) un groupe annulé par pn et plat sur
An. Alors G(n) est représentable par un schéma fini localement libre

sur S si et seulement si 1'un des G(i), 1 < i <n, 1'est.

3. Groupes de Barsotti-Tate tronqués d'échelon n

3.1. Nous allons voir que la définition d'un groupe de Barsotti-Tate-
tronqué d'échelon n fait intervenir la platitude sur An. Pour n =1
cette condition est vide et il est nécessaire d'introduire une condition

supplémentaire que 1'on justifiera a posteriori (3.3).

Soit G un schéma en groupes (commutatifs) plat sur S. On
considére le Fp-schéma fermé S, ¢ 8 défini par 1'idéal pQS et soit
GO le schéma sur So obtenu par changement de base. On peut alors cons-

truire les morphismes fG /So et wto . Si G0 est un Al—module, on a

f °o W = 0.

G

GO/SO (o]
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3.2, Définition. Soit n > 1 un entier. On appelle p-groupe de

Barsotti-Tate tronqué d'échelon n sur S (ou groupe Barsotti-Tate

tronqué d'échelon n) un schéma en groupes (commutatifs) G fini et
localement libre sur S, annulé par pn et plat sur An' Si n =1,
on suppose de plus que 1'on a (avec les notations de 3.1):
* -
(*) Ker fG /s T Im \/
o' 7o )

(c'est une condition qui se vérifie fibre 3 fibre).

3. 3. Si G(n) est un groupe de BT tronqué d'échelon n, alors

G(i), 1 <1 <n, est un groupe de BT tronqué d'échelon 1i.

Pour i > 1, cela résulte de 2.4; pour i = 1, nous allons

montrer que la condition (*) est aussi vérifiée.

Au dessus de So c S, nous avons déjid remarqué que l'image de

: G(l)(p) + G(1) €tait contenue dans le noyau K de
0 )

v :
G(l)o
€ : G(1)_ ~» G(l)(p) , de sorte que 1l'on a un diagramme commutatif
G(l)o/So o} o}
Y%
61 P > f
G(1),
v
6(2) {
(p) o
G(2), > G(2),,

dont on vérifie immédiatement qu'il est cartésien car G(2)£p)(1) o G(l)ép)

. s .
Par ailleurs 1l'image de VG(Z)O contient G(l)o » car

° = 3 ] P .
VG(z)O fG(z)o P a pour image G(1) , et 1l'on en déduit que

v G(l)ép) + K est surjectif.
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4, Groupes de Barsotti-Tate

La terminologie de groupe de Barsotti-Tate est préférée a
celle de '"groupe p-divisible' employée par Tate (J.T. Tate, p-divisi-
ble groups, in Proceedings of a Conference on Local Fields, Driebergen
1966 (Springer)), la notion de groupe p-divisible &tant beaucoup plus

générale:

4.1, Définition. On dit qu'un groupe G (7 -faisceau en groupes)

est p-divisible si p.Id: G - G est un épimorphisme.

Si G est p-divisible, G(n) est un Ah-module plat d'aprés
2.2 (e), et le groupe de p-torsion G(») est lui aussi p-divisible.

Plus généralement, si on se donne un systéme inductif
G1 Ca G2 Cp .. G G 1< e

tel que G~ est annulé par pn et Gn(n—l) = Gn-l (on appelle un tel

systéme de groupes un systéme co-p-adique) et tel que de plus Gn soit

un An-module plat, alors 1lim Gn est un groupe p-divisible et de p-torsion.
->

4.2, Définition. Un p-groupe de Barsotti-Tate sur S (ou groupe

de Barsotti-Tate) est un groupe G (%-faisceau en groupes commutatifs)
p-divisible et de p-torsion tel que G(l) soit un sché&ma fini localement

libre sur S.

11 est équivalent de dire que 1'un quelconque des G(n) est

un schéma fini localement libre sur S (2.4).
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Si G est un groupe de BT, alors, pour tout n < 1, G(n)
est un groupe de BT tronqué d'é€chelon n. Il se trouve que sur un
corps algébriquement clos, la réciproque est vraie: si G' est un
groupe de BT tronqué d'échelon n, 1il existe un groupe de BT G tel

que G' = G(n) (la condition (*) de 3.2 est nécessaire si n = 1).

5.Sorites sur les groupes de Barsotti-Tate

5.1. La catégorie des groupes de Barsotti-Tate peut se décrire sans
référence a4 la topologie ‘C car elle est équivalente & la catégorie
des systémes co-p-adiques {Gn} ou Gn est un S-schéma en groupes fini

localement libre qui est un An-module plat.

La catégorie des groupes de BT est une catégorie additive.
Si S' est un schéma sur S et si G est un groupe de BT sur S,
alors son image réciproque G' sur S' (restriction de G aux
S'-schémas) est un groupe de BT sur S'. (On a en effet

G' = 1im G(n) X S* et les G(n) x S' sont des groupes de BT tronqués).
>

S S
5.2. ProEosition. Soit 0 - G' - G =+ G" - 0 une suite exacte

de groupes; alors
a) Si G' et G" sont des groupes de BT, il en est de méme de G;

b) Si G' et G sont des groupes de BT, il en est de méme de G';

a) Une extension de groupes p-divisibles (resp. de p-torsion) est
p-divisible (resp. de p-torsion) et la suite exacte induit (lemme du

Serpent) une suite exacte 0 > G'(1l) » G(1) > G"(1) -~ G'/pG' » ... mais
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comme G' est p-divisible, G(1) est une extension de groupes finis

localement libres et est donc de méme nature.

b) Un quotient d'un groupe p-divisible (resp. de p-torsion) est
p-divisible (resp. de p-torsion). Comme précédemment, G'"(1) est
quotient de deux schémas en groupes finis localement libre, ce qui im-

plique que G'(1) 1l'est aussi (II, 1.6).

Remarque. Si G et G" sont des groupes de BT, il est en général
faux que le noyau soit un groupe de BT. Par exemple, on a la suite

p
exacte 0> G(1) >G> G-+ 0 ol G(l) n'est pas p-divisible!

5.3. Rang (ou hauteur) d'un groupe de Barsotti-Tate. G(1) est un

groupe fini localement libre annulé par p. Pour tout s ¢ S, ona
donc

rang (6(1),) = p" %)

ou la fonction s » r(s) est localement constante., Des suites exactes

P
0+ G(1) > G(n) - G(n-1) » 0 on tire immédiatement que

rang (G(n) ) = [rang (G(1)S)]n - pnr(s)

L'entier r(s) décrit donc le rang de tous les G(n). Par

définition r(s) s'appelle le rang (ou la hauteur) du groupe de Barsotti-

Tate G au point s e S.

5.4. On a décrit la catégorie des groupes de BT sur S a l'aide
de syst@mes co-p-adiques. Signalons qu'on peut le faire & 1'aide de

systémes p-adiques: Si G est un groupe de Barsotti-Tate, on lui fait
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correspondre biunivoquement le systéme projectif p-adique

P
Tp(G) = (G(n) G(n+1) > G(n))

n21 "’

oti la multiplication par p identifie G(n) i G(n+1)/pnG(n+1) et
oli G(1) est annuld par p et est représentable par un schéma fini

localement libre sur S.

5.5. Dual d'un groupe de Barsotti-Tate. A tout groupe de BT

G sur S, on associe donc le systéme p-adique TP(G). Ce systeéme
projectif définit par dualité de Cartier un systeme co-p-adique de
groupes finis localement libres G(n)*, annulés par pn et plats sur
A (2.2). Par définition, le dual de G est le groupe de BT G* as-

n

socié 4 ce systéme co-p-adique:
* = 13 *
G I%m G(n)* .
On a en particulier G*(n) = G(n)*, et on obtient ainsi un
foncteur contravariant, compatible aux changements de base, qui définit
une équivalence entre la catégorie BT(S) des p-groupes de Barsotti-

Tate sur S et son oppos€e, car on a un isomorphisme fonctoriel canonique
G —> (G*)* .

5.6. Module de Dieudonné associé 3 un groupe de BT sur un corps

parfait. Reprenant les notations de II, 4.1 et désignant par BT(k)

la catégorie des p-groupes de BT sur le corps parfait k, on a le

Théoréme (cf. II, 5.3.1) I1 existe une &quivalence de catégories
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D*: [BT(k)]o——2%>( D-modules, libres et de type fini sur W)
Telle que

(0+(6)1° ~ p*(6P)y; D*ek.,) - F

o/k) = Fore)? P0G = Vpu(g

Soit G un groupe de BT sur un corps parfait. On pose
M(n) = D*(G(n)),

o D* est le foncteur '"classique' défini en II, 4. Comme G(n) est
annulé par pn, M(n) est annulé par pn et c'est donc un module sur
W/p'W = W

i
i < n-1, les épimorphismes G(n)__B_; G(n-1)

IA

Pour tout i, 1
définissent des monomorphismes

. i
M(n)/p" M) = M(n-i)—E 5 M(n) .

Ceci équivaut au fait que M(n) est plat sur Wn (démonstration analogug

i celle de 2.2).

Enfin, le systéme co-p-adique des G(n) définit un systéme
p-adique des modules M(n): Les injections G(n) - G(n+1) définissent

des surjections
M(n+1) » M(n)
qui identifient M(n) & M(n+1)/pnM(n+1).

Par définition, on pose:

D*(G) = 1im M(n)
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D*(G) est un module sur W = lim W_; comme limite p-adique
< 'n
de Wn-modules plats, il est plat sur 1l'anneau local W et est donc
libre. Les M(n) é&tant de longueur finie, D*(G) est de type fini.
De plus, D*(G) est muni de morphismes semi-linéaires F et V induits

par les morphismes correspondants sur M(n).

6. Exemples et types particuliers de groupes de Barsotti-Tate

6.1. Soit A un schéma abé&lien sur S (i.e. wun schéma en groupes
commutatifs, propre et lisse sur S, et a fibres connexes). Un schéma
abélien est p-divisible: <c'est bien connu dans le cas ol la base est

le spectre d'un corps algébriquement clos (cf. S. Lang, '"Abelian
Varieties") et, si S est quelconque, la surjectivité de pIdA résulte
de ce cas particulier grdce au critére de platitude fibre par fibre

(EGA, IV, 11.3.10).

Si d désigne la dimension relative de A sur S, on peut

montrer que

rang A(l) = p2d .

Le groupe A(l) est donc fini; il est &videmment de présen-
tation finie et, &tant plat, il est localement libre. On en déduit que
A(») = 1im A(n) est un groupe de BT de rang 2d. C(C'est le p-groupe

n
de BT associé au schéma abélien A, et cette construction peut se faire

pour tout nombre premier p.

Si toutes les caractéristiques résiduelles de S sont diffé-
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rentes de p, on montre que A(l) est étale sur S, et on dira alors

que A(~) est ind-étale.

Notons par ailleurs qu'il existe une notion de dualité pour
les variétés abéliennes. Si A* désigne la variété duale de la variété
abélienne A, on montre aisément que son groupe de BT associé A*(x)

s'identifie au dual, en tant que groupe de BT, de A(«).

6.2. Par définition, on dit qu'un groupe de BT sur S est un_ groupe

de Barsotti-Tate ind-&tale si G(1) est &tale. Il est équivalent de dire

(les G(n) admettant une suite de composition en groupes isomorphes a

G(1)) que tous les G(n) sont &tales.

Le foncteur G » TP(G) (5.4) définit une équivalence de caté-
gories entre la catégorie des groupes de BT ind-&tales et la catégorie

des faisceaux p-adiques constants tordus sans torsion (i.e. syst&mes

p-adiques de groupes finis localement libres G » étales sur S et plats

sur An).

Si S est connexe, la catégorie des faisceaux p-adiques cons-
tants tordus sans torsion est bien connue: si 1'on choisit un point géo-
métrique s ¢ S, on définit une &quivalence de cette catégorie avec la
catégorie des Zp-modules-libres de type fini sur lesquels le groupe fon-
damental WI(S,§) bpére continfiment en associant au systéme (Gn)n21

le Zp-module 1jm (Gn)g" nl(S,s) opérant par monodromie sur (Gn)g-.

6.3. Exemple. On dit qu'un schéma en groupes T sur S est un

tore s'il est, localement pour la topologie &tale, isomorphe a G; g °
]
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Un tore T est p-divisible et T(1) est un groupe fini localement libre
de rang pr, r étant la dimension relative de T sur S (ces proprié-

tés sont locales et sont vérifiées par G; On en déduit que - T(=)

,s)"

est un groupe de BT de rang .

Comme exemple particulier important, on a le groupe de BT
o= Gm,S(co) = 1_1>m|u n .
n P »S
6.4. Exemple. Soit G un schéma en groupes sur S, extension d'un
schéma abélien A par un tore T. Alors G est p-divisible, G(1) est
fini localement libre sur S et G(x) est un groupe de BT de rang
2d+r (d et r désignant respectivement les dimensions relatives de A

et T sur S). De plus, on a une suite exacte

0 > T(®) » G(x) > A(») = 0 .

6.5. Comme y incite l'exemple (6.3), on dira qu'un groupe de BT
G est toroidal si G(1l) est de type multiplicatif. Il est &quivalent
de dire que tous les G(n) sont de type multiplicatif, ou encore que le

dual G* (5.5) est ind-étale.

Le foncteur G H-Tp(G*) définit une anti-é&quivalence entre la
catégorie des groupes de BT toroidaux et celle des faisceaux p-adiques
constants tordus sans torsion. Composant ce foncteur avec la dualité

dans les faisceaux p-adiques constants tordus sans torsion

def
TP(G*) + Hom r(G*,ZP) — (HomEr(G(n)*,l\n))nZl s
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on obtient une €quivalence au lieu d'une anti-équivalence. Cette équi-

valence peut s'expliciter comme suit:

def
G v Hom r(“l’G) == (Hom r(p(n),G(n)))nZl
6.6. On dit qu'un groupe de BT G sur S est 3 fibres connexes

si G(1) est infinité&simal. Il revient au méme de dire que tous les

G(n) sont infinitésimaux.

Si toutes les caractéristiques résiduelles de S sont égales

a p, les groupes de BT toroidaux sont a fibres connexes (II,2.2).

On montrera plus loin que, si p est localement nilpotent sur
S, un groupe de BT est 3 fibres connexes si et seulement si il est

aussi un groupe de Lie formel.

Nous allons donner ici une premigre définition €lémentaire des
groupes de Lie formels et &tudier a quelles conditions un groupe de Lie

formel est un groupe de BT.

6.7. On appelle variété de Lie formelle ponctuée (ou augmentée) sur

S un faisceau X sur S (pour la topologie T, (f.p.p.f.) s T < (f.p.q.c.
muni d'une section S § X et tel que localement (pour la topologie de

Zariski) sur X, on ait

X o 1im Spec OcLLT,...,T 11/ (T}, ., T )"
n

Remarques. 1) On peut expliciter ce dernier isomorphisme en disant

que pour tout S' + S, S' quasi compact, on a
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X(S') = lim Homg (S', Spec 8GLLT,,. ., T30/ (T, .., T)™)

n

. n
I%m {fl’fz""’fr € F(S',QS) | £

;7 0, 1 <1iz<r}

2) X est en particulier limite inductive de schémas finis

et radiciels au dessus de S.

On appelle groupe de Lie formel sur S un faisceau en groupes

sur S tel que sa section unité lui donne une structure de variété de
Lie formelle. Comme le produit de deux variétés de Lie formelles est
encore une variété de Lie formelle, il est €quivalent de dire qu'un grou-
pe de Lie formel est un objet en groupes de la catégorie des variétés de

Lie formelles sur S.

Dans ce qui suit, tous les groupes de Lie formels seront suppo-

sés commutatifs.

Soit G un groupe de Lie formel sur S. On vérifie aisément
que, si p est localement nilpotent sur S, G est de p-torsion, c'est-
i-dire que

G = G(x) = 1im G(n) ,
n
de sorte que G est un groupe de Barsotti-Tate si et seulement si les
deux conditions suivantes sont vérifiées:
1) G est p-divisible.

2) G(1) est représentable par un schéma fini localement libre.

I1 se trouve que si S est artinien local, d'unique point s € S,

[
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ces deux conditions sont &quivalentes et &quivalent d chacune des con-
ditions (ne faisant intervenir que la fibre géométrique de G):

3) Gg- est p-divisible.

4) 11 est‘impossible de plonger le groupe formel additif E;

(complété formel de Ga le long de sa section unité) dans Gg .

Dans le cas général, on pense que les conditions 1) et 2) sont
encore équivalentes; cela résulterait de la conjecture suivante, vraie

dans le cas artinien local (SGA 3, VII, ):

Si u: G > G' est un S-morphisme de variétés de Lie formelles
de méme dimension relative sur S, on a les équivalences:
- u est un épimorphisme
- Ker (u) est représentable par un schéma fini

- Ker (u) est représentable par un schéma fini localement libre.

Par contre, le fait que le groupe de Lie formel G soit un
groupe de BT ne se vérifie pas en général sur les fibres, comme le mon-
tre 1l'exemple du groupe de Lie formel associé 3 la courbe elliptique mo-
dulaire A sur une courbe S de caractéristique p, puisqu'il y a des

points s € S tels que l'invariant de Hasse de As est nul.

Cet exemple suggére cependant la conjecture suivante: Pour
qu'un groupe de Lie formel G sur S soit de BT, il faut et il suffit
que ses fibres GS soient des groupes de BT et que le rang de Gs

(en tant que BT) soit une fonction localement constante en s e S.
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7. Suite de composition d'un groupe de Barsotti-Tate

7.1. Supposons d'abord S réduit 3 un point s. Si G est un
groupe de Barsotti-Tate sur S, on pose par définition
) . 0 o
G = lim G(n) (G(n) " = composante neutre de G(n))
n

6% = 1im 6(n)/G(n)° ,
n

et 1'on obtient une suite exacte
0> Go > G > Get >0

On vérifie immédiatement que G° est un groupe de BT, d'ol 1l'on déduit
(5.2) que gt 1'est aussi, de sorte que 1l'on obtient G comme extension
d'un groupe de BT ind-&tale par un groupe de BT & fibre connexe. Cet-

te décomposition est &videmment canonique et fonctorielle en G.

7.2, Si la caractéristique résiduelle de S est p et si l'on pose
Gtor = 1im G(n)mult
->
n
ol G(n)mult désigne le plus grand sous-groupe de type multiplicatif de
Gm), G(m™!* ¢ 6n)°, on obtient une filtration

{0} c Gtor - G0 c G

I1 est immédiat que Gtor est un groupe de BT; c'est le plus

grand sous-groupe de BT toroidal de G.

On en déduit que GO/Gtor est un groupe de BT; c'est un
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groupe 3 fibre connexe et ind-unipotent (i.e. Go/Gtor(l) = G(l)o/G(l)mult
est unipotent). Cette suite de composition canonique est fonctorielle
en G, commute aux changements de base et par passage au dual, on véri-

fie que, par construction méme, on a des isomorphismes canoniques

tory,

(6/6%)* o (6",  (6/6 o (6%° .

7.3. Si la base S est quelconque, on en peut pas en général écrire
un groupe de BT G comme extension d'un groupe de BT ind-étale G"

par un groupe de BT 3 fibres connexes G'.

En effet, si on a une telle extension, on sait que 1l'on obtient

alors une suite exacte
0-+G'(1) »G(1) - G"(1) ~ 0.

Pour tout s ¢ S, considérons alors le rang séparable de

G(l)s. On a:
rang sep (G(l)s) = card G(1)(s) = rang sep (G'(l)s) X rang sep (G"(l)s).

Mais le rang séparable de G'(l)S est 1 car G'(l) est infi-
nitésimal et le rang séparable de G"(l)S est une fonction localement cons-
tante de s € S car G"(1) est &tale sur S, de sorte que l'on en dé-
duit que le rang séparable de G(l)S est une fonction localement constante

de s.

Or cela n'est pas vrai en géné&ral, comme le montre 1'exemple dé

la variété elliptique modulaire A sur une courbe S en caractéristique
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p, ot 1'on a des points isolés s oli 1'invariant de Hasse de AS est

nul. On a cependant le résultat suivant: (c.f.[24] chap.II, prop.4.9)

7.4, Proposition. Soit G un groupe de Barsotti-Tate sur S. Les
propriétés suivantes sont équivalentes:
i) G est extension d'un groupe de BT ind-&tale par un groupe
de BT 3 fibres connexes.
ii) Pour tout n ¢ N, G(n) est extension d'un groupe fini

étale par un groupe fini infinitésimal.

ii)bis G(1l) est extension d'un groupe fini &€tale par un groupe
fini infinitésimal.
iii) Pour tout n ¢ N, 1la fonction s » rang sep G(n)s est lo-
calement constante.
iii)bis La fonction n » rang sep G(l)s est localement constante.

L'équivalence de (iii) et (iii)bis résulte de ce que le rang sé-
parable de G(n)s est la puissance n-i&me du rang séparable de G(l)s .
D'autre part, (i) résulte immédiatement de (ii), et, d'aprés ce qui précede,
la seule implication & d&montrer est (iii) => (ii). On utilise pour cela

le lemme suivant (c.f.[24]1 chap.II lemme 4.8)

Lemme. Soit f: X > S un morphisme fini localement libre de schémas.
Pour que f se factorise en f' é&tale et f" radiciel et surjectif, il
"
£ faut et il suffit que la fonction s ~ rang sep (XS)

X ——Y
>\\ ¢///f' soit localement constante. La factorisation est alors
S

unique et fonctorielle en f.

(De la fonctorialité&, il résulte que si X est un schéma en groupes sur

S, Y 1'est aussi.)



CHAPITRE 1V

CRISTAUX

1. Rappels sur les puissances divisées.

1.1. Définition. Soient A un anneau et J un idéal de A. On dit que J

est muni de puissances divisées si on s'est donné une feuille d'appli-

cations

v
—

Yn: J — J » pour n € N, n

Vérifiant les axiomes suivants:

1) yl(x) =X , pour tout x € J.

n-1
2) YGy) = v )+ Ly KV O Y, )
i=1

pour x € J, y e J

3 Yy(v) = X" Y (¥)  pourx cA, yeJ

4 v v ()= Ly g

(n!)m m! m

(5) ¥, 00 v (x) = &MLy

m!n!

(x)

m+n

L'axiome 5 donne encore la relation

1
(m1+m2+...+mp).

ﬁ
* 1) L] ] = Y
1, b mym, .. mp. iz
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En particulier on a

X" = (v, 0" = 0ty ()

Cette derniére formule est la motivation principale pour 1'intro-
duction des puissances divisées. Si 1'anneau A est de caractéristi-
que 0, on a nécessairement
M
Y (x) = = pour tout n € N.

n n!
Donc 1'idéal J a au plus une structure de puissances divisées. Mais
il est aussi imm&diat que pour un anneau de caractéristique 0, les

n

applications x) = X définissent sur un idéal arbitraire une
19 Yn o~

structure de puissances divisées.

Pour &crire d'une maniére plus commode certaines formules,

(n)

on définit Yo(x) = 1 et on note quelquefois x au lieu de Yn(x),

la puissance divisée n®"e
Les puissances divisées ont &té introduites par H.Cartan
pour 1'étude des espaces d'Eilenberg-MacLane, et en algdbre abstraite

par N.Roby dans sa thése.

. 2. Exponentielle et logarithme.

Soient A un anneau et (J, Yn) un idéal muni de puissances
divis€es. On définit alors les applications exponentielle et loga-

rithme
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exp: J > 1+ J s exp(x) = z x(n)
nz0

log: 1 +J ~>J , log(1tx) = ) (-1)“'1(n-1)! x M
nz1

(n)

ol on suppose, pour que ces applications soient définies,que x
resp. (n-l)!x(n) est nul pour n assez grand. Si cette hypothése est
réalisée, la vérification habituelle montre alors que exp et log sont

des isomorphismes réciproques

exp "
J —  (1+J)

log

On introduit sur J la filtration

g=0M s ;@5 S,
définie comme suit: J(n) est 1'idéal engendré par les mondmes
(a,;) (a,) (a)) :
X 1 X, 27 ... X T avec L a; > n. On dit que (J, Yn) est

p.-d. nilpotent s'il existe un n tel que J(n) = {0}. Dans ce cas
x(n) = 0 pour tous les x € J et 1'exponentielle et le logarithme

sont donc définis. S'il existe un n tel que

m-1: 3™ = (0

le logarithme est défini. Cette condition a &té introduite par
P. Berthelot en cohomologie cristalline; nous 1'appellerons condition

de Berthelot.
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1.3. Quelques exemples de structure de puissances divisées.

Ex. 1) Si A est de caractéristique 0, nous avons déja vu que

tout idéal posséde une et une seule structure de puissances divisées:

v o= X

n!

Ex. 2) Si A est un anneau sans torsion, il existe au plus

une structure de puissances divisées sur J, puisqu'on a

n
1 —
n! Yn(x) = X

Elle existe si et seulement si JcJw Qc A® @ est stable par
les opérations x* xn/n!.
Ex. 3) Soient W = W(k) 1l'anneau des vecteurs de Witt d'un corps

parfait k et J = pW. Par la méthode classique de Gauss soit

L
n=a +ap t...t 3y p

0O<a,<p-1, j=0,1,... %, le développement p-adique de n et

J

L

soit s_ = j§0 aj; la valuation p-adique de n! est donnée par
n-s
l - -
v_(n!) -1 < n 1
n

D'ol Yn(p) = ET- e pW. Il y a donc une unique structure de puissances

n

divisées sur p W. De plus, on voit que si p 72, ET- tend vers 0

dans W, et comme W est complet, on peut encore définir 1'exponentielle par
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8
=1
o

exp px

T

n

Mais pour p = 2, ceci n'est plus vérifié, puisque par exemple on a

21’1

2™

2 (mod 22)

De méme sur Wn = W/pnw, les puissances divisées sont nilpotentes
pour p # 2 et on peut définir l'exponentielle et le logarithme.
Pour p = 2, comme la condition de Berthelot est vérifiée on peut

encore définir le logarithme, mais pas 1'exponentielle.

Ex. 4) Extensions des puissances divisées.

Définition. Soient (A,J,Y) et (A',J',Y') deux anneaux munis d'idéaux

avec puissances divisées, un p.d. homomorphisme

¢ - (A’ J, Y) > (A': J', Y')

est un homomorphisme d'anneaux ¢: A *> A' tel que o¢(J) < J' et que,

pour tout x e J, on ait  o(y (x)) = v (o(x))

Définition. Si (A, J, y) est un anneau avec idéal muni de p.d. et
si ¢: A > B est un homomorphisme d'anneaux, on dit que vy s'étend a B
s'il existe sur 1'idéal JB une structure de puissances divisées Y'

telle que

o (A, J, v) > (B, JB, ¥")

soit un p.d. homomorphisme. (Cette structure Y' est alors unique).
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Proposition. Soit (A, J, Y) un anneau avec idéal muni de p-d.

Si J est principal, 7Y peut toujours s'étendre.

Démonstration. Supposons que J = (j) et soit ¢: A > B un homomorphisme.

Si Yy s'étend en Y', on a nécessairement

Y, b 0 = b o (v G))

qui est bien défini puisque si b o¢(j) = b' ¢(j), comme Yn(j) = anj,

on a

" 0 (v, (1)) - DM el (D) = cb - b)) () = 0.

Il est immédiat que vy' ainsi défini domne une structure de puissances

divisées extension de Y.
Proposition. Soient (A, J, 7Y) un anneau avec un idéal J muni de p.d.

et B une A-algébre plate. Alors Y s'étend 3 JB. (En fait il suffit que

J« B> JB soit un isomorphisme.)

Démonstration. Pour construire Yﬁ : JB -~ JB, on considére le module libre

. . xB
Z(JXB) de base JxB et on définit une application gﬁ : Z(J ) —> JB.
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par

i1 iZ
Caby) Yy () agby) Ty ().

g! (a, (i b+ ey (G by )= 1

i +i t..+1, =
. 2
1k20

Comme par 1'hypothése de platitude, on a

J WA B~ JB

pour montrer que Yﬁ bien définie, il suffit donc de la définir sur

J &, B, par passage au quotient de g'. Il suffit donc de prouver que
par p n p

A
si o e Z(JXB), pour tout &lément B € Z(JXB) des formes suivantes
n G +3i", b)) - G'sb) - (G",b)
2) (j, btb') - (G,b) - (3, b")
3) (aj,b) - (j, ab) ,
on a gﬁ B +a) = gé(u)

Cette vérification est laissée au lecteur.

Les deux &noncés précédents sont dfis & P. Berthelot.

Ex.5) Cas d'un anneau de valuation discréte.

Soit V un anneau de valuation discréte d'inégale caracté-
ristique, de caractéristique résiduelle p. Soit e 1'indice de ramifica-

tion absolu donné par
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ol m est 1'idéal maximal de V. Alors m est stable par puissances

divisées si et seulement si on a

On a des puissances divisées topologiquement nilpotentes si et seulement
si e <p- 1. C'est une conséquence immédiate de la formule donnant 1la
valuation de n! déja utilisée plus haut.

Ex.6) Si A est une algébre sur les Yn sont connus quand on

20y

connait la seule opération Yp = 7. En effet YO’ Yl""‘yp—l sont

connus parce que (p-1)! est inversible dans A. Posant alors pour tout

n

on aura

a a a
Mo = ox’ o @ty 2L oTeo) T,

i PPN
ol T est 1'itéré i.éme de T et ol

2 ai(l+p+...+p1_1)

IH

c. = ] (p!)

3
for

qui est bien un &lément inversible de Z

(p)°
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Pb: conditions générales sur m pour que ™ soit de la forme Yp ?

Si on suppose que J? = pJ = {0}, on trouve que pour que

T J

> J
soit égal 3 un Yp pour un systéme convenable de puissances divisées,

il faut et il suffit que T soit additif et p-linéaire.

2. Site cristallin d'un schéma

Soient S un schéma, I un idéal quasi cohérent de OS et
Y un systéme de puissances divisées sur I. On suppose de plus réalisée
la condition de Berthelot (n-1)! I(n) = 0 pour n assez grand. Soit X

un S-schéma. On définit le site cristallin associé aux données {X, S, I,

v} comme suit:

2.1 Objets du site. Les objets consistent en les triples (U < U', YU')/g
oi U est un ouvert de Zariski de X, U c U' est une nilimmersion (on

dit encore que U' est un épaississement de U), et Yy: ©st une structure

de puissances divisées sur 1'idéal J de O, qui définit U dans U',

U

"compatible' avec la structure Y de 1I.

La condition de compatibilité& sur les structures 3 p.d. qui est
exigée est de nature locale sur X et sur U et s'exprime dans le cas

affine X = Spec A, U = Spec B, U' = Spec B' par les deux conditions.

(1) Sur IB', on suppose qu'il existe des puissances divisées
qui prolongent cellesde I (ce qui sera le cas par exemple si B' est A-plat

ou si I est principal).



76

1i) Les puissances divisées sur IB' et sur J coincident

dans 1'intersection J n IB'.

Les conditions (i) et (ii) sont &quivalentes & 1'existence
de puissances divisées sur J + IB' qui soient compatibles avec les

puissances divisées de J et de 1.

2.2 Morphismes du site. Un morphisme de (U, U') dans (V, V') consiste

en une inclusion U c¢ V et la donnée d'un morphisme de schémas U' > V!

qui rende commutatif le diagramme

U <—-a y! J
n |
V S———a ! K

et qui soit telle que les structures i puissances divisées sur J et sur

K soient compatibles.

2.3. Topologie du site. On met sur le site cristallin la topologie

"de Zariski'", 3 savoir la topologie la moins fine telle que, pour tout

objet Ue- U', 1les familles de morphismes

Uii——> ur.

v

U — U

ol {U'i C—-——-U'}ieI est un recouvrement de U' par des ouverts de Zariski

et o U.= U x UvU'i’ soient des familles couvrantes.
1
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2.4 Le topos associé au site cristallin s'appelle le topos cristallin et

on le note (X | S, I, ) ou, s'il n'y a pas de confusion possible,

cris

X1 S8) . et méme X ., .
cris cris

2.5 Description d'un objet du topos cristallin.

Soit F € Ob Xcris’ c'est-d-dire un faisceau d'ensemble sur
le site cristallin. A tout objet (U,U') du site cristallin [on devrait en

)] on associe un faisceau F si U' muni

réalité écrire (U c U', Y (u,un)

Ul

de la topologie de Zariski en posant:

F (V') = FlU x V', Vv pour tout ouvert V' c U!
(U’U') U|
A tout morphisme u = (u,u'): (V,v') » (U,U'), on associe le

morphisme de faisceau

*
u 4 . u —>

"Fu,un Fovvn

Ces morphismes satisfont aux conditions de transitivité
vis-d-vis de la composition et u? est un isomorphisme si uf(est une immer-

sion ouverte.

Inversement, la donnée d'une telle famille de faisceaux

F(U U avec des morphismes de transition u? vérifiant les propriétés
>

ci-dessus détermine un unique objet de Xcris‘

Remarque. Nous n'introduisons pas ici les autres variantes quelque fois

utilis€es. Mentionnons pour mémoire le topos infinitésimal (m&me définition

mais sans puissances ‘divisées) et le topos stratifiant ol on prend comme

objets les &paississements U < U' munis d'une rétraction.
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.6 Le fai ! .
2.6 Le faisceau d'anneaux OX/S
Si a chaque couple (U, U') nous associons le faisceau

OU' on définit sur Xcris un faisceau d'anneaux locaux qu'on note

QX/S' C'est encore le faisceau associé au préfaisceau

U, u") | ————— ru-, OU')

On a donc une notion de faisceau de QX -modules sur le site cristallin.

/S

Un tel objet F est déterminé par la donnée d'une structure de O

u
module sur les F(U Uy’ en sorte que pour u : (V, V') > (U, Uu"),
le morphisme u%  induise un homomorphisme de OV' - modules (encore

noté u?) U*F(U,U') > F(V Vi)’ 1'image réciproque €tant ici calculée en tant

que module. Un faisceau de modules sur XCriS tel que tous les u*

soient des isomorphismes est appelé un faisceau de modules spécial.

2.7. Cristaux.

Définition. Un faisceau en modules spécial F s'appelle un cristal en

F(U, U sont des OU' -

modules quasi cohérents (resp. localement libres), on dit que F est un

modules. Si, de plus, pour tout (U, U') les

cristal en modules quasi cohérents (resp. localement libres).

Proposition. Un QX/S - module est quasi coh&rent (resp. localement libre)
si et seulement si c'est un cristal en modules quasi cohérents (resp. loca-
lement libres).

Vérification immédiate.
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2.8. F-Cristaux.

Plus généralement, soit F une catégorie fibrée sur Sch/S.
Un F—cristgl}consiste en la donnée, pour tout objet (U,U') du site

cristallin, d'un objet F ) de ObF(U') ol F(U') désigne la catégo-

u,u’

rie fibre de F au-dessus de U' et, pour tout v : (V,Vv')—» (U,U')},

d'un isomorphisme

. * —_—
R SRR

ces données étant soumises aux conditions de transitivité habituelles.
La notion de cristal est souvent plus intéressante que celle de fais-

ceau cristallin.

3. Relation entre cristaux et vecteurs de Witt.

Soit S wun schéma sur An = ZVan. On désignera par Soqr 1€

topos Zariskien de S et par S le topos (S]An, pA L, Y) , c'est-a-

n-cris n cris

dire le topos annelé cristallin (de Berthelot) de S relativement 2 An

et a 1'idéal pAn muni de la structure 3 puissances divisées canonique.

Soit Mn le schéma des vecteurs de Witt de longueur n et soit

3 1
Wn(gs) le faisceau d'anneaux

MJ > WH(WU’OU))

sur SZar' On désignera par S le topos annelé

n-Witt

Sn—Witt - (sZar ? wn(gs))
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Si 1'on suppose que S est de caractéristique nous allons

définir des morphismes de topos annelés o, et Wn

®n
- . <_ 3
n-Witt ——> n-cris
Y
PR n s qs . . sy
vérifiant @an = Fw » C'est-d-dire est le morphisme identité sur les
n
j . et éfini i ar
objets du topos Sn-W1tt est défini sur les sections de Wn(QS) P

1'homomorphisme induit par la puissance n“"® de 1'endomorphisme de

Frobenius de W
nF

p
3.1 Lemme. Sur 1'id&al d'augmentation ker{Wn(Qz, ) > Oy } de
(p) (p)
Wn(g ) , il existe une unique structure de puissances divisées.

(p)

Pour 1'existence, on remarque d'abord que pour définir YN

sur 1'idéal d'augmentation de an , il suffit de définir YNV sur

P ~
tout wn’ puisqu'en effet on a V(Wn(B) - ker{wn(B) + B} pour tout

anneau B.

Pour toute Z(p)—algébre B et tout x € Wn(B), on pose

YW (x) = PN /N vy

1

ce qui a bien un sens car pN- /N! € Z et Wn(B) est une 7, ., -al-

(p) »

gébre.

Pour montrer que cela définit bien une structure 3 puissances

divisées et que celle-ci est unique, considérons 1'homomorphisme
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o : Wn > 0" qui a servi 3 définir la structure d'anneau de Wn(I.l).

On a
¢V =pVv' ¢

oi V' est 1'endomorphisme (xl,...,xn)l--——> (O,xl,...,xn_l) dans 0.

Cet homomorphisme est multiplicatif et on peut donc écrire

vV = o N vty = PN v
= VN pvie ™) = PNt tvie N
= YN pvie )N = N Do vx)I”
d'ol, posant y = V(x),
(*) by ) = /N oy

Comme Zp est intégre, cette égalité détermine uniquement

YO = 0,8 eugy) < W (B)

ol les g; sont des polyndmes 4 coefficients dans Zp (et pas seulement

dans Q). Le fait que Y, soit bien une puissance divisée résulte claire-

N

ment de (*) et 1'unicité provient de ce que de 1'égalité N!YN(y) = yN

on tire que l'on a nécessairement (*)
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I1 résulte de ceci que si X est un schéma de caractéristique
p, on peut considérer Xwn = Spec wn(gx) = (X, Wn(QX)) (schéma ayant méme
espace topologique que X mais ayant Wn(QX) comme faisceau structural)
comme épaississement de X muni de puissances divisées compatibles avec

celles de An' En particulier, si X est un ouvert de S, Xw est un
n

objet du site cristallin de S au-dessus de An' Donc, tout cristal en
quelque chose (module, algé€bre...) sur S définit un objet avec le méme

type de structure sur %W .
n

. Py vy . m— . .
3.2 Définition de n Sn-W1tt Sn-crls

Par définition,

Y* oo -cris —> .
n Sn cris Sn-W1tt

est le foncteur

{F : w,u") |— rFE, ")} |— {W;F: U |— F(U,Uy, )}

n

oi (U, Uw ) est 1'€paississement naturel défini précédemment. On a alors
n

* L]
Yoo iU l— W (T(U,0)))
n-cris

et on prend pour homomorphisme d'anneaux
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\y*
n

K=
wn
v

W (o)

n-cris

1'homomorphisme identité.

3.3 Définition de ¢

Soit A une /\n-algébre et soit A - A_ un homomorphisme

0

~ surjectif d'anneaux dont le noyau J vérifie la condition suivante:

n-i

(*) pour tout xeJ et tout i,0<i<n, on a plxp =0

Par exemple, cette condition est vérifiée si J est un idéal

a4 puissances divisées. En effet, si on a pnx = 0 VxeJ, on a aussi
i pn_i i n-i (pn_i) n
p X =p p I x =p y=0.

Considérons alors 1'homomorphisme d'anneaux

®n+1 : wn+1(A) > A
pn pn—l n-1 p n
®n+1(x13x2,...,xn+1) = x1 + PX, ...+ D X +p X 41

. n _ )
Cet homomorphisme est nul surv Wn+1(A) = ker{Rn PWo A WH(A)} et

définit donc par passage au quotient un homomorphisme d'anneaux

¢ =0 F i W (A)

n n-1
¢! (xl,...,xn) = x? + pxg t...tp X
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D'aprés la condition (*), ¢' est nul sur

Wn(J) = ker{wn(A) —_— wn(AO)}

et se factorise donc 3 son tour en un homomorphisme

£ Wn(AO) —> A .

oA
Cet homomorphisme est fonctoriel en A.

On définit alors wn comme suit:

_
Sn-cris Sn-Witt

Le morphisme de topos sous-jacent

* cr—
¢n Sn-Witt > Sn-cris
est le foncteur
{F:Uu|—FW)} |— { QXF U, un|— FE) }.

En d'autres termes (avec les notations de 2.5), on a w;F = i,F/U

u,u")
(o0 i dé&signe la nil-immersion u <— U'). On a alors

w; Wn(gs) : (U,uY) |— wn(P(U,OU)) et on prend pour homomorphisme

d'anneaux £ : w; Wﬁ(gs) —> 0 1'homomorphisme

n-cris

(U,U') |_> EHF(U',O : wn(r(U’OU)) — F(U':Oup)

U')

—
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. € Y : . —> ¢ .
3.4 Etude du composé LN Sn—Wltt gn—W1tt

. . * *
T1 est clair que le morphisme de topos sous-jacent Wn@n
est 1'identité. 1I1 reste d montrer que 1'homomorphisme d'anneaux
identité

> W* 0 W (0.)
n S . n -
n-cris

oo, * %
\yn" ' wn((-)S) \yn(pn wn (QS)

n'est autre que

n .
U|—>{F t W (T(U,0,)) > W _(T(U,0,)) } .

On doit utiliser la construction de EnA dans le cas ol A0

est une Fp—algébre, A= Wn(AO) et J est 1'idéal d'augmentation. Soit

£ : A0 —> A = Mn(AO) , e(x) = (x,0,...,0)

un systéme de représentants multiplicatifs. Si (x ..,xn) € Wn(AO),

1,X2,.

on le reléve en (E(xl), E(xz),..., e(xn)) € wn(A) et on a

n-1 i pn-i pn pn
E a(Xpsoenx ) = iZO Poe(xg,y ) T (X Le.ux )
puisqu'en effet on a (I.2.3)
n-1 i b pn—l
z p 3 (yi+1) = (}'1,)'2 LR A | Yn )

i=0

L'étude du composé Y ¢ sur S . est laissée en exercice.
n'n n-cris
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4, Cas d'un schéma parfait.

On suppose toujours S de caractéristique p et on considére

maintenant le topos S _ . = (S|Z z de S au-dessus de Z._..
POS Seris T %) » PEp)) )
Comme tout &paississement (U,U') est une nilimmersion, p est localement

nilpotent sur U', de sorte que si U est quasi compact, (U,U') est en

fait un objet du site cristallin de S sur An pour n suffisamment grand.
Il en résulte en particulier que les sites cristallins de S au-dessus
de Z(p) et de S au-dessus de Z = Zb sont identiques.

(»)

4.1. Notations

Soit A un anneau et I un idéal de A. Pour tout entier
i-1 p"?
xP

n 2 1, on désigne par I 1'idéal engendré par les €léments p s

Les In forment une suite décroissante d'idéaux et on a

I1 =1, pn-1 Ic In. Si I est muni de puissances divisées, on a alors
1'égalité pn-1 I=1 ocar
. n-i . . n-i
pl_1 xP = pt7l iy P ) pn-ly, avec y e I .

Si 1'on suppose de plus que pel (et donc pneIn), on a alors les inclu-

sions

pn A e In - pn-lI c pn-l A
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4.2 Théoréme. Soit A un anneau et I < A un idéal. Supposons

(1) A] = A/T1 de caractéristique p > 0 et parfait
(ii) A scparé et complet pour la topologie définie

par les I_ (c'est-3a-dire A 3 1im A/I ).
n < n

La condition ii) est vérifiée par exemple si I est nilpotent,
ou encore, si I est a4 puissances divis€es et si A est séparé et complet

pour la topologie p-adique.
Alors il existe un et un seul homomorphisme
u : M(Al) —> A

compatible avec les augmentations de A et W(Al), c'est-3-dire rendant le
diagramme suivant commutatif.

WA)) — Y 5 A

\

A1 = A/1

De plus, 1'homomorphisme u posséde les propriétés suivantes:

a) Pour tout n, on a

u'l(In) > VI = kerlW(A)) — W_(A))

et, en particulier, u est continu.
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b) Si €: A

1 > M(Al) est un systéme de "représentants multiplica-
tifs" de Al’ soit R <« A 1'image de wuc. Alors R est 1l'ensemble des
n

xeA tels que pour tout n il existe yeA tel que yp = Xx. R est stable

par multiplication et 1'application R - A1 induite par 1'augmentation

A > A1 est bijective, donc admet une application inverse a: A1 >R cA

qui est multiplicative.

¢c) Si x = (xl,x ..,xi,...) € W(Al), on a

2’7

. -i
u(x) = z p1 a(x§+1) (série convergente dans A).
i20

Démonstration. Montrons d'abord que tout homomorphisme u : W(Al) > A

compatible avec les augmentations posséde les propriétés a) b) c).

PR n
a) Comme A1 est de caractéristique p, on a p ¢ In de sorte que u

envoie pn W(Al) = Vn W(Al) dans In'

b) I1 est clair que 1'homomorphisme multiplicatif

est injectif (donc bijectif) car son composé avec 1'augmentation

RcA-~ A1 est 1'identité (on a donc ue = a). Montrons que

n
R = {xeA | vn, 3yeA | yP = x}
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Comme A1 est parfait et isomorphe a R par 1'homomor-
n
phisme multiplicatif o, on a évidemment R = rP pour tout n. Récipro-

quement, soit x € A pour lequel il existe pour tout n un Yn tel que

n
yE = x. Soient x et in les classes de x et de Y, dans Al' On a
ygn = x, d'ol Y, = xP = a(x)p et donc v = Yo - a(x)p e I.

On en déduit que l'on a
n _ -n n _
X = yﬁ = (oa(x)p + v)p = a(x) +v' ,

< n . n £k
oi v' =p v +... appartientdp 1l c In Comme A est séparé, on en

+1°

conclut que x =a(x).
c¢) Comme on a o = ue et que d'aprés I1.2.3 on a

X = (X, XpheenX,000) = )P e(x.
on a nécessairement

. -i
i
u) = P el )
i=20
L'unicité de u résulte clairement de b) qui définit o de
maniére unique et de la formule c). 1I1 reste 3 construire un homomorphisme

u, et il suffit pour cela de définir une famille de morphismes

u : W (Al) —_— A/In

compatibles aux morphismes de transition et telle que u, = Id(Al). Comme

1
> A/I = A1 satisfait 4 la condition (*) de 3.3,

le noyau I/In de A/In

on dispose d'un homomorphisme
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En A/In : Wn (Al) > A/In

obtenu (cf.3.3) par passage au quotient du morphisme

¢ F = ¢': Wn(A/In)

n g A/In

n n-1
1] =
¢ (xl,...,x ) xi

Les morphisme En AT ne commutent pas avec les homomorphis-
n

mes de transition, mais on vérifie que 1l'on a des diagrammes commutatifs

13
ntl
' A/In+]

Woep(Ay)

g A/In+1

‘ F En A/In
WA ———— () ———— AL

Comme A1 est parfait, 1'endomorphisme de Frobénius F est

inversible et on construit donc des homomorphismes

u wn(Al) > A/In

compatibles aux morphismes de transition en posant

_ -n
Yy T En A/I F
n

le nombre d'itérations de pl étant choisi de fagon 3 ce que pour n = 1 on

ait u, = Id(Al).
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4.3 Proposition. Si on ne suppose plus nécessairement que A1 est parfait
mais que 1'on a seulement la condition ii) du théoréme 4.2, alors pour tout

anneau parfait Bl de caractéristique p > 0 et pour tout homomorphisme

il existe un et un seul homomorphisme

v o ]W(Bl) —> A

qui soit compatible avec v, sur les anneaux d'augmentation. L'homomorphisme

v est alors continu, et on a méme

v'l(In) >V W(B)) = ker (W(B) > W (B,))

La démonstration de cette proposition est calquée sur la précé-

dente en remplacant 1'homomorphisme u ~par 1'homomorphisme

n -

v own(vl) o F Mn(Bl) > A/I

= g
n n A/In n

4.4 Corollaire. Soit S un schéma de caractéristique p parfait. Alors pour
tout objet (U, U') du site cristallin de S au-dessus de Arﬂ il existe un

unique homomorphisme (dans le site)
£: (U, U) —> (5, §)
n

ol %W = Spec awn(gs)) désigne 1'épaississement défini en 3.1. En d'autres
n

termes, (S, %W ) est un objet final du site.
n
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Démonstration. On déduit aussitdt du théoréme 4.2 que pour tout ouvert

affine V' = Spec A de U', on a, posant V = V' x U = Spec A,, un unique

U 1

homomorphisme

U : Mn(F(V, OV)) > ree, o,,)

V'

compatible avec les augmentations. Ces homomorphismes se recollent né-

cessairement et définissent un unique homomorphisme

uo fF W (0 = W (0)

compatible avec les augmentations.

4.5 Proposition. Soit S un schéma de caractéristique p parfait. Alors
la catégorie des cristaux en modules quasi cohérents (resp. localement libres)
du site cristallin de S au-dessus de An est €équivalente 3 la catégorie des

faisceaux de Mn(gs) - modules quasi cohérents (resp.localement libres).

Plus généralement, si F est une catégorie fibrée sur Sch/An, la

catégorie des F-cristaux sur S est équivalente 3 la fibre F(Sw ).
n

€ F(F )

Au cristal F on fait correspondre 1l'objet
P ) (ssw)
et inversement, 3 1'objet G de F (Sw ) on associe le cristal def1n1 sur
n
tout épaississement (U,U') par

¢"w,un =6

oi f : (U,U') » (S,Sw ) est le morphisme canonique. Le cas particulier des
N .

modules quasi cohérents (resp. localement libres) résulte de la proposition

du 82.7.
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4.6 Proposition. Soit S un schéma de caractéristique p parfait, et

soit F une catégorie fibrée sur Sch/2 "recollable pour la topolo-

(®)’
gie de Zariski" (c'estZ3d-dire que pour tout schéma X la restriction de
F au site des nuverts de Zariski de X est un champ - cf. Giraud,

"cohomologie non abélienne"). Alors la catégorie des F-cristaux sur S

est €quivalente 3 la catégorie
lim  F(§
i ( wn)

des systémes d'objets Gn e Ob F(Sw ) qui vérifient

n
- 1%
Gn 1 Gn+1 g
i désignant 1'immersion canonique Sw C— Sw
n n+l

Exemple. La catégorie des cristaux en modules localement libres de type

fini est équivalente a la catégorie des W(QS) -modules projectifs de type

fini.
Démonstration. Au F-cristal F on associe le systéme des G_ = F
n (8,8 )
. . . ,
€ F(Sw ). Inversement, si (Gn) € 1im F(Sw ) et si (U,U') est un

n n

épaississement du site, on définit un objet F(U U e F(U') obtenu par

recollement des objets

F = f* G
v,v'") n

N . n
ol V' est un ouvert quasi compact de V' (donc tel que p = 0 pour un

certain n) et oi f désigne le morphisme canonique

f: (V,V")

> (5,8 )
n
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4.7. On nec suppose plus maintenant que S est parfait, mais on suppose
que S est un schéma sur un corps k de caractéristique p parfait. On note

alors W = W(k), Wn = Wn(k).

Proposition. Si (U,U') est un épaississement du site cristallin de S

au-dessus de An’ il existe un et un seul homomorphisme

g + (U,u)y —— (Speck, Spec Wn)

et cet homomorphisme est compatible avec les structures @ puissances divi-

sées.

La démonstration est une conséquence immédiate de la proposition

4.3 et est d'ailleurs analogue a celle de 4.4.

Corollaire. Si S est un schéma sur un corps parfait k, les sites cris-

tallins de S au-dessus de (resp. de S au-dessus de An) et de S

z
(p)
au-dessus de W (resp. de S au-dessus de Wn) sont isomorphes.























































































































































































