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GROUPES DE BARSOTTI-TATE ET CRISTAUX

par A. GROTHENDIECK

Dans la suite, p désigne un nombre premier fixé. Nous nous proposons d’exposer
I'esquisse d'une généralisation de la théorie de Dieudonné [4] des groupes formels
sur un corps parfait de car. p, au cas « des groupes de Barsotti-Tate » (« groupes p-divi-
sibles » dans la terminologie de Tate [5]) sur un schéma de base S sur lequel p est
nilpotent. Un exposé plus détaillé se trouvera dans des notes développant un cours
que j'ai donné sur ce sujet en juillet 1970 au Séminaire de Mathématique Supérieure
de I'Université de Montréal, cf. aussi [7).

1. Généralités.

St § est un schéma, on identifie les schémas X sur S aux faisceaux (fppf) [2] qu’ils
représentent. Les (faisceaux en) groupes sur S sont supposés commutatifs. Un groupe G
sur § est appelé un groupe de Barsotti-Tate sur S (ou p-groupe de BT sur S, si on veut
spécifier p), s'il satisfait aux conditions suivantes:

a) p.G = G, i.e. G est p-divisible.
b) G est de p-torsion, i.e. G = lim ,.G.

¢) Les groupes G(n) = ,.G WD Ker (p".1dg) sont (représentables par des S-schémas)
finis localement libres.

En fait, il suffit (moyennant a) et b)) de supposer que G(1) = ,G soit fini localement
libre, pour que les G(n) le soient comme extensions multiples de groupes isomorphes
a G(1). Notons que G(1) est de rang de la forme p*, ou d est une fonction sur S localement
constante a valeurs dans les entiers naturels, et que pour tout n, G(n) est alors de rang p*".
L’entier d s’appelle le rang ou la hauteur du groupe de Barsotti-Tate G. Remarquons
qu’une extension de deux groupes de BT est un groupe de BT, et que le rang se comporte
additivement pour les extensions. Notons aussi que I'image inverse par un changement
de base S — S d’un groupe de BT est un groupe de BT,

Lorsque p est premier aux caractéristiques résiduelles de S, la catégorie des groupes
de BT sur § est équivalente a la catégorie des faisceaux p-adiques libres constants
tordus sur § [3], en associant a G le faisceau p-adique

T(G) = « lim » G(n),

le morphisme de transition G(n') — G(n) étant induit par la multiplication par p* "
(pour n” 2> n). Si S est connexe et muni d’un point géométrique s, la catégorie en question
est donc équivalente a celle des représentations linéaires continues du groupe fonda-
mental n = n,(S, s) dans des Z ,-modules libres de type fini.


















