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Séminaire BOURBAKI C-01
l4e ammée, 196L/62, Complément
Mai 1962

FONDEMENTS DE IA GEOMETRIE ALGEBRIQUE.
COMMENTA TRES

par Alexander GROTHENDIECK

Avertissement.

Nous avons donné dans le Séminaire Bourbaki, de 1957 & 1962, huit exposés tou~
chant les Fondements de la géométrie algébriques. A 1l'exception du premier, ces
exposés sont rédigés dans le cadre des schémes. Tous les résultats énoncés trou-
veront leur place dans les "Eléments de géométrie algébrique" de Jean DIEUDONNE
et Alexander GROTHEMDIECK. Cependant, la substance d'aucun de ces exposés n'est
actuellement couverte ni par l'un des chapitres déja publiés ou en préparation,
ni par quelque autre livre ou arbticle, et ne le sera sans doute pas durant quel-
ques années encore. Clest 13 la principale raison qui nous a incité & réunir ces
exposés qui mettront 3 la disposition des usagers un certain nombre de notions
et de résultats~clefs de la théorie des schémas, en attendant une rédaction en
_forme. D'ailleurs, la lecture de ces textes permettra de se familiariser rapide-
ment avec lesdits résultats et notioms, sans &tre géné par le détail, nécesssire=
ment encombrant, d'un traité systématique, et fournira les motivations indispen-

sables pour 1'étude d'un tel traité.

Pour la commodité du lecteur, nous avons rassenblé ici un certain nombre de
‘commentaires et d'errata, groupés par exposés, qui signaleront notamment au pas-
sage les progrés accomplis depuis la rédaction du texte, et indiqueront certaines

références supplémentaires.

Divers résultats figurant dans ces exposés ont été traités en détail dans le
Séminaire de géométrie algébrique de 1'IHES, ainsi que dans deux Séminaires consé-
cutifs & Harvard, en 196L/62, faits le premier par moi-méme et le second par
MUMFORD-TATE, pour lesquels ¢ es notes miméographiées (redlgees par Mr LICHTENBAUM)
sont actuellement en préparation. '

Sigles employés.

SGA : Séminaire de géométrie algébrique, Institut des Hautes Etudes Scienti~
fiques, 1960-1982. -



C-02

SHG : Séminaire GROTHEIDIECK, Harvard University, 196L/62,
SHMT : Séminaire MUMFORD~TATE, Harvard University, 1961/62.
EGA : GROTHENDIECK (A.) et DIEUDONNE (J.). - Eléments de géométrie algébri~

ques - Paris, Presses universitaires de France, 1960, 1961, ... (Institut des
Hautes Etudes Scientifiques, Publications mathématiques, 4, 8, L1, +4s).

TDTE : GROTHENDIECK (Alexander). - Technique de descente et théorémes d'exis-
tence en géométrie algébrique, I-VI, Séminaire Bourbski, t. 12, 1959/60, n® 190
et 195 3 t. 13, 1960/6l, n® 212 et 221 ; t. 14, 1961/62, n°® 232 et 236.

COMMENTAIRES et ERRATA,

1. Théoréme de dualité pour les faisceaux algébriques cohérents.
[Séminaire Bourbaki, t. 9, 1956/57, n® 149, 25 p.]
\\

Remerque sur la page l14. - Comme je l'ai signalé dans ma conférence au Congres
international des Mathématiciens en 1958 (l), les questions soulevées ici sont

maintenant complétement résolues,

Le lecteur trouvera d'autrcs renseignements sur la dualité des faisceaux cohé-
rents dans loco citato (l), pe 112115, dans EGA III, 2e partie (en préparation),
et, en attendant, dans §9§ 1962 . Un traitement plus systématique se trouvera
dans un chapitre ultérieur de EGA (chapitre IX dans le plan prévu) .

2+ Géométrie formelle et géométrie algébrique.
[S&iinaire Bourbaki, L. 11, 1958/57, n° L&, 28 p.]

Page 8, théoréme €, -~ L'hypothése " f quasi-projectif" peut &tre remplacée
par 1'hypothése plus faible " £ 8éparé", en vertu du résultat suivent (Cf. SGA
VIII, 6.2) : Tout morphisme f : X + Y, qui est quasi-fini et séparé, est quasi-

projectif.

(1) GROTHENDIECK (Alexander). - The cohomology theory of abstract algebraic
verieties, Proceedings of the international Congress of Mathematicians [1958.
Edinburghj ; De 103=118, = Cambridge, at the University Press, 1960,
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Page 12, et page 14, remarque le = Signalons que Je~P. SERRE a construit une

variété projective non singuliére, de dimension 3, sur un corps algébriquement
clos k , de caractéristique p > 0 , qui ne provient pas par réduction d'un
schéma propre sur un anneau local intégre de corps résiduel k , et ayant un
corps de fractions de caractéristique nmulle (2), MUMFORD aurait trouvé un exemple

analogue, avec une surface projective mon singuliere.

Page 15, remarques 2 et 3. =~ Je suis actuellement moins optimiste concernant

les résultats conjecturés ici. Cependant, le probléme relatif aux veriations de
structure pour l'espace projectif, signalé & la fin de la remarque 3, a été résolu
par l'affirmative par HIRONAKA, et le probléme analogue pour les variétés abéliemres

a été résolu par KOIZUMI,

Page 16, ligne 3. -~ Signalons que MUMFORD a construit récement les schémas des

modules pour les courbes de genre g (Cf. SHMI). Le théoréme 1O prouve d'ailleurs
que les "schémas de Jacobi d'échelon n " de la théorie des Modules sont non sin~-

guliers (et meme simples sur 32 )e

Page 23, ligne 12, lre ligne du corollaire 5. = Ajouter s "X ou ¥ étant

propre sur k ",

La substance des § L & 5 est contenue dens la partie publiée de EGA III, celle
des § 6 et 7 est contenue dans SGA TIIT. Pour 1'étude du groupe fondamental, voir
SGh V, IX, X, XI, ainsi que SGA 1962 (exposés X, XII et XIII) pour les théorémes
du type Lefschetz et de nombreuses questiors ouvertes. Seule la théorie des revé-
tements modérément ramifids (Cf. théoréme 14) n'a pas encore fait l'objet dlune
rédaction en forme. Le corollaire du théoréme 14, qui donne la détermination com-
pléte. des rev8tements galoisiens d'ordre premier & la caractéristique d'une courbe
algébrique sur un corps algébriquement clos, a été utilisé de fagon essentielle

a4 troisreprises
1° dans la démonstraiion par IGUSA de 1'inégalité de Picerd pour les surfaces

projectives non singulidres en caractéristique quelconque,

2° dans 1'étude (développée indépendamment par OGG et SAFAREVIC) du groupe des
fibrés principaux homogénes sous une variété abélienne définie sur un corps de

fonctions d'une variable, en caractéristique quelconque,

3° dans 1la démonstration récente, par ARTIN, de certains théorémes-clefs sur la

"cohomologie de Weil" des variétés algébriques.

(2) SERRE (Jean-Pierre). - Exemples de variétés projectives en caractéristique
p non relevables en caractéristique zéro, Proc. Hat. Acad. Sc. U. S. Ady t. 47,
1961, p. 108-109.
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3« Technigue de descente et théorémes d'existence en géométrie algébrique [TDTE Il
T Généralités. Descente par morphismes fidelement platse
[Semlnalre Bourbaki, te 12, 1959/60, n° 190, 29 p.]

Page 1, ligne 10. - Il semble maintenant excessif de dire que la technique de

descente est "a la base de la plupart des théorémes d'existence en géométrie
algébrique™. Cela est vrai dans une large mesure pour les techniques non projece
tives faisant l'objet des deux premiers exposés de la série TDTE I & VI, mals
non pour les techniques projectives (IDIE IV, V, VI). '

Page 5, ligne l6. = Il est inutile de supposer que Q soit un morphisme de

S-descente,

Page 20, remarques - Un morphisme S' - 5 -quasi-fini, étale, surjectif, ou un

morphisme Spec(K3-+ Spec(A) n'est pas toujours un morphisme de descente strict,
méme si A est un annesu local d'une courbe algébrique sur un corps algébrique-
ment clos k , et S = Spec(A) o Ainsi on peut trouver un morphisme propre et
simple £ : X - S , faisant d® X un fibré principal de base S sous une courbe
elliptique E , tel que f' : X' » S' soit projectif, mais f n'étant pas
projectif. C'est donc en méme temps un exemple d'un fibré principal homogéne non

isotrivial sous un schéma abélien.

Page 26, ligne 9. - Lire "CHOW-IANG" au lieu de "IGUSA-LANG".

Pour divers détails touchant la théorie de la descente, voir §E§'VI,'VII,'VIII.

4, TDTE II : Le théoréme d'existence en théorie formelle des modules.
T8éminaire Bourbaki, Te 12, 1959/60, n° 195, 22 p.]

Page 8e - Lo formule écrite dans la proposition 5.1 n'est correcte que lorsque

A est un corps ; dans le cas general il faut remplacer ‘mtﬁng par le guotient
de cet espace par l'image de na/h y 60 1 est 1'idéal maximal de A « De plus,
la définition domnée pour O simple sur A n 'est correcte que lorsque 1'exten-
sion résiduelle k'/k est séparable. Dans le cas général, cf. SGA III, l.l.

Page 14, remarque. - Les problémes soulevés ici sont complétement résolus dans

le cas projectif par les nschémas de Hilbert" (Cf. TDTE V). Des exemples de
NAGATA et HIRONAKA montrent par contre que les foncteurs envisagés ne sont pas
nécessairement représentables si on ne fait pas d' hypothése projective, méme en
Se bornant 3 la classification des sous-variétés de dimension O d'une variété
compléte non singuliére de dimension 3 ; ceci est 1ié au fait que le carré symé-

trique d'une telle variété peut ne pas exister.
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Page 15, n® 3, - Pour une étude plus compléte, voir TDIE V.

Page 16, proposition 3.l. - Au lieu de "si f est propre", lire "si f est

propre et séparablel,

Pages 18 et 19, remarques, 2°., = J'ai montré récemment que le schéma formel des

modules pour une variété abélienne sur un corps est bien simple sur 1l'anneau de
Witt, en d'autres termes que tout schéma abélien sur un ameau artinien local,
quotient d'un autre, provient par réduction d'un schéma abélien sur ce dernicr.

La démonstration utilise simplement les propriétés de variance de la classe d'ob-
struction au relévement, introduite dans 1'exposé n® 1&, page 12+ Rappelons aussi
que les schémas de modules povr les courbes de genre g ou les schémas abéliens
polarisés ont été construits par MUMFORD (Gf. §§¥2).

Page 19, § 5. = I1 faut supposer que la section envisagée pour définir U soit

non diviseur de O non seulement sur % , mais sur tout Xn .

Page 20, lignes 12 et 13. - Au lieu de " G_ = G(Spec(Qy _)) ", lire :
Z —X v sX

N\

G, = GlBpec(Oy ) < G(SP%@&,X)) ’

~
et au lieu de " Oéx "y lire ¢ " O' ",

t
O.

5. TDTE III : Préschémas quotients.
“TSéminaire Bourbaki, te 13, 1960/6l, n® 212, 20 p.]

Page 15, assertion (i). - Le fait que Y =X/R soit quasi-projectif sur S

ne semble prouvé, pour l'instant, que dans le cas ol R provient d'une relation

 d'équivalence.

Pages 18 et 19, - Comme nous le signalons & la fin de l'exposé suivant, la

conjecturc envisagée est décidément fausse. Le "fait positif" signalé dens la
remarque 8.l semble avoir été démontré similtanément par divers auteurs (NAGATA,
'ROSENLICHT, GROTHENDIECK, «ss).

Signalons que 1l'application faite dans TDTE V de la théorie développée ici du
passage au quotient & la construction des schémas de Picard peut sc remplacer
également par une utilisation convenable des schémas de Hilbert (Of. §E§E). Comme
il a été dit dans le § 8, la lacune la plus importante de la théorie, présentée
ici, est le manque d'un critére d'existence de quotients par une relation d'équi-

valence non propre, telles les relations d'équivalence provenant de certaines
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opérations du groupe projectif. Un théoréme important dans cette voie a été
obtenu par MUMFORD (3). Pour un raffinement de son résultat, et diverses appli=-

cations & la théorie, voir SHMT.

6. TDTE IV : les schémas de Hilbert. .
[BéminaitTe Bourbeki, Te 13, 1960/6l, n® 221, 28 p.]

Page 6, théoréme 2.1, 3e ligne. = Au lieu de "il faut", lire "il faut et il
suffit".

Page 15, ligne 13. - Au lieu de "P £#Q ", lire " P <Q ",

- ligne 15, = Au lieu de "Si au contraire P =Q ", lire "Dans le cas
contraire, on aura P(n) 3 Q(n) pour n grand".

- ligne 18, formule (*)e - Au lieude " <" et " >, lire " L " et
n> o, '

- ligne 5 & partir du bas. = Au ljey dc " = ", lire " 2 ",

Page 18, remarque 3.9. = Siggglpns que 1l'étude des composantes commexes des
schémag de Hilbert sur un corps algébriquement clos a été faite par HARTSHCRNE.
Cet auteur prouve que les Hilbi sont connexes, et détermine les couples (r , P)
pour lesquels E};E: =g (4).

Page 23, ligne 5 & partir du bas. - Au lieu de "une composante", lire "d'une

composante” .

Pages 23 et 24, remarque 5.5+ — A propos de l'exemple de ZAPPA, signalons que
MUMFORD vient méme de construire une composante irréductible du schéma de Hilbert

pour @g (dont les points généraux représentent des courbes non singulieres de

degré 14, genre 24), qui est non rédulte en son point genériques Faisant éclater
une des courbes obtenues, il obtient également un schéma projectif régulier de
dimension 3 sur C , dont le schéma formel des modules est non réduit en son point
générique, ou, ce qui revient au méme, tel que sa variété des modules locale, au
sens de la géométrie analytique, sur C (Cf. Séminaire Cartan, t. 13, 1960/61),

est non réduite en tous ses points.

3 .
(Y) MUMFORD (David). - An elementary theorem in zeometric invarient theory,
Bull. Amer. math. Socs, t. 67, 196L, p. 463-486.

By
l9é2§ HARTSHORNE (R.). - Connectedness of the Hilbert scheme (Thesis. Harvard.
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7, ™DTE V : Les schémas de Picard. Théorémes d'existence.
TSéminaire Bourbakl, te 14, 1961762, 1° 232, 19 p.

Page 7, remarque 3.3 - La question soulevée ici a été résolue affirmativement

par MUMFORD (voir commentaires & 1'exposé suivant).

Page 13, remarque 5.2. - Comme je le signale au début de 1l'exposé suivant, la

conjecture d'existence avancée ici est fausse, cependant MUMFORD arrive & prouver

par ses méthodes un théoréme légérement plus faible.

Page 14, ligne 7. = Aprés "complet) ajouter "3 corps résiduel algébriquement

clos"., Ie contre~exemple de MUMFORD quion vient de signaler montre d'ailleurs que

cette restriction est indispensable-

Page 17, rémarque 6.6. - Corme nous le signalons au début de l'exposé suivant,

. la question soulevée ici vient d'&tre résolue par l'affirmative par MURRE o

Page 18, remarque 6.7. - La question soulevée ici se résoud par l'affirmative

(6f. dernier alinéa des commenteires & l'exposé.suivant).

N
Page 18, remarque 6.&, 4e ligne. - Au lieu de "réguliert,lire "simple sur k "o

8. TDTE VI : Les schémas de Picard. Propriétés générales.
[Séminaire Bourbski, ©. 14, 1901762, n® 236, 23 p.l

Page 12, ligne 16, ~- Au lieu de Mdroite affine", lire "droite affine privée de
1'origine". ’
-1
- ligne 18 - Au lieu de " X[t] ", lire " X[t , t7 ] "

Page 16, proposition 3.1, 6e ligne. = Au lieu de "Or 1thypothése ses", lire "Or,

de 1'hypothése o..".

Page 21, § 4 : Le théorime de finitude pour le schéma de Picards - les questions
de finitude du genre de celles soulevées dans ce paragraphe ont été & peu prés

totalement résolues depuis la rédaction du présent exposé. Indiquons les faits

principaux conmus maintenant dans cette direction. Pour simplifier les énoncés,
nous supposons implicitement que tous les préschémas de Picard, intervenant dans
les énoncés, existent, bien qu'une modification évidente de ces énoncés permette
de se débarrasser de toute hypothése d'existences S désigne par la suite un

schéma noethérien, X , ¥ des schémas propres sur S e

(1) Soit £ : X =Y un morphisme surjectif, alors f£* : Picy /s 7 Pioysg
est un morphisme de type fini. :
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(i1) Supposons Y projectif sur S , muni d'un Module inversible ample rela-
tivement & S , et soient X le schéma des zéros d'une section quelconque de
ce Module, f : X - Y 1'immersion canonique. Supposons enfin que les composan=
tes irréductibles des {ibres de Y/S soient de dimension > 3 . Alors
£+ Piey g = Pley g est do type fini. ’

(1ii) Supposons que X soit projectif sur S , et que toutes ses fibres géo-
métriques soient integres et de dimension n . Soit @X(l) un Module inversible
ample sur X , permettant de définir des polynbmes de Hilbert., Soit M une partie
de EEEX/S , alors M est quasi-compacte si et seulement si, dans les polynbmes

Tlw=

1 Iy wr .
de Hilbert N X"+ a, X + a, Xng + ees des €éléments de M , les coeffi-

cients a et ay restent bornés.

(iv) Pour tout entier n # O , 1'homomorphisme de puissance n-iéme dans le

_préschéma en groupes PiEX/S est un morphisme de type fini.

Notons que (i) et (ii) signifient aussi que (sous les hypothéses envisagées dans

ces énoncés (i) et (ii)) une partie M de PiCY/S est quasi-compacte si et seu-

lement si son image dang PiCX/S 1'est. On en conclut qu'un Module inversible

£ sur Y est t-équivalent & zéro si et seulement si son image inverse sur X
. T . . T .
Itest ;3 en d'autres termes Plcy/s est 1'image inverse de Plgx/s « En parti-

culier, pour montrer que le premier préschéma est de type fini sur S, il suffit

de le prouver pour le second puisque PicY/S - PiCX/S est de type fini, Utili-

sent alors (i), le lemme de Chow et (iii), on trouve :

(v) Pigi/s est de type fini sur S .

De fagon générale, la conjonction de (i) pour un morphisme £ini et de (ii)
permet de se ramener, pour la plupart des questions de finitude, au cas o X/
est & fibres géométriques intdgres normales de dimension K2 ; souvent méme,
appliquant (i) pour un morphisme surjectif non nécessairement fini, et la réso-
lution des singularités des surfaces algébriques (due en caractéristique quelconque
4 ABHYANKAR), on se raméne au cas ot X/S est mfme simple, donc a fibres géomém
triques non singulidres de dimension 2. Cela permet par exemple, compte temu de
(v), et de 1'inégalité de Picard-Igusa majorant le rang du groupe de Néron-Severi
d'une surface projective non singuliére, de prouver la généralisation suivante

du théoréme de finitude de Néron :

(vi) Soit X/S propre sur S et par ailleurs quelconque, alors les groupes
de Néron-Severi Pyﬁti/ki/Picgi/ki des fibres gdonétriques Xi/ki de X/S
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sont de type fini, et leur rang et l'ordre de leur sous-groupe de torsion restent

majorés.

La mfme néthods de réduction au cas des surfaces non singuliéres, et des théo-
rémes conmus pour ce cas (savoir le théoréme de finitude de NWéron, et le fait
que la forme intersection sur le groupe de Néron-Severi est non dégénérée) impli-
quent

(vii) Soit X wun schéma propre sur un corps algébriquement close. Alors il
existe un nombre fini de courbes fermées integres Cy (lgigr) dans X,
_ayant la propriété suivante : pour toute partie M de _lijfx fe M est quasi~

compacte si et seulement si les entiers deg EC, (8 € M) restent bornés (ou

¢! d651gne la normalisée de Gy )e

On peut prendre ici pour r le rang du groupe de liéron-Severie. Une fols conmu
que ce dernier est de type fini, (vii) se réduit au fait que les formes linéaires
sur le groupe de Néron-Severi définies par des courbes C dans X ne s'annulent
simultanément que sur les éléments de torsion du groupe de Néron-Severi. Dans le
cas X projectif non singulier, ce résultat, ainsi que (v), était afi & MATSUSAKA.
Utilisant (vii), on obtient facilement la caractérisation suivante des Modules

inversibles T-équivalents & O sur X :

(viii) Soient X/k un schéma propre sur un corps, £ wun Module inversible

sur X . Conditions équivalentes :
ae £ est t-équivalentd O,

be Pour tout Module cohérent F , ona y(F &) = x(F) , ot x désigne la

caractéristique d'Fuler-Poincaré,

b'e Comme (b), mais avec F = % Y étant un sous-schéma fermé intégre de

dimension 1 dans L ,

ce Pour tout Y comme ci-dessus, désignant par Y' la courbe normalisée, on
a deg Ly = O .

Si X/k est projectif et muni d'un Module inversible ample Oy(l) , les condi-~

tions précédentes sont aussi équivalentes aux suivantes :
de Pour tout entier m , ©(1) est ample.

ce (S1i X est intdégre.) Pour tout couple d'entiers m, n, ona

X% (n)) = x((n))
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(is es (b) est vrai en faisant F = Egm(n)) .

Pour la suffisance de cette derniere condition, on notera qu'elle signifie que
les polyn8mes de Hilbert des " sont tous égaux, donc, en vertu du critére de
Mumford (iii), les "  restent dans un ensemble quasi-compact de EEEX/k ,
is ce on a (a). Les conditions (b), (b'), (c¢) doivent &tre considérées comme

des variantes (sur un schéma propre quelconque) de la notion d'équivalence numé~

rique, définie habituellement sur des variétés projectives non singuliéres. Pour

ces derniéres, 1'¢quivalence de (a) et (c) était éviderment bien conmue (MATSUSAKA).

Le critére (e) implique aussi le résultat suivant :

(ix) Soit £ ¢ X - S un morphisme projectif et plat dont les fibres géométri-
ques sont inteégres. Alors Pigf)s est ouvert et fermé dans P?%c/s .

Nous nous bornerons & quelques commentaires sur la démonstration des résultats-
clefs (i), (ii), (iii) (le résultat (iv) est un peu 3 part des autres, et se
prouve en utilisant seulement (iﬁ.pour les morphismes finis surjectifs radiciels,
de facon précise, pour un morphisme de Frobenius). Pour (i), on utilise de fagon
essentielle les idées de la descente non plate (voir notamment IDTE I, page 9).
I1 se trouve que (n'ayant en vue que des résultats de finitude), le manque de
critéres d'effectivité pour des données de descente est inoffensif. D'autre part,
MUMFORD & démontré récemment une forme un peu moins forte de (iii), savoir le

critére faisant intervenir tous les coefficients du polyntme de Hilbert. Son argu-

ment est extrémement simple, et inspiré par la démonstration d'un critére d'am-
plitude de NAKAI (énoncé par ce dernier pour les surfaces non singuliéres, et
généralisé par MUMFORD aux morphismes projectifs quelconques). Il me semble d'ail-
leurs que cet argument n'est valable que moyennant une 1égére restriction supplé-~
mentaire sur les fibres de X/5 , (la propriété (S,) de SERRE), vérifiée si
les fibres géométriques sont normales. On utilise alors ce critére restreint dans
la démonstration de (ii) : le critére (i) permet en effet de se ramener au cas

o Y/S est plat & Pibres géométriques intégres et normales, et appliquant le
critére de Mumford, oh se raméne aisément au cas ou X/S satisfait aux mémes
conditions. De l'hypothése d e dimension résulte alors que lecs fibres géométriques
~de Y et de X sont de profondeur >2 en leurs points fermés, ce qui permet
d'appliquer les Yeritéres d'équivalence" sous la forme qui leur est donnée dans
SGA 1962 (exposé XII), et d'achever la démonstration de (ii). Une fois qu'on
dispose de (i) et (ii), il n'est pas difficile dans le critere de Mumford de se
débarrasserde toute hypothése de normalité sor les fibres, et de le démontrer égale-
ment sous le forme plug Torte domzdc duns (iii).
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Notons enfin que la démonstration de (i) et (ii) montre également que dans le
cas ou S est le spectre d'un corps k , le morphisme PicY/k - Pi&(/k est

affine (et non seulement de type fini).




Séninaire BOURBLKI 149-01
(Mai 1957)

THEOREMES DE DUALITE POUR LES FAISCEAUX ALGEBRIOUES COHERENTS,

par Alexandre GROTHENDIECK

Les résultats qui suivent, inspirés par lc nghdortnme de dualité algébriqus" de
Serre, ont été trouvés en hiver 1955 ct hiver 1956, Ils s'Gtablissent trés sinplement
4 1'aide de résultats asscz élénentaircs sur la echomologie des espaces projectifs
[3 ], et l'utilisation intensive Ade 1l'algébre homologique de Cartan~Eilenberg, sous
la forme [R 7. ‘

1. Les Ext de faiscooux de modules ([2], chep. 3 et 4).

Soit X un espioc topologigue muni d'un faisceau 0 d'anneaux avec unité
(non nécessairenent commutatifs). On considére la catégorie abdélienne 09 des
frisceaux dec O-wodules, appeldés aussi O-Modules. On sait que tout objet de cette
catégorie admet unc résolution inquctlvc, ce qul permet d'y définir les foncteurs
Ext ayant les propriétés formelles bien conmies . De fagon précisc, pour éviter
des confusions, nous désignons par Homy(X 3 4 B) ou sinplement Hom(X ; 4 , B)
le groupe abélien des thomomorphismes—Hc i dans B, tandis que EQEO(A ’ B)
désignera le faisccau des germes Athomomerphismes de 4 dens B (&, B e C+) o
On définit pour A € 09 fixé des foncteurs h, et h, 4 valecurs respectivenent
dans la catégoriec C des groupes abdélicns ct la catégorie @Z des falsceaux
abéliens sur X , par lcs formules @

(1.1) | hy(B) = Homy(X 5 & , B) B, (B) = Hom, (A , B)

Les f;nctcurs h, et h, sont des foncteurs covariants exacts a gauche, dont
on considére les foncteurs dérivés droits, notés respcctivement Extp(y L, B)

et .EEPS(A , B) « On a donc par définition

Extd(X 5 4, B) = (R° By)(B) = ¥ (Homy (X 5 4 , O(E)))

(1.2)
Extd(h , B) = (& gAxB‘) = HP(@(,(A , C(B))

ou le symbole RP désigne le passage aux foncteurs derlves droits, et ol c(B)
désigne une résolution injective arbitraire de B dans 0— Désimons par

T G? —» C 1c foncteur Msections". Rappclons que ses foncteurs dérivés droits
sont notés par B —»HP(X , B) s
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(1.3) H(X , B) = (B r)(8) = ©°(r(c(8)))
On a évidemment h, = Th,; d'autre poart.en vérifie quc h, trensforme objets injec-

tifs en objets acycliqucs pour I « On en conclut de fagon bien connue ¢

PROPOSITIOI(})T 1, = I1 existe pour tout O=Module A un foncteur spectral cohomolo=-
gique sur “C— , aboutissiént eu foncteur gradud (Ex‘bg(X $ A, B)), et dont le

terme initial est

(1.4) Ep?d(a , B) = (X , Ext(a , B))

On en déduit des ‘Medgs-honomorphisms" ¢t unc suite exacte & cing termes que nous

ntécrirons pas.

COROLLAIRE 14 -~ S1 A est locnlenent isomorphe & _Qn , alors on a des isomorphis-
mes canoniqucs -

(1.5) Extd(X 5 4 , B) £ K’ (X , Hony(4 , B))
) - \\; —
(donnés par des edge-horiomorphisms: de la suite spectrale). En particulicr on a un

isomorphisme canonique

(1.6) Extg(x 50, B) =H (X, B)

Pour utiliser ces résultats, il faut savoir expliciter les Exbg (A , B) « Ce sont

des foncteurs qui se calculent localement, il.e. si M est un ouvert de X, ona

‘_E_xig(A , B) |U =@glu (‘,A‘ lu, B |U)

 comme il résulte du fait que la restriction & U d'un O-Module injectif est un
(9 lU)—Module injectif. De plus, on a des homomorphismes fonctoriels, pour x€& X
fixé
(1.7) Hom_O(A ’ B)X —-)Hom-(?-x(Ax ’ Bx)
qui se prolongent de fagon unique en un homomorphisme de foncteurs cohomologiques
en B¢ ,
p D
(1.8) Exty (4 , B), —>Exty (A, B)
Y =
PROPOSITION 2, = Si A est, dans un voisinage de x , isomorphe au conoyau d'un
. n
homomorphi sme Qm ~» 0" , alors (1 «7) est un isomorphisme pour tout p « Il en

ost_ainsi en particilier si A est un O-lodule cohérent [3 ],
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PROPOSITION 3., = Soit L* = (Li) une résolution gauche du O-Module A par
des O-Modules dont chacun est isomorphe localement & un ’9? . Alors Exto(A 5 B)
g'identifie 3 H‘(Homo(L* s B)) , et ExtO(X ; A, B) s'identifie & 1 'hypercoho—

mologie de X par rapport au complexe HomO(Lﬁ ; B)

La démonstration est standard, on considére le bicomplexe Hbmo(L* , C(B)) ou C(B

est une résolution injective de B , et les homomorphismes naturels de
HogQ(L* ;. B) et de HomO(A , C(B)) dans ce dernier.

Pour finir, indiquons que les deux foncteurs Ext introduits dans (1.2) sont
non seulement des foncteurs cohomologiques en B , mais des bifoncteurs cohomologi-
ques, covariants en B et contrevariants en A4 .

2. Loi de composition dans les Ext .

Les résultats de ce numéro sont dus indépendamment & CARTIER et & YONEDA ; voir
un exposé de CARTIER [ 1] pour dessdétails. Soit C une catégorie abélienne. Soient
K et I deux objets gradués dans C . On désigne per Hom(K , L) 1le groupe abélien
gradué dont la composante de degré n est formé des homomqrphismés homogénes.de
pi+my

degré n de K dans L (i.e. des systemes (ui) d 'homomorphismes K
8i K et L sont des complexes (2 opérateurs différentiels de degré +1 pour fixer
les iddes), on introduit dans Hom(K, L) 1'opérateur différentiel donné par

(2.1) S) = du + (- l)n+1 ud , od n = deg(u)

qui en fait un complexe & opérateur différentiel de degré +1 . Les cycles de
degré n sont les opérateurs de degréd n qui anticommutent & u (en tant
qu'opérateurs homogénes )« On peut alors considérer 1 (Hom (K , L)) , clest un
invariant des types d‘homotopie de 'K et d¢ L, qu'on pourra noter H*(K , L) -
Si on a un troisidme complexe M ; alors la composition des homomorphismes définit
un accouplement Hom(K , L) x Hom(L , M) =>Hom(K , M) compatible avec les
' opérateurs différentiels, d'ou par passage 3 la cohomologie des accouplements

(2.2) H¥ (K , L) x E°(L , M) — H¥(K , M)

notés (w , v) => vu . Ces accouplements satisfont uné propriété évidente d'associa-
tivité. Ep particulier, H*(K ; K) est un anneau gradué associatif avec unité,
et H*(K , L) (respe H* (L , K)) est un module gradué & droite (resp. 2 gauche )

. sur cet anneau, etc..En dimension O, (2.2) se réduit & la composition des

homomorphismes permis de complexese. Enfin, une suite exacte de complexes
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0 =% K!' =3 K —» K" —=>»0, telle que K‘i s'identifie & un facteur dircct de
Ki pour tout 1 , donnc naissance & une suite exacte pour les complcxes de
groupes Hom(K" , L) , etces, d'ou un opérateur cobord i (K* , L) => (K" L)
On définit de mfme les opérateurs cobord relatifs & une suite exacte en L.
Les accouplements (2.2) sont compatibles, au sens usuel, avec ceS opérateurs
cobord.
Supposons maintcnant qus C soit une catégorie telle que tout élément A de -
C admette uns résolution injective C(A) o On constate alors, utilisant unc des

nombreuses variantes du théoréme du bicomplexs, que

% *

H*(C(A) , C(B)) = H (Hom(C(4) , C(B)))
est canoniquement isomorphe &

1*(Hom(A, C(B))) = Ext™ (& , B) .

Les opérateurs cobord envisagés plus haut donnent les homomorphismes cobord des
Ext ¢« De plus, les accouplements, (2.2) donnent ici des accouplements associatifs,

compatibles avec les homomorphismes cobord 3

(2.3) Ext*(A , B) x Ext*(B , C) —»Ext™(4 , C)

En particulier, Ext*(A , A) est un anneau gradué associatif avec unité, etc.
(On montre de fagon analogue que les foncteurs ExE opérent dans les foncteurs

dérivés d'un foncteur quelcongue j nous ne BOuS Servirons pas ici de ce fait).
14 . [3 2’ e . 0
Dans le cas ou la catégorie envisagée est la catégorie C— des O-Modules
sur ¥l, on obtient donc des accouplements ‘

(244) Extb(X 3 & , B) x Extd(X 5 B, C) ~>Exth (X 5 4 , ©)

qui peuvent s'expliciter comme il a été dit. Dtailleurs, les mémes déve
mais ol on remplace la catégorie des grounes abéliens par la catégorie:des
faisceaux abéliens sur X , et les foncteurs Hom par les foncteurs:. Hom
sent aussi des accouplements, ayant les mémes propriétés formelles, et de .
"nature locale" cette fois-ci

i

(2.5) ExtD(i , B)xExt(B , ¢) = Exty i

Ces derniers se précisent si on remarque que lss b
competibles avec les accouplements entre les Ext
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O'-Jr K! =K —» K" —>» 0 , telle qus K':.L g'identifie & un facteur dircct de

K pour tout i , donnc naissance a une suite exacte pour les complexes de

groupes Hom(K" , L) , etca, d'ol un opérateur cobord Hi(K' , L) -9»Hi+1(K" y L) o
On définit de méme les opérateurs cobord relatifs i une suite exacte en L

Les accouplements (2.2) sont compatibles, au sens usuel, avec ces opérateurs
cobord.

Supposons maintenant qus C soit une catégoris telle que tout élément A de -
C admette une résolution injective C(A)  On constate alors, utilisant une des
nombreuses variantes du théoréme du bicomplexs, que

B¥(C(A) , C(B)) = H*(Hom(C(A) , C(B)))
est canoniquement isomorphe &
1 (Hon (4, C(B))) = Ext™(& , B) .

Les opérateurs cobord envisagés plus haut donnent les homomorphismes cobord des
Ext . De plus, les accouplements. (2.2) donnent ici des accouplements associatifs,

compatibles avec les homomorphismes cobord @

(2.3). Ext*(a , B) x Ext*(B , C) —»Ext (4 , C)

En particulier, Ext™ (A , A) est un anneau gradué assoclatif avec unité, etc.
(On montre de fagon analogus que les foncteurs ExE opérent dans les foncteurs

dérivés d'un foncteur quelcongue j nous ne Bous sServirons pas ici de ce fait)s

Daps le cas ou la catégorie cnvisagée est la catégorie 09- des O-Modules
sur X1, on obtient donc des accouplements

(2.4) Extb(X 3 & , B) x Ext3(X 5 B, C) —~Ext) X ; 4, C)

qui peuvent s'expliciter comme il.a été dit. D'ailieurs, les mémes développements,
mais ol on remplace la catégorie des groupes abéliens par la catégorie des
faisceaux abéliens sur X , et les foncteurs Hom par les foncteurs Hom définis-
sent aussi des accouplements, ayant les mémes propriétés formelles, et de

Mhature locale® cette fois-ci s | '

(2.5) Exth(: B) xExt (8 , C) — Extf"(a , ©)

Ces derniers se¢ précisent si on remarque que les homomorphismes (148) sont

compatibles avec les accouplements entre les Ext .
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Rappclons enfin qu'on a aussi une structure.multiplicative entre foncteurs
BP (x , &) (cup-produit)e On constate alors que les suites spectrales de la
proposition 1 sont compatibles avec les structures multiplicatives, de fagon plus
précise, on a un accouplement de la suite spectralse E(A , B) et de la suite
spectrale E(B , C) vers la suite spectrals E(h , C) , qui, pour l'aboutissement
so réduit & l'accouplement entre les Ext globaux, et pour le termme initial
3 l'accouplemont déduit, dans le deuxidme membre de (1.4), du cup-produit et des
accouplemonts des Ext locaux. Il en résulte on particulier que les "edge-homomor—

phisms"
(2.6) | Exto(X 3 & , B) = H(X 5 Exto(A , B))
(2.7) (% , Hom(4 , B)) =>Exty(X 5 & , B)

sont compatibles avec les structures multiplicatives. Si on sc borne donc aux
faisceaux localement isomorphes 3un 9? , cela cxplicite complétement la composi-
tion entre Ext globaux & 1l'aide du cup=-produit, compte tenu de 1tisomorphisme
(1.5),

3, Résultats de cohomologic localece-

Soit A un anncau commutatif avec unité muni d'un idéal J . Nous allons définir,

pour un A-module M varisble, dos homomarphismes fonctoricls

Ext} (A/7 , M) —> Hom, ( R 3/7, Hegh/T)
(3.1) .
Tor‘;(A/J , Me (R 3/7°) ® Hom, (4/5 , M)

ou les produits tensoriels et extérieurs sont pris sur l'anneau A j noter d'ailleur:
que J/J2 est en fait un A/J-module, et que sSes puissances extérieures en tant

que A-module eu en tant que h/J-module sont les mémes. La définition des homomor=
phismes (3.1) revient & la définition, pour tout systéme x = (2, 5 eoe s x )

p
de points de J d'homomorphismes ‘Y, *

Extf(A/J , M) =>M®A/T

fx

(3.2) .
‘ k{?_ :I HomA(A/J y M) = Torg(A/J , M)

de telle fagon que les conditions suivantes soient satisfaites ¢
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i. dépend de fagon A=-multilinéaire alternée du systéme des X, € J

{xl,..,,xp

ile est nul quand un des x, ocst dans J2 o
) xiyooo,xp 1

En fait, 1. résulte de i., puisque a f& =0 pour a e¢dJ , comme on voit en
remarquant que tous lecs modules dans (342) sont annulés par J .

Pour définir Px * considérons le complexs Ky dont le A-module sous~jacent

est A 4P , ot dont ltopérateur différentiel est le produit intérieur i par x

considéré comme forme lindaire sur AP de composantes Xj oy see s X L'opéra=
teur différentiel est de degré =~ 1 , les degrés sont positifs, et la cohomologie
de ce complexc en dimension 0 est A/(xlﬁ + see +X 5) o Comme les x; sont

dans J , on en déduit une augnentation K
' L

un complexs libre augmenté, & module d'augmentation 4/J . On en déduit, de

o > A/J o Ainsi KX apparait comme

fagon connus, des homomorphismes

% - £ A .
ExtA(HO(K?S) s M) = H (Hom, (K, M)) et Tor *(HO(KE-) , M) e H*(ch_@ M)

d'ou, en composant avec les homomorphismes sur les Ext et les Tor déduits de

1'homomorphisme d'augmentation Ho(Kx) - 4/ , dcs homomorphismes

¥, t Ext) (4/J , M) = B (Hom, (K , M))
(3.3) - A -

Yy 8 Tor*(A/J , M) &— H*(KX & M)
Or on constate aussit8t qu'en dimension maxima p , la cohomologic des seconds
membres est M/(x1 M+ o0 + xp M) (respe cst l'ensemble des éléments de M
annulés par chacun des x;). Comme les x, sont dans J , on en Aéduit des

homomorphi smes

Hp(HomA(Kx , M)~ M @ A/T
(3.4) -7
Hp(ch_ ® M) &~ Hom (4/T , M)

Composant les homomorphismes (3¢3) st (3.4), on obtient les homomorphismes (3.2)
que nous voulions définire La verification de i. est fastidieuse, mais ne présente

pas de difficultés.
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PROPOSITION 4, - Soit A un anneau commutatif avec unité, soit (x1 s oee xp)

une suite d'éléments de A& tclle qus pour 1 <=i=p , l'image de % dans le

) ne soit pas diviseur de

quotient de A par 1'idéal engendré par (x; 5 veo

11
0 « Soit J 1'idéal engendré par les X o LAlors J/ est_un (A/3)-module libre
ayant pour base les images canoniques des . s 16 comglexc K est une résolution

libre de A/J , et pour tout A-module M, les homomorphismes (3 1) en dimension p

sont bijectifs. Il en est de m&me des homomorphismes analogues définis pour des

degrés 1 quelcongues pourvu que J.M =0 .

- (Le point essentisl, dont tous les autres résultent, est l'acyclicité de K,
qui est un fait bien connu sous les conilitions indiquées). -

COROLLAIRE 1., - & et J étant comms ci-dessus, supposons de plus que A soit
una algtbre affine régulilre de dim n sur un corps parfalt k, st gue L/ 80it

une_algdbre affine régulisre. Désignons par ‘).(A) y ;2_(n/3) les modules de
différentielles de Kshler. Alors on a un isomorphisme canonique compatible _avec .

la localisation,

(3.5) Exth (o T(4/3) , ot a) =4/3

En effet, a®P(/5) est un (4/7)-module libre de rang 1, de méme 11?(A)

‘est un A-module libre de rang n , donc le premier membrs est égal &

ExtP(a/T , 4) ® PP/ @ 28 (n)
{oh 1o symbola "'t désigne le (A/J-module dual). La produit tensoriel des deux

derniers facteurs s'identifie & X (J/Jz) , donc le tout s'identifie a
ExtE(A/J . g.(J/ﬁz)) , donc, en vertu de la proposition; 2

Homy, ( R 3/32 R 3/7) ,

4460 & A/J . En particulier, il y a dans Extp('],-p(A/J)), oMA)  un é1ément
privilégié, correspondant & 1'élément unité de 4/3 , appelé classe fondamentale
de 1'idéal J dans A . (Elle peut en fait se définir sous des conditions sensi-

blement plus larges). On peut mettre le corollaire 1 sous une forme plus ‘géométrique

et plus globale

COROLLAIRE 2. ~ Soient X wune variété non singulidre sur un corps algébriquement

clos k , Y une sous-variété fermée non singuliére ds X , 0y ls faisceau des

anneaux locaux de X , 0Oy la faisceau des anneaux locaux de Y considéré comme

un faisceau quotient de Oy - Soient n 1la dimensionde X, n-p celleds Y .
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Soit S}X (resp. ézY) lc faiscecau des germes de formes différentielles réguliéres
sur X (reSpo Y) . Alors on a des isomorphismes canoniques ¢

(3.6) Extpg (3™, 8y) =0

ou encores

(3.6 bis) Extp (oY s 7)) = QP

La formule (3.6 bis) peut servir de définition de :Qéﬁmp pour Y variété
singuliére. De fagon précise '

PROPOSITION 5. — Soit Y wun sous-ensemble algébrique de dimension q =n-p
dans une variété algébrique non singulidre X de dimension n . Soient F un

faisceau algébrique cohérent sur X de support contenu dans Y , et L un_

faisceau algébriqué localement libre sur X . Alors les faisceaux Exté (F L)

sont nuls pour 1 < p , tandis gue> pour i =p, on aun isomorphisme canonique

(3.7) | E_)g_b&((}? , 1) = Homg (F ExtP(0,/7 , L))

ou J désigne un faisceau d'idéaux arbitraire sur X annulant F et dont l'ensem=-

ble des zéros soit Y . En particulier; si F est un faisceau algébrique cohérent

sur Y , ona

(3.7 bis) | Extl (F , L) = HomCY(F , ExtP(0y , 1)) -

oy

Enfin, F ¢tant toujours un faisceau algébrique cohérent sur Y , les faisceaux

EN(F) = Ext§+1(F 0 ;LQ) vo dépendent pes de la fagon d'immerger 1'espace algébrique

Y dens une variété non singuliére X .

La qusstion étant locale, on peut supposer X affine et L = 9X . Cela raméne &
une question d'algdbre commutative, et Htme d'algébpe locale : Si A est une
localité reaullere, M un L-module dont le support est de dimension <=q =n -p
prouver qwe Ext; (u s 4) =0 pour i<p, et Extp(h , L) = HomA(M Ext (A/J A)),
oh J estun ideal quelconque de "dimension" <<q annulant M . Pour le premier
point, on procéde par récurrence sur q & un dévissage immédiat raméne au cas ou
M est de la forms 4/J , puis, en remplagant J par un idéal plus petit et
utilisant 1'hypothdse de récurrence, ct la suite exacte des Ext , au,cas ou J
est engendré par un "systime de paramétres" comme dans la proposition 4 et ou le
résultat cst immédiat. Le résultat précédent implique que si J est un idéal



14909

fixé de "dimension" =gq , alors ls foncteur contravariant E(M) = ExﬁE(M , &) sur
la catégorie des 4/J-modules cst exact & gauche; de plus il transforme sommes direc=-
tes en produits directs, d’oh résulte facilement que E(M) = Hom, (M , E(4)) « Enfin,
la dernidre assertion de la proposition 5 est plus subtile, &t résulte d'une
caractérisation intrinseque des Ei(F) 3 1'aide d'un théoréme de dualité locale

qui ne peut &tre domné ici.

Y
isomorphisme fonctoriel pour les falsceaux algébriques cohdrents F sur Y @

COROLLAIRE, - Désignons par ogq ls failsceau Eng (0Y s é;?) o hlors on a un
—— —X —

(3.8) Ext-,p F , o) = Hony F , wy)

4. Classe de cohomologic associde 3 une sous-variété.

Dang toute la suite, X désigne un onsemble algébriaue de dimension n ,. défini
sur un corps X , que nous Supposerons algébrigquenent clos pour simplifiere. Sauf
au n° 6, X est supposée non oinggliéree On dééigne par O lc faisceau des
anneaux locsux sur X ; par ‘ELX t)‘lx 1e faisceau des germes de formes diffé-
renticlles sur X - Si Y est une partie fermée de X , on identifie les faisceaux
algébriques cohérents sur Y & des falsceaux cohérents sur X nuls hors de Y j

i1 en est en purticulicr ainsi de QY et .g;Y

IEMME 1. -~ Soient F wun faisceau algébrique cohdérent sur X dont le support
est @e dimension «n -~ p ¢ L un faisceau algébrique cohérent localement libre sur

X . Alors Extid.X(X s F, L) est nul pour i<p , et on a un isomorphisme canoni-

Qe
(4.1) Extf(X 3 F, L) = B(X , Ext{(F , 1))

Si F est un faisceau algébrique cohérent sur une partls fermée ¥ de X ds

dimension =n - p , on a un isomorphisme canoniquc

(4.1 bis) P (F , 1) = Hom, (F®L'®%( oy )
S e

by

ou aQY cst le faisceau sur Y défini dens le corollaire & proposition 5,

(qul s'identific & .SLY P si Y est non singuliére).

La formule (4.1)‘est une conséquence irmédiate de la suite spectrals de la
proposition 1, et de la proposition 5; en vertu de 1a formule (3.8) ¢n peut écrire
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Ext? (F,L) = L@(ig;l)v s ExtE (F,g;) =La (Q;)' a Homg"(F,_.Qg) = }_I_OEEX(FQLWQ;‘,_@%)

o g=n-p, d'oh la forrmle (4.1 bis).
Faiscns en particulier F = -Q-Y s L= S_}g , on trouve, compte tenu quc

g)fg ® (9_.}12)' = Qs)r(l—P , un isoncrphisme canonique

(4:2) Extl (X ; Oy » Q3) = Homy (X ; QBP, 5P

Supposons maintenant Y non singuliére pour sinplifier, done ggg—p = Q__?-p .

On a un homomorphisme naturcl de —Q:;"p dans &§,-p d'ocl une section canonique

sy du faisceau Extp9 (-Q-Y 5 .D.}I(’) , que nous appellerons, si toutes les composentes

—a——

ds Y sont de dimension n - p , section fondamentale du faiscesu Exth (Op 5 £ P)
s -——QX 'l

Cette section définit en vertu de (4.1) un élénent de Exté{(x 5 0y »3) o Or

1 thonomorphisme naturel -94( - -Q-Y définit un homomorphisme

‘ Py = P
_Extgx(x 3 Oy » 9F) -->Ext§x(x 5 O , &8) = @, a3) .
On obtient ainsi un élément de HP(X , S,}%Z) » noté P (Y) et appelé classe ds cohomo-
logic d6 Y dans X . Elle est donc déduite de la section sy de

Extp-Q (_QY ’ &.}I{)) par le diagramme d'homomorphismes suivants 3

(43) PG 0 =B (€5 0y ) Bt (0 5 O ) HHE , Bt Opay)

Appelons cycls non singulicr de dimension n - p un élément du groupe ‘abélien
libre engendré par les scus-variétés irréductibles non singuliéres de dinension
n-p dans X . hlors la fonction Y —P(Y) se prolonge en un homomorphisme
du groupe des cycles non singuliers ds dinension 'n -p sur X , dans le groupe
BP(x , of)

Scient Z°P et Z,n—p' des cycles non singuliers de dimension n - p et

n -p', on dit qu'ils se coupent transversalement, si toute composante de Z

coupe transversalement toute composante ds Z' . Alors le cycle ZesZ' est défini,
c'est un cycle non singulier de dinension n - p - p' « Ceci dit, on a le
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/ N ] - !
THEOREME 1, = Si zZ%P st 7217 P sont des cycles non singuliers qui se

coupent transversalement, alors on a

(4.4) P, (3.21) = By (2).B(2')

ou le produit du deuxiéme membrs cst le cup-produit

1 } +n! +n!
X , af) x & (_X,g)%)-)ﬂpp(x,g,f(’p)
(On suppose que X est isomorphe & une partie localement fermée d'un espsce projectif)

Cette dernidre hypothése nous sert uniquement pour pouvoir conclure que tout
faisceau algébrique cchérent sur X est quotient d'un falsceau algébrique cohérent
localement libre (SERRE), donc admet une résclgtion-gauche par des faisceaux
Jocalement libres. Pour prouver le théoréme 1, on peut supposer que 2 et 2!
‘gont des sous-variétés irréductibles non singulisres Y et Y' se coupant
transversalement. Soit L* une résolution gruche de 9& par des falsceaux
localement libres, alors en vertu dg‘proposition 3, le diagramme d‘'homomorphismes
(4.3) s'identifie au diagramme

P (2f) & (B 1) (Homy (L, » £3)) 2y F(HP (om, (L, , 23)))

"

ou = est le foncpeur "groupe des sections" sur la catégorie des faisceaux
gbéliens sur X , et B? T désigne 1'hypercohomologie de dimension p <ZJudit
foncteur, et RPI™ son p-iéme foncteur dérivé. On supposera pour simplifier que
Ib ='9X et que 1'augmentation Ib -é-OY est 1'homomorphisme naturel (ce qui est

" loisible), alors x est déduit de 1'homomorphisme de complexes Oy — L (Of étant
considéré comme un complexs réduit au degré 0), compte tenu que

»EP F(K) = Rpf'(Ko) si K est un complexs de faisceaux réduit au degré O .
L'homomorphisme f2 est un "edge-homomorphism" bien connu. Considérons un diagrammne
enalogue, relatif 3 une résolution localement libre Lj de 9¥| , €t considérons

le diagramme commutatif d'accouplenents 3

R r(@f) < B r(Hom, (L, »9F)) 2> T (E° (o, (L, ,85))

x x X

(4.5) B' I (QD) e gp_'r(Homg (L ,8) %_T(HP'(Homg (ry , 25
RN o y

| P (@B*P!) i B v (Hom, (LeLy QPP 2 T (prp'(Hom (L,012, F M
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Les accouplements des deux colonnes de droite: sont déduits de 1'accouplenent
de complexes de faisceaux
+
HomO (L* ’ £}§) x Hom9 (L;,";X Hon9 (L s L}, b p' )

' ' p'_y optp' 1 \ -
que l'on définit & 1l'aide du produit exterieur 9.— x -D:X —-)-.__X . L'accouple
nent de la premiére colonne est le cup-produit (reldtif au produit extérieur). Je
dis que la derniére ligne de (4.5) s'identifie au diagrarme d'isomorphismes analogue
3 (443), o Y est remplacé par Y QY' et p par p + p' « Pour ceci, il
suffit de montrer que L@ L' ecst une résolution (éviderment localenent libre)

ds Oy Ny e Or on a sn sffet
H(L®L') = 0y @0y, =0y ye
et

&
Hi(L@Lv,) = Tor, (o]C , __YA) = 0

pour 1 >0, du fait qus Y et Y' se coupant transversalemente Le théordms 1
résulte nmaintenant de la formule

(4.6) Sy* Syr = Sy

(o 1le produit du premisr membre st celui ds la decrniére colomne de (4.5)). Cette
formule (4.6), de nature purement locale, se vérifie sans difficultés en prenant
pour L, et L 1les résolutions envisagées dans proposition 4. On démontre de mé-
mc {par unc démonstration plus facile) que 2 —%-PX(Z) est compatible avec le

produit cartésien

‘(4-07) XxX'(Z x 2! ) =P (Z)® (Z )

(formuie valable si 2 respe Z' , est un cycle non singuller sur la variété non.
singuliers X , resp.' X' Zw2' étant considéré corme un cycle non singulier

sur X x X'). De (444) ot (4.7) on déduit que PX(Z) est aussi conpatible avec
ll'opération M"image inverse" par un morphisme de variétés non singuliéres

f¢@ X=X ‘

(4.8) | P (£ (21) = £*(By, (2))

formule valable si 2 est un cycle non singulier sur X' tel que f soit
Ngransversale" & Z , ie.ee tel que le graphe de f soit transversal au cycls

X xZ'" dans X x Xt o
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COROLLAIRE 1. — Sojent X , X' deux variétés non singulidres lovalement fermdes

dans un espace projectif. supposons X* compléte. Soient U un cycle non

singulier sur X x X' ; a et b deux points de X' tels que U coups transver=
salement les cycles X x (a) et X x(b), solent Z et Z' les cycles non
singuliers sur X tels qus 2 x (a) = (X x (a)).U , 7« (b) = (X x (b))eun &

Alors on a

Py(2) = Py (2')

En effet, soit £ ¢ X=X x X' défini par fa(x) =(x, a), onagaalors en
vertu ds (4.8) la formuls P(2) = £.(P(U)) , do méne P(2') = f;(P(U)) . Or,
utilisant ia formule de Kiinneth |

H:‘(X x XV ‘C-lx"‘xxr) = H*(X ?Q%;)@H*(X' "g:!)

o £
e? le fait que H (X', QX‘) est réduit aux scalaires, on obtient facilement
o

fa

= ; ’ d'ou la conclusione
Pour tout x €X , (x) ost une Bous-variété non singuliére de X de codimen-
. ’ . ’ r'd n .
sfon n, et déefinit donc\un €lénent tx de Hn(X , QLX) « 51 X est une varié=
té projective non singuliers, il résulte du corollairs 1 que ¢_ ne dépend pas
' X

du point x choisi, on le note EX et on l'appalle classe fondamentale ds

BNX, £%) -

REILRQUE. - Pour avoir unc théorie satisfaisante, il faudrait définir Py (2)
pour des cycles Z quelconques, et prouver le théoréne 1 pour une intersection
propre de cycles. (iu moment d'éerire cct exposé, cela n'est pas encore fait en
toute généralité). hdmcttant que cela est fait, le corollaire 1 devient : s1 2
ot 7' sont deux cycles algébriquement équivalents, alors PX(Z) = PX(Z’) (énoncé
qui ne semble par résulter ds ce qui précéds, méme si 2 et Z' sont non

singuliers).

5, La théoréne de dualitée.

Dans ce numéro, X désigne une variété projective non singuliére de dimension n .

/ . .
THEOREME 2. - la classe fondamentals £y do (X, g;ﬁ) est une base de ceb

espace vectoriel.

(Ia dénonstration sera donnée plus bas). Moyennant le théordme précédent on peut
donc identifier H (X , £}§) au corps Xk . Considérons maintenant les accouple=

ments envisagés au n® 2, qui donnent en particulier un accouplenent
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Ext? (X 3 0y , F) x Extg P(X 5 F , Qy) —)'Extgx(x 3 Oy 5 Sy) , deco

X X

(541) X ,F) xExtp P(X 3 F , Q.Q) — (X, ay)

%

Compte temu du théordne 2, cet accouplement définit un homomorphisne

(52) Exty P(X 3 F , 24) = B, F)

%

Cet homomorphisme sst fonotoricl en F s 0t permute aux homomorphismes cobords
rclatifs aux suites exactes O =>F' =>F = F" =0 .

/7
THEOREME 3+ - L'homomorphisme (5.2) est un isomorphisne.

On retrouve en particulier le résultat de Serrs @

COROLLAIRE. - Scient E un fibré vectoriel algébrique sur X , 0,(E) le fais-

ceau des germes de sections réguliéres de E , on a alors des isomorphicmes cancni-
ques 8 ~

- n
(5.3) WP, o E)) =P, 2R E")

I1 suffit d'appliquer le théoréme 3 et le corollaire 1 & la proposition l.

Les théorémes 2 et 3 vont résulter de 1'éncncé suivant 3

(D) L'homomorphisme suivant

(542 bis) Eth P 5 F, QF) & 0P, I @L (@L=8(, ay),

déduit de l'accouplement {5.1) ect un isomorphisme.

Montrons en effet que (D) implique le théoréme 2. Soit k = -O-(x) le faisceau
des anneaux locaux de la variété réduite au point x € X , considérons 1'homomorphisme
canonique -QX —)_lsx et 1'homomorphisme associé
(543) BO(X , Q) =8 (X, k)

son transposé s'identifie & 1'homomorphisme

(544) Extg (X 5 k. » Qy) L —)ExtE((X 3 8y 5 £y) @ L

X

déduit de 1l'homomorphisme sur les Ext" associé a Oy =~k

(545) Bxty (X 5 k » Sy) -)-Extax(x 50, ,87) =H(E,8y

O
\
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Comme (5.3) est un isomorphisme, il en est de méme de €5.4), donc aussi de (5.5)s
Comme 8,y ost une base de Exty (X k Q_X) en vertu de (4.2), il s'ensuit

%

bien que son image Ey est une base dc 1 (X , 9_-;) .

Reste 2 prouver l'énoncé (D), qui résultera de fagon purement formelle des faits
é1émentaires résumés dans les lemmes suivants. On y suppose que X est une partie
fermée (singuliére ou non) de l'espace projectif P de dimension T . On utilise
la notation Op(m) pour le faisceau sur P noté 9(m) dans [3], et la notation

Oy(m) pour le faisceau analogue sur X o

IEMME 2, - L'éncncé (D) est vrai si X =P et F = QP(m)

Ce lemme se vérifie par un calcul direct. Le calcul expli~ite des Hi(P OP(m))
ss trouve dans [3 ], mais i1 peut se foire plus élémontairencpt. La computation
~du cup=-produit H (P .},.Q_P(m)) x H (P 0. (m')) —*Hi” (e, O‘P(r +3=1)) nécessaire
pour expliciter 1'accouplement (561) n offre pas de difficultés. .

G

IEMME 3. - Tout faisceau algébrique cohérent F sur X est isomorphe & m

faisceau quotient d'un faisceau -(-)-X(- m)k , ou on pout supposer m aussi grand
que 1l'on veut.

Résulte.du fait que F@®@Oy(m) est "engendré par ses sections" pour m grand,
cf [3 1. '

IEME 4. - Scit 4 >0 . Alors H (P , Op(-m)) = 0 powr n gand 5 b pour
. tout faisceau algébrique cohérent B sur X , on a Ex‘tgx(x 3 __x(— m) , B) =0

pour m tg"rand .

Le premier énoncé résulte des calculs explicites nentionnés plus haut, pour le

deuxiéme on note .qu'on a un isomorphisme

Exb:"qx(x ; o (-m), B) = H-(X , B®O®))

(proposition 1, corollaire 1), d'oh la conclusion en vertu d'un résultat bien

connu de [ 3 Jo Conjuguant les deux lemmes précédents, on trouve le

COROLLAIRE. — Soit 10 . hlors le foncteur F —>H T(P , F) sur la catégorie

des faisceaux algébrigues cohérents sur P est cosffacable, et il en est de

méme du foncteur Extf‘QX(X ;s F, B) sur la catégorie des faisceaux algébriques

cohérents sur X .
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LEMME 5 = Soient A ¢t B deux faisccaux algébriques cohérents sur X , posons

h(m) =1&§§£&(m) . Llors pour m assez grand, 1 thonomorphisme canonique

Extf'qx(X s h(-m) , B) =+ HO(X , Ex‘bj‘g (4(~m) , B)) = & , Extg & , B)@)

est un isomorphisme.

Cela résulte aussitdt de la suite spectrale de la proposition 1 appliquée &
A(-n) et B, puisque 1l'on aura

E?%(-m) , B) = (X , g;_x;c_g_x(ﬁ(- m) , B)) = B°(X , Exty (&, B)m)) ,

"

qui est nul pour P >0 et m grande

Démontrons alors (D) dans 1s cas od X = P . Nous prouvons d'abord que
- (5. 2 bis)est\ullscmorphlsnﬁzpour p =n j come les deux membres sonb alors des
foncteurs exacts & gauche (puisque i 1( F) =0), il résulte du lemme 3

qu'il suffit de prouver 1'assert101\pour F=0 (— n) , or elle est alors contenue
dans le lemme 2. Comme les homomorphismes (5.2 bls) sont fonctoriels st conpatibles
avec 1les opérateurs gobords, et que pour p <n les deux membres de (5.2 bis) soat
des foncteurs coeffagables en F (corollaire du lerms 4), il s tensuit -alors par
un rnisonnement standard que (5.2 bis) est un isomorphisme pour tout p . Cela
prouve le théoréme de dualité pour l'espace projectifs

Supposcns pmaintenant X quelconque, mais non singuliere Dtapres le théoreéme de

dualité pour P , on a un isomorphisme,
HX , F)' = 1 (P , F)! =Extg;n(1> 5 F , Q)

En vertu du lemme 1 (n° 4) le dernier membre stidentifie &

' , n
Homg.P(P s P, 60X) = Homgx(X 3 F o, _QX) _Extgx(x 3T, Q%

d'ou un isomorphisme

n

0 o

(546) | X, F)' = Homg((X s F o, Sy) =Extgx(x s F, Q)
. s . . -
Faisant F = @y , on trouve un isomorphisme -

5.7) 7 s (X, Q) Dk
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On vérifie que 1'isomorphisme (5.6) n'est autre que (5.2 bis) pour p=n,
quand on y fait L =k grce a (5.7). Par suite, (5.2 bis) est un isomorphisme pour
p =n « Pour prouver que c'cst un isomorphisme pour tout p , il suffit encore
de prouver quc pour p <n , les deux mcmbres de (5.2 bis) sont des foncteurs
coeffagables en F, et a fortiori (compte tenu du.lemne 3) que les dcux membrcs sont
nuls quand on fait F = QX(- n) avec n grand. Or pour lc prenier membre cela

est vrai en vertu du lemie 4, et pour le deuxiéme membre on écrit, utilisant le
théordme de dualité sur P s

HP(X , Oy (- m)t = Extg;’(p 5 0y (-m) , Q) -

. Le deuxidme membre est nul pour p <n cob n grand, comme il résulte du lemme 5
" (oh on fait X = P) st du fait que QX @st en tant que faisceau algébrigue cohérent

sur P, de dimension cohomologique <r - n, (car X .est non singuliére) d'ol
T
Exty p(OX ’ Q.P) pour p<.n .

6. Le théordme de dualité pour les variétés singulidres.

Soit X wune partie fermée de dimension n de l'espace projectif P de dimen=
sien r . La forrule (5.6) doit s'éerire ici

(6.1) Hn(X , F)':ﬁ.Hom.%((X ;s F o, 9);) =Ext§X(X 3 F y 3&1)

ol on a posé
: n Ofrm \ — r-n ‘A r
(6.2) way = B(Gy) = Bxty O » &)
| 3
Comme il a été dit dans la proposition 5, le faisceau ainsi introduit ne déﬁend pas

en fait de 1'immersion choisie de X dans une variété non singuliére P . Faisant,

dans (6.1), F = gg; » On trouve
: n n n
(6.2) : (X y Q_JX)';-*. HomQX(X 3oy s ooy

d'ol 1'existence d'un é1ément privilégié dans H (X , coy)! , correspondant &
~ 1'homomorphisme identique de gg; dans lui-néme

(6.3) V3 H (X, wy) >k
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Considérens alors les accouplenents définis par la composition des Ext @

(644) O HPE, F) xExty P(X 5 F, ad) S H (X, cuy)

%

et composcns=les avec l'honomorphisme 7 de (6.3), on obtient des homomorphismes

fonctoriels, compatibles avec' les opérateurs bord

(645) Extg.;p(x 3P, cop) S E(X, F)

(eénéralisant (5.2)). On vérifie que pour p =n , on obtisnt ainsi 1'isonorphisme
(6el). Ceci posé, on a 1le

\
THEOREME 3 bise. - Les guatre conditions suivantes sur X sont équivalentes

pour un entier k »0 domnné ¢

1. L'homomorphisme ronctoriel (6.5) est un isonorphisme pour n -k <p=n .

i1. On a Hp(X s O (~m)) =0 pour n grand et pour n-k=p<n.

i1, Le foncteur HP(X . F) sur la catégoric des faisceaux algébriques cohérents

sur X est coeffagable pour n -k<p=<n o

iv. On a Ei(_C_)_X) —Extr~n+i(__}( “JP) =0 pour 0<i1<=k.

DEMONSTRATION, = 4. =5 ii. en vertu du lemse 4, ii. = iii. en vertu du lemme 3,
iii. => i. par un raisonnenent standard bien connu, compte tenu que les deux
membres de (6.5) sont alors des foncteurs coeffagables pour n -k <p<n (ls
premier 1'étant en vertu du lemme 4). Enfin prouvons ii. <> iv. Cela résulte fu
corollaire & la proposition qui suit

PROPOSITION 6. - Soit F un faisceau algébrique cohérent sur X , et soit i un

entier. Alors pour m assez grand, on a un isomorphisme 3

(6.6) B (K, P(-m) &80, @) ,

. ou on pose (comparer n® 3, prdposition 5) s
(6.7) - B (r) = Bt (P ap
. —-P

En effet, en vertu du théorems de dualité sur P 1le prenier nembres de (646)
-est isomorphe 2 Ext, j'(P F(=m) , QP) , donc (6.6) résulte du lemmec 5.
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COROLLAIRE, - Pour qu'on ait H (X , F(-n)) = 0 pour n jrand, il faut et il
suffit que E"1(F) =

Rappelons que les Ej(F) ne dépendent pas en fait de 1'irmersion projective
envisagée. la condition du corollaire esb de naturc purenent locale, par suite, si
slle est vérifide pour F , elle l'est pour tout faisceau localement isonorphe
A un faisceau F" o En particulier, si cette condition est vérifiée pour Oy ,
¢lle 1'est pour tout faisceau algébrique cohérent localenent libre. C'est par
" exemple le cas pour tout i< n si X cst non singuliére, pour i =0 si
eucune composante de X n'est réduite a un seul point, pour 1 =0, 1 81 S
est normale et toutes ses conposantes sont de dimension >1 (cfe [3])s Pour
qu'il en soit ainsi pour tout i<k , il faut et il suffit par définition que
les anneaux locaux Oy (x € X) soient de "codimension homologique" >k
(ef [4] pour cette notion)s S k = n , cela signifie en vertu du théoréns 3 bis
que le théoréme de duullte est vrai pour X , i.e. que (65) 3t un isonorphisne
pour tout p et tout F « On peut donner de nombreuses conditions équivalentes
sur les anneaux locaux O pour qu'il en soit ainsi (NAGATA), par exemple cells de
vérifier le théorems d'equ1d1m6n81onalite de Cohen-llcaulay. I1 en est ainsi par
exemple si localement X est une Mintersection compléte" dams une variété

smbiante non singuliére.

7. La dualité de Poincaré.

'Soit X une variété projective non singuliére de dimension n . Alors
) = H*(X *) est une algdbre anticommutative bigraduée de dinension flnle,
que nous graduons par le degré total gPr9(x) = HP(x , X) &tant donc de
degré p + q . Les degrés de H (X) sont comprls entre 0 et 2n o En vertu
du théoréme 2 et du corollaire au théoréne 3, (X) ¢cst une "algébre de Poincaré"
de dimension 2n , les. H?n(X) est muni d'un isomorphisme avec le corps de base
k , et le produit Hm(X)tzn—m(X) -—H—lz (X) =k est une dualité entre H(X) et

H‘n'm(X) « De plus, s1i Y est une autre variété projective non singuliére, la
fornule de Kimneth pour leg faisceaux algébriques cohérents donne

(741) ‘ B () = B (X) @ER(T)

isomorphisme compatible avec les structures d'algébres de Poincaré. De plus,

*(X) est, en tant qu'algébre commtative, un foncteur contravariant en X,
un morphisme £ 3 Y —X définissant de fagon évidente un homomorphisme d‘algebres
graduées
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(7.2) £* ¢ HX) = BY(Y)

Corme 1l s'agit d'algdbres de Poincard, on obtient par transposition un homonorphis-—
ne d'espaces vectoriels @

(7.3) £, ¢ B (Y) =~ B (X)

On a vu au n® 4 que l'effet de f* sur les classes de cohomologle correspondant
& des cycles non singuliers stinterprdte géonétriquenent en prenant les classes
de cohomologie qui correspondent & leurs images inverses. Il importe dans le cas
actuel de montrer que (7.3) correspond de méme & 1topération "image directe" de
cycles. Cela résulte, sous des conditions de non singularité convenable du moins,

du cas particulier suivant @

THﬁORﬁME 4o -S1 f est 1l'application identique d'une sous-variété non singuliére
B de ¥ dans X° , alors, désignant par iy 1'é1ément unité de H(Y) on a

(7.4) £ (1 ) = By (Y)

ou le deuxiime membre est la classe de cohomologie dans X associée & Y .

Cette formule est équivalente a

(7.4 bis) <€, BD> ey =,(gMN) (PR FE, 2)
o gy ost 1161énent fondamental dans H (Y , ?) , 6t constitue, dans le cas des
variétés projectives non singulidres, unc nouvelle définition de la classe de
cohomologie associée & Y o Pour démontrer le théoréme 4, on interpréte gréce

au théoréme 3 la transposée de l'homomorphisme

(X, o) —HE(E, 1Y) = Hm(X , &y

comme 1'homomorphisme
(7:5) B (X, ) S Ext 'm(x 20, Q) 4= Extg“(x ,Y,gx) 2aHom (x Qv 2)

On vérifie que 1'é1lémemt 1y du dunl de HY(Y , Sﬂ.m) s 1dent1fle 4 1'é1ément du
membre de droite correspondant & l'endomorphisme identidue de Lo Y s 6t d'autre
part que 1'image de cet élément dans HY (X , .QLn-m) est bien Py (¥) o Ces
<compat1bilites, qui auraient pu &tre données dés le n® 4, peuvent s'énoncer, et

sont valables en fait, pour des variétés non singulisres quelconques, la deuxiéne
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la deuxiéme par exsmple résultant de la cormutativité du diagramine suivant d'en-

domorphismes cancniques

. .~ n . R gn
ExtoX (x ’x shX)b-Ext P (x ,_9_.. SR )"-i-b-HomgX(X s 9O Q_.Y)

(7.6) < 4 J

X 5 Oy s fln-m)é—Exth (X 5 0y 5 22 2.3 S Hony (X _,Q,Xp_.g_}y)

X

\ —X

On obtient ainsi un équivalent exact du formalisme de la dualité de Poincaré
sur les varidtés orientdes compactes. En particulier, ls théoréme 4 permet de

déterminer la classe de cchomologic associés| & la diagonale de X xX , Par

un raisonnement hien connmu, on en déduit par exenple une forrmle de Lofschetz s

THEOREME 5, « Soit £ wun endomprphisme d'une variété projective non singuliére

, telle que les points fixes de ™ f soient de rmltiplicité 1. Alors le nombre

de ces points fixes est congru, mod la caractéristique de k ‘4 la somme

alternds des traces des cndomorphismes des Hi(X) définis par f .

la restriction sur £ qufon a dli faire tient aux difficultds mentionnées dans la
remarque du n® 4. On notera, toutefois, que la forrmle de Lefschetz reste vraie
si f est "homotope" & un endomorphisme dont tous les points fixes sont de

multiplicité 1-

8. Généralisation du théoréns de dualité.

Soit X wune variété algébrique non singuliére telle que tout faisceau algébrique
cohérent F sur X soit isomorphe 3 un quotient d'un faisceau algébrique
" cohérent localement libr: (cc qui est lc cas si X est localement ferné dans
un eSpace.prdjectif) Alors tout faiscau algébrique cohdérent F sur X adnet
une résolution finie L par des faisceaux localement libres, et pour deux telles
résolutions on peut toujours trouver une troisidme, et un homomorphisme de celle~-ci
dans les deux premiéres compatibles avec les augmentations. De méme, si L est
une résolution finie localement libre de F , et si on sc domne un homomorphisne
F' = F , alors 1l existe une résolution finie localement libre L' de F' et
un homomorphisme L' —»L compatible avec F' —»F , qu'on peut supposer surjectif
si F!' —»F l'est. Cola permet de définir, étant donnés deux entiers r , s =0,

deux multifoncteurs, cohomologques, en des argunents Al y see Ar By 5 eeey Bs
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variant dans la catégorie des faisceaux algébriques cohérents sur X , et dont les
valeurs sont dans la catégorie des faisceaux algébriques cohérents sur X , resp.

dans la catégorie des modules sur HO(X ’.QX) , par les formules :

S*( A r ;Bl)"'yBS) = H*(I;IQEO* (E(‘[\*l) @ S @)}.(Ar)’.&(Bl) ® e ®.L-(Bs)))

_L’...N

(841)

Sk ' % -
TN () yeee, 83ByseensBy) = BT (Homy (k) )@ee o L(A,), L(Bl)@"-@L(B M)
Dans cette formuls, L(F) de51gne une résolution finie localement 11bre du faisceau
algébrique cohérent F , ot R r(K) désigne 1'hypsrcohomologie de l'espace X

par rapport au complexe de faisceaux X . Si r ou s est nul, on remplace le
produit tensoriel des L&Ai) , Tesp. des LﬁBj) » par Gy « En particulier Eg
et Tg sont des foncteurs gradués & O argunents, gﬁ 86 réduit-au degré 0 , ou
11 est le faisceau 0y , tandis que TO est identiqlzé a B(X, O) « Lo fait

“que les deuxidmes nmenbres de (8.1) ne dépendent pas des résolutions choisies est

de toutes fagons évident pour la premiére ligne (1a question étant alors locals),
et pour la deuxidme résulte des remirqucs générales qui précédaient, conpte tenu de
la suite spectrale d'hypercohomologie du conplexe de faisceaux

K = Hom (L(Al)® ooy L(B ) (0 +ee), aboutissant & 1'hypercohomologie de X par
rapport & K , et dont le terme initial est P (x , B4K)) , 1.e.

(842) Eg’q::Hp(X , @_f‘)(cl)(zx1 s vee s A 5B, eeny B))

s

On voit alors que cette suite spectrale slle-méme no dépend pas des résolutions
choisies, son aboutissenent est le prenier membre de (841), On définit facilement
les opérateurs cobords relatifs aux divers arguments Ai ’ Bj , en notant que
toute suite exacte O =—» F! —% F —~F" —» 0 peut se résoudre par une suite

exacte de complexes finis localenent libress.

On définit dans le systeme des foncteurs T y TESPe Ti* , des opérations
analogues & celles du calcul tensoriel, et dont la définition est immériate & partir
des formules de définition (8.1). Ainsi, on a une composition (généralisant celle
envisagée dans le n® 2) 3

(8.3) (8, yoresd iByyeensBy )xT (Al,...,Ar, T )—->T3+S'*(A1,...,Ar,ﬁl,,....,;a)

satisfaisant aux propriétés évidentes d'assoclativité, de compatibilité avec les
homomorphismes fonctoriels et les homomorphisnes cbbords, les suites spectrales. De
néme, on a des opérations de symétr.c qu'oh laisse au lecteur le goin d'expliciter. On
a de plus une opération de contraction chaque fois que l'un des argunents Ai
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est égal & 1tun des arguments Bj H

S | ;
(6.4) T, (Aypereshy 19CA, Bj+1""’Bs) —

’3'-,A ;Bl,.oo,Bj_l,C,

i+l
Sl A P
——— r..i (Al,Q..,Ai,noc,&LI‘)Bi’tl.,Bj,QQO,BS)

De plus, si un argunent Ai est un frisceau localenent libre, alors on peut
l'enlever A condition de recnplacer l'un des &, (j #1) par Aj(EbAi , Ou llun
des B, par Bk(g)Azz- (on 4 = -}-I—OE_Q_X(A:[ , QX)) , 6t on a une régls de calcul
analogue dans le cad ou 1l'un des arguments B, est localenent libre. En particu-
lier; on peutltoujours enlever un argunent qui est identique & QX o Si tous les
argunents sont localenent libres, sauf au plus un des ajguments Bi , la régle
qu'on vient d'énoncer donne un isonorphisme fonctoriel

t}

(85) - T2(Agseesh, 5 Byyees,B) B (X, 4] @ @41 ®B, ®++ @B)

(car on est ramend au cas ou. r=0, s =1, ol cela est irmédiat ¢ on peut aussi
utiliser directenent la suite spectrale de terme initial (8.2)). Des opérations
correspondant. aux précédentes se définissent pour les E: « Les relations entre
les diverses opérations ainsi introduites sont les nénes que pour les opérations

analogues en calcul tensoriel.

Soit n 1la dimension dé X « En appliquant successivenent une conposition
tensorielle (8.3) et des contractions (8.4) sur les argunents répétés, on obtient -

un accouplenent
(8.6) (Ti)p(l‘slg.o.,;Bl,-..) x (T;') P(Bsueeshyymerh oDy Y = M, g,x)

N\
THEOREME 6. - Si X est une variété projective non singuliére, alors les

accouplenents (8.6) sont des dualités.

Cela résulte de fagon purenent formelle du corollaire au théoréme 3. I1 résulte
en effet facilement de ce corollaire que si K est un complexe de faisceaux
algébriques cohérents localement libres, alors 1'hypercohomologie de X par
rapport & K est en duslité avec 1l'hypercohomologie de X par rapport a
K' & QLX par les accouplementsnaturels

(8.7) ) « PP (0 @aD) - Br (o) = B, of)

0n 1o voit en utilisant la suite spectrale de termo initial HP(H(X , X)) et 1
guite spectrale analogue pour K'Qg)$1§ « Du résultat précédent, lc théoréme 6
g6 ddduit en_utilisant la @éfinition (8.1)e
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REMARQUES .

1° Pour les définitions précédant le théoréme 6, il n'était pas néceasaire que
X soit non singulidre, car il n'était pas indispensable de travailler seulement
avec des résolutions finies. Mais si X est singuliére on ne pourra plus
affirmer, a priori, que les (_'1::‘::‘)p(.lxl s +ee 5 By +e.) soient des faisceaux

cohérents, car dans le complexe de faisceaux

Homg (_I:(Al)®...)_I_J_(B1) R see)

i1 y aura unc infinité de composantes de degré total donnés e
20 On vérifie facilement que dans les formules (8.1), on peut reuplacer un des

-E(Bi) par Bi « Compte tenu de la proposition 3, cela montre donc qu'on a -

: 1% & .
. (A 3 B) =Ext9 @ , B)
(848) .
Tl*(A s B) =Bxt, (X ; A, B)

X

En particulier faisant dans (846) lr =g =1 et &, = _04{ , on retrouve le théorene 3
le formule (8.8) implique aussi TO*(B) =u¥(x , B), 19 (4) = Exty (X34, 0)

&

30 Op voit sur la formule (8.1) qu'en général les foncteurs _'_I‘_i* et Ti* ont

et négatifs. Utilisant la remarque 2, on voit
*

que si la dimension de X est n , alors les conposantes non nulles de _T;

gont comprises entre - (s -1n et ™, s1 s> 0, entre O et 1™, si

* sont comprises entre - (s =1)n et

des composantes de degrés positifs

g =0 , et les composantes non nulles de Ti
(r+1)n,; si s >0, entre O et (r +1n , s1 s =0, (et sauf erreur méne, si
r> 0., entre - (s -1)n et rm , resp. entre 0 et rn).
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ADDITIF

Les difficultés signaléoes dans la remarque de la page 13 sont actuellement complé-
tement résolues, grice & une extension des théordmes de dualité & des variétés
quelconques (& singularités arbitraires). Pour cette théorie, qui peut se formuler
dans le cadre général de la "théoric des schémas", nous renvoyons aux "Eléments de
Géométrie algébrique" de J. DIFEUDONNE et 4. GROTHENDIECK, actuellement en prépara-

tion. On trouvera quelques indications dans :

GROTHENDIECK (A.). - Cohomology theofy of algebraic varieties, Congres
int. des Mathématiciens, 1958, Edinburgh (& paraitre).

[ avril 1959 ]































































































































































































































































































































































































































































































































