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AVERTISSEMENT

-
Le présent fascicule réunit six exposés faits au Séminaire Bourbaki \g:~~wW~m

entre 1963 et 1966 (¥), plus quatre autres exposés, qui n'avaient été accessi-

bles jusqu'a présent que sous forme de "preprints", Les six exposés Bourbaki

occupent un peu plus du quart du présent volume.

o

~

@

~ La motivation pour une telle publication séparée est la méme que

:: celle qui est exposée dans l'Avertissement & la collection analogue "Fonde-

E{ ments de la Géométrie Algébrique" (Secrétariat mathématique, 11, rue Pierre

Curie, Paris), consistant en des extraits du Séminaire Bourbaki de 1957 2

bq 1962, dont le présent fascicule peut &tre considéré comme le prolongement
——

naturel. Un trait distinctif du présent recueil par rapport au précédent,

'i;:’ dont il est permis sans

contributeurs. Un autre est la différence dans le théme principal, qui est

doute de se réjouir, est la multiplicité des auteurs

celui de la cohomologie des schémas dans le présent recueil (alors que

c'était la technique de constructions de schémas dans le précédent). En fait

tous les gxposés présentés dans le présent recueil exposent, ou utilisent

acon essentielle, la théorie de la cohomologie &tale (& 1'exception

de 1'exposé IX (de A. Grothendieck), qui introduit une autre théorie coho-
mologique, inspirée par des idées de Manin et de Monsky et Washnitzer).

A ce titre le présent volume peut &tre utilisé comme une introduction &,

et une motivation pour, 1'étude de cette théorie. Il est destiné évidemment
en premier lieu aux géomdtres algébristes, ou tout au moins aux mathématiciens

au courant de certaines notions de base de la géométrie algébrique, et dis-

(*) avec la gracieuse autorisation de Mr. N. Bourbaki, que je suis heureux
d'en remercier ici.




posés a4 suppléer par l'imagination 2 celles qui pourraient leur manquer.
L'exposé I (de J. GiRAUD) ne demande cependant aucune connaissance spéciale ;
il présente les notions de site et de faisceau sur un site, sur lesquelles
reposent tous les exposés suivants, et qui doivent pouvoir rendre des services
analogues aux géomdtres analystes et topologues. Les exposés III (de

A. GROTHENDIECK), VII (de J. TATE) et X (de S. KLEIMAN) intéresseront plus
particuliérement les arithméticiens ; 1'exposé IX (de A. GROTHENDIECK), les
topologues et les théoriciens des groupes. Signalons que le présent recueil
n'a pas la prétention de donner un apergu de tous les travaux récents
intéressants concernant la cohomologie, ou plus généralement, la topologie
des schémas. Parmi ces travaux mentionnons notamment ceux de M, Artin et

B. Mazur sur la théorie homotopique des schémas, et ceux de D. Quillen
appliquant leurs résultats 2 une conjecture bien connue de Adams en K-théorie,

qu'il n'a malheureusement pas été possible d'inclure dans ce volume.

Bures~-sur-Yvette, Septembre 1968

A. GROTHENDIECK
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FORMUIE DE IEFSCHETZ ET RATIONALITE DES FONCTIONS L

par Alexander GROTHENDIECK

1° Définitions des fonctions Z et L .

Soit X wun schéma de type fini sur le corps premier F ( p nombre premier
fixe). On définit avec A. WEIL la fonction Zx(t) par

(1) 2 (t) = TT L

}
=x0 1 - ¢4

ot X parcourt l'ensemble X des points fermés de X , et d(x) désigne
le degré du corps résiduel w(x) sur F . Clest un- produit infini dans 1'an-
neau de séries formelles Q[[t]] , convergeant gréce au fait que %° ne contient

qu'un nombre fini de points x avec d(x) domné :

Zy(8) =1+ b t + ... .
Rappelons la formule (calcul immédist)

log Zx(t) =02: cv(x)tv/v

(2) i. e. ¢ ®)
Z)'( t —°° v
Zy(t) '21 %t
ol
(3) cv(x) = card X@v)
p

est le nombre des points de X & valeur dans l'extension F v de degré v de —pr .

Ainsi, (c'est 12 son premier et principal intérét) la conng.issance de Zx(t)
équivaut 3 celle des ¢, » i. o 4 la connaissance de X du point de vue diophan-
tien. A, WEIL avait conjecturé que cette fonction est rationelle, et cette conjec-
ture a été prouvée par DWCRK ([3], [6]), par une méthode "é1émentaire" n'utilisant
pas la cohomologie.

Si G est un groupe fini opérant sur X (3 droite), M une représentation li-
néaire de G dans un vectoriel de dimension finie V sur un corps ! de carac-
téristique O (on prenait classiquement Q=C ), supposant que Y = X/G existe,
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on définit plus généralement, avec E. ARTIN, une fonction

(4) Ly gt = T 1 ,
7 yer® ast(1 - M(y)td )
ol
(5) M) =—— T M),
card Ix ger
gt

x étant un point de X au-dessus de y , D_ le "groupe de décomposition’ formé
des g€ G tels que gx =x, Ix le sous-groupe d'inertie de g € Dx opérant
trivialement sur u(x) , £, 1'é1ément de Frobenius de D x/Ix ~ Gal(®{x) Mtty))

£ () = X

(L'expresazion obtenue de M"(y) ne dépend manifestement pas du choix de x .) Ieci
il s'egit d'un produit infini convergeant dans Q[[t]] , et on obtient par un cal-
cul immédiat

s v
log Lx’G’M(t) =§ e, (X, G, Mt/

(6) i. e. 3
Lyout) = v
p—=s =2 (X,G, Mt ,
Ly q,u(t) 1
avec
(7 c(X,6,M= X TIr
hY) ’ ’ er(E v) M y ’
P
olt on pose
(8) ne) =—2— I e,
¥ card I_ geD
X X
g-f,

x étant un point de Xp au-dessus du point y (rationnel sur ‘F‘p\’ )s fy 1té-
v

v
1ément de Frobenius fy‘(R) =3 ade

D /I Gallw(x)A(¥)) , w(y) = Epv) .

Lorsque G = groupe unité, dim V = 1 , on retrouve la fonction Zx(t) .
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2. Les conjectures de Weil.

WEIL evait conjecturé également que les fonctions L précédentes sont rationnel-

les. Comme il 1'a montré dans [8], lorque X est projective et lisse sur F_p , la
rationalité des fonctions L relatives & X serait une conségquence formelle de

la formule de Lefschetz des points fixes, une fois qu'on disposerait d'une théorie
de la cohomologie des variétés algébriques (sur un corps de définition k algébri-

quement clos) & coefficient dans le corps  de caractéristique O , satisfaisant
aux propriétés formelles habituelles (théoréme de finitude, formile de Kinneth,
dualité), permettant de déduire la formule de Lefschetz. Prenons pour simplifier
le cas de la fonction Z ordinaire, et notant que X(Epv) n'est autre que l'en-

semble des points fixes de f}’{ dans X(Ep) (ot Ep désigne une cl8ture algébri-
que de Ep ), la formle de Lefschetz appliquée & f donnera en effet ( X &tant
compléte et lisse sur F , de dimn ) :

~p

’ 2n i v
(9 ¢, (%) =% (- 1) 1r £,

ol fi désigne l'endomorphisme de Hi(f) induit par 1l'endomorphisme de Frobenius
fy de X, opérant sur X = ¥ . Or cette formule équivaut, par un calcul formel
immédiat, a la formle ~P

Pl(t) P3(t)
(10) Z,(t) =
Po(t) 'Pz(t)

Pi(t) = dét(1 - £, t)

est le polyn8me carectéristique de £, = fy opérant sur Hi(X) . La formule (10)
et son interprétation "cohomologique" forment le (1°) des célébres “"conjectures de
Weil" [8]. Ces conjectures affirment de plus : (2°) gue les coefficients des Pi(t)
sont des entiers ratiomnels, i. e. les racines inverses de Pi (i. e. les valeurs
propres de f, ) sont des entiers algébriques, (3°) que la valeur sbsolue de ces

entiers algébriques est pl/ 2 , et affirment enfin (4°) "1l'invarience des nombres
de Betti par spécialisation", notamment pour uvn schéma projectif lisse sur un corps

de nombres.

Pour les fonctions L , la méme méthode donnerait essentiellement une expression

P’f(t) P;'[(t)

(11) (t) = ’
1,1 PO(t) P(t) ...
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avec
PiM(t) = dét(l - tfm)
. . . . i G i
f,y = opération induite par fy sur H (X, V)Y = HH(X) eV,

(N. B. - On fait opérer G sur H (X , V) via ses opérations sur X et sur

s

V...), et on a & cet égard des conjectures (1°) & (4°) enalogues.

D'ailleurs, dans le cas o dim X = 1 , toutes les conjectures de Weil avaient
été prouvées par WSIL lui-méme [8], gréce av fait que la jacobienne de X fournit

alors un substitut suffisant pour la cohomologie.

Gréice aux travaux de M. ARTIN et du conférencier ([2], [5]), nous disposons main-
tenant d'une théorie .cohomologiquc des schémas satisfaisante, permettant de trans-
poser en géométrie algébrique la formule de Lefschetz, et permettant de répondre
par 1'affirmstive aux parties (1°) et (4°) des conjectures de Weil (1) (les con-
jectures (2°) et (3°) restant d'ailleurs non démontrées & 1l'heure actuelle). Cels
éteblit donc en particulier la rationalité des fonctions L dans le cas d'un sché-
ra X propre et lisse sur Ep . Faute de disposer de la résolution des singularités

en caractéristique p > 0, ce résultat ne contient d'ailleurs pas le résultat de
DWORK, qui ne fait aucune hypothése de lissité ov de propreté, meis doit en revan-

che se restreindre & la fonction Zy , ou du moins doit faire des restrictions sur

la représentation de G qui définit la fonction L envisagée.

Le but de cel exposé est de prouver le résultat de rationalité pour toutes les
fonctions L envisegées au § 1, et méme pour vm type de fonctions I beaucoup

plus général, assocides & des faisceaux f-adiques sur X . Nous domnerons en ef-

fet une expression explicite du style Lefschetz-Weil de ces fonctions. Les outils
essentielz sont de deux sortes :

a

{a) Le formalisme de la "cohomologie & supports compacts" d'un schéma algébri-

que sur un corps k (qui avait été introduite par le conférencier tout d'abord

pour les besoins d'une formilation satisfaisante du théoréme de duslité en cohomo-

logie étele). On peut dire, de fagon générale, que les propriétés fonctorielles

:

de la "cohomeologie & supports compacts" sont exactement analogues & celles des

fonctions L , ce qui permet de donner une formulation suffisamment générale et
précise du théoréme de rationalité (cf. §5), pour réduire ce dernier su cas ol
X est une courbe projective et compléte, mais pour un faiscean de coefficients
arbitraire.

(b) Une formle de Lefschetz généralisée, due & J.-L. VERDIER, valsble pour

(1) Ce résultat avait été Stabli en avril 1963.
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des varistés complédtes et des faisceaux ayant des singularités plus ou moins arbi-
traires. Cette formule, dans le cas ot X est de dim 1 , donne directement 1'ex-

pression explicite voulue.

Remarque. - La démonstration est valable modulo la vérification dfune forme
particulidre du théordme de Verdier que nous aurons & utiliser. Cette vérifica-

tion n'a pas été faite & 1l'heure d'écrire cet exposé, mais me parait une pure

question de routine, et nous la supposerons faite dans la suite de cet exposé (2).

3. Cohomologie étale & supports compacts et faisceaux £ -adiques.

Pour la notion d'espaces topologiques généralisés ("sites" et "topos"), de coho-

mologie des faisceaux sur de tels "espaces", et plus particulidrement pour la dé-
finition de la topologie étale d'un préschéma, des faisceaux pour icelle, et de la

cohomologie étale pour ces faisceaux, je remvoie & [2] (cf. emssi [1], [4]). Les
résultats établis dans [2] peuvent se résumer en disant que, & condition de se

borner & des faisceaux de torsion sur le préschéme X , premier aux caractéristi-
orssor

ques résiduelles de X , le formalisme habituel de la cohomologie des faisceaux

est également valable dans le contexte présent, en utilisant toujours la topologie
étale (ce que nous sous-entendrons par la suite). Je renvoie également au loco
citato pour la définition et les propriétés des foncteurs R% £, (F) , cohomologie
"3 support propre sur S ", qui est définie chaque fois qu'on a un morphisme

£f: X =S de type fini "compactifiable" (par exemple quasi-projectif) et que F
est un faisceau de torsion. Ils cofncident avec les RfL f*(F) habituels lorsque
f est propre. La notion naturelle de finitude de la théorie est celle de "fais-
ceaux de torsion constructibles", ces faisceaux n'étant autres, lorsque X est
noethérien, que les faisceaux de torsion sur X qui sont des objets noethériens

de la catégorie des faisceaux.

Parmi les propriétés des R? f, , signalons :

(3.1) La formation des Ry £, (F) commte 3 tout changement de base.
1 tx

(3.2) R

!
.

f*(F) est constructible si F 1l'est.

(3.3) Pour un composé de deux morphismes compactifisbles, f : X +Y et
g: Y->2, onala suite spectrale de Leray

Ry(gf), <= Rl g () £,) .

(3.4) Si U est un ouvert de X , Z son complémentaire, on a une suite

exacte de cohomologie

(2) Voir la Note placée eprds la Bibliographic.
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.,Rf £, (Fl0) - R:,:L £,(F) -»R‘;L £, (F|2) » ... .
* *

(3.5) Ona R} £(F) =0 si i>2n,n= dimension dec fitresde £ : X =8,

Lorsque S est le spectre d'un corps k (3), et k une cl8ture algébrique de

i £y (F) , faisceau sur k , est
équivalente 3 celle de sa "fibre" Rl i (F)— relativement a k , qui est un groupe
abélien ordinaire sur lequel =n = Gal(k/k) opere continfment. Ce mn-module sera
noté Hi‘(')—( ,F) . Il est fini si F est constructible,

k , posons X = Xk alors la connaissance de R;

Pour la plupart des applications, on ne peut se limiter & des faisceaux de coef-
ficient qui sont de torsion . Soit £ wun nombre premier, nous appellerons fais-
cemu t-sdique, ou Z,-faisoeau, sur le préschéma X , la donnée d'un systéme pro-
jectif (F )nﬁﬂ e
tion Fn+1 - Fn soit isomorphe su morphisme canonique Fn+1 - Fn+1 ® g/! 2, ce

de faisceaux, tels que, pour tout n , 1l'homomorphisme de transi-

qui implique que chague F = est anmlé par £, i. e. est un Z/t® Zemodule. Les
faiscesux f-adiques sur X forment une catégorie abéliemme de fagon évidente
contenant les faisceaux de (-torsion comme sous-catégorie pleine. C'est méme une
catégorie gz-abélienne, i. e. on a un homomorphisme naturel de 2, dans 1'anneau
des endomorphismes du foncteur identique de cette catégorie.

On dit que le faisceau £f-azdique F = (F ) est constructible si tout ouvert af-
fine U de X peut se décomposer en union de parties constructibles localement
fermées Zi , telles que les Fn]Zi soient tous localement constants, et construc-
tibles (i. e. & fibres finies). Si X est localement noethérien, il {faut et)
suffit pour-cela que les Fn soient localement constructibles. On dit que le fais-
cesu £L-adique F = (Fn) est constant tordu constructible si les F  sont loca-

lement constants et constructibles. Lorsque X est connexe, si a en est un point
géométrique, alors on a une équivalence canonique entre la catégorie des faiscesux
L-ediques constants-tordus constructibles F sur X , et la catégorie des Zp-mo-
dules E de type fini sur lesquels ﬂl(X , &) opére continfiment & gauche, i. e.

mni d'un homomorphisme continu de groupes compacts totalement discontinus :

(*) m (X, &) -’Autze(E) .

On fera attention qu'un tel F n'est généralement pas localement constant (méme

si X est le spectre d'un corps) en d'autres termes que 1l'homomorphisme (*) ne

se factorise pas en général & travers un groupe quotient fini de nl(X , a) .

(3) Dans ce cas, un théordme de Nagata affirme d'ailleurs que tout schéma de
type fini sur k est compactifiable.
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Soient F = (Fn) un faisceau f-adique sur X, f: X-Y un monhisme com-
pactifisble, avec Y localement noethérien, enfin ie Z , alors (R;' f*(Fn)neN
forme un systéme projectif de faisceaux de E£-torsion constructibles sur Y , dont
nous admettrons ici (ef. [5]) qu'il satisfait la "condition de Mittag-Leffler", et
admet une limite projective, notée R? f* (F) , dans la catégorie des faisceaux
£-ediques constructibles sur Y . Il y a lieu alors, par passage & la limite 3 par-
tir du cas des coefficients de torsion, d'étendre tout le formalisme de la cohomo-
logie aux faisceaux <L-adiques. Nous supposerons fait ce travail de fondements, et
utiliserons librement le formilaire (3.1) & (3.5) pour les R? f*(F) , F fai=
sceau f-adique.

I1 y a lieu également dans certaines questions de considérer la catégorie quo-
tient de la catégorie des faisceaux (-adiques sur le préschéma X , par la sous-
catégorie épaisse des faiscesux de (L-torsion (les objets de la catégorie sont ap-
pelés Q.z-faisceaux). C'est une catégorie Qz-abélienne. Le formalisme des R‘:l f*
s'étend eussitdt, par passage au quotient & cette catégorie. Si X est un schéma
a!.gébrique sur le corps k, F un %—faisceau constructible sur X , alors
H:!"(T » F) est un espace vecioriel de dimension finie sur Q, » sur lequel =

opére continfiment.

Enfin, s1 A est une algébre sur A = 2, , resp. Q, , on définit les A-fai-
sceaux constructibles sur X comme étant les A-faiscesux constructibles sur X ,

munis d'un homomorphisme de A-algdbres
A - End(F) .

Cette notion sera surtout utile quand A est fini sur A, en particulier quand
A= 94, et A est une extension finie de A .

4. Fonctions L généralisées.

Fixons le corps premier _F:p (p > 0) , un nombre premier ! £ p , et une extension
finle Q de 9” « Les lettres X, Y, 8, ... désignent des préschémas de type
fini sur F . Soit d'abord X = Spec F_ le spectre d'une extension finie de Ep
{q = pd , = d(x) = deg n(x) : g‘_p) . Alors la donnée d'un Q-faisceau sur X
équivaut & la donnée d'un vectoriel de dimension finie V =F_ sur Q , sur lequel

Gal (n(x)/u(x)) = n opére continflment. On a un isomorphisme ganonique

n, = Gal(u(x)/m(x)) = 8,
défini & 1'aide de 1'élément de Frobenius
- - 4
£, € Gal(x(x)/u(x)) = Gal(gq/;«jq ), £ = AP
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de sorte que 1'opération de n, sur V= Fi est connue quend on connait 1'auto-
morphisme (fx)V (soumis & la seule condition que (fx)"; + 14, quand n- 0 mul-
tiplicativement). D'ailleurs, si

pry : X:SpecEq—»SpecEp:e

est le morphisme canonique, Ty stidentifie de la fagon hsbituelle, via Pr, »
3 un sous-groupe du groupe de Galois amnalogue n, pour e = Spec(Ep) , engendré
topologiquement par le "frobenius sbsolu" f , et on sura avec cette identification

f = fd(x) .
X

D'gilleurs, le faiscean er*(F) gsera défini par le '"module induit"

prx*(F)é = F}'c' Qﬂx e 2

d'ou on conclut immédiatement la formule

1

dét(1 - (f);rx*(F)a

) = ddt(1 - (fx);i I
X

On posera alors

(12) 25 (t) = L

aét(1 - (fx)l}i £3(x))
X

Si X est un préschéma de type fini sur F_, F ur Q-faisceau constructible

sar X , on posera (en notant F = F|Spec n(x) ) :

(13) Zp(t) = XD(—O ZFx(t)
i. e.
(14) z.(t) = 1 .
’ oo aés(1 - (£ )5 1))
X

I1 s'agit encore ici d'un produit infini convergeant dans [{t]] , de terme cons-
tant 1 . Notons d'ailleurs la formule essentiellement équivalente

log ZF(t) =°Z° cv(F)tv/v
(15) i. e. 1
t

Zf"(t) =°Z° C (F)tv »
Z(t) 1 v

avec

























































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































