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0 Introduction

Dans ce mémoire, R désigne un anneau commutatif unitaire nœthérien, et
D(ModR) la catégorie dérivée de la catégorie des modules sur R. Db(projR)
sera la sous-catégorie pleine formée des complexes parfaits, i.e. les com-
plexes quasi-isomorphes à un complexe borné de modules projectifs de type
fini. Lorsque X appartient à D(ModR) nous noterons D(X) son dual dans
D(ModR), c’est à dire RHom(X, R). Pour X, Y dans Db(projR), nous no-
terons X ⊗ Y le produit tensoriel dérivé X ⊗L

R Y . Enfin Hom.(X, Y ) sera
le complexe dont le n-ième terme est l’ensemble des morphismes d’objets
gradués X → Y [n] et la différentielle est d(f) = dY f + (−1)ifdX où i est le
degré de f .

Ce mémoire de DEA a pour base l’article [12] de Amnon Neeman. La
première partie de cette publication traite d’un résultat obtenu par Hop-
kins qui permet de retrouver à partir de la catégorie dérivée Db(projR) d’un
anneau son spectre des idéaux premiers.

THEOREME 2.13 L’application

f(L) = {p ∈ Spec(R)| il existe X ∈ L tel que p ∈ Supp(X)}

est une bijection de l’ensemble des sous-catégories épaisses de Db(projR) dans
l’ensenble des parties stables par spécialisation de Spec(R). Son inverse est
donné par l’application

g(P ) = {X ∈ Db(projR)|Supp(X) ⊂ P}.

La catégorie Db(projR) est égale à la sous-catégorie des objets compacts
de D(ModR). Les objets compacts forment un ensemble, il est donc pos-
sible de définir sur Db(projR) des invariants cohomologiques, p. ex. le groupe
de Grothendieck K0 : nous regardons pour ce faire Db(projR) comme une
catégorie exacte, et K0 est définie comme le ”quotient” de ses objets par
les suites exactes. Il est alors naturel de se demander ce qu’il advient de
ces invariants lorsque nous localisons Db(projR) par une sous-catégorie. Les
sous-catégorie épaisses sont les noyaux des foncteurs localisations ; leur ca-
ractérisation semble un outil essentiel pour comprendre le comportement
des invariants par rapport à ces foncteurs. L’auteur a déjà obtenu certains
résultats dans cette direction, c.f. [13].
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L’idée génératrice de ce théorème est topologique. L’objet QS0 = Ω∞Σ∞S0

est un objet de la catégorie tensorielle S formée des spectres. Il existe une
multiplication dans cette catégorie pour laquelle QS0 est un anneau commu-
tatif. D’autre part, il vérifie certaines propriétés dans D(S), la catégorie ho-
motopique stable, qui sont analogues à celles de l’anneau R dans D(ModR).
Nous voudrions connaitre le ”spectre d’idéaux premiers” de cet anneau sin-
gulier QS0 et à partir de là trouver des analogies entre la topologie et la
géométrie algébrique. Regardant la catégorie des CW-spectres de type fini
comme la catégorie Db(projQS0) qui est plus maniable et mieux connue que
QS0, Hopkins a tenté de reconstruire à partir de cette catégorie triangulée le
”spectre” de l’anneau à homotopie près QS0.

Le résultat que nous présentons ici est l’équivalent algébrique de celui de
Hopkins. Malheureusement nous imposons à l’anneau R d’être nœthérien,
ce qui exclut automatiquement le cas de QS0. Il est cependant possible en
supprimant l’hypothèse de nœthérianité de reconstruire le spectre à partir
de Db(projR), mais au lieu d’une bijection entre les systèmes de support du
spectre pour la topologie de Zariski et les catégories épaisses de Db(projR),
nous ne considérons que celles qui sont principales, i.e. engendrée en tant
que catégorie épaisse par un seul objet. Et le résultat est nettement moins
satisfaisant.

Dans la seconde et la troisième section Neeman établit un lien entre les
sous-catégories localisantes, les sous-catégories sommitales de D(ModR) et
certains sous-ensembles du spectre de l’anneau. Plus précisément il montre
dans la section 2 le théorème suivant :

THEOREME 3.3 L’application f définie par

f(L) = {p ∈ Spec(R)| il existe X ∈ L tel que X ⊗ k(p) 6= 0}

est une bijection de l’ensemble des sous-catégories localisantes de D(ModR)
sur l’ensemble des parties de Spec(R). L’application inverse est donnée par

g(P ) = la catégorie localisante engendrée par les k(p) où p ∈ P

pour P une partie de Spec(R).

Notons que l’application g peut être reformulée de la façon suivante :

g(P ) = {X|Hom(X,E(p)) = 0 ∀p /∈ P}.
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Remarquons l’analogie entre ce théorème et le résultat suivant :

THEOREME 0.1 L’application g̃ définie par

g̃(P ) = {M |Hom(M, E(R/q)) = 0 pour tout q /∈ P}

est une bijection de l’ensemble des sous-ensembles de Spec(R) vers l’ensemble
des sous-catégories localisantes de Mod(R).

L’inclusion de la catégorie Mod(R) dans D(ModR) induit une inclu-
sion de la sous-catégorie g̃(P ) dans g(P ). Les sous-catégories localisantes
de D(ModR) sont les sous-catégories dont les objets appartiennent à une
sous-catégorie localisante de ModR.

La section 5 permettra de préciser le théorème 3.3.

THEOREME 5.1 L’application f du théorème 3.3 envoie les sous-catégories
sommitales sur les systèmes de support de façon bijective.

Ces résultats sont assez étonnants : en effet ils montrent que même en
passant à la catégorie Db(projR) nous gardons certaines informations sur le
spectre de l’anneau.

Un corollaire important est déduit du dernier théorème. Comme cela
est prouvé implicitement à la fin de ce mémoire nous savons qu’une sous-
catégorie de D(ModR) engendrée par des objets compacts est sommitale et
qu’une sous-catégorie sommitale est localisante par définition. Les réciproques
sont fausses dans le cas général. Nous appelons la ”conjecture sommitale” [6]
l’énoncé suivant :

Une sous-catégorie est sommitale si et seulement si

elle est engendrée par des objets compacts.

Un contre-exemple explicite se trouve dans [8] où il est montré que nous
pouvons trouver des sous-catégories sommitales qui ne contiennent aucun
objet compact. Le théorème 5.1 permet cependant de prouver la conjecture
dans le cas d’un anneau nœthérien. En effet il donne une caractérisation des
sous-catégories sommitales de D(ModR) comme suit.

COROLLAIRE 5.2 Les sous-catégories sommitales de D(ModR) sont les
sous-catégories localisantes engendrées par les sous-catégories épaisses de
Db(projR).
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Enfin, énonçons le résultat de Thomason [15], qui généralise le théorème
2.14 au cas non nœthérien.

DEFINITION 0.2 – Soit X un schema quasi-compact et quasi-séparé.
Notons D(X) la catégorie dérivée de la catégorie des faisceaux de OX-
modules sur X.

– Les complexes parfaits, i.e. les objets localement quasi-isomorphes à des
complexes de OX-modules libres de type fini, forment la sous-catégorie
D(X)parf .

– Une sous-catégorie E est dite tensorisante si, quel que soit F . ∈ E et
P . ∈ D(X)parf , F . ⊗ P . appartient à la sous-catégorie E.

– Le support d’un objet F . ∈ D(X) est défini par

Supp(F .) = {x ∈ X|F .
x 6= 0}

– Un système de support de X est une réunion de fermés.

THEOREME 0.3 L’application définie par

f(E) = {x ∈ X|il existe un F . ∈ E tel que F .
x 6= 0}

est une bijection de l’ensemble des sous-catégories tensorisantes de D(X)parf

vers l’ensemble des systèmes de support de X dont le complémentaire est
quasi-compact. L’application inverse est donnée par

g(Y ) = {F . ∈ D(X)parf |Supp(F .) ⊂ Y }.

1 Un morphisme utile de Db(projR)

PROPRIETE 1.1 Lorsque X est parfait et Y appartient à D(ModR), le
produit tensoriel dérivé Y⊗D(X) est quasi-isomorphe au complexe RHom(X, Y ).
En particulier, quand X est parfait, il existe un morphisme naturel R →
X ⊗D(X).

Démonstration: Nous allons montrer ce résultat par dévissage.
Pour un module projectif de type fini P et un module quelconque M ,

nous avons un morphisme

HomR(P, M)
φ←M ⊗ HomR(P, R)

(x 7→ m.f(x))← m⊗ f
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qui est fonctoriel en P .
Clairement le morphisme φR est un isomorphisme. Comme ces deux fonc-

teurs sont additifs, le morphisme φRn est un isomorphisme,et le résultat reste
vrai pour un module projectif de type fini.

Soit un complexe borné de modules projectifs de type fini P et M un
complexe de modules. Nous avons un morphisme de complexes φ

Hom.
R(P, M)

φ←M ⊗Hom.(P, R)

Montrons que c’est une équivalence d’homotopie. Nous venons de voir
le résultat pour un module projectif de type fini. Notons F1 le foncteur
HomR( , M) et F2 le foncteur M ⊗ Hom( , R).

6 -

-F1

F2

φ C(projR)C(Ab)

??

6 -

-F1

F2

Φ H(projR)H(Ab)

Le morphisme Φ : F2 → F1 est un morphisme de foncteur triangulé,
donc la sous-catégorie X formée des objets X tel que le morphisme φX soit
inversible est une sous-catégorie triangulée.

Il reste à remarquer que la catégorie Db(projR) est engendrée par les
modules projectifs de type fini en tant que catégorie triangulée. Nous pouvons
supposer que les objets de Db(projR) sont des complexes bornés de modules
projectifs de type fini. Les objets concentrée en un seul degré appartiennent
bien à tria(projR). Montrons par récurrence sur la longueur des complexes
que la catǵorie Db(projR) est incluse dans tria(projR). Cela est clair d’après
le diagramme suivant où les deux dernières lignes sont dans tria(projR) :

0 → P 1 → . . . → P n → 0
↓ ‖ ‖

0 → P 0 → P 1 → . . . → P n → 0
‖ ↓ ↓

0 → P 0 → 0 → . . . → 0 → 0

Il résulte donc que pour tout P complexe borné de modules projectifs de
type fini le morphisme φP est inversible dans HModR.
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Nous pouvons maintenant montrer le résultat (ie. Y ⊗ D(X) est quasi-
isomorphe à RHom(X, Y ) pour X parfait). Par définition nous avons un
quasi-isomorphisme

RHom(X, Y )
qis→ Hom(pX, Y ).

Comme X est parfait pX est homotope à un complexe borné de modules
projectifs de type fini. Ainsi le membre de droite est quasi-isomorphe aux
complexes

qis← Hom(pX,pY )

qis← pY ⊗Hom(pX, R)

qis→ Y ⊗L RHom(pX,R)

Nous pouvons donc construire naturellement le morphisme annoncé par la
composition R→ RHom(X, X)→ X ⊗D(X).

2 Une preuve du théorème de Hopkins

THEOREME 2.1 (théorème de nilpotence tensorielle) Soit f : X →
Y un morphisme de Db(projR). Supposons que pour tout corps k et tout mor-
phisme g : R → k, le morphisme f ⊗ k est nul. Alors le morphisme f est
tensoriellement nilpotent : il existe n > 0 tel que f⊗n : X⊗n → Y ⊗n est le
morphisme nul.

Démonstration: le morphisme f induit un morphisme f̃ : R→ D(X)⊗Y
defini comme la composée du morphisme naturel R → X ⊗ D(X) et de
f ⊗D(X) : X ⊗D(X)→ Y ⊗D(X).
Nous remarquons que le morphisme f⊗n est nul si et seulement si le mor-
phisme f̃⊗n est nul.
Nous pouvons donc considérer que X = R. Soit

Ann(f⊗n) = {x ∈ R|xf⊗n = 0}.

C’est un idéal de R et Ann(f⊗n) ⊂ Ann(f⊗n+1). L’anneau R étant nœthérien
il existe un entier n tel que pour tout entier m > n, nous avons Ann(f⊗m) =
Ann(f⊗n). Remplaçons le morphisme f par f⊗n ; il nous reste à montrer que
Annf = R.

Supposons le contraire. Soit p un idéal premier minimal contenant Annf .
En localisant par rapport à p nous nous trouvons dans la situation où
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– (Condition 1) R est un anneau local d’idal maximal p.
– (Condition 2) Pour tout n > 0, on a l’égalité Ann(f) = Ann(f⊗n).
– (Condition 3) Il existe un m tel que, pm ⊂ Ann(f) ⊂ p. En effet le

radical de Ann(f) est défini comme l’intersection des idéaux premiers
minimaux qui le contiennent. La construction de p et la condition 1
implique que le radical de Ann(f) est l’idéal p. Et l’assertion résulte du
fait qu’une puissance du radical d’un idéal est toujours contenue dans
lui même.

– (Condition 4) f ⊗R/p est le morphisme nul.

Pour démontrer le résultat, acceptons de façon préalable les propositions
suivantes :

F(n) : Soit R un anneau local nœthérien et réduit de dimension dim(R) ≤
n. Supposons que le morphisme f : R→ X vérifie les conditions 3 et 4 citées
plus haut. Le morphisme f est tensoriellement nilpotent.

G(n) : Soit R un anneau local nœthérien qui n’est pas nécessairement
réduit et dont la dimension dim(R) est inférieure ou égale à n. Supposons
que le morphisme f : R→ X vérifie les conditions 3 et 4 citées plus haut. Le
morphisme f est tensoriellement nilpotent.

La contradiction cherchée est alors claire : la condition 2 est incompatible
avec les trois autres.

Nous allons démontrer F(n) et G(n) par récurrence :
F(0) : Un anneau nœthérien de dimension 0 est un anneau artinien. Pour

un tel anneau le nilradical est égal au radical de Jacobson. comme l’anneau
R est local, l’idéal maximal p est le radical de Jacobson. De plus R est réduit,
p est l’idéal trivial. Par conséquent R est un corps.

F(n)⇒ G(n) : Plaçons nous dans les conditions de G(n). Nous savons par
F(n) que le morphisme f ⊗R/rad(R) est tensoriellement nilpotent. Il existe
donc un entier m tel que f⊗m ⊗ R/rad(R) = 0. Pour simplifier, remplaçons
le morphisme f par f⊗n. On peut donc écrire modulo les bords f =

∑
xigi

où xi ∈ rad(R) et gi ∈ X0. R étant nœthérien et local (rad(R))m = 0 pour
un m suffisamment grand. Il s’ensuit que f⊗m = (

∑
xigi)

m = 0 dans (X0)⊗m.

G(n)⇒ F(n+1) : L’anneau R est maintenant réduit et il est de dimension
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dim(R) > 0.Montrons qu’il existe un élément régulier dans l’idéal p.

LEMME 2.2 Soit R un anneau local d’idéal maximal p qui est nœthérien,
réduit et de dimension dim(R) > 0. Il existe un élément régulier dans l’idéal
p.

Démonstration: Par nœthérianité de l’anneau, les idéaux premiers mini-
maux sont en nombre fini ; notons les p1, . . . , pn. Clairement la réunion ∪ipi

est incluse dans p. Montrons qu’elle l’est strictement. Comme l’anneau est
de dimension strictement positive, aucun idéal minimal n’est maximal. Choi-
sissons dans chaque pi un élément xi qui n’est pas dans les autres idéaux
pj, j 6= i. Nous notôns yi =

∏
j 6=i xj. Alors l’élément x =

∑
i yi appartient

à (p \ ⋃
i pi) et il doit être régulier, sinon il existe un élément z 6= 0 tel que

xz = 0. Or pour tout idéal premier minimal pi, xz = 0 appartient à pi, et par
contruction x /∈ pi. Nous en déduisons que z ∈ pi. Donc z ∈ ∩ipi où ∩ipi est
le nilradical de R rad(0) qui est trivial car R est réduit (contradiction avec
z 6= 0).

Retour à la démonstration précédente : Comme pm ⊂ Ann(f), nous
avons maintenant un élément régulier dans Ann(f) ; appelons le x.
Représentons le morphisme f par un morphisme de complexe

...
...

↑ ↑
0 → X1

↑ ↑
R

f→ X0

↑ ↑
0 → X−1

↑ ↑
...

...

L’élement x annule f donc f(x) est un bord dans X0. Par conséquent
nous pouvons étendre le morphisme f au diagramme suivant :
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...
...

↑ ↑
0 → X1

↑ ↑
R

f→ X0

x ↑ ↑
R

g→ X−1

↑ ↑
0 → X−2

↑ ↑

L’élément x étant régulier la suite 0→ R
x→ R→ R/xR→ 0 est exacte.

Cela équivaut à dire que 0 → R
x→ R → 0 est quasi-isomorphe à R/xR.

Nous en déduisons une factorisation du morphisme f par R
α→ R/xR

β→ X.
Par suite le morphisme f⊗n+1 est égal à

R
α⊗1→ R/xR

1⊗f⊗n

→ R/xR⊗X⊗n β⊗1→ X⊗n+1

Or la régularité de x nous certifie que R/xR est de dimension n et donc
(d’après G(n)) f ⊗ R/xR est tensoriellement nilpotent. Par suite f est ten-
soriellement nilpotent.

Remarque 2.3 La réciproque au théorème est vraie. En effet si le mor-
phisme f⊗n est nul alors le morphisme (f⊗k)⊗n est nul. On vérifie à la main
que pour un corps k, un morphisme k-linéaire tensoriellement nilpotent est
nul.

Remarque 2.4 En utilisant le calcul graphique de Penrose nous montrons
qu’un morphisme tensoriellement nilpotent est nilpotent au sens habituel.
Notons ev : X⊗D(X)→ R l’évaluation, m : X⊗Y → Y ⊗X le morphisme
qui associe à x ⊗ y l’élément (−1)degx.degyy ⊗ x, et ε : R → X ⊗ D(X) le
morphisme construit en 1.1.
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Le morphisme f · . . . · f : X → X est la composée de

X ⊗R⊗ . . .⊗R
↓ 1⊗ ε⊗ . . .⊗ ε

X ⊗X ⊗D(X)⊗ . . .⊗X ⊗D(X)
↓ 1⊗ h

X ⊗ . . .⊗X ⊗D(X)⊗ . . .⊗D(X)
↓ f ⊗ . . .⊗ f ⊗ 1⊗ . . .⊗ 1 = 0

X ⊗ . . .⊗X ⊗D(X)⊗ . . .⊗D(X)
↓ 1⊗ h′

X ⊗X ⊗D(X)⊗ . . .⊗X ⊗D(X)
↓ 1⊗ ev ⊗ . . .⊗ ev

X ⊗R⊗ . . .⊗R

où les morphismes h et h′ réordonnent les termes en utilisant le morphisme
m.

DEFINITION 2.5 Soit un complexe parfait X. Le support cohomolo-
gique de X est l’ensemble {p ∈ Spec(R)|X ⊗ Rp 6= 0}. Nous le noterons
Supp(X).

Remarque 2.6 Nous avons Supp(X) = {p ∈ Spec(R)|p ⊇ ⋂
i∈Z Ann(H i(X)}

= V (
⋂
i∈Z

Ann(H i(X))

LEMME 2.7 Soient X, Y deux complexes parfaits. Supposons que Supp(X) ⊂
Supp(Y ). L’objet X est alors dans la sous-catégorie épaisse engendrée par
Y .

Démonstration: Reprenons le morphisme R → Y ⊗ D(Y ) (construit en
1.1) et insérons-le dans un triangle :

R
f→ Y ⊗D(Y )→Mf

h→ R[1]

Nous allons montrer que pour un corps k et un morphisme α : R→ k tel que
Ker(α) ∈ Supp(Y ), le morphisme f ⊗ k est un monomorphisme scindé.

Sachant qu’un monomorphisme de k vers un espace k-vectoriel non nul
se scinde, il faut vérifier que Y ⊗ D(Y ) ⊗ k 6= 0 et que le morphisme k →
Y ⊗D(Y )⊗k est un monomorphisme. Le premier est clair puisque Ker(α) ∈
Supp(Y ). Pour le second on regarde
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1Y Hom(Y, Y )
qis→ Y ⊗k Hom(Y, k) = Y ⊗D(Y )

↑ ↑ ↗
1 k

Mais H0Hom(Y, Y ) = HomH(Y, Y ) 3 1Y 6= 0 puisque Y 6= 0.
Des propriétés habituelles sur les catégories triangulées, nous déduisons que
le morphisme h⊗ k est nul.

LEMME 2.8 Soit X un complexe parfait et I l’idéal
⋂

i∈Z Ann(H i(X)},
alors il existe un entier N � 0 tel que le complexe X est quasi-isomorphe à
un complexe X ′ qui appartient à par(R/IN).

Démonstration: D’après [10][prop 1.15] on sait que pour une catégorie
abélienne B et une sous-catégorie de Serre A ⊂ B, on a une suite exacte de
catégories

0→ DbA → DbB → Db(B/A)→ 0

lorsque DbA → Db
AB est pleinement fidèle (Db

AB est la sous-catégorie de DbB
dont l’ homologie des objets appartient à A).

Posons B = ModR et A = {M ∈ B|INM = 0 pour N � 0}. Nous devons
vérifier que le foncteur DbA → Db

AB est pleinement fidèle. Cela se démontre
en utilisant le lemme d’Artin-Rees et le critère c1 du même article. Il s’ensuit
que X est quasi-isomorphe à un complexe de R/IN -modules pour N grand.

Retour à la démonstration précédente : Posons J = IN . Remarquons
que Supp(R/J) est égal à Supp(X) ; le morphisme h ⊗ R/J vérifie donc
les hypothèses du théorème précédent appliqué à la catégorie Db(projR/J)
(car ker(α) ⊃ J implique que ker(α) ∈ Supp(X)). Nous en déduisons que
hn ⊗R/J = 0 et du même coup que hn ⊗X = hn ⊗R/J ⊗X = 0.

Complétons le morphisme M⊗k
f

h⊗k

→ R en un triangle

M⊗k
f

h⊗k

→ R
↘ ↙

Nh⊗k

En utilisant l’axiome de l’octahèdre appliqué à la composée h · (1 ⊗
h⊗k−1) = h⊗k :
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Mf ⊗Nh⊗k−1

M⊗k
f Mf

Nh⊗k R Nh = Y ⊗D(Y )

�
�

�
��+

-1⊗h⊗k−1

Q
Q

Q
Q

Qs

h⊗k
�

�
�

�
��+

h

Q
Q

Q
QQk

�
�

�
��3

-� -
Q

Q
Q

QQk

On trouve pour chaque k un triangle :

Y ⊗D(Y ) = Nh → Mf ⊗Nh⊗k−1

↘ ↙
Nh⊗k

Il est donc aisé par un raisonnement par réccurence d’en déduire que
Nh⊗k est dans la sous-catégorie triangulée engendrée par Y . D’autre part, le
morphisme h⊗n ⊗X est nul dans le triangle suivant :

M⊗n
f ⊗X

h⊗n⊗X→ X
↘ ↙

Nh⊗n ⊗X

donc X est un facteur direct de Nh⊗n ⊗ X. Par conséquent X est dans la
sous-catégorie épaisse engendrée par Y .

Remarque 2.9 Pour démontrer le lemme nous avons utilisé le morphisme
R→ Y ⊗D(Y ). Remarquons que nous pourrions faire le même raisonnement
avec le morphisme ev : Y ⊗D(Y )→ R.

Soit h le morphisme qui apparait dans le triangle

Y ⊗D(Y )→ R→M → S(Y ⊗D(Y ).

Nous montrons de la même manière que le morphisme h ⊗ R/I est tenseur
nilpotent, et que le morphisme h⊗n⊗X s’annule. L’objet X devient alors un
facteur direct du cône inverse de h⊗p, tensorisé par X.
Il est possible de montrer que les cônes inverses des puissances tensorielle du
morphisme h sont les approximations de Brown Xp qui apparaissent dans la
démonstration des théorèmes 4.3 et 4.4.
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La construction est alors plus intuitive puisqu’elle consiste à approximer
l’adjoint à droite Iρ à l’inclusion I de la sous-catégorie épaisse engendrée par
Y . Nous savons que

IρIR→ R→ N → SIρIR

est un triangle. En le tensorisant par X, nous trouvons le triangle

IρIX → X → N ⊗X → SIρIX.

L’objet N ⊗ X est nul si et seulement si X appartient à la sous-catégorie
épaisse engendrée par Y . Nous ne demandons pas tant : si le deuxième mor-
phisme s’annule, nous pouvons conclure. La démonstration nous montre que
c’est ce qui se passe pour une approximation de Brown Xp.

LEMME 2.10 Soient L ⊂ Db(projR) une sous-catégorie épaisse et

P (L) = {p ∈ Spec(R)| il existe X ∈ L tel que p ∈ Supp(X)}.

Si le support cohomologique de X ∈ Db(projR) est inclus dans P (L), alors
X ∈ L.

Démonstration: Nous savons que lorsque R est un anneau nœthérien et
M un R-module de type fini, les éléments minimaux de Ass(M) sont les
mêmes que ceux de Supp(M) et qu’ils sont en nombre fini. Il s’ensuit que
l’ensemble des idéaux minimaux de Supp(X) est fini. Il existe donc un nombre
fini d’éléments {Yi}i∈I de L tel que la réunion

⋃
i Supp(Yi) contient tous les

éléments de Supp(X). Comme
⋃

i Supp(Yi) est fermé,
⋃

i Supp(Yi) est incluse
Supp(X) et par suite Supp(X) est contenu dans Supp(

⊕
i Yi). Nous concluons

à l’aide du lemme précédent.

LEMME 2.11 Soit un idéal p ∈ Spec(R). Il existe X ∈ Db(projR) de
support cohomologique Supp(X) = p où p est la fermeture de p dans Spec(R).

Démonstration: Par nœthérianité de R, l’idéal p est engendré par un
nombre fini de générateurs, disons a1, . . . , an. Nous allons montrer que le
complexe de Koszul X = ⊗i(R

ai→ R) convient. Clairement X ∈ Db(projR).
Il reste à montrer que son support est la fermeture de p dans Spec(R).

Supp(X) ⊃ p : Si un idéal q n’est pas dans p il existe un i pour lequel ai

n’est pas dans q. Cela entraine que Rq
ai→ Rq est inversible et par conséquent

contractile. L’idéal q n’appartient donc pas au support de X.
p ⊃ Supp(X) : Nous allons montrer que

Supp(P ⊗Q) = Supp(P ) ∩ Supp(Q)

13



lorsque P, Q ∈ Db(projR).
Ramenons nous au cas de complexes d’espaces vectoriels pour lesquels le
résultat est clair, car dans ce cas le produit tensoriel de deux complexes est
acyclique si et seulement si l’un d’eux est acyclique.
Nous savons que (P ⊗R Q)p = Pp ⊗Rp Qp. Montrons par réccurence sur
la longueur d’un complexe que, pour un anneau (A, m) local, un complexe
parfait X est acyclique si et seulement si X ⊗ A/m est acyclique.

Si le complexe est de longueur 2 et que 0→ P⊗A/m
f⊗A/m→ Q⊗A/m→ 0 (*)

est acyclique, alors Imf⊗A/m = Q⊗A/m d’où l’égalité Q = Imf +mQ. Le
lemme de Nakayama implique que le morphisme f est surjectif. Le module
Q est projectif, donc il existe un morphisme injectif g tel que f · g = 1.
On en déduit que P = Q + kerf . Or d’aprés l’acyclicité de (*), nous avons
l’inclusion kerf ⊂ mP . Il s’ensuit que P = Q + mP . Une fois de plus le
lemme de Nakayama nous donne le résultat.
Pour un complexe de longueur supérieure, nous montrons la surjectivité du
dernier morphisme de la même manière et utilisons le fait que le dernier terme
est projectif pour nous ramener au cas d’un complexe de longueur moindre.
Le résultat souhaité est alors clair par l’égalité

(Pp ⊗Rp Qp)⊗Rp k(R/p) = (Pp ⊗Rp k(R/p))⊗k(R/p) (Qp ⊗Rp k(R/p)).

Il s’ensuit que p ⊃ Supp(X).

DEFINITION 2.12 Un système de support est une réunion de fermés
de Spec(R).

Remarque 2.13 Soit P une partie de Spec(R). Les propositions suivantes
sont équivalentes :
- L’ensemble P est un système de support.
- L’ensemble P est stable par spécialisation.
- L’ensemble P est une réunion de fermés du type p où p ∈ Spec(R).

THEOREME 2.14 L’application

f(L) = {p ∈ Spec(R)| il existe X ∈ L tel que p ∈ Supp(X)}

est une bijection de l’ensemble des sous-catégories épaisses de Db(projR) sur
l’ensenble des systèmes de support de Spec(R). Son inverse est donné par
l’application

g(P ) = {X ∈ Db(projR)|Supp(X) ⊂ P}.
Démonstration: L’injectivité de f est le lemme 2.10 ; la surjectivité est le

lemme précédent.
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3 Sous-catégories localisantes de D(ModR)

Dans cette section, lorsque p est un idéal premier, nous noterons k(p)
le corps des fractions de R/p. E(R/p) désignera l’enveloppe injective de
R/p. Nous rappelons que E(R/p) est un module injectif indécomposable
qui est de surcrôıt un Rp-module, et réciproqument tout module injectif
indécomposable est isomorphe à un des E(R/p). De plus tout élément x ∈
E(R/p) est annulé par pn pour un certain n. Chaque module injectif est la
somme d’injectifs indécomposables à permutation près.

DEFINITION 3.1 On appelle une sous-catégorie localisante une sous-
catégorie triangulée aux sommes directes infinies.

Remarque 3.2 Une sous-catégorie localisante est stable par limite directe
homotopique et par limite directe filtrante.

Le but de cette section est de démontrer le théorème suivant :

THEOREME 3.3 L’application f définie par

f(L) = {p ∈ Spec(R)| il existe X ∈ L tel que X ⊗ k(p) 6= 0}

est une bijection de l’ensemble des sous-catégories localisantes de D(ModR)
vers l’ensemble des parties de Spec(R). L’application inverse p envoie une
partie P sur la sous-catégorie localisante engendrée par les k(p), p ∈ P .

LEMME 3.4 Soient p ∈ Spec(R) et X ∈ D(ModR) un complexe dont cha-
cune des composantes est un injectif somme directe de E(R/p). (les sommes
d’injectifs sont injective car R est nœthérien)
Le complexe X est alors dans la sous-catégorie localisante L engendrée par
k(p).

Démonstration: Chaque élément x ∈ E(R/p) étant annulé par pn pour
un certain n, nous avons une filtration de X comme suit :
0 = X0 ⊂ X1 ⊂ X2 ⊂ . . . ⊂ X où Xi désigne les éléments de X annulés
par pi. Nous remarquons que Xi/Xi+1 est un complexe de k(p)-modules. Par
conséquent le complexe quotient Xi/Xi+1 est quasi-isomorphe à une somme
directe de suspensions de k(p). Par suite il est dans L.
D’autre part, l’inclusion de Xi−1 dans Xi nous donne un triangle Xi−1 →
Xi → Xi/Xi−1 → Xi−1[1]. Par récurrence nous déduisons que tout les Xi

appartiennent à L. Le complexe X est la limite directe lim
−→

Xi, d’après la
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remarque 3.2 il est dans L.

Soit X ∈ D(ModR). Le complexe X est quasi-isomorphe à un complexe
I de modules injectifs. Nous savons que chaque module injectif est somme
directe de modules injectifs indécomposables (ici les E(R/p), p ∈ Spec(R)).
Remarquons que pour deux idéaux q et p, l’idéal p est inclus dans q si et
seuleument si il existe un morphisme non-nul de E(R/p) vers E(R/q).
Soit Y un système de support. Définissons le complexe ΓY (X) comme le
complexe ”formé” des injectifs E(R/q) de I, q ∈ Y , et le complexe Γp/p\p(X)
par la suite exacte

0→ Γp\p(X)→ Γp(X)→ Γp/(p\p)(X)→ 0.

Notons que le complexe quotient Γp/p\p(X) est déduit de X en ”prenant” ses
termes isomorphes à E(R/p). Ces définitions correspondent à celles usitées
dans la terminologie de Grothendieck : si M est un R-module et Y le spectre
de l’anneau R/I pour I un idéal, ΓY (M) est l’ensemble des ”sections” de M
sur le fermé Y , i.e. l’ensemble des éléments x de M tel qu’il existe un N � 0
pour lequel INx = 0.

LEMME 3.5 Soient P une partie de Spec(R) et X un complexe de D(ModR)
tel que pour tout p /∈ P , Γp/p\p(X) = 0. X est alors dans la sous-catégorie
localisante L engendrée par les k(p), p ∈ P .

Démonstration: Soit λ l’ensemble de tous les systèmes de support Y tel
que ΓY (X) est dans la sous-catégorie L. Nous allons montrer que cet en-
semble contient un élément maximal et que cet élément est le système de
support Spec(R). Le résultat sera alors clair puisque ΓSpec(R)

(X) = X.

Comme les sous-catégories localisantes sont stables par limite directe fil-
trante, et que Γ⋃

Yi
(X) = lim

−→
ΓYi

(X), l’ensemble λ est stable par réunion.

De plus λ est non vide. En effet l’ensemble vide est un système de support
et Γ∅(X) = 0. Le lemme de Zorn nous certifie l’existence d’un élément maxi-
mal Y dans λ. Nous voulons montrer que Y = Spec(R). Raisonnons par
l’absurde. Si Y 6= R, alors Spec(R) \ Y est non vide, et par nœthérianité
il contient un élément maximal p. Par construction nous sommes dans la
situation suivante :

ΓY ∪p/Y (X) = Γp/p\p(X).

et par hypothèse soit p appartient à P , et Γp/p\p(X) est nul et par suite
appartient à L ; soit p n’appartient pas à P , i.e. k(p) ∈ L. Du lemme précédent
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et de la suite exacte

0→ Γp\p(X)→ Γp(X)→ Γp/p\p(X)→ 0

nous déduisons que Γp/p\p(X) ∈ L, et par suite que ΓY ∪p(X) ∈ L. Nous
sommes en contradiction avec la maximalité de Y.

LEMME 3.6 Soient P une partie de Spec(R) et X un complexe de D(ModR)
tel que pour tout p ∈ P , X ⊗ k(p) = 0. Soit la sous-catégorie localisante L
engendrée par les k(p) où p ∈ P . Nous avons alors X ⊗ L = 0.

Démonstration: Le produit tensoriel est un foncteur triangulé qui com-
mute aux sommes infinies. On procède par dévissage.

LEMME 3.7 Soit X ∈ D(ModR) tel que quel que soit p ∈ Spec(R) le
produit tensoriel X ⊗ k(p) est nul, alors le complexe X est lui-même nul.

Démonstration: Le lemme précédent nous assure que pour tout Y appar-
tenant à la sous-catégorie engendrée par les E(R/p), p ∈ Spec(R), le produit
tensoriel dérivé X ⊗ Y est nul. D’autre part le lemme 3 nous donne l’égalité
g(Spec(R)) = D(ModR), de là X = X ⊗R = 0.

LEMME 3.8 Soit X ∈ D(ModR) un complexe dont toutes les composantes
sont des sommes directes de E(R/p) pour un p donné. Alors X ⊗ k(p′) = 0
si p′ 6= p.

Démonstration: Le lemme 3.4 nous certifiant que X ∈ g({p}), il suffit
de montrer que k(p) ⊗ k(p′) = 0 lorsque p′ 6= p. Il existe un élément x qui
appartient par exemple à p \ p′. Soit λx la multiplication par x. C’est un
isomorphisme pour k(p) et l’application nulle pour k(p′). De la bilinéarité du
produit tensoriel nous déduisons l’égalité

λx ⊗ k(p) = k(p′)⊗ λx = λx

Le premier terme est l’application nulle, le second un isomorphisme de k(p)⊗
k(p′). L’objet k(p)⊗ k(p′) est donc nul dans D(ModR).

LEMME 3.9 Soit X ∈ D(ModR) un complexe dont toutes les composantes
sont des sommes directes de E(R/p) pour un p donné. Alors X ⊗ k(p) = 0
est équivalent à X = 0.

Démonstration: Immédiat d’après les résultats qui précédent.
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Démonstration du théorème 3.3
Montrons d’abord que f · g = 1.
P ⊂ f · g(P ) est clair.
Montrons f · g(P ) ⊂ P . Soit X ∈ g(P ). D’après les lemmes précédents le

support cohomologique de X est inclus dans P .
Montrons maintenant que g · f = 1.
Commençons par g · f(L) ⊂ L. Soit p ∈ f(L). Par définition il existe un

X dans L tel que X ⊗ k(p) 6= 0. La sous-catégorie L est localisante donc
X ⊗ k(p) appartient à L et X ⊗ k(p) est la somme directe de suspensions
de k(p). Etant épaisse, la sous-catégorie L est stable par facteur direct. Il
s’ensuit que k(p) ∈ L. D’où le résultat.

Montrons L ⊂ g · f(L). Soit X ∈ L. Le complexe Γp/p\p(X) ⊗ k(p) =
X ⊗ k(p) est nul si et seulement si Γp/p\p(X) est nul. L’objet X est dans
la sous-catégorie localisante engendrée par les k(p) pour lesquels Γp/p\p(X)
n’est pas nul. D’après le lemme , cela équivaut à dire que X ⊗ k(p) 6= 0, et
X ∈ g · f(L).

4 Théorème de localisation de Bousfield et

sous-catégories sommitales.

DEFINITION 4.1 Soient L une sous-catégorie localisante et X ∈ L. Un
objet X est dit L-local lorsque Hom(L, X) = 0 (i.e. si Y ∈ L alors Hom(Y,X) =
0).

DEFINITION 4.2 Soient L une sous-catégorie localisante et X ∈ L. Un

morphisme X
f→ XL est une localisation si XL est L-local et si pour tout

Y L-local l’appplication

Hom(f, Y ) : Hom(XL, Y )→ Hom(X, Y )

est bijective.

THEOREME 4.3 (théorème de localisation de Bousfield) Soit L une
sous-catégorie localisante de D(ModR). Tout élément X de D(ModR) admet
une localisation (L’univers est susceptible d’avoir été augmenté pour rendre

cela possible). De plus l’élément Z du triangle Z → X
f→ XL → est dans L.

18



Démonstration: La procédure consiste à montrer que le foncteur
P : D(ModR)→ D(ModR)/L admet un adjoint à droite Pρ. Le morphisme
X → Pρ · PX sera la localisation de X.

La sous-catégorie L étant localisante, l’ensemble Σ = ΣL des morphismes
du système multiplicatif associé a L est stable par sommes directes, donc le
foncteur P commute aux sommes directes et le foncteur

F = Hom(P?, X) : D(ModR)op → Ab

est un foncteur cohomologique qui transforme les sommes directes en produits
directs.

Le résultat sera montré si ce foncteur est représentable. En effet si nous
avons l’égalité

Hom(P?, X) = Hom(?, Y )

il suffira de poser PρX = Y .
Pour montrer la représentabilité de F , nous avons besoin du théorème de

représentabilité de Brown.

THEOREME 4.4 (théorème de représentabilité de Brown) Soit T
une catégorie triangulée pour laquelle les sommes infinies existent et qui ad-
met un ensemble formé d’objets compacts X tel que X engendre T en tant
que catégorie localisante.
Un foncteur cohomologique F : T → Abop est représentable si et seulement
si il commute aux sommes directes.

Notation : Pour chaque M de T , posons M∧ = Hom(M, ?). Lorsque X
est un ensemble d’objets, nous noterons SZX la sous-catégorie formée des
suspensions et des désuspensions d’objets de X (c’est encore un ensemble) ;
et X+ désignera la classe formée des objets qui sont sommes (infinies) d’objets
SZX .

Commençons par montrer le lemme suivant :

LEMME 4.5 Soient T une catégorie triangulée aux sommes infinies et X
un ensemble formé d’objets compacts. Supposons que le foncteur F : T →
Abop commute aux sommes directes. Alors il existe un objet X de la sous-
catégorie X+ et un morphisme ν : X∧ → F dans T qui restreint à la catégorie
SZX est surjectif.

Démonstration: Nous notons F̃ la restriction à SZX du foncteur F . La
partie X étant un ensemble, construisons à l’aide du lemme de Yoneda un
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morphisme surjectif dans la catégorie des foncteurs de SZX vers la catégorie
opposée à celle des groupes abéliens.

ν̃ :
⊕
i∈I

C∧
i → F̃ .

Encore d’après Yoneda, nous avons les égalités :

HomSZX (
⊕
i∈I

C∧
i , F̃ ) =

∏
i∈I

HomSZX (C∧
i , F̃ )

=
∏

F̃Ci =
∏

FCi = HomT (
⊕
i∈I

C∧
i , F ).

D’autre part le foncteur F commute aux sommes directes, donc nous avons∏
FCi = F

⊕
i Ci et par conséquent

HomT (
⊕
i∈I

C∧
i , F ) = HomT ((

⊕
i∈I

Ci)
∧, F ).

En d’autres termes, le morphisme ν̃ s’étend en un morphisme ν dans T , et
nous avons le diagramme commutatif suivant :

ν :
⊕
i∈I

C∧
i → F

↘ ↗
(
⊕
i∈I

Ci)
∧

Lorsque nous restreignons le diagramme à la sous-catégorie SZX , la flèche de
gauche devient un isomorphisme car les objets sont tous compacts, et la flêche
de droite devient surjective puisque le morphisme ν̃ l’est par construction.
L’objet X =

⊕
i∈I

Ci avec le morphisme ν vérifie bien ce que nous souhaitions.

Démonstration du théorème de Brown : Nous allons prouver que le fonc-
teur F est représenté par la limite homotopique d’une suite

X0
f0→ X1 → . . .→ Xp

fp→ Xp+1 → . . . , p ∈ N

où les cônes sur les morphismes fp sont dans la sous-catégorie X+.
Montrons que la condition est suffisante.
Nous allons construire par récurrence une suite

X0
f0→ X1 → . . .→ Xp

fp→ Xp+1 → . . . , p ∈ N
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et des morphismes πp+1 : X∧
p+1 → F tel que πp+1 · f∧p = πp.

Les objets de X forment un ensemble. D’après le lemme précédent, il
existe un objet X0 qui appartient à X+ et un morphisme π0 : X∧

0 → F qui
induit une surjection

π0X : SnX∧
0 (SnX)→ FSnX

pour tout n ∈ Z, X ∈ X .
Supposons le morphisme fp construit. Appliquons le lemme précédent au

foncteur ker πi. Nous trouvons un objet Zp qui appartient à X+ ainsi qu’un
morphisme ρp : Zp → Xp qui induit une surjection

Z∧
p (SnX)→ ker πp(S

nX)

pour tout n ∈ Z, X ∈ X . Définissons Xp+1 par l’objet apparaissant dans le
triangle

Zp → Xp → Xp+1 → SZp.

Par construction πp · ρ∧p = 0, et nous avons la suite exacte

FZp ← FXp ← FXp+1.

Cela nous permet de choisir πp+1 : X∧
p+1 → F tel que πp+1 ·f∧p = πp. Soit X∞

la limite homotopique de la suite (Xp)p∈Z, i.e. le troisième objet du triangle

⊕Xp
Φ→ ⊕Xq

Ψ→ X∞ → S ⊕Xp

où le morphisme Φ est défini par Xp
[1,−fp]t→ Xp ⊕Xp+1.

Le foncteur F transforme les sommes (infinies) en produits. Par conséquent
nous avons la suite exacte∏

p∈N

FXp ←
∏
q∈N

FXq ← FX∞

qui nous donne un morphisme π∞ : X∧
∞ → F tel que π∞ · Ψ∧

q = πq pour
tout entier q. Nous allons montrer que X∧

∞ est isomorphe à F ; Pour cela
commençons par montrer

Hom(SnX,X∞)→ FSnX,

pour X ∈ X . C’est à dire que

Hom((SnX)∧, X∧
∞)

(π∞)∗→ Hom((SnX)∧, F∧).
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La compacité de l’objet X de SZX nous permet de factoriser un morphisme
de Hom((SnX)∧, X∧

∞) par un morphisme de Hom((SnX)∧, X∧
i ). Supposons

qu’un morphisme µ : (SnX)∧ → X∧
∞ → F s’annule ; d’après ce qui précède

µ s’annule déjà au stade i, i.e. le morphisme µi : (SnX)∧ → X∧
i → F est

trivial. Il se factorise donc par un morphisme de (SnX)∧ vers ker πi. Par
suite dans le morphisme µi+1 : (SnX)∧ → Xi + 1∧ → F la première flèche
est nulle. Le morphisme (π∞)∗ est donc injectif, et par construction il est
surjectif. Donc il est un isomorphisme pour tout n ∈ Z, X ∈ X . L’ensemble
X étant un système de générateur, c’est un isomorphisme quel que soit X de
T .

Remarque 4.6 Posons IρX = Z, i. e. le terme qui apparait dans le triangle

IρX → X
f→ XL → SIρ. La flèche IρX → X est universelle parmi les

morphismes partant d’un objet de L vers X. Le foncteur Iρ est donc l’adjoint
à droite à l’inclusion de la sous-catégorie L dans D(ModR).

DEFINITION 4.7 Une sous-catégorie L est dite sommitale lorsque elle
est localisante et que le foncteur localisation X → XL commute aux sommes
directes infinies.

Remarque 4.8 Lorsque L est une sous-catégorie sommitale, la localisation
en L commute aux limites homotopiques.

Remarque 4.9 Une sous-catégorie L est sommitale si et seulement si l’ad-
joint à droite à l’inclusion de L dans D(ModR) commute aux sommes di-
rectes. Cette équivalence découle de la remarque 4.6 sur le triangle IρX →
X

f→ XL → Z.

5 Les sous-catégories sommitales de D(ModR)

Dans cette section nous allons rendre plus précis le théorème 3.3 de la
section précédente. Cela nous permettra de caractériser les sous-catégories
sommitales de D(ModR).

THEOREME 5.1 L’application f du théorème 3.3 envoie les sous-catégories
sommitales vers les systèmes de support de façon bijective.

COROLLAIRE 5.2 Les sous-catégories sommitales de D(ModR) sont les
sous-catégories localisantes engendrées par les sous-catégories épaisses de
Db(projR).
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La démonstration du théorème sera une succession de lemmes.

LEMME 5.3 Soient L une sous-catégorie localisante et p un idéal premier.
Ou bien k(p) est L-local ou bien k(p) ∈ L.

Démonstration: Si k(p) n’est pas L-local c’est qu’il existe un morphisme
non trivial X → k(p) où X ∈ L. Nous pouvons alors écrire un diagramme
commutatif

X → k(p)
↓ ↓

X ⊗ k(p) → k(p)⊗ k(p)
↓

k(p)

où la composée des deux flèches verticales de droite est l’identité. Nous
déduisons du diagramme que X → k(p) se factorise à travers X → X⊗k(p).
Par conséquent X ⊗ k(p) n’est pas nul. Et comme nous savons qu’il est la
somme de suspensions de k(p), l’objet k(p) appartient à L.

LEMME 5.4 Soit L une sous-catégorie sommitale de D(ModR). Ou bien
l’enveloppe injective E(R/p) est dans L, ou bien E(R/p) est L-local.

Démonstration: Comme nous l’avons vu, E(R/p) est la limite directe d’objets
obtenus à partir d’extensions de k(p). Le lemme précédent implique que k(p)L
est, soit k(p), soit c’est un objet nul. D’autre part la remarque 3.2 nous certifie
la commutation de la localisation par rapport aux limites directes filtrantes.
La localisation étant bien un foncteur triangulé, le résultat est maintenant
clair : soit (E(R/p))L est E(R/p), soit c’est un objet nul.

LEMME 5.5 Soit un idéal premier q appartenant à la fermeture p dans
Spec(R) d’un autre idéal premier p. Supposons que la sous-catégorie L est
sommitale et que k(p) appartient à L. Alors l’objet k(q) appartient à L.

Démonstration: Les hypothèses sur les idéaux p et q reviennent à dire
que p ⊂ q. Il existe donc un morphisme non trivial R/p → R/q qui induit
un morphisme de E(R/p) → E(R/q) lui aussi non trivial.. L’objet k(p)
appartient à L. Cela entrâıne que la localisation de E(R/p) est un objet nul.
Il s’ensuit que l’objet E(R/q) ne peut pas être L-local, sinon nous aurions
les égalités

Hom(E(R/p), E(R/q)) = Hom((E(R/p))L, E(R/q)) = Hom(0, E(R/q)) = 0.
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Ce qui serait en contradiction avec l’existence du morphisme non trivial
E(R/p) → E(R/q) construit tout à l’heure. Il résulte de tout ceci que
(E(R/q))L n’est pas égal à E(R/q) ; c’est donc un objet nul par le lemme 5.4.
Par suite k(q)L est nul, i.e. k(q) appartient à la sous-catégorie localisante L.

Nous sommes maintenant en mesure de montrer le théorème annoncé au
début de la section.

Démonstration du théorème 5.1 : Le dernier lemme montre que l’appli-
cation g associe à une sous-catégorie sommitale de D(ModR) un système de
support. Montrons que la réciproque est vraie.

Soit un système de support P . Nous allons dans un premier temps montrer
que la sous-catégorie g(P ) est engendrée en tant que catégorie triangulée lo-
calisante par des complexes parfaits. Puis nous montrerons que cela implique
que g(P ) est une sous-catégorie sommitale.

Nous notons EP la sous-catégorie de Db(projR) définie dans le théorème
2.14 comme la sous-catégorie formée des éléments X ∈ Db(projR) dont le
support cohomologique Supp(X) est inclus dans P . Soit un élément X de EP .
S’il existe un idéal p tel que X ⊗ k(p) n’est pas nul, alors X ⊗Rp⊗ k(p) 6= 0.
Cela implique que X ⊗ Rp n’est pas nul, et par conséquent p appartient
au support de X. La sous-catégorie EP est donc incluse dans L. Il reste à
voir que l’objet k(p) appartient bien à Tria(Ep) lorsque p est un idéal de P .
Notons K le complexe de Koszul construit en 2.11 à partir de p. Le complexe
K appartient à EP . La sous-catégorie Tria(EP ) étant localisante K ⊗ k(p)
appartient à Tria(EP ). Il suffit donc de montrer que l’objet K⊗ k(p) est non
nul. C’est clair par l’égalité

H0(K ⊗ k(p))
∗
= H0(K)⊗ k(p) = R/p⊗ k(p) = k(p).

L’égalité ∗ est la conséquence du fait qu’en appliquant au triangle

τ<0K ⊗ k(p)→ K ⊗ k(p)→ H0(K)⊗ k(p)→ Sτ<0K ⊗ k(p)

le foncteur H0, les objets situés aux extrêmes deviennent nuls.
Montrons maintenant que la sous-catégorie g(P ) est sommitale. Rappelons
que Iρ est le foncteur adjoint à droite de l’inclusion de L dans D(ModR).
Pour montrer le résultat nous allons utiliser la caractérisation des catégories
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sommitales de la remarque 4.9. Montrons que le morphisme de foncteur co-
homologique

Hom( , Iρ(⊕Xi))→ Hom( ,⊕(IρXi))

est un isomorphisme. Procédons par dévissage. Soit un objet X de EP .

HomL(X, Iρ(⊕Xi)) = HomD(ModR)(X,⊕(Xi))

L’objet X est un complexe parfait donc le terme de droite est égal à

HomD(ModR) ⊕ (X, Xi) = ⊕HomL(X, Iρ(Xi)) = HomL(X,⊕Iρ(Xi)),

et le foncteur Iρ commute aux sommes infinies. Le théorème 5.1 est donc
démontré.
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[17] J. -L. Verdier, Catégories dérivées, état 0 dans SGA 4 1/2, Springer
LNM 579, Springer 1977, 262–311.

26


