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(Théorie des nombres/ Number Theory )
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Résum é. Nous utilisons des id´ees provenant de l’homologie cyclique [3] et de laK-théorie
pour définir une sorte de(( caractère de Chern)) pour le groupe des classes d’id´eaux
d’un corps de nombres. Pour un corps quadratique, ce caract`ere permet de d´etecter
desélements du groupe des classes. Dans le cas cyclotomique, ce caract`ere est reli´e
aux dérivées logarithmiques de Kummer.c
 2000 Académie des sciences/Éditions
scientifiques et m´edicales Elsevier SAS

Some characteristic classes in number theory

Abstract. We use ideas from cyclic homology[3] andK-theory to define a kind of “Chern char-
acter” for the ideal class group of a number field. In the quadratic case, this character
gives nontrivial elements of the class group. In the cyclotomic case, this character is re-
lated to the Kummer logarithmic derivatives.c
 2000 Académie des sciences/Éditions
scientifiques et m´edicales Elsevier SAS

1. La trace de Dennisà coefficients

SoientA un anneau unitaire etn � 2 un entier. On d´esigne parProj (A) la catégorie desA-modulesà
droite, projectifs et de type fini. PourP dansProj (A), on posenP = P �� � ��P (n facteurs). L’ensemble
des triplets(P; �;Q), où P et Q sont dansProj (A) et où � : nP ! nQ est un isomorphisme deA-
modules, s’organise en une cat´egorieC dont le groupe de Grothendieck est not´e K(C). SoitN le sous-
groupe deK(C) engendr´e par les ´eléments de la forme(P; �;Q) + (Q; �;R) � (P; ��;R). Le groupe
quotientK1(A ; Z=n) := K(C)=N s’appelle le (premier) groupe deK-théorieà coefficients deA. On note
[P; �;Q] 2 K1(A ; Z=n) la classe de(P; �;Q) 2 Ob(C). De la suite exacte de Bass ([1], p. 375), on
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déduit l’extension

1 // K1(A)=(n) //

�
K1(A ; Z=n) //

@
K0(A)(n) // 0: (1)

Par ailleurs, supposons queA soit une alg`ebre sur un anneau commutatifk. Notons(C�(A); b) le complexe
de Hochschild deA. La multiplication parn dans(C�(A); b), notée�n : (C�(A); b) ! (C�(A); b) est un
morphisme de complexes. L’homologie du cˆone(co (�n); d) de ce morphisme est not´eeHH�(A ; Z=n). On
a la suite exacte tautologique

0 // HH1(A)=(n) //

�
HH1(A ; Z=n) //

@
HH0(A)(n) // 0:

Désignons par� : A 
k A ! A la multiplication deA et posons
1
nc(A) = ker�. On sait que
1

nc(A)

est le sous-bimodule deA 
k A engendr´e par les1-formes différentielles(( non commutatives)) dnca :=

1
 a� a
 1 aveca 2 A. La structure deA-bimoduleévidente sur
1
nc(A) peut s’exprimer par la relation

dnc(a0a1) = dnc(a0)a1 + a0dnca1 (cf . [3] et [4]).
Un système de coordonn´ees surP 2 Proj (A) est une suiteS = (xj ; 'j)1�j�r avecxj 2 P et'j 2 P �

telle que pour toutx deP , on aitx =
Pr

j=1 xj'j(x). Le rang deP dans le syst`eme de coordonn´eesS,
noté rg (P;S), est la trace de la matrice de l’identit´e exprimée dans le syst`eme de coordonn´eesS. Ce rang
est unélément deA.

La (( connexion de Levi-Civita)) surP est le morphisme dek-modulesdP : P ! P 
A 
1
nc(A) défini

dans le syst`eme de coordonn´eesS par

dP

� rX
j=1

xj'j(x)

�
=

rX
j=1

xjdnc'j(x)

pourx 2 P . Soit� : P ! Q une applicationA-linéaire. L’applicationA-linéairednc� : P ! Q 
A


1
nc(A) est définie pardnc� = dQ ���(�
 id)�dP . Lorsque� est un isomorphisme, on pose��1dnc� =

(��1 
 id) � dnc�. Après le choix de syst`emes de coordonn´eesS etS 0 surP etQ, on désigne parM et
N les matrices respectives de� et��1. Ces matrices sont `a coefficients dansA. La matrice carr´eeNdncM

està coefficients dans
1
nc(A), sa trace est not´eetr (��1dnc�;S;S 0).

Pourx = [P; �;Q], la trace de Dennis̀a coefficientsD(n)
1 : K1(A ; Z=n) ! HH1(A ; Z=n) est alors

définie comme ´etant la classe d’homologie dans(co (�n); d), du cycle(tr (��1dnc�;S;S 0); rg (P;S) �
rg (Q;S 0)). Cette classe d’homologie est ind´ependante des choix deS etS 0.

THÉORÈME 1. – SoientA une alg̀ebre etn � 2. L’applicationD
(n)
1 est un morphisme de groupes

rendant commutatif le diagramme suivant(oùD0 etD1 sont les traces de Dennis usuelles([3], [4]) .

0 // K1(A)=(n)

��

D1

//

�
K1(A ; Z=n)

��

D
(n)

1

//

@
K0(A)(n)

��

D0

// 0

0 // HH1(A)=(n) //

�
HH1(A ; Z=n) //

@
HH0(A)(n) // 0

SupposonsA commutative. AlorsK0(A) = Z� eK0(A),K1(A) = A��SK1(A). Introduisons le groupe

1
dR(A)=(n), où
1

dR(A) est leA-bimodule des formes diff´erentielles de K¨ahler–de Rham deA. On sait que
D1(SK1(A)) = 0 et que pouru 2 A�, on aD1(u) = u�1 du. NotonsdA�=A� le sous-groupe de
1

dR(A)

engendr´e par les d´erivées logarithmiquesu�1 du des unitésu 2 A�. On a� �D1(K1(A)) = dA�=A�. Le
théorème précédent conduit au :

COROLLAIRE 2. – Soientk un anneau commutatif unitaire,A unek-algèbre commutative etn � 2 un
entier. On d́esigne parS le sous-groupe de
1

dR(A) engendŕe parn
1
dR(A) etdA�=A�. Alors la (( classe
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caract́eristique secondaire)) d(n)1 : eK0(A)(n) ! 
1
dR(A)=S, définie pourx = @(y) 2 eK0(A)(n) par

d
(n)
1 (x) = D

(n)
1 (y) mod S est un morphisme de groupes abéliens, non trivial en ǵeńeral.

2. Le cas des anneaux d’entiers d’un corps de nombres

THÉORÈME 3. – SoientA l’anneau des entiers d’un corps de nombresF , de groupe des classesCl (A).
Le groupeK1(A ; Z=n) s’identifie au groupe

U(A ; Z=n) =
�
[u] 2 F�=(n) j 9 I idéal fractionnaire deA tel queuA = In

	
:

De plus, l’extension (1) vue plus haut se r´eduità la suite exacte bien connue :

1 // A�=(n) // U(A ; Z=n) //

@
Cl (A)(n) // 0 (2)

oùA� est le groupe des unit´es deA, la flèche@ consistant `a envoyer[u] sur l’idéalI .
Pour construire des ´eléments explicites du groupeU(A ; Z=n) �= K1(A ; Z=n), on utilise le lemme

suivant.

LEMME 4. – SoitA l’anneau des entiers d’un corps de nombresF et soitu un élément non nul deA.
Pour que[u] 2 F�=(n) appartiennèaK1(A ; Z=n), il suffit que la normeN(u) soit une puissancen-ième
dansZ et que(N(u); N1(u)) = 1, N1(u) étant le coefficient deX dans le polyn̂ome caract́eristique deu,
consid́eré comme endomorphisme duQ-espace vectorielF .

Voici un exemple d’application du lemme.

PROPOSITION5. – SupposonsF quadratique de discriminant�. Soitp un nombre premier impair. On
suppose qu’il existe(�; b) 2 Z2 tel que�2 � 4bp = � avec(�; b) = 1 et � =2 (Z=b)�(p). Si � < �4
ou si � > 0 et F d’unité fondamentale" = ("1 + "2

p
�)=2 telle que("1 + "2�)=2 2 (Z=b)�(p), on a

Cl (A)(p) 6= 0.

Démonstration. – Le lemme 4 appliqu´e àu = (� +
p
�)=2 montre que[u] appartient `aK1(A ; Z=n).

Le morphisme d’anneauxf : A! Z=b défini parf((x+ y
p
�)=2) = (x+ y�)=2 induit un morphisme de

groupes

f
(p)
1 : K1(A ; Z=p) �! K1(Z=b ; Z=p) �= (Z=b)�=(p)

tel quef (p)1 ([u]) = [�] 6= 0. Si � < �4, ceci et (2) montrentCl (A)(p) 6= 0. Si � > 0 et si@([u]) = 0,

alors[u] appartient `aA�=(p) et de l’hypothèsef(") 2 (Z=b)�(p), on tiref (p)1 (A�=(p)) = 0, ce qui est en

contradiction avecf (p)1 ([u]) 6= 0, donc@([u]) 6= 0 etCl (A)(p) 6= 0. �

Remarque6. – L’élément non trivial construit ici co¨ıncide avec celui d´ecouvert par Yamamoto [7].̀A
partir de cet ´elément, cet auteur en d´eduit pour tout entiern un nombre infini de corps quadratiques dont le
groupe des classes poss`ede un facteurZ=n.

SoitR l’ensemble des diviseurs premiers du discriminant� du corpsF . De
1
dR(A) =

Q
p2R
1

dR(A

Zp), on déduit
1

dR(A)=(p) = 0 si (p; �) = 1. Les classes caract´eristiquesD(p)
1 et d(p)1 ne peuvent donc

détecter d’éléments non triviaux deCl (A)(p) que sip est ramifié dansA. Donnons un exemple.

PROPOSITION7. – SupposonsF quadratique et soitn un diviseur impair du discriminant� deF . On
suppose qu’il existe(�; b) 2 Z2 tel que�2 � 4bn = � avec(�; b) = (�; n) = 1. Si� < �4 ou si� > 0 et
d’unité fondamentale" = ("1 + "2

p
�)=2 telle quen j "2, alorsCl (A) poss̀ede uńelément d’ordren.
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Démonstration. – On a
1
dR(A)=n = Z=n d! avec! =

p
�=2 ou ! = (1 +

p
�)=2 suivant que

� est congru `a 0 ou 1 modulo4. Le lemme 4 appliqu´e à u = (� +
p
�)=2 montre que[u] appartient `a

K1(A ; Z=n). Un calcul conduit `aD(n)
1 ([u]) = 2=� d! 6= 0. Si � < �4, ceci montre queCl (A) possède

unélément d’ordren. Si� > 0, den j "2, on tiredA�=A� � n
1
dR(A). La classe secondaired(n)1 est donc

à valeurs dans
1
dR(A)=(n) etd(n)1 (@([u]) = D

(n)
1 ([u]) 6= 0 d’où unélément d’ordren dansCl (A).

Par exemple, soitF = Q[
p
�]) avec� = �4 294 967 295. De � = 12 � 4 � 415, on déduit unélément de

15-torsion dansCl (A). Ou encore soit� = 231, p = 3 ; l’unit é fondamentale" = (430 + 24
p
d)=2 du

corps quadratique r´eelf = Q[
p
�] satisfait les conditions requises et de� = 172 � 4 � (�2)3, on déduit un

élément d’ordre3 dansCl (A). �

3. Application à la cyclotomie

Soientp un nombre premier impair et� = �p une racine primitivep-ième de l’unité. Le corps cyclo-
tomiqueF = Q[�] a pour groupe de GaloisG = (Z=p)�. Soit g un générateur deG opérant dansF par
g� = �s avec(p; s) = 1. L’anneau des entiersA deF estZ[�]. L’extension (2) se scinde en deux parties,
dont la partie antisym´etrique pour la conjugaison complexe s’´ecrit

1 // �p //

�
K�
1 (A ; Z=n) //

@
Cl (A)�

(p)
// 1

On posed�p = dimZ=pCl (A)
�
(p) = dimZ=pK1(A ; Z=p)� 1.

Introduisons l’anneau de groupeR = Z=p[� ]=(1��p). Le groupe de GaloisG opère dansR parg� = �s.
LeZ=p-espace vectoriel
1

dR(R)=(p) se scinde en
� � 
+, où
� est de dimension(p+ 1)=2. Il existe
une base(f0; f1; : : : ; f(p�1)=2) de
� pour laquelle l’action deG est donn´ee pargf0 = sf0, gf` = sf`+1,
1 � ` < (p� 1)=2, gf(p�1)=2 = sf1.

Rappelons que les entiers(p; a; b; c) satisfont aux hypoth`eses du premier cas du dernier th´eorème de
Fermat (en abr´egé DTF1) sip est un premier impair etap = bp + cp avec(a; b; c) = (p; abc) = 1. Notons
n la classe den modulop. Sous l’hypoth`ese DTF1, les ´elémentsz = (a � b�)=(a � b��1) mod F�(p)

et z0 = (a � b�)=(a � b��1) mod R�(p) appartiennent respectivement `aK�
1 (A ; Z=p) etK�

1 (R ; Z=p).
NotonsU etU 0 respectivement les sous-espaces vectoriels deK�

1 (A ; Z=p) etK�
1 (R ; Z=p) engendr´e par

l’orbite dez (resp.z0) sous l’action deG. On vérifie facilement0 � dimZ=p(U
0) � dimZ=p(U) � 1, d’où

d�p � dimZ=p(U)�1 � dimZ=p(U
0)�2. PourévaluerdimZ=p(U

0), on consid`ere la restriction�0 de la trace

de DennisD(p)
1 : K1(R ; Z=p) ! 
1

dR(R)=(p) àU 0. Un calcul conduit `a�0(z0) = 2f0 +
P(p�1)=2

k=1 �kfk

avec�k = (a=b)s
k

+ (b=a)s
k

. Compte tenu de l’action deG sur sur lesfk, on voit que le rang de�0 est
celui de la matrice circulanteC 2 Mat(p�1)=2)(Z=p) suivante :

C = C(p; a; b; c) =

0
BBB@

�1 �2 � � � � p�1
2

� p�1
2

�1 � � � � p�3
2

...
...

...
...

�2 �3 � � � �1

1
CCCA

Le calcul du rang deC nécessite l’introduction des polynˆomes de MirimanoffMk(X) 2 Z=p[X ], définis
pour1 � k � p� 1 parMk(X) =

Pp�1
j=1 j

k�1Xj . Pourt 2 Z=pr f0; 1;�1g, posons

rp(t) = #
�
k; 1 � k � (p� 1)=2; M2k+1(t) 6= 0

	
:

Un calcul simple montre que les valeurs propres deC(p; a; b; c) sont lesM2k+1(a=b), 1 � k � (p� 1)=2.
On en déduit que le rang de la matriceC(p; a; b; c) est rp(a=b). Posons encorerp = min

�
rp(t); t 2

Z=pr f0; 1;�1g	.
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En conclusion, on a montr´e :

THÉORÈME 8. – Supposons que(p; a; b; c) soient des entiers vérifiant les hypoth̀eses DTF1. Alors

d�p � rp � 2:

Remarque9. – À normalisation pr`es, les calculs ci-dessus correspondent `a ceux effectu´es par Br¨uckner
[2], où notre trace�0 està comparer avec le morphisme� de Brückner ([2], 2.1). La quantit´efi(�) de ([2],
3.5) est telle quefi(�) �= (�1)i�1(b=c)Mi�1(a=b) mod p et la minorationdp � rp � 2 correspond `a ([2],
5.1). À partir de cette minoration, Br¨uckner montre que le premier cas du dernier th´eorème de Fermat est
vrai si p � 2dp+3 � 2dp � 3, où dp = dimZ=p(Cl (A)(p). On peut aussi proc´eder comme suit. Soitp un
nombre premier. D’apr`es [5], [6], pourp � 7, on ad�p � (p+3)=4. La minoration ci-dessus montre que si
rp > (p+ 11)=4, alors le premier cas du th´eorème de Fermat est vrai pourp. Numériquement, le calcul de
rp est très rapide, ce qui n’est pas le cas pourdp oud�p .
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