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Résumé. Nous utilisons des Egs provenant de 'homologie cyclique [3] et deRathéorie
pour dfinir une sorte de caracere de Chern pour le groupe des classes @alix
d’'un corps de nombres. Pour un corps quadratique, ce eagagermet de etecter
desélements du groupe des classes. Dans le cas cyclotomique, cemmesttiel”
aux drivées logarithmiques de Kumme(®) 2000 Acagmie des sciencdsditions
scientifiques et mdicales Elsevier SAS

Some characteristic classes in number theory

Abstract. We use ideas from cyclic homolofg} and K -theory to define a kind of “Chern char-
acter” for the ideal class group of a number field. In the quadratic case, this character
gives nontrivial elements of the class group. In the cyclotomic case, this character is re-
lated to the Kummer logarithmic derivative&) 2000 Aca@mie des sciencdsditions
scientifiques et mdicales Elsevier SAS

1. Latrace de Dennisa coefficients

SoientA un anneau unitaire et > 2 un entier. On dSigne paProj (A) la caggorie desA-modulesa’
droite, projectifs et de type fini. Polt dansProj (A4), on posexP = P& - - -® P (n facteurs). L'ensemble
des triplets(P, «, ), ou P et @Q sont dansProj(A4) et ad a : nP — n@ est un isomorphisme dé-
modules, s'organise en une egtrieC dont le groupe de Grothendieck estadf(C). Soit N le sous-
groupe deK (C) engende par leseléments de la forméP, a, Q) + (@, 5, R) — (P, Ba, R). Le groupe
quotientK; (A; Z/n) := K(C)/N s'appelle le (premier) groupe dé-théoried coefficients del. On note
[P,a,Q] € K (A; Z/n) la classe déP,a,Q) € Ob(C). De la suite exacte de Bass ([1], p. 375), on
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déduit 'extension
1 — K1 (4)/(n) —2> K\ (A; Z/n) —2> Ko(A) () — 0. 1)

Par ailleurs, supposons q4esoit une algbre sur un anneau commutatifNotons(C, (A4), b) le complexe
de Hochschild ded. La multiplication pam dans(C.(A),b), noge-n : (C.(A),b) — (C.(A),b) estun
morphisme de complexes. L'homologie don&{co (- n), d) de ce morphisme est regHH.. (A ; Z/n). On

a la suite exacte tautologique

0 — HH, (4)/(n) —2= HH, (A; Z/n) —2> HHy(A) () — 0.

Désignons pap : A @, A — A la multiplication de4 et poson$! (A4) = ker u. On sait que? (A)
est le sous-bimodule dé ®, A engende par lesl-formes diférentielles non commutatives d,,.a :=
1®a—a®1aveca € A. La structure ded-bimodule€vidente suf). .(A) peut s’exprimer par la relation
dnc(agar) = dne(ag)ar + apdncar (cf. [3] et [4]).

Un syseme de coordore€s sut € Proj (A) est une suité = (z;, p;)1<j<r avecs; € P ety; € P*
telle que pour tout: de P, on aitz = Z;Zl zjp;(x). Le rang deP dans le sygime de coordore€ss,
nottrg (P,S), est la trace de la matrice de I'idertiéxprin€e dans le syste de coordore€sS. Ce rang
est une€lément deA.

La « connexion de Levi-Civita sur P est le morphisme de-modulesdp : P — P ®4 QL (A) défini
dans le systme de coordore€ssS par

dp (i: xjtpj(x)> = zr: Tjdncp; ()
= =1

pourz € P. Soita : P — (Q une applicationd-lineaire. L'applicationA-lineaired,ca : P — Q ®4
0. (A) est Efinie pard,.a = dgoa — (a®id) odp. Lorsquen est un isomorphisme, on pose ' d,.a =
(a™! ®1id) o dyca. Aprés le choix de systhes de coordoe@sS et S’ sur P et Q, on cEsigne pai/ et
N les matrices respectives deeta—!. Ces matrices somt coefficients dand. La matrice cageNd,,. M
esta coefficients danf’ (A), sa trace est nettr (a~'d,.a, S, S).

Pourz = [P,a, @], latrace de Dennisx coefficientngn) : K1(A; Z/n) — HH (A ; Z/n) est alors
définie commeetant la classe d’homologie dafs (-n),d), du cycle(tr (e~ dyer, S,S),rg (P, S) —
rg (Q,S")). Cette classe d’homologie est egEndante des choix deetS’.

THEOREME 1. — SoientA une algsbre etn > 2. L’application DY‘) est un morphisme de groupes
rendant commutatif le diagramme suivdoll D, etD; sont les traces de Dennis usuel(§3], [4]).

0 — K1 (A)/(n) —2— K1 (A; Z/n) —2— Ko(A)(ny — 0

lDl ngn) lDO

0 — HH, (4)/(n) —> HH, (A; Z/n) —2> HHy(A) () —> 0

Supposonsi commutative. Alorsko(4) = ZdKo(A), K1 (A) = AX®SK,(A). Introduisons le groupe
QiR (4)/(n), 00 QL (A) estled-bimodule des formes difentielles de khler—de Rham dd. On sait que
D;(SK;(A)) =0etquepour € A%, onaD;(u) = u~* du. NotonsdA* /A le sous-groupe d@’ (4)
engende par les dfivées logarithmiques—' du des uni€su € A*. OnapoD;(K;(A)) = dA*/A*. Le
théoEme pecddent conduit au :

COROLLAIRE 2. — Soientk un anneau commutatif unitairel, unek-algebre commutative et > 2 un
entier. On @signe paiS le sous-groupe d. (4) engende parnf}; (4) etd 4> /A*. Alors la« classe
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caraceristique secondaire d%") : IN(O(A)(n) — Qg (A)/S, définie pourz = 9(y) € IN(O(A)(n) par
d%") (z) = DY’) (y) mod S est un morphisme de groupesadiens, non trivial en gréral.

2. Le cas des anneaux d’entiers d'un corps de nhombres

THEOREME 3. — Soient4 I'anneau des entiers d’un corps de nombfésde groupe des class€s (A).
Le groupeK; (A ; Z/n) s'identifie au groupe

U(A; Z/n) = {[u] € F*/(n) | 3T idéal fractionnaire de4 tel queuA = I"}.

De plus, I'extension (1) vue plus haut sriita la suite exacte bien connue :
1 — A% /(n) —>U(A; Z/n) —2—> CL(A) () —> 0 (2)

ol A* est le groupe des ueit'deA, la fleched consistantienvoyefu] sur I'idéal 1.
Pour construire desléments explicites du grougé(A; Z/n) = K,(A; Z/n), on utilise le lemme
suivant.

LEMME 4. — Soit A 'anneau des entiers d’un corps de nhombfe®t soitu un élément non nul del.
Pour queu] € F* /(n) appartienn& K (A ; Z/n), il suffit que la normeV (u) soit une puissance-ieme
dansZ et que(N(u), N1(u)) = 1, Ny (u) étant le coefficient d& dans le polydme caracdtristique deu,
consiceré comme endomorphisme @4espace vectoriel'.

Voici un exemple d’application du lemme.

PROPOSITIONS. — Supposong’ quadratique de discriminart Soitp un nombre premier impair. On
suppose qu'il existéa, b) € Z? tel quea® — 4b? = § avec(a,b) = 1 eta ¢ (Z/b)*®). Sis < —4
ousié > 0 et F d’unite fondamentale = (g, + £21/9)/2 telle que(e; + e20)/2 € (Z/b)*P), on a
Cl(A) () #0.

Démonstration. — Le lemme 4 appligeau = (a + V/§)/2 montre qudu] appartien®' K, (4 ; Z/n).
Le morphisme d’anneaufk: A — Z/b défini parf((z + yv/8)/2) = (z + ya)/2 induit un morphisme de
groupes

AP+ Ki(4; Z/p) — K(Z/b; Z/p) = (Z/5)" /(D)
tel que £ ([u]) = [a] # 0. Sid < —4, ceci et (2) montren€l (A), # 0. Sié > 0 etsid([u]) = 0,
alors[u] appartien’A* /(p) et de I'hypottesef(¢) € (Z/b)*(P), on tirefl(p) (A*/(p)) =0, cequiesten
contradiction avegfl(”)([u]) # 0, doncd([u]) # 0 etCl(A) ) # 0. O

Remarques. — L'élément non trivial construit ici aatide avec celui @ouvert par Yamamoto [7A
partir de cekelément, cet auteur erediit pour tout entien un nombre infini de corps quadratiques dont le
groupe des classes pesg& un facteuZ /n.

Soit R 'ensemble des diviseurs premiers du discriminadt corpsF’. De Qg (4) = [[,cr Qir(4 ®

Z,), on dBduitQ}y (A)/(p) = 0si(p,d) = 1. Les classes caraniétiqueng”) et d§”> ne peuvent donc
détecter deléments non triviaux d€1(A),,) que sip est ramifé dans4. Donnons un exemple.

PROPOSITION7. — Supposong’ quadratique et soit un diviseur impair du discriminant de F'. On
suppose qu'il existén, b) € Z? tel quea? — 4b™ = § avec(a, b) = (a,n) = 1. Sid < —4 ousid > 0 et
d'unité fondamentale = (g, + £21/9)/2 telle quen | e,, alors Cl (A) posgde urélement d’ordren.
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Démonstration. — On aQl (4)/n = Z/n dw avecw = V§/2 ouw = (1 + /3)/2 suivant que
§ est congrua’0 ou 1 modulo4. Le lemme 4 appligeau = (a + v/§)/2 montre quefu] appartienta’
K,(A; Z/n). Un calcul conduia“DY‘)([u]) =2/adw # 0. Sid < —4, ceci montre qu€l (A) posede
unélémentd’ordrer. Sid > 0, den | g3, ontiredA* /A% C nQ}y (A). La classe secondai ") est donc
avaleurs dan®}, (4)/(n) etd (8([u]) = D{"([u]) # 0 d’oti unélément d'ordre, dansCl (A).
Par exemple, soif’ = Q[V/5]) avecd = —4 294 967 295. De = 12 — 4 - 415, on déduit un€lément de
15-torsion dan<Cl (A). Ou encore soif = 231, p = 3; l'unite fondamentale = (430 + 24+/d)/2 du
corps quadratiquesgl f = Q[v/9] satisfait les conditions requises etdle- 17> — 4 - (—2)3, on d&duit un
élément d’ordre3 dansCl1 (A). O

3. Application a la cyclotomie

Soientp un nombre premier impair &€ = (, une racine primitive>-ieme de l'uni€. Le corps cyclo-
tomiqueF' = Q[(] a pour groupe de Galois = (Z/p)*. Soitg un gérérateur de& opérant dang” par
g¢ = ¢*® avec(p,s) = 1. Lanneau des entietd de F' estZ[(]. L'extension (2) se scinde en deux parties,
dont la partie antisyetrique pour la conjugaison complexesfit

1 — iy —"> K[ (A; Z/n) —2> CL(4) ,) —>1

On posel,, = dimgz/, Cl (A)(;) =dimg/, K1(A4; Z/p) — 1.

Introduisons I'anneau de groupe= Z/p[r]/(1—7P). Le groupe de Galoi& opére danst pargr = 7°.
Le Z/p-espace vectoridl (R)/(p) se scinde ef~ & O, ou Q~ est de dimensiofp + 1)/2. Il existe
une basé fo, fi,. .., f,—1)/2) deQ2~ pour laquelle I'action d&: est donee parg fo = sfo, gf¢ = sfet1,
1<t<(p=1)/2,9f(p-1)/2 = shr.

Rappelons que les entiefs, a, b, ¢) satisfont aux hypotses du premier cas du dernieed€me de
Fermat (en ateg DTF1) sip est un premier impair et’ = ¥ + ¢P avec(a, b,c) = (p, abc) = 1. Notons
7 la classe de: modulop. Sous I'hypotlese DTF1, legléments: = (a — b¢)/(a — b ') mod F*(®)
etz = (@—br)/(@— br—') mod R*(P) appartiennent respectivemenk’; (A; Z/p) et K (R; Z/p).
NotonsU etU’ respectivement les sous-espaces vectoriels déA ; Z/p) et K, (R; Z/p) engende par
I'orbite de z (resp.z’) sous I'action de&'. On \erifie facilemend < dimy,,(U’) — dimg,,(U) < 1, d’ol
d; > dimg/,(U)—1 > dimg/,(U")—2. Pourévaluedimg,,(U’), on consiéte la restrictiory’ de latrace

de DenniD'”) : K (R; Z/p) — QL (R)/(p) AU". Un calcul conduigY' (2') = 2fo + P57 ay fi
avecay = (6/5)3'e + (E/E)Sk. Compte tenu de I'action dé sur sur lesfy, on voit que le rang dg’ est
celui de la matrice circulant€ € Mat,_1)/2)(Z/p) suivante :

aq Qo - Qp—1

2

Qp—1 (651 e Qp—3

C=C(pa,be) = ; ’
Q2 Qz - Qa1

Le calcul du rang dé€’ nécessite I'introduction des polgnies de Mirimanofff;, (X) € Z/p[X], définis
pourl <k <p-1lparM,(X)= Eg.’;ll j*~1XJ. Pourt € Z/p ~ {0,1,—1}, posons

rp(t) = #{k, 1 <k < (p—1)/2, Magsr(t) #0}.

Un calcul simple montre que les valeurs propre€dg, a, b, c) sont lesMoy 4 (@/b), 1 < k < (p —1)/2.
On en &duit que le rang de la matrigg(p, a, b, ¢) estr,(a/b). Posons encore, = min {r,(t),t €

Z/p~{0,1, —1}}.
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En conclusion, on a morar’

THEOREME 8. — Supposons qu@, a, b, c) soient des entiersavifiant les hypotases DTF1. Alors
d, >r,—2.

Remarque. — A normalisation pes, les calculs ci-dessus correspon@eceux effectas par Buckner

[2], ol notre tracey’ esta comparer avec le morphismele Brickner ([2], 2.1). La quangtf;(n) de ([2],
3.5) est telle quei(n) = (—1)""1(b/c)M;_1(a/b) mod p et la minorationd, > r, — 2 correspond ([2],
5.1). A partir de cette minoration, Bickner montre que le premier cas du dernieotime de Fermat est
vraisip > 24%+3 —2d, — 3,00d, = dimz/, (CL(A) (). On peut aussi prezer comme suit. Sojt un
nombre premier. D’a@s [5], [6], pourp > 7, on ad,; < (p + 3)/4. La minoration ci-dessus montre que si
rp > (p + 11)/4, alors le premier cas dudbiéme de Fermat est vrai poprNumériquement, le calcul de
rp est tés rapide, ce qui n’est pas le cas pdyoud,; .

—_ o
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