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Quelques classes caractéristiques
en théorie des nombres

Par Max Karoubi a Paris et Thierry Lambre a Orsay

Abstract. Let 4 be a commutative unitary ring. We introduce a Dennis trace map
modn, from Ki(4;Z/n) to Qlx(4)/(n), where Qi (A) is the Kéhler-de Rham module of
differentials in A. If A4 is the ring of integers in a number field, explicit elements of K;(A4; Z/n)
are constructed and the values of their Dennis trace mod n are computed. If F is a quadratic
field, we obtain in this way non trivial elements of the ideal class group of A4. If F is a cyclo-
tomic field, this trace is closely related to Kummer logarithmic derivatives.

Notations. Soient M un groupe et # un entier naturel. On définit Xn: M — M par
Xn(z) = nz si le groupe est noté additivement et par Xn(z) = z" si le groupe est noté multi-
plicativement. On pose M,y = ker(Xn), M™ = Im(xn) et M/(n) = M /M™. Tous les an-
neaux et algebres sont supposés commutatifs et unitaires. Le groupe des unités d’un anneau
A est noté A*.

Introduction

Soient k un anneau et 4 une k-algebre. K. Dennis [9], A. Connes [7] et M. Karoubi [10]
ont construit des homomorphismes “‘classes caractéristiques” D;: K;(A) — HH;(A) (i =2 0) et
ch; s Ki(A) = HCi12/(A) (i = 0et £ = 0), de source la K-théorie de A, de but I'homologie de
Hochschild de 4 (pour la trace de Dennis D;) ou I’homologie cyclique (pour les caracteres
de Chern ch; /).

Lorsque A4 est I'anneau des entiers d’un corps de nombres, ces classes caractéristiques
sont inopérantes, car trop souvent triviales (dés que i est pair, [12]). En remplagant la
K-théorie usuelle par la K-théorie a coefficients Z/n, nous construisons pour i = 1 une
classe caractéristique secondaire (cf. 2.3).

Théoréeme. Soit A 'anneau des entiers d'un corps de nombres F, de groupe des classes
Cl(A) et soit n =2 un entier. Désignons par S le sous-groupe de QL (A) engendré par
{aVda,ae A} U nQéR (A). 1l existe une classe caractéristique secondaire

d{": Cl(A),,) — Qip(4)/S

n)

qui est un morphisme de groupes, non trivial en général.
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Cette classe s’avere suffisamment riche pour détecter des €léments de n-torsion du
groupe des classes. Des exemples sont proposés pour les corps quadratiques. Dans le cas d’un
corps cyclotomique, cette classe caractéristique se trouve reliée aux dérivées logarithmiques
de Kummer et aux polyndmes de M. Mirimanoff.

Certaines idées de cet article ont été exposées sans démonstration il y a une dizaine
d’années par le premier auteur. Elles ont été reprises dans le livre de J. Rosenberg ([17]) en
tant qu’exemples d’applications de la K-théorie a la théorie des nombres. Par ailleurs, des
généralisations sont possibles, notamment aux anneaux non commutatifs. Ces énoncés plus
généraux ont fait 'objet d’'une Note aux Comptes Rendus de I’Académie des Sciences de
Paris ([11]). Le lecteur trouvera une version plus détaillée du présent texte, avec ses général-
isations, dans le serveur de K-théorie (http://www.math.uiuc.edu/K-theory/).

Remerciements. Karim Belabas (Université Paris-Sud) et Thong Nguyen Quang Do
(Université de Franche-Comté) ont bien volontiers accepté de lire une version préliminaire
de certains passages de ce texte. Nous sommes heureux de les remercier pour leur lecture
attentive. Signalons enfin que J. Berrick (National University of Singapore), a construit
([4]) des invariants voisins des notres au moyen de “matrices entrelacées’.

1. Le groupe de K-théorie relative de I’anneau des entiers d’un corps de nombres

Soient % et & deux catégories a produit ([2], pp. 343—3795) et soit ¢ un foncteur additif
et cofinal. La catégorie co(¢p) est constituée des triplets (C,a, C') ou C et C’ sont dans
Ob(%) et ou « est un isomorphisme dans la catégorie &, de source ¢(C), de but ¢(C’). Un
morphisme de (C, o, C’) vers (Cy, o4, C{) est un couple (f, /') de morphismes de % tels que
a1 op(f) = o(f’) oa. L’ensemble des classes d’isomorphismes d’objets de co(p) est un
monoide abélien de groupe de Grothendieck K (co((/))). Le quotient de ce groupe par le
sous-groupe N engendré par les éléments de la forme

(C,o, C") 4+ (C', B, C") = (C, Bo,, C")
est noté K(¢). La classe (C, o, C') mod N est notée [C, o, C’]. La suite exacte de Bass s’écrit:
(%) Ki() % Ki(2) = K(9) — Ko(#) * Ko().
Soit 4 un anneau et n = 2 un entier. Le foncteur @ n: Proj(A4) — Proj(A) est défini par
@Pn([P]) = [nPlounP =P@ --- @ P (nfacteurs). Le groupe de K-théorie relative K (P n),

noté K(A4;Z/n), s’appelle le (premier) groupe de K-théorie a coefficients. La suite exacte
(%%) conduit a I’extension

0 ~
(%) 1 — A4*/(n) ®SKi(A4)/(n) — K\(4;Z/n) — K()(A)(n) — 0.
Théoreme 1.1. Soit A I'anneau des entiers d’'un corps de nombres F, de groupe des
idéaux fractionnaires 1(A), de groupe des classes Cl(A) et soit n = 2 un entier. Pour x € F,

on pose [x] = x mod F*") et

WU(A;Z/n) = {[x] € F*/(n) |3 € I(A), x4 = I"}.
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Alors le groupe K\(A; Z/n) s’identifie au groupe U(A;Z/n) et I'extension () se réduit a la
suite exacte

1) 1 — A% /(n) = U(A:Z/n) 5 CU(A),, — 0,
Uapplication 0 consistant a envoyer x| sur [I|, ou I est I'idéal tel que I" = xA.

Démonstration. Introduisons les catégories Pic(4) et Cart(4) dont les objets
respectifs sont les classes d’isomorphismes de A-modules projectifs de rang 1 et les
classes d’isomorphismes d’idéaux fractionnaires de 4. Notons -n: Cart(4) — Cart(A) et
& n: Pic(A4) — Pic(A) les foncteurs définis par -n([I]) = [["] et @ n([P]) = [P®"]. L’inclu-
sion Cart(4) < Pic(A4) étant une équivalence de catégories, les groupes K(-n) et K(Qn)
sont isomorphes. Montrons que le groupe K(-n) est isomorphe au groupe %(A;Z/n). Le
groupe K (-n) est constitué des classes d’équivalence [/, x] ou [ est un idéal fractionnaire de
A tel que I" = xA4 avec x € F. L’application y: K(-n) — %(A; Z/n) définie par y([1, x]) = [x]
est un morphisme de groupes, clairement surjectif. Si [x] € ker y, alors x = " avec y € F*
et 1" = y"A. Par unicité de la décomposition en idéaux premiers dans 4, on en déduit
I = yA, cest-a-dire [I,x] = [yA4,y"] =0, ce qui montre que y est un isomorphisme. Mon-
trons a présent que les groupes K(@n) et K;(A4;Z/n) sont isomorphes. Le foncteur
dét: Proj(4) — Pic(4) défini par dét([P]) = [A") P] conduit au diagramme

A" @ SK\(A) —— A* ® SK((A) —— K(4;Z/n) —— Ky(4) —— Ky(A)

Jdétl l dét, ldét@ ldéto l déto

A% — A~ —— K(@®Qn) —— Pic(4) —— Pic(A4).

L’application déty est un isomorphisme. D’apres le théoréme de Bass-Milnor et Serre
([3]), on a SK;(A4) = 0, ce qui montre que dét; est un isomorphisme et par suite déti”) est
¢galement un isomorphisme, cqfd.

Notons Spec(A) le spectre premier de A. Pour p € Spec(A4), Ap est le complété p-

adique de I'anneau de valuation discréte 4,. Notons A I'anneau I[I A, appelé anneau
~ . peSpec(4)
des adéles restreints de 4 et notons F la somme amalgamée 4 ®, F. Rappelons le résultat

suivant.

Proposition 1.2.  Soit A I'anneau des entiers d'un corps de nombres F et soit n 2 2 un
entier. Alors le groupe U (A; Z/n) s’identifie au sous-groupe A* [(n) 0 F* /(n) de F*/(n).

Démonstration. Dans le diagramme

U(4:Z/n) < F*(n)

AJ) == /()

les applications 7, j et j sont trivialement injectives. Dans I’anneau A, on s’est restreint aux
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places archimédiennes. D’apres [1], Chap. X.1, dans cette situation, I’application 7 est égale-
ment injective. Le produit fibré 4% /(n ) G—)FX (ny F/(n) est donc égal a A% /(n) n F*/(n). Soit
x € F*/(n); 'élément [x] = xmod F* de FX/(n) appartient & A*/(n) si et seulement si
n|vy(x,) pour tout p € Spec(A4), c’est-a-dire qu'on a x4 = I" avec I idéal fractionnaire.

Remarque 1.3. Avec les notations de 1.2, I'application induite par 4 — A en K-
théorie a coefficients est I'inclusion 4% /(n) N F* /(n) — A*/(n).

En effet, calculons K, (4; Z/n). Rappelons pour cela que si (4,) i €st une famille d’an-
neaux commutatifs de rang stable d = 2 au sens de [2], p. 231, on a K] ( I1 Ai> ~ [[ Ki(4))
~ _ R iel iel
et KO< I Ai) = [] Ko(4;). Les anneaux de la famille (4y),, cgpec(4) sON tous de rang stable
iel iel

d=2.De KO(A )y =0 et K (A ) = Ap, on tire K| (4) = A*. L’extension (x) nous méne a
Ki(4;2/p) = X/ (n) cqfd.

Le lemme (N-N;) ci-aprés permet de construire des éléments du groupe %(A; Z/n).

Soit L/F une extension de corps de nombres de degré /. On pose A = (r et on note B
la fermeture intégrale de 4 dans L.
Pour ze L, désignons par u.:L — L la multiplication par z. Les quantités
‘
Nj(z) € L sont définies par dét(Xid; — u.) = Z( 1) N;(z)X/. En particulier, N/(z) = 1,
Nioi(z) = trL/F(Z), No(z) = NL/F(Z) (Z)

Proposition 1.4.  Soit z € L (resp. B) et he F (resp. A). Alors on a

N(z+h) = N(z) + Ni(z)h + h*e(z,h)  avec &(z,h) € F (resp. A).

Remarquons qu’on a la formule commode N (z) = ((%) N(z+ h))
heF =0

Lemme (N-N1) 1.5. Soient L/F une extension de corps de nombres, A I'anneau des
entiers de F et B la fermeture intégrale de A dans L et n un entier = 2. Considérons un éléement
u de B tel que N(u) = ea" avec e € A*, ae A et (N(u),Ny(u)) = A. En désignant par [u] la
classe de u dans L* /(n), on a alors [u] € U(B; Z/n).

Démonstration. L’hypothése (N (u), Ni(u)) = A signifie que u est premier & tous ses
conjugués. En effet, si 6: L — C désigne un F-plongement de L (c’est-a-dire ¢ | = id), on a
N(u) = Ha(u), Ni(u) = (H a(u)) (Z a(u)1> et P,(X) =[](X — o(u)). Soit p un idéal

premier de A.Onap|(N(u), Ni(u)) sietseulement si P,(X) = X>Q(X) mod p. Ceci signifie
qu’il existe deux plongements o; et o, tels que (01 (u), az(u)) < p. En posant t = o', et
q=o07'(p), on en déduit (u,7(u)) < q.

Pour montrer que [u] appartient a K;(A;Z/n), on remarque que la puissance n-ieéme
de I'idéal fractionnaire I = (u,a) de B est principale. En effet
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I"=(u",N(u) = (u”,u I a(u));

o+id
et puisque (u,0(u)) = B, on en déduit I” = uB. Ceci montre [u] € %(B; Z/n), cqfd.

Donnons une premicre application aux corps quadratiques. L’égalité
K\(4;Z[n) = U(A; Z/n)

et le lemme (N-N);) permettent en effet de retrouver un théoréeme obtenu par Y. Yamamoto
[19] a I'aide de méthodes distinctes.

Théoréme 1.6. Soit F un corps de nombres quadratique d’anneau d'entiers A, de dis-
criminant o et soit n un entier impair. On suppose qu’il existe deux couples (o, b) et (o', b") dans
77 satisfaisant aux relations o® — 4b" = o/* — 4b"" = & avec (a,b) = (o, b’) = 1. On suppose
de plus que pour tout diviseur premier p de n, les conditions ci-dessous sont satisfaites.

a) o (resp. o') n’est pas une puissance p-ieme modulo b (resp. b');

b) (a+ a')/2 est une puissance p-ieme modulo b et modulo b’.

Alors:

Si o < —4 le groupe des classes de A contient un sous groupe isomorphe a Z/n @ Z /n.
Sid > 0, le groupe des classes de A contient un sous groupe isomorphe a 7 /n.

Démonstration. Lapplication f: A — Z /b définie par f((x + yv5)/2) = (x + ya)/2
est un morphisme d’anneaux. On note fl(d>: Ki(A4;Z/d) — K(Z/b;Z/d) Vapplication in-
duite par f en K-théorie a coefficients d. Remarquons que K|(Z/b;Z/d) = (Z/b)” /(d).
L élément u = (o + v/0) /2 de A est de norme N (u) = b", de trace tr(u) = Ny (u) = o. D’apres
le lemme (N-N;), pour tout diviseur d de n, I’élément [u] € F* /(d) appartient a K;(A;Z/d).
Soit p un diviseur premier de n. De f(u) = o, on déduit fl(p >([u]) = [o], quantité distincte de 1
d’apres I’hypothese a). Pour tout diviseur premier p de n, I'élément [u] de K;(A;Z/p) n’est
donc pas trivial. Montrons que [u] € F*/(n) définit un élément d’ordre n de K;(4;7Z/n).
Supposons [u] d’ordre m avec 1 < m < n. 1l existe alors un nombre premier p tel que mp | n.
De [u]"? =1, on tire u"/? = z" avec z € A, soit encore u € F*() et donc [u] trivial dans
K,(A4;Z/p). On vient de montrer que ceci est impossible. On a donc [u] d’ordre n dans
K, (A4;Z/n). Le sous-groupe H de K;(A;Z/n) engendré par [u] est donc isomorphe a Z/n.

On introduit de maniére analogue u’ = (o’ 4+ 1/9)/2 et on obtient de méme un sous-
groupe H' de K;(A4;7Z/n), également isomorphe a Z/n. Pour montrer la somme directe
H ® H' dans K, (A;Z/n), on remarque que f(u') = (¢' +a)/2 € Z/b. Siu’ € H, c’est-a-dire
W' =um avec 1 < m < n, Végalité f17([u]) = f17)([u])™, satisfaite pour tout diviseur pre-
mier p de n, s’écrit encore (o + ') /2] = [«]"”, ce qui donne [«]” = 1 d’aprés 'hypothése b).
On en déduit comme ci-dessus qu’il existe un nombre premier p tel que mp |n pour lequel
e (Z/b)*\?, ce qui fournit la contradiction recherchée. On montre de méme u ¢ H'. En
conclusion, sous les hypotheses proposées, le groupe K;(A4;Z/n) contient un sous-groupe
isomorphe 4 Z/n @ Z/n. De I'extension 1.1 (1), on déduit que si F est imaginaire, Cl(4),
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contient Z/n @ Z/n en facteur direct. Sié > 0, 4*/(n) est isomorphe a Z/n et donc Cl(4),,
contient Z/n en facteur direct.

Remarque 1.7. Dans le cas ou F est réel dunité¢ fondamentale ¢ telle qu’il existe un
diviseur premier p pour lequel /'(¢) € (Z/b)*\?), le groupe des classes contient un sous-groupe
isomorphe & Z/n @ Z/n. En effet, soit t = ([u]) toujours avec u = (a + \/9)/2. Montrons
que ¢ est d’ordre n dans Cl(A). Supposons " = 0 avec 1 < m < n. On en déduit [u]" € ker 0,
soit u™ = ¢!, ce qui donne [«]" = £ ([u]™) = £\”(e)' = 1 puisque f(&) € (Z/b)*'"). On
en déduit o e (Z/b)*\?), situation exclue. Le sous-groupe H(7) engendré par ¢ dans Cl(A4)
est donc isomorphe a Z/n. La fin de la démonstration est analogue a celle du théoréme.
Les sous-groupes H(f) et H(t') engendrés respectivement par ¢=0([(a+ v0)/2]) et
t' = 0([(«/ + +/3)/2]) sont en somme directe dans CI(4).

Ces ¢léments du groupe des classes ont ete construits pour la premicre fois par Yama-
moto ([19]). A partir de ces éléments, cet auteur a montré que pour tout n > 1, il existe une
infinité de corps quadratiques réels et imaginaires dont le groupe des classes contient un
facteur Z/n.

Citons une autre application.

Proposition 1.8.  Soit F un corps de nombres d’anneau d’entiers A et soit n = 2 un entier
naturel. On suppose qu'’il existe z € A tel que N(z) = +b", (N(z), N1(2)) = 1 et que pour tout
diviseur m de n, 1 < m < n, £b™ ne soit pas la norme d'un élément de F. Alors C1(4),) pos-
sede un élément d’ordre n.

Démonstration. D’apres le lemme (N-N,), [z] appartient a %(A;Z/n). Si [z] est
d’ordre m, 1 <m < n, il existe u € F* tel que z"” = u", c’est-a-dire z = yuu® avec s = n/m
et pweu,(F). Léquation N(z) = N(u)® s’écrit b™ = +N(u), ce qui n’est pas. Notons
0:U(A; Z/n) — CI(A4),, et supposons a présent que d([z]) = 0. Dans ce cas, il existe u € F”,
Eep et des entiers [ tels que z = &gl ... ghy” dou 'on déduit N(z) = + N(u)" soit
b =+ N(u), ce qui n’est pas.

Pour les corps quadratiques, cette proposition prend la forme suivante.

Proposition 1.9. Soit F un corps quadratique d’anneau d’entiers A et de discriminant
J et soit n un entier impair. On suppose qu'il existe (a,b) € Z* tel que o*> — 4b" =5, avec
(o, b) = 1. On suppose de plus que pour tout diviseur m de n (1 < m < n), et pour tout entier
B, la quantité 5 + 4b™ n'est pas un carré parfait. Alors il existe un élément d’ordre n dans
Cl(4) -

Démonstration.  On applique la proposition 1.8 a I'entier z = (o + v/0) /2. L’équation
+b™ = N(u) conduit a 6> + 4b" carré parfait.

Exemples 1.10.
n=9, o=1 b=3 06=1>-4.3"=_-78731.
n=15 a=1 b=4, 5=1>—4.-4 =_-4294967295.
n=21, a=17, b=4, 6=17>-4-4' = —17592186044 127.
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2. La trace de Dennis relative

Soient k un anneau et A une k-algébre. Pour tout entier r =0, K. Dennis
([9]) a construit un morphisme D,: K,(4) — HH,(A), ou HH.(A) est le k-module
gradué¢ d’homologie de Hochschild de A. Rappelons que si r =0 et [P] € Ky(A4), on
a Do([P]) =rg(P,¥) mod[4, 4], ou & = (xj,0;);<;<, est un systtme de coordonnées
sur P ([5], II. 46). Nous supposons comme toujours 4 commutative. Désignons par
Q! (4) le A-module des différentielles de Kihler de 4. Pour x = [P,a] € Ki(4), on a
Di(x) = dét(w) ' d(dét(x)). En écrivant K;(4) = 4% ® SK;(A4), on en déduit que la res-
triction de D; a SK;(A) est nulle et que la restriction de la trace de Dennis a 4™ est la
dérivée logarithmique, c’est-a-dire que pour u € A*, on a Dy(u) = u~' du.

La notion de connexion sur un module P, projectif et de type fini, permet de définir la
trace de Dennis relative. Rappelons ([7], [10]) quune application k-linéaire

V:P— P®,Qr(A4)
est une connexion si elle satisfait V(xa) = V(x)a + xda avec x e Peta € A.

Soit & = (X}, ¢;); <<, un systtme de coordonnées sur P ([5], II. 46). La connexion de
Levi-Civita de P est I'application dp o: P — P ®, Qg (A4) définie pour x = Z xjp;(x) par
dp oy (x) = Z x;dp;(x). Ceci montre quon peut toujours construire une connex1on sur un

module prOjeCtlf de type fini.

Soient P et O deux A-modules projectifs de type fini et soit a: P — Q une application
A-linéaire. Soient V et V' des connexions sur P et Q respectivement. On définit I'application
A-linéaire do = d(a, V, V') de source P, de but Q ®, Q. (4) par

d(o,V,V')=V' oo — (2®1id) o

Supposons de plus que o soit un isomorphisme de A-module. En choisissant des sys-
temes de coordonnées sur P et O, I'application A-linéaire

o tdo = (0" ®id) o d(a,V,V')

admet une matrice carrée a coefficients dans Qy (4) dont la trace est notée tr(o~! da).

Théoréeme 2.1. Soient k un anneau, A une k-algébre et n =2 un entier. Soit

) Ky (4; Z/n) — Qlp (A4)/(n) Papplication définie pour x = [P, a, Q] dans Ki(A;Z/n) par
D(l")( ) = tr(e! o d(o,nV,nV’)) mod nQgy (4), ot V et V' sont des connexions sur P et Q
respectivement. Alors I'application D\" est un morphisme de groupes.

Démonstration. On a Ki(A4;Z/n) = K(co(@n))/N. Soit (P,x,Q) un objet de
co(@n). Si V est une connexion sur P et si V' et V| sont deux connexions sur Q, on a
wtod(a,nV,nV') — ot od(a,nV,nV|) = a1 on(V' — V]) o o, application 4-linéaire dont
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la trace, égale a celle de n(V’ — V), est bien congrue a 0 modulo nQy (A). Ceci montre que
pour (P, a, Q) € Ob(co(@n)), le choix des connexions sur Q n’intervient pas pour la défini-
tion de tr(a~! do) modulo nQ/l (4). Par un argument analogue, on s’assure que cette trace
modulo nQCIIR(A) ne dépend pas du choix de la connexion sur P. Nous omettons a présent
de préciser les connexions choisies.

Siles objets (P, o, Q) et (Py, a1, Q1) sont isomorphes dans la catégorie co(€P n), il existe
des applications A-linéaires f et g telles que o, = ng o oo nf ~'. Un rapide calcul donne

tr(o; ' doy) = ntr(g~" dg) + tr(a” " do) +nte(fdf ")
soit tr(o ! doy) = tr(o~! dor) mod nQy (4), ce qui montre que seule la classe d’isomorphie
de I'objet (P, a, Q) intervient pour la définition de la trace a coefficients. Enfin, les relations
banales

tr((on @ on) ' d(o @ o)) = tr(oy do) + tr(o ' dos)

et ‘[r((oz[)’)_l d(op)) = tr(a~" do) + tr(f~' df) montrent qu’on a un morphisme de groupes
D" de source K;(4;Z/n) de but Qi (A4)/(n) en posant

D([P,a, Q]) = tr(a" dor) mod nQLy (4).
Exemple 2.2. On suppose Ky(A4) = Z. Alors
Ky (4;Z/n) = Ki(4)/(n) = 4"/ (n) @ SK,(4)/(n).

) au facteur SK, (A)/(n) est nulle tandis que la re-
au facteur 4% /(n) est donnée par

La restriction de la trace de Dennis DY’

striction de la trace de Dennis D<1")

D" ([d]) = a ' damod nQ.; (4).
Cette situation s’applique en particulier lorsque A est local.

Pour tout anneau, I'image de Kj(A) par la trace de Dennis D; est le sous-groupe
dA*/A* de Qi (A) engendré par {u~'du,u e A*}. Notons 0 le connectant introduit en
1 (). Du théoreme 2.1, on déduit:

Corollaire 2.3. Soient A une k-algébre et n = 2 un entier. On désigne par dA* | A*
le sous-groupe de QJz (A) engendré par {u="du,u e A*}. Soit S le sous-groupe de Qjz (A)
engendré par nQg (A) et dA”/A*. La “classe caractéristique secondaire”
d\": Ko(4),) — Qlp(4)/S
définie pour x = 0(y) € KO(A)(n) par dfm(x) = Dgn)( y) mod S est un morphisme de groupes
abéliens, non trivial en général.

La trace de Dennis relative de I'anneau 4 des entiers d’un corps de nombres F admet
une expression locale assez simple. Notons # < Spec(A4) I’ensemble des idéaux premiers de
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A au-dessus des idéaux premiers ramifiés de Z dans 4 (on a p € Z lorsque p N Z est un
nombre premier ramifié dans 4). Si p ¢ %, il est bien connu que Qi (4,) = 0. Il en résulte
Qlr(4) = Qir (4y). Lapplication iy: A — A, induit une application

%

PER

By: U(A;Z[n) — U(Ay; Z[n) = A [(n).

L’application i := @ i, s’insere dans le diagramme commutatif suivant:
PER

wA:zm) D Ql(A)/ ()

@ UAiZjn) —— @ Qu(dy)/(0)

peR Dy’

ou j est un isomorphisme. D’aprés 2.2, on a Dg’f;([up]) = uy " duy mod Qg (A,). Cette for-
mule conduit au résultat suivant. '

Proposition 2.4.  Soit u un élément de A satisfaisant aux hypothéses du lemme (N-N).
On suppose de plus que N (u) est premier a n. Posons v =[] o(u). Alors
o*id
DV ([u]) = N(u)'vdu mod nQlg (A).

Démonstration. Par commutativité du diagramme, on a

J(DP () = (D, (1)) e
quantité égale a j(N (u)flv du), ce qui suffit puisque ; est un isomorphisme.

Lorsque I'anneau 4 possede “peu’’ d’unités, la proposition suivante permet de détecter
des éléments non triviaux du groupe des classes.

Proposition 2.5. Soit F un corps de nombres d’anneaux d'entiers A. On pose

,
r=ri+r—1et A =ux [] Ze. Soit n un diviseur du discriminant du corps F.
i=1

On suppose:
1) Pour tout & € u, &' dé = 0 mod nQly (A).
2) Pour tout i, 1 <i<r, & " de; =0 modnQiy (4).

3) 1l existe ue A avec N(u) =b", (N(u),N\(u)) =1, et u ' du=0 mod nQly (4).
Alors CI(A),) * 0.

Démonstration. Les hypothéses 1 et 2 montrent que dA*/A* = 0 mod nQL; (4).
L’application dl(") , de source Cl(4),, est donc de but Qlx (4)/(n). D’apres le lemme (N-N)),
les hypothéses 3 fournissent I’élément [u] = u mod F*") de K|(4;Z/n). De cet élément, on
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déduit x = d([u]) dans C1(4),). Ona dl(") (x) = u~" du mod nQJ; (4), quantité non nulle par
hypothése, ce qui montre que x est non trivial.

Exemple 2.6. Posons x = 3v/182 et soit F = Q[x], d’anneau d’entiers 4 = Z[x], d’unité
fondamentale ¢ = 17 — 3x. Pour p = 3, I’élément u = 5 — 2x définit un élément non nul de
Cl(4) -

Donnons d’autres exemples construits sur des corps quadratiques. Soit F' un corps
quadratique de discriminant ¢, d’anneau d’entiers 4. Si ¢ < 0, on exclut systématique-
ment les deux cas 6 = —3 et 0 = —4 pour lesquels le groupe des classes est trivial et le
groupe des unités n’est pas réduit & Z/2. On pose w = /d/2 ou (1 + /9)/2 suivant que
d=0 ou 1 mod4. Soit n un diviseur impair de 5. On a Qlz(4)/(n) = Z/ndw avec
wdw=dw/2sié =1mod4 et wdw = 0 sinon. Si z = (x4 f+/0)/2 est un entier de F, on
vérifie la relation z~! dz = 28/ dw mod nQlz (4). Si d < 0 ou si 6 > 0 est d’unité fonda-
mentale & = (& 4 £v0)/2 avec & =0modn, on a d4*/A* =0 modnQjz(4). On en
déduit Q) (4)/S = Qiz(4)/(n). La classe caractéristique secondaire 2.3 s’écrit

dl("): Cl(4),) — Z/ndw.
Si u = (o + fV/0)/2 est un élément de A tel que (B,1) = (a,n) = 1, alors
u "V du = 2p/odw modn

est une quantité non nulle de Z/ndw. De tout ceci, on déduit que la proposition 2.5 prend
la forme:

Proposition 2.7. Soit F un corps quadratique de discriminant 6 (avec 6 + —3 ou —4)
et d’anneau d’entiers A. Soit n un diviseur impair de 0. Si F est réel, on suppose que ['unité
fondamentale & = (¢ + &,v/0) /2 est telle que n divise &. Soit (o, §,b) € Z> une solution de
I'équation o* — 4b" = 5p* avec (b,a) = (B,n) = (o, n) = 1. Alors CI(A) posséde un élément
d’ordre n.

En se restreignant aux éléments u de la forme (o + v/)/2, on obtient

Proposition 2.8. Soient o, b et n trois entiers avec n impair, (a,b) = (oa,n) = 1. On
pose § = a*> — 4b". On suppose que n divise & et que J est le discriminant d’'un corps qua-
dratique F d’anneau d’entiers A. Si 0 est positif, on suppose de plus que I'unité fondamentale
£ = (g1 + £V0)/2 de A est telle que n divise &. Alors CI(A4),) possede un élément d’ordre n.

Exemples 2.9.
n=3 oa=17, b=-2, 0=17—4-(=2)° =231, & =430, & =24
n=15 a=1 b=4, 5=1>—4-4" =_-4294967295.

3. La trace de Dennis relative du corps cyclotomique

Soit p un nombre premier impair et soit { = {, une racine primitive p-ieme de 'unité.
Le corps cyclotomique F = QJ[{] est une extension galoisienne de degré p — 1 de Q, de
groupe de Galois G = (Z/p)™. Soit g un générateur de G. On désigne pars, | <s<p —1,
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I’entier tel que ¢g{ = ¢*. La conjugaison complexe g(?~!)/2 est notée o. L’anneau A des
entiers de F est Z[(]. Soient Cl(A) le groupe des classes de A et & = h, le nombre de classes
de A. Le sous-corps maximal réel Q[¢ + ¢~'] de F a pour nombre de classes /7. On sait que
h™|h et que A est le nombre de classes de A invariantes par conjugaison complexe. La p-
torsion du groupe des classes Cl(4) se décompose en Cl(4),, = Cl(4),) @ CI(A)Z;) avec
Cl(A)(J—;) = ker(o T id). On sait que si p“ désigne le nombre d’éléments de CI(4),,, alors
p® divise i~ = h/h*. Posons U, == U(Z[(,); Z/p).

La conjugaison complexe sur 4 définit une involution toujours notée o sur %,.
L’extension 1.1 () se scinde en deux parties dont la partie antisymétrique s’écrit

() L=, — U 5 Cl(A),) — 1

avec %, = ker(c +1id). On pose d, := dimz;, Cl(4),, = dimz,, %, — 1.

Rappelons qu'un nombre premier p est régulier s’il ne divise pas le nombre de classes
hy. On en déduit d, = 0. Réciproquement, si d,” = 0, p ne divise pas h, d’apres un théo-
reme de Kummer ([18], 5.6), ceci entraine que p ne divise pas h; et donc p est régulier.

On dit que (p,a,b, c) satisfont aux hypotheéses du premier cas du dernier théoréeme
de Fermat (en abrégé DTF1) si p est un nombre premier impair et si a” = b” + ¢/ avec
(a,b,c) = (p,abc) =1 (on parle du second cas si p divise abc). Nous allons montrer qu’une
solution (p, a, b, c) a DTF1 permet de construire un ¢lément z de W, dontla trace de Dennis
relative est non triviale. On en déduit d, = 1, ce qui conduit au théoréme de Kummer 3.4.

Au vocabulaire pres, le résultat suivant est connu.

Proposition 3.1. Soit (p,a,b,c) une solution a DTF1. Pour 1 </ < (p—1)/2, les
12 ’
éléments zy = (a — b¢* Y(a — b)) de F sont tels que [z;] = z, mod F*") appartiennent a
U, .
»

Démonstration. Sous les hypothéses DTF1, les idéaux fractionnaires principaux
(a—bC /), 1 £/ < p—1 sont deux a deux premiers entre eux. On en déduit que chacun de
ces idéaux s’écrit sous la forme (a — b( / )=1 ,p , ou les I, sont des idéaux fractionnaires. Par
conséquent, pour 1 </ < p — 1, les éléments a — b’ mod F*(») appartiennent a Uy, cqfd.

Effectuons une réduction modulo p. Pour cela soit ¢p: A — A/p la projection cano-
nique. Posons 4 =1 — ¢({). Alors A/(p) = Z/p[] avec i7~' = 0. De 4/(p) local, on tire
Ki(4/p:Z/p) = (4/p)” /(p) = (1 + AZ/p[2], x). Par ailleurs, Qi (4/(p)) = Z/p[4] d2 avec
/"Lpi d;u - O

Proposition 3.2.  Soit p un nombre premier impair et soit x un élément de (Z /p)\{0, 1}.
On pose y = x — 1 et on considére les éléments w = x — y(1 — A) et a(w) = x — y(1 — 1)~ de
(4/p)*. Soit z' = z'(x) I'élément de K (A/p;Z/p) défini par z' = w/a(w) mod(A/p) "),
Alors, si x € Z/p\{0,1,1/2}, I'élément z'(x) ci-dessus de K; (A/p; Z/p) n’est pas colinéaire a
Iélément 1 — J.

Démonstration.  On compare les traces D\ (z/(x)) et D" (1 — ). On a

DE”) (/(x)) = whdw — a(w) ™" da(w).



180 Karoubi et Lambre, Classes caractéristiques

Puisque w=1+yl, onaw ! = 3 (—l)kyk/lk, dw = yd) et
k=0

wldw = Y (=) y*1ak d).

k=0
1 _ 1
De o(w) = 1—“ ondéduita(w) ™' =1+ 3 x¥1pi* tandis que do(w) = —y 3> k¥ da
et par suite = k=1 k=1

o(w) " da(w) = —ydi— y(y +2)Adi — y(3 + 2y + xp) A2 dA+ o(2) dA,

ot par commodité, o(4/) désigne un élément indéterminé de /71 Z/p|[2]. Ces expressions de
wLdw et a(w) "' do(w) conduisent &

D" (2'(x)) = 2y di + 2pidi+ By + 39> +2°)27 di+ (A7) d.

Par ailleurs Dgp)(l —N)=-(1-""di= _kzo A% dj. Supposons z'(x) et 1 — 4 coliné-
>

aires. La comparaison des coefficients en d/ et en 1® d/ des traces de Dennis de z'(x) et 1 — A

conduit a I’égalité 2y* + 3y? + y = 0. Puisque y # 0, on en déduit que y € (Z/p)”* est solu-

tion de I’équation 2X2 +3X + 1 = 0 dans Z/p. Ceci conduit 2 y = —1 ou y = —1/2. Or

nécessairement y + —1 car sinon x = 0, ce qui est exclu. Par ailleurs, y = —1/2 équivaut a

x = 1/2, situation également exclue, cqfd.

Proposition 3.3.  Soit (p,a, b, ¢) une solution a DTF1 avec p > 3. Alors d, = 1.

Démonstration. Désignons par ¢;: %, — Ki(A/p;Z/p) P'application induite par ¢
en K-théorie a coefficients. Avec les notations de la proposition précédente, 1’élément
z=(a—b¢)(a—bt) " de F est tel que ¢, ([z]) = z'(x) avec x = @/¢. On a nécessairement
x+0. Si x=1/2, I'élément z; = (a — c{)(a— )" est tel que ¢,([z1]) = z'(x1) avec
x1 = a/b. Les hypothéses DTF1 montrent que pour p > 3, il est impossible d’avoir simulta-
nément x = x; = 1/2. La proposition précédente s’applique donc pour I'un des deux élé-
ments z ou z, cqfd.

On a remarqué plus haut que d,” = 0 caractérise les nombres premiers réguliers. On a
donc montré:

Corollaire 3.4 (Kummer, 1847). Soit p un nombre premier régulier. Alors le premier
cas du dernier théoréeme de Fermat est satisfait pour p.

4. Un calcul de dérivée logarithmique

Soit p un nombre premier impair et soit R’ I'anneau Z[X]/(X? — 1) = Z]t] avec
t=Xmod(X” —1). Le groupe G = (Z/p)™ opére dans R’ par gt =1t* (avec g géné-
rateur de G et (s,p) =1). Le groupe de K-théorie relative de I'anneau R = R’/(p)
est Ki(R;Z/p)= (1+(1—1)Z/p[1—1],%x). Le module des différenticlles de Kihler
Qir (R)/(p) est isomorphe a Z/p[X]dX /(X —1)" dX.

Dans ce paragraphe, x désigne un élément de Z/p\{0,1} et y = x — 1.
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On consideére le sous-espace vectoriel V' (x) de K;(R;Z/p) engendré par I'orbite de

(x — yt)(x — yr 1) ™" sous I'action de G. La trace de Dennis relative permet de minorer la
dimension de V(x) (cf. 4.8).

L’action de G sur QL (R) est donnée par g( dr) = g(t)' dg(t) = st’*1)~" dt. Pour
1 £k < p—1, les relations

ke+1

g v d)y = st v dn, o(rtrVdn) = —

et
g(t™Vdty=st7Vdt, o(t7Vdt) =1t
conduisent a la décomposition commode suivante.
Proposition 4.1.  Posons fy = t7'dt, et pour 1 £/ < (p—1)/2,
A= F)r e
On a alors
chlR(R) =QRr(R) @ QXR(R)

ot Qg (R) est de dimension (p +1)/2, de base (fo . fi .-, f,1)) et ot Qi (R) est de
dimension (p —1)/2, de base (f|", ..., f, 1) ;2)-

De plus, en désignant par g un générateur du groupe de Galois G = Gal(F/Q) et en

notant o l'involution g'?=")/? onalesrelatlonsg(fo )=sfo9(fF) =5/, 1=/<(p—1)/2,
9 ) = FSE et alfy) = i, o) = £/F 1=/ = (p— 1)/2.
Définition 4.2. Pour 1 < k < (p — 1)/2, on introduit les éléments
-1 h—1
o= (x/y)"  +(y/x)°
de Z/p et les éléments suivants de K| (R; Z/p): vx(x) = x — yr** mod R*(?)
a(vp(x)) = x — yr~*" mod R*(?)

et

Zk(x) = vk (x)/o‘(vk(x)) .

Proposition 4.3.  Dans la base (fy,...,f, 1)) de Qqr(R), la trace de Dennis de
z1(x) s’écrit

p—1)/2
Dgp)(zl(x)) =—s(x—1) <2f0 + Z o fr )
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Démonstration. On a D (21 (x)) = vy '(x) dvi (x) — (f(vl(x)y1 do(vi(x)). Pour cal-
culer v7!(x), écrivons v;(x) = —yt (1= (x/y)r™). L’identité

(1= /) (1 (/) oo (/)70 = 1= fy = =1y
conduit a
o () = (14 (/)0 4 (/)P ),

Puisque dvi(x) = —syt*t~! dt, on obtient

~1 -1 L, i s 1 -1 ! skl gk ]
v (x)dvi(x) = —sy( ¢t dt+ Y (x/y)'t 5t dt) = —sy( ¢ dt+ Y (x/y)" Pt dt
i=1 k=1

soit encore

m%ﬂmmwz—W< m+@fﬁwwwl L+ iﬁum> f”lm)

Pour obtenir I'expression de vy (x) dvi(x) dans la base proposée de Qg (R), introduisons
Be=(x/y)" —(y/x)" .Ona

4 12 12
o () dn () =~ | Sy 5 L wli +5 z: Blit

k=1

Le calcul de a(vl(x))_l do(vi(x)) se déduit immédiatement de cette derniére relation car
D) est équivariante, o(f;) = —f;, 6(f) = + . On obtient

. . 1 2 12
o(v'(x))  do(vi(x)) = —sy| —fy —3 > oty +§ Z Befid

k=1
d’ou finalement I’expression proposée pour D(lp ) (z1(x)) = D(lp ) (v1(x)) — Dg” ) (ov1(x)).

Définition 4.4. On note V' (x) le sous-espace vectoriel de K| (R;Z/p) engendré par
I’orbite de z;(x) sous 'action du groupe de Galois G, c’est-a-dire

V(x) = Vectz), (zi(x),1 £k < (p—1)/2).

Proposition 4.5. Soit C = C(x) la matrice circulante d’'ordre (p — 1)/2 a coefficients
dans 7 /p

cmcw=| 7
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Alors

dimy, V(x) = rg(C(x)).

Démonstration. A une constante pres, les composantes de DY (z1(x)) dans la base

o o Sise s Spnyn) de Qur(R) sont (2,01,...,0, 1)52). Puisque z(x) = g*(z1(x)) et
compte tenu de l’actlon de g sur les vecteurs de base (fo s f1 ey f(}l) /2), on en déduit que

la matrice des composantes respectives de D >(21 (x)), D )(zz(x)), ..., DV (z(p-12(x)) a

le méme rang que la matrice C(x). L’'image de V' (x) par la trace de Dennis D(lp ) a pour
dimension le rang de C(x), cqfd.

Le calcul du rang de la matrice C(x) nécessite 'introduction des polynomes de
Mirimanoff.

Définition 4.6. Les polynomes de Mirimanoff My (X) € Z/p[X] sont définis pour
1<k<p—1par

p—1 el o i
Mp(X)= > X/
J=1

Pour t€ Z/p, on pose r,(t) = #{k|1 =k < (p—1)/2, My;1(t) # 0} Clest le nom-
bre de polynomes de Mirimanoff M;(X) non nuls en la valeur ¢ et d’indice j impair.

Proposition 4.7. Soit x un élément de 7/p\{0,1}. Les valeurs propres de la matrice
C(x) sont Myc1(x/y), 1 £k < (p—1)/2. Le rang de la matrice C(x) est r,(x/y).

Démonstration. Soit s le générateur de (Z/p)” qui détermine I’action du groupe de

Galois G sur 4 et soit v = s> le générateur de Z/(p — 1)/2 = (Z/p)*. Les valeurs propres
de la matrice C sont alors

A = 7 (v*)™!

= Myiy1(x/y).

Le rang de C(x) est le nombre de valeurs propres non nulles. Ces valeurs propres étant les
Mo 1(x/y), le rang de C(x) est bien r,(x/y).

En résumé, nous avons montré:
Théoreme 4.8. Soient x € Z/p\{0, 1}. Posons y = x — 1. Alors

dimg, V(x) = r,(x/y).
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Remarque 4.9.  Soit r, le plus petit des r,(¢) pour ¢ € Z/p\{0,1,1/2}. Alors, pour tout
xeZ/p\{0,1,1/2},0ona (p—1)/2 =z dimz/, V(x) = 1,.

5. Lien avec les dérivées logarithmiques de Kummer

Dans ses recherches sur le dernier théoreme de Fermat pour les nombres premiers

=l

irréguliers, Kummer a introduit certaines “dérivées logarithmiques”. Un élément z = > ;'
i=0

de A, non divisible par 1 — { détermine un élément de K;(A4/p;Z/p) encore noté z. Pour

1 <k < p—2,ladérivée logarithmique /4 (z) est définie comme la classe modulo p de I’entier

dk p—2 iy
m <log< P a;e )) .
X=0

Kummer a montré que : (Ki(A4/p; Z/p), x) — (Z/p,+) est un morphisme de groupes.

Soient x et y deux éléments de (Z/p)”™ tels que x — y = 1. L’élément z/(x) = ————
de K (A4/p; Z/p) est tel que /5 (2'(x)) =0, Lapeq1(2'(x)) = 202141 (x — y0). x =y

Mirimanoff a montré (cf. [15], VII ou [8]) que pour 1 <k < (p — 3)/2, on a 'égalité
g1 (x — y0) = —xMy1(x/y). Ceci permet de formuler un lien entre la trace de Dennis
relative et les dérivées logarithmiques de Kummer.

Proposition 5.1.  Soient z(x) = (x — yt** ) (x — yr*") " mod(R) ") les éléments de
Ki(R; Z/p) introduits en 4.2. Soit C(x) € Mat(,_1)/2(Z/p) la matrice des coordonnées des
traces de Dennis relatives Dgp) (zl(x)),D(lp) (zz(x)),...,D(lp) (z(p-1)/2(x)) dans la base de
Qur (R) décrite dans la proposition 4.1. Alors, a une constante pres, la matrice C(x) a pour

valeurs propres les dérivées logarithmiques de Kummer (5.1 (x — y{).

Exploitons a présent les calculs du paragraphe 4 pour obtenir une minoration de
d, . Supposons que (p,a,b, ¢) satisfont aux hypothéses DTF1. Notons 4, b et ¢ les classes
respectives de a, b et ¢ dans Z/p. Introduisons le sous-espace vectoriel V(p,a,b,c) de
K; (A4;Z/p) engendré par I'orbite de

a— bCY

a—bc_s mOdFX(p),

z=12z1 =

cest-a-dire V(p,a,b,c) = Vecty ), (zx, 1 £k < (p—1)/2).

Proposition 5.2.  On pose x = a/c et y = 1 — x = b/¢. Avec les notations de la section
précédente, on a 1 =z dimg, V(x) — dimz/, V(p,a,b,c) 2 0.

Démonstration. Soient ¢: A — A/p la surjection canonique et Y:R— A/p
le morphisme d’anneaux défini par y(f) =1— 4. On désigne par ¢,: Ki(4;Z/p) et
V. Ki(R;Z/p) — Ki(A/p; Z/p) les applications induites en K-théorie a coefficients. Dans
K,(A4;7Z/p), 'image de V(p,a,b,c) par ¢, coincide avec 'image de V(x) par v, ce qui
montre que la dimension de V(p,a,b,c) est supérieure a celle de (V(x)) On vérifie
aisément que y; est surjective de noyau de dimension 1. On en déduit I'inégalité proposée.
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Theoréme 5.3. Soient (p,a,b,c) des entiers satisfaisant aux hypothéses DTF1. Alors,
on a les inégalités d, = r,(a/¢) —2 zr, —2.

Démonstration. D’apres le théoreme 4.8 et la proposition ci-dessus, on a les inégalités
d, = dimg/, Ky (4;Z/p) — 1 = dimg,, V(p,a,b,c) — 1
= dimy,, V(a/c) -2 zr,(aje) =2 =1, 2.

Remarque 5.4. A une normalisation pres, les calculs ci-dessus correspondent a ceux
effectués par Briickner ([6]). Soit y’ la restriction de la trace de Dennis D(lp ) a I’espace
V(a/c). Notre trace x' est a comparer avec le morphisme y de [6], 2.1. Les quantités f;(#)
introduites en [6], 3.5 sont telles que fi(5) = (—1)""'yM;_,(a/¢) modp et la minoration
d, =1, —2correspond a I'inégalité [6], 5.1. A partir de cette minoration, Briickner montre
que le premier cas du dernier théoréme de Fermat est vrai si p = 2%+3 — 2d, — 3, ou
dy = dimgzy, CI(4) ).

On peut aussi exploiter I'inégalit¢ d,” = r, — 2 en procédant comme suit.
Proposition 5.5.  Soit p un nombre premier. On a d, < (p+3)/4.

Démonstration. La quantité p% divise h~. D’aprés [13]et[14], onah~ < 2p(p/ 24)17771.
On en déduit

S pt3 _ @) (p—1nQ4)
P4 T n(p) 4In(p)

Le second membre de cette inégalité est négatif pour p = 2, cqfd.

De I'inégalité¢ d, < (p + 3)/4 valable pour tout p et de I'inégalité¢ d, =r, — 2, con-
ditionnelle a une solution a DTF1, on déduit le résultat suivant.

Scholie 5.6. Soit p = 3 un nombre premier. Si r, = (p + 11)/4, alors le premier cas
du dernier théoréeme de Fermat est satisfait pour p.

L’inégalité d, = r, — 2 proposée au théoréme 5.3 peut se retrouver par un autre rai-
sonnement. Le nombre r, est relié a la divisibilité des nombres de Bernoulli au moyen des
congruences de Kummer. Rappelons en premier lieu que les nombres de Bernoulli B, € Q
sont définis par

X Xk
— = Y B,
exp(X) — 1 go k!

Soit i(p) I'indice d’irrégularité de p défini comme le nombre de nombres de Bernoulli divisi-
bles par p (c’est-a-dire dont le numérateur est divisible par p). On a

i(p) = #{k,1 <k < (p—3)/2,p|Bx}

Rappelons en second lieu que pour x € Z/p\{0, 1}, on dit que x satisfait les con-
gruences de Kummer (") si
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(A7) B,_okstyMay1(x) =0modp (1 =k = (p—3)/2).

Il est clair que si x est solution des congruences de Kummer, on a I'inégalité r,(x) < i(p).
Par ailleurs, Kummer a montré que si (p, a, b, ¢) satisfont aux hypothéses DTF1, alors x = a/¢
satisfait les congruences (") (cf. [15], VII ou [8]). On en déduit r, < i(p). Cette inégalité est
conditionnelle a I'existence d’une solutiona DTF1. L'inégalit¢ i(p) < d,, indépendante d’une
¢ventuelle solution a DTF1, résulte d’un théoréme de Ribet [16].
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