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Quelques classes caracteÂristiques
en theÂorie des nombres

Par Max Karoubi aÁ Paris et Thierry Lambre aÁ Orsay

Abstract. Let A be a commutative unitary ring. We introduce a Dennis trace map
mod n, from K1�A; Z=n� to W1

dR�A�=�n�, where W1
dR�A� is the KaÈhler-de Rham module of

di¨erentials in A. If A is the ring of integers in a number ®eld, explicit elements of K1�A; Z=n�
are constructed and the values of their Dennis trace mod n are computed. If F is a quadratic
®eld, we obtain in this way non trivial elements of the ideal class group of A. If F is a cyclo-
tomic ®eld, this trace is closely related to Kummer logarithmic derivatives.

Notations. Soient M un groupe et n un entier naturel. On deÂ®nit Un: M !M parUn�z� � nz si le groupe est noteÂ additivement et par Un�z� � zn si le groupe est noteÂ multi-
plicativement. On pose M�n� � ker�Un�, M�n� � Im�Un� et M=�n� �M=M�n�. Tous les an-
neaux et algeÁbres sont supposeÂs commutatifs et unitaires. Le groupe des uniteÂs d'un anneau
A est noteÂ A�.

Introduction

Soient k un anneau et A une k-algeÁbre. K. Dennis [9], A. Connes [7] et M. Karoubi [10]
ont construit des homomorphismes ``classes caracteÂristiques'' Di: Ki�A� !HHi�A� �if0� et
chi;l: Ki�A�!HCi�2l�A� (if0 et lf0), de source la K-theÂorie de A, de but l'homologie de
Hochschild de A (pour la trace de Dennis Di) ou l'homologie cyclique (pour les caracteÁres
de Chern chi;l).

Lorsque A est l'anneau des entiers d'un corps de nombres, ces classes caracteÂristiques
sont inopeÂrantes, car trop souvent triviales (deÁs que i est pair, [12]). En remplacËant la
K-theÂorie usuelle par la K-theÂorie aÁ coe½cients Z=n, nous construisons pour i � 1 une
classe caracteÂristique secondaire (cf. 2.3).

TheÂoreÁme. Soit A l'anneau des entiers d'un corps de nombres F , de groupe des classes
Cl�A� et soit nf 2 un entier. DeÂsignons par S le sous-groupe de W1

dR�A� engendreÂ par

faÿ1 da; a A AgW nW1
dR�A�. Il existe une classe caracteÂristique secondaire

d
�n�
1 : Cl�A��n� ! W1

dR�A�=S

qui est un morphisme de groupes, non trivial en geÂneÂral.



Cette classe s'aveÁre su½samment riche pour deÂtecter des eÂleÂments de n-torsion du
groupe des classes. Des exemples sont proposeÂs pour les corps quadratiques. Dans le cas d'un
corps cyclotomique, cette classe caracteÂristique se trouve relieÂe aux deÂriveÂes logarithmiques
de Kummer et aux polynoÃmes de M. Mirimano¨.

Certaines ideÂes de cet article ont eÂteÂ exposeÂes sans deÂmonstration il y a une dizaine
d'anneÂes par le premier auteur. Elles ont eÂteÂ reprises dans le livre de J. Rosenberg ([17]) en
tant qu'exemples d'applications de la K-theÂorie aÁ la theÂorie des nombres. Par ailleurs, des
geÂneÂralisations sont possibles, notamment aux anneaux non commutatifs. Ces eÂnonceÂs plus
geÂneÂraux ont fait l'objet d'une Note aux Comptes Rendus de l'AcadeÂmie des Sciences de
Paris ([11]). Le lecteur trouvera une version plus deÂtailleÂe du preÂsent texte, avec ses geÂneÂral-
isations, dans le serveur de K-theÂorie (http://www.math.uiuc.edu/K-theory/).

Remerciements. Karim Belabas (UniversiteÂ Paris-Sud) et Thong Nguyen Quang Do
(UniversiteÂ de Franche-ComteÂ) ont bien volontiers accepteÂ de lire une version preÂliminaire
de certains passages de ce texte. Nous sommes heureux de les remercier pour leur lecture
attentive. Signalons en®n que J. Berrick (National University of Singapore), a construit
([4]) des invariants voisins des noÃtres au moyen de ``matrices entrelaceÂes''.

1. Le groupe de K-theÂorie relative de l'anneau des entiers d'un corps de nombres

Soient C et D deux cateÂgories aÁ produit ([2], pp. 343±375) et soit j un foncteur additif
et co®nal. La cateÂgorie co�j� est constitueÂe des triplets �C; a;C 0� ouÁ C et C 0 sont dans
Ob�C� et ouÁ a est un isomorphisme dans la cateÂgorie D, de source j�C�, de but j�C 0�. Un
morphisme de �C; a;C 0� vers �C1; a1;C

0
1� est un couple � f ; f 0� de morphismes de C tels que

a1 � j� f � � j� f 0� � a. L'ensemble des classes d'isomorphismes d'objets de co�j� est un
monoõÈde abeÂlien de groupe de Grothendieck K

ÿ
co�j��. Le quotient de ce groupe par le

sous-groupe N engendreÂ par les eÂleÂments de la forme

�C; a;C 0� � �C 0; b;C 00� ÿ �C; ba;C 00�

est noteÂ K�j�. La classe �C; a;C 0� mod N est noteÂe �C; a;C 0�. La suite exacte de Bass s'eÂcrit:

K1�C� !j1
K1�D� ! K�j� ! K0�C� !j0

K0�D�:�??�

Soit A un anneau et nf 2 un entier. Le foncteur
L

n: Proj�A� ! Proj�A� est deÂ®ni parL
n��P�� � �nP� ouÁ nP � Pl � � � lP (n facteurs). Le groupe de K-theÂorie relative K�L n�,

noteÂ K1�A; Z=n�, s'appelle le (premier) groupe de K-theÂorie aÁ coe½cients. La suite exacte
�??� conduit aÁ l'extension

1! A�=�n�lSK1�A�=�n� ! K1�A; Z=n� !q ~K0�A��n� ! 0:�?�

TheÂoreÁme 1.1. Soit A l'anneau des entiers d'un corps de nombres F , de groupe des
ideÂaux fractionnaires I�A�, de groupe des classes Cl�A� et soit nf 2 un entier. Pour x A F ,
on pose �x� � x mod F��n� et

U�A; Z=n� :� f�x� A F�=�n� j bI A I�A�; xA � I ng:
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Alors le groupe K1�A; Z=n� s'identi®e au groupe U�A; Z=n� et l'extension �?� se reÂduit aÁ la

suite exacte

1! A�=�n� ! U�A; Z=n� !q Cl�A��n� ! 0;�y�

l'application q consistant aÁ envoyer �x� sur �I �, ouÁ I est l'ideÂal tel que I n � xA.

DeÂmonstration. Introduisons les cateÂgories Pic�A� et Cart�A� dont les objets
respectifs sont les classes d'isomorphismes de A-modules projectifs de rang 1 et les
classes d'isomorphismes d'ideÂaux fractionnaires de A. Notons �n: Cart�A� ! Cart�A� etN

n: Pic�A� ! Pic�A� les foncteurs deÂ®nis par �n��I �� � �I n� et
N

n��P�� � �Pnn�. L'inclu-
sion Cart�A�HPic�A� eÂtant une eÂquivalence de cateÂgories, les groupes K��n� et K�N n�
sont isomorphes. Montrons que le groupe K��n� est isomorphe au groupe U�A; Z=n�. Le
groupe K��n� est constitueÂ des classes d'eÂquivalence �I ; x� ouÁ I est un ideÂal fractionnaire de
A tel que I n � xA avec x A F . L'application g: K��n� ! U�A; Z=n� deÂ®nie par g��I ; x�� � �x�
est un morphisme de groupes, clairement surjectif. Si �x� A ker g, alors x � yn avec y A F�

et I n � ynA. Par uniciteÂ de la deÂcomposition en ideÂaux premiers dans A, on en deÂduit
I � yA, c'est-aÁ-dire �I ; x� � �yA; yn� � 0, ce qui montre que g est un isomorphisme. Mon-
trons aÁ preÂsent que les groupes K�N n� et K1�A; Z=n� sont isomorphes. Le foncteur
d�et: Proj�A� ! Pic�A� deÂ®ni par d�et��P�� � �Lrg�P�P� conduit au diagramme

A�lSK1�A� ���! A�lSK1�A� ���! K1�A; Z=n� ���! ~K0�A� ���! ~K0�A�???y ???y ???y ???y ???y
A� ���! A� ���! K�N n� ���! Pic�A� ���! Pic�A�:

deÂt1 deÂt1 deÂt
�n�
1 deÂt0 deÂt0

L'application d�et0 est un isomorphisme. D'apreÁs le theÂoreÁme de Bass-Milnor et Serre
([3]), on a SK1�A� � 0, ce qui montre que d�et1 est un isomorphisme et par suite d�et

�n�
1 est

eÂgalement un isomorphisme, cqfd.

Notons Spec�A� le spectre premier de A. Pour p A Spec�A�, Âp est le compleÂteÂ p-
adique de l'anneau de valuation discreÁte Ap. Notons Â l'anneau

Q
p A Spec�A�

Âp, appeleÂ anneau

des adeÁles restreints de A et notons F̂ la somme amalgameÂe ÂnA F . Rappelons le reÂsultat
suivant.

Proposition 1.2. Soit A l'anneau des entiers d'un corps de nombres F et soit nf 2 un

entier. Alors le groupe U�A; Z=n� s'identi®e au sous-groupe Â�=�n�XF�=�n� de F̂�=�n�.

DeÂmonstration. Dans le diagramme

U�A; Z=n� R��!j F�=�n�
{
??yV ???y{

Â�=�n� R��!
j

F̂�=�n�

les applications {, j et j sont trivialement injectives. Dans l'anneau Â, on s'est restreint aux
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places archimeÂdiennes. D'apreÁs [1], Chap. X.I, dans cette situation, l'application { est eÂgale-

ment injective. Le produit ®breÂ Â�=�n�lF̂�=�n� F
�=�n� est donc eÂgal aÁ Â�=�n�XF�=�n�. Soit

x A F�=�n�; l'eÂleÂment �x� � x mod F��n� de F�=�n� appartient aÁ Â�=�n� si et seulement si
n j vp�xp� pour tout p A Spec�A�, c'est-aÁ-dire qu'on a xA � I n avec I ideÂal fractionnaire.

Remarque 1.3. Avec les notations de 1.2, l'application induite par A! Â en K-
theÂorie aÁ coe½cients est l'inclusion Â�=�n�XF�=�n� ! Â�=�n�.

En e¨et, calculons K1�Â; Z=n�. Rappelons pour cela que si �Ai�i A I est une famille d'an-

neaux commutatifs de rang stable d f 2 au sens de [2], p. 231, on a K1

� Q
i A I

Ai

�
G
Q
i A I

K1�Ai�
et ~K0

� Q
i A I

Ai

�
G
Q
i A I

~K0�Ai�. Les anneaux de la famille �Âp�p ASpec�A� sont tous de rang stable

d � 2. De ~K0�Âp��n� � 0 et K1�Âp� � Â�p , on tire K1�Â� � Â�. L'extension (?) nous meÁne aÁ

K1�Â; Z=p� � Â�=�n�, cqfd.

Le lemme (N-N1) ci-apreÁs permet de construire des eÂleÂments du groupe U�A; Z=n�.

Soit L=F une extension de corps de nombres de degreÂ l. On pose A � OF et on note B

la fermeture inteÂgrale de A dans L.

Pour z A L, deÂsignons par mz: L! L la multiplication par z. Les quantiteÂs

Nj�z� A L sont deÂ®nies par deÂt�X idL ÿ mz� �
Pl
j�0

�ÿ1�lÿjNj�z�X j. En particulier, Nl�z� � 1,

Nlÿ1�z� � trL=F �z�, N0�z� � NL=F �z� � N�z�.

Proposition 1.4. Soit z A L (resp. B) et h A F (resp. A). Alors on a

N�z� h� � N�z� �N1�z�h� h2e�z; h� avec e�z; h� A F �resp: A�:

Remarquons qu'on a la formule commode N1�z� �
 

d

dh

� �
h AF

N�z� h�
!

h�0

.

Lemme (N-N1) 1.5. Soient L=F une extension de corps de nombres, A l'anneau des

entiers de F et B la fermeture inteÂgrale de A dans L et n un entierf 2. ConsideÂrons un eÂleÂment
u de B tel que N�u� � ean avec e A A�, a A A et

ÿ
N�u�;N1�u�

� � A. En deÂsignant par �u� la

classe de u dans L�=�n�, on a alors �u� A U�B; Z=n�.

DeÂmonstration. L'hypotheÁse
ÿ
N�u�;N1�u�

� � A signi®e que u est premier aÁ tous ses
conjugueÂs. En e¨et, si s: L! C deÂsigne un F -plongement de L (c'est-aÁ-dire s jF � id), on a

N�u� �Q
s

s�u�, N1�u� �
Q
s

s�u�
� � P

s
s�u�ÿ1

� �
et Pu�X� �

Q
s

ÿ
X ÿ s�u��. Soit p un ideÂal

premier de A. On a p j ÿN�u�;N1�u�
�

si et seulement si Pu�X �1X 2Q�X � mod p. Ceci signi®e
qu'il existe deux plongements s1 et s2 tels que

ÿ
s1�u�; s2�u�

�
H p. En posant t � sÿ1

1 s2 et
q � sÿ1

1 �p�, on en deÂduit
ÿ
u; t�u��H q.

Pour montrer que �u� appartient aÁ K1�A; Z=n�, on remarque que la puissance n-ieÁme
de l'ideÂal fractionnaire I � �u; a� de B est principale. En e¨et
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I n � ÿun;N�u�� � �un; u
Q

s3id

s�u�
�

;

et puisque
ÿ
u; s�u�� � B, on en deÂduit I n � uB. Ceci montre �u� A U�B; Z=n�, cqfd.

Donnons une premieÁre application aux corps quadratiques. L'eÂgaliteÂ

K1�A; Z=n� � U�A; Z=n�

et le lemme (N-N1) permettent en e¨et de retrouver un theÂoreÁme obtenu par Y. Yamamoto
[19] aÁ l'aide de meÂthodes distinctes.

TheÂoreÁme 1.6. Soit F un corps de nombres quadratique d'anneau d'entiers A, de dis-

criminant d et soit n un entier impair. On suppose qu'il existe deux couples �a; b� et �a 0; b 0� dans

Z2 satisfaisant aux relations a2 ÿ 4bn � a 02 ÿ 4b 0 n � d avec �a; b� � �a 0; b 0� � 1. On suppose
de plus que pour tout diviseur premier p de n, les conditions ci-dessous sont satisfaites.

a) a (resp. a 0) n'est pas une puissance p-ieÁme modulo b (resp. b 0);

b) �a� a 0�=2 est une puissance p-ieÁme modulo b et modulo b 0.

Alors:

Si d < ÿ4 le groupe des classes de A contient un sous groupe isomorphe aÁ Z=nlZ=n.

Si d > 0, le groupe des classes de A contient un sous groupe isomorphe aÁ Z=n.

DeÂmonstration. L'application f : A! Z=b deÂ®nie par f
ÿ�x� y

���
d
p �=2

� � �x� ya�=2
est un morphisme d'anneaux. On note f

�d�
1 : K1�A; Z=d� ! K1�Z=b; Z=d� l'application in-

duite par f en K-theÂorie aÁ coe½cients d. Remarquons que K1�Z=b; Z=d� � �Z=b��=�d�.
L'eÂleÂment u � �a� ���

d
p �=2 de A est de norme N�u� � bn, de trace tr�u� � N1�u� � a. D'apreÁs

le lemme (N-N1), pour tout diviseur d de n, l'eÂleÂment �u� A F�=�d� appartient aÁ K1�A; Z=d�.
Soit p un diviseur premier de n. De f �u� � a, on deÂduit f

�p�
1 ��u�� � �a�, quantiteÂ distincte de 1

d'apreÁs l'hypotheÁse a). Pour tout diviseur premier p de n, l'eÂleÂment �u� de K1�A; Z=p� n'est
donc pas trivial. Montrons que �u� A F�=�n� deÂ®nit un eÂleÂment d'ordre n de K1�A; Z=n�.
Supposons �u� d'ordre m avec 1em < n. Il existe alors un nombre premier p tel que mp j n.
De �u�n=p � 1, on tire un=p � zn avec z A A�, soit encore u A F��p� et donc �u� trivial dans
K1�A; Z=p�. On vient de montrer que ceci est impossible. On a donc �u� d'ordre n dans
K1�A; Z=n�. Le sous-groupe H de K1�A; Z=n� engendreÂ par �u� est donc isomorphe aÁ Z=n.

On introduit de manieÁre analogue u 0 � �a 0 � ���
d
p �=2 et on obtient de meÃme un sous-

groupe H 0 de K1�A; Z=n�, eÂgalement isomorphe aÁ Z=n. Pour montrer la somme directe
H lH 0 dans K1�A; Z=n�, on remarque que f �u 0� � �a 0 � a�=2 A Z=b. Si u 0 A H, c'est-aÁ-dire

u 0 � um avec 1em < n, l'eÂgaliteÂ f
�p�

1 ��u 0�� � f
�p�

1 ��u��m, satisfaite pour tout diviseur pre-
mier p de n, s'eÂcrit encore ��a� a 0�=2� � �a�m, ce qui donne �a�m � 1 d'apreÁs l'hypotheÁse b).
On en deÂduit comme ci-dessus qu'il existe un nombre premier p tel que mp j n pour lequel
a A �Z=b���p�, ce qui fournit la contradiction rechercheÂe. On montre de meÃme u B H 0. En
conclusion, sous les hypotheÁses proposeÂes, le groupe K1�A; Z=n� contient un sous-groupe
isomorphe aÁ Z=nlZ=n. De l'extension 1.1 �y�, on deÂduit que si F est imaginaire, Cl�A��n�
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contient Z=nlZ=n en facteur direct. Si d > 0, A�=�n� est isomorphe aÁ Z=n et donc Cl�A��n�
contient Z=n en facteur direct.

Remarque 1.7. Dans le cas ouÁ F est reÂel d'uniteÂ fondamentale e telle qu'il existe un
diviseur premier p pour lequel f �e� A �Z=b���p�, le groupe des classes contient un sous-groupe
isomorphe aÁ Z=nlZ=n. En e¨et, soit t � q��u�� toujours avec u � �a� ���

d
p �=2. Montrons

que t est d'ordre n dans Cl�A�. Supposons tm � 0 avec 1em < n. On en deÂduit �u�m A ker q,
soit um � e l , ce qui donne �a�m � f

�p�
1 ��u�m� � f

�p�
1 �e� l � 1 puisque f �e� A �Z=b���p�. On

en deÂduit a A �Z=b���p�, situation exclue. Le sous-groupe H�t� engendreÂ par t dans Cl�A�
est donc isomorphe aÁ Z=n. La ®n de la deÂmonstration est analogue aÁ celle du theÂoreÁme.
Les sous-groupes H�t� et H�t 0� engendreÂs respectivement par t � q

ÿ��a� ���
d
p �=2�� et

t 0 � q
ÿ��a 0 � ���

d
p �=2�� sont en somme directe dans Cl�A�.

Ces eÂleÂments du groupe des classes ont eÂteÂ construits pour la premieÁre fois par Yama-
moto ([19]). AÁ partir de ces eÂleÂments, cet auteur a montreÂ que pour tout n > 1, il existe une
in®niteÂ de corps quadratiques reÂels et imaginaires dont le groupe des classes contient un
facteur Z=n.

Citons une autre application.

Proposition 1.8. Soit F un corps de nombres d'anneau d'entiers A et soit nf 2 un entier
naturel. On suppose qu'il existe z A A tel que N�z� �Gbn,

ÿ
N�z�;N1�z�

� � 1 et que pour tout

diviseur m de n, 1em < n,Gbm ne soit pas la norme d'un eÂleÂment de F . Alors Cl�A��n� pos-

seÁde un eÂleÂment d'ordre n.

DeÂmonstration. D'apreÁs le lemme (N-N1), �z� appartient aÁ U�A; Z=n�. Si �z� est
d'ordre m, 1em < n, il existe u A F� tel que zm � un, c'est-aÁ-dire z � mus avec s � n=m

et m A mm�F�. L'eÂquation N�z� � N�u�s s'eÂcrit bm �GN�u�, ce qui n'est pas. Notons
q: U�A; Z=n� ! Cl�A��n� et supposons aÁ preÂsent que q��z�� � 0. Dans ce cas, il existe u A F�,
x A m et des entiers li tels que z � x l0 e l1

1 � � � e lr
r un, d'ouÁ l'on deÂduit N�z� �GN�u�n soit

b �GN�u�, ce qui n'est pas.

Pour les corps quadratiques, cette proposition prend la forme suivante.

Proposition 1.9. Soit F un corps quadratique d'anneau d'entiers A et de discriminant
d et soit n un entier impair. On suppose qu'il existe �a; b� A Z2 tel que a2 ÿ 4bn � d, avec

�a; b� � 1. On suppose de plus que pour tout diviseur m de n �1em < n�, et pour tout entier

b, la quantiteÂ db2 G 4bm n'est pas un carreÂ parfait. Alors il existe un eÂleÂment d'ordre n dans
Cl�A��n�.

DeÂmonstration. On applique la proposition 1.8 aÁ l'entier z � �a� ���
d
p �=2. L'eÂquation

Gbm � N�u� conduit aÁ db2 G 4bn carreÂ parfait.

Exemples 1.10.

n � 9; a � 1; b � 3; d � 12 ÿ 4 � 39 � ÿ78 731:

n � 15; a � 1; b � 4; d � 12 ÿ 4 � 415 � ÿ4 294 967 295:

n � 21; a � 17; b � 4; d � 172 ÿ 4 � 421 � ÿ17 592 186 044 127:
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2. La trace de Dennis relative

Soient k un anneau et A une k-algeÁbre. Pour tout entier rf 0, K. Dennis
([9]) a construit un morphisme Dr: Kr�A� ! HHr�A�, ouÁ HH��A� est le k-module
gradueÂ d'homologie de Hochschild de A. Rappelons que si r � 0 et �P� A K0�A�, on
a D0��P�� � rg�P;S� mod�A;A�; ouÁ S � �xj; jj�1ejer est un systeÁme de coordonneÂes
sur P ([5], II. 46). Nous supposons comme toujours A commutative. DeÂsignons par
W1

dR�A� le A-module des di¨eÂrentielles de KaÈhler de A. Pour x � �P; a� A K1�A�, on a
D1�x� � d�et�a�ÿ1 d

ÿ
d�et�a��. En eÂcrivant K1�A� � A�lSK1�A�, on en deÂduit que la res-

triction de D1 aÁ SK1�A� est nulle et que la restriction de la trace de Dennis aÁ A� est la
deÂriveÂe logarithmique, c'est-aÁ-dire que pour u A A�, on a D1�u� � uÿ1 du.

La notion de connexion sur un module P, projectif et de type ®ni, permet de deÂ®nir la
trace de Dennis relative. Rappelons ([7], [10]) qu'une application k-lineÂaire

`: P! PnA W1
dR�A�

est une connexion si elle satisfait `�xa� � `�x�a� x da avec x A P et a A A.

Soit S � �xj; jj�1ejer un systeÁme de coordonneÂes sur P ([5], II. 46). La connexion de

Levi-Civita de P est l'application dP;S: P! PnA W1
dR�A� deÂ®nie pour x �Pr

j�1

xjjj�x� par

dP;S�x� �
Pr

j�1

xj djj�x�. Ceci montre qu'on peut toujours construire une connexion sur un

module projectif de type ®ni.

Soient P et Q deux A-modules projectifs de type ®ni et soit a: P! Q une application
A-lineÂaire. Soient ` et ` 0 des connexions sur P et Q respectivement. On deÂ®nit l'application
A-lineÂaire da � d�a;`;` 0� de source P, de but QnA W1

dR�A� par

d�a;`;` 0� � ` 0 � aÿ �an id� � `:

Supposons de plus que a soit un isomorphisme de A-module. En choisissant des sys-
teÁmes de coordonneÂes sur P et Q, l'application A-lineÂaire

aÿ1 da :� �aÿ1 n id� � d�a;`;` 0�

admet une matrice carreÂe aÁ coe½cients dans W1
dR�A� dont la trace est noteÂe tr�aÿ1 da�.

TheÂoreÁme 2.1. Soient k un anneau, A une k-algeÁbre et nf 2 un entier. Soit

D
�n�
1 : K1�A; Z=n� ! W1

dR�A�=�n� l'application deÂ®nie pour x � �P; a;Q� dans K1�A; Z=n� par

D
�n�
1 �x� � tr

ÿ
aÿ1 � d�a; n`; n` 0�� mod nW1

dR�A�, ouÁ ` et ` 0 sont des connexions sur P et Q

respectivement. Alors l'application D
�n�
1 est un morphisme de groupes.

DeÂmonstration. On a K1�A; Z=n� � K
ÿ
co�L n��=N. Soit �P; a;Q� un objet de

co�L n�. Si ` est une connexion sur P et si ` 0 et ` 01 sont deux connexions sur Q, on a
aÿ1 � d�a; n`; n` 0� ÿ aÿ1 � d�a; n`; n` 01� � aÿ1 � n�` 0 ÿ ` 01� � a, application A-lineÂaire dont
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la trace, eÂgale aÁ celle de n�` 0 ÿ ` 01�, est bien congrue aÁ 0 modulo nW1
dR�A�. Ceci montre que

pour �P; a;Q� AOb
ÿ
co�L n��, le choix des connexions sur Q n'intervient pas pour la deÂ®ni-

tion de tr�aÿ1 da� modulo nW1
dR�A�. Par un argument analogue, on s'assure que cette trace

modulo nW1
dR�A� ne deÂpend pas du choix de la connexion sur P. Nous omettons aÁ preÂsent

de preÂciser les connexions choisies.

Si les objets �P; a;Q� et �P1; a1;Q1� sont isomorphes dans la cateÂgorie co�L n�, il existe
des applications A-lineÂaires f et g telles que a1 � ng � a � nf ÿ1. Un rapide calcul donne

tr�aÿ1
1 da1� � n tr�gÿ1 dg� � tr�aÿ1 da� � n tr� f df ÿ1�

soit tr�aÿ1
1 da1�1 tr�aÿ1 da� mod nW1

dR�A�, ce qui montre que seule la classe d'isomorphie
de l'objet �P; a;Q� intervient pour la deÂ®nition de la trace aÁ coe½cients. En®n, les relations
banales

tr
ÿ�a1 l a2�ÿ1 d�a1 l a2�

� � tr�aÿ1
1 da1� � tr�aÿ1

2 da2�

et tr
ÿ�ab�ÿ1 d�ab�� � tr�aÿ1 da� � tr�bÿ1 db� montrent qu'on a un morphisme de groupes

D
�n�
1 de source K1�A; Z=n� de but W1

dR�A�=�n� en posant

D
�n�
1 ��P; a;Q�� � tr�aÿ1 da� mod nW1

dR�A�:

Exemple 2.2. On suppose K0�A� � Z. Alors

K1�A; Z=n� � K1�A�=�n� � A�=�n�lSK1�A�=�n�:

La restriction de la trace de Dennis D
�n�
1 au facteur SK1�A�=�n� est nulle tandis que la re-

striction de la trace de Dennis D
�n�
1 au facteur A�=�n� est donneÂe par

D
�n�
1 ��a�� � aÿ1 da mod nW1

dR�A�:

Cette situation s'applique en particulier lorsque A est local.

Pour tout anneau, l'image de K1�A� par la trace de Dennis D1 est le sous-groupe
dA�=A� de W1

dR�A� engendreÂ par fuÿ1 du; u A A�g. Notons q le connectant introduit en
1 �?�. Du theÂoreÁme 2.1, on deÂduit:

Corollaire 2.3. Soient A une k-algeÁbre et nf 2 un entier. On deÂsigne par dA�=A�

le sous-groupe de W1
dR�A� engendreÂ par fuÿ1 du; u A A�g. Soit S le sous-groupe de W1

dR�A�
engendreÂ par nW1

dR�A� et dA�=A�. La ``classe caracteÂristique secondaire''

d
�n�
1 : ~K0�A��n� ! W1

dR�A�=S

deÂ®nie pour x � q�y� A ~K0�A��n� par d
�n�
1 �x� � D

�n�
1 �y� mod S est un morphisme de groupes

abeÂliens, non trivial en geÂneÂral.

La trace de Dennis relative de l'anneau A des entiers d'un corps de nombres F admet
une expression locale assez simple. Notons RH Spec�A� l'ensemble des ideÂaux premiers de
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A au-dessus des ideÂaux premiers rami®eÂs de Z dans A (on a p A R lorsque pXZ est un
nombre premier rami®eÂ dans A). Si p B R, il est bien connu que W1

dR�Ap� � 0. Il en reÂsulte
W1

dR�A�G
L
p AR

W1
dR�Ap�. L'application i 0p: A! Ap induit une application

ip: U�A; Z=n� ! U�Ap; Z=n�GA�p =�n�:

L'application i :� L
p AR

ip s'inseÁre dans le diagramme commutatif suivant:

U�A; Z=n� �����!D
�n�
1

W1
dR�A�=�n�

i

???y ???yjL
p AR

U�Ap; Z=n� �����!�
p

L
p AR

W1
dR�Ap�=�n�

D
�n�
1; p

ouÁ j est un isomorphisme. D'apreÁs 2.2, on a D
�n�
1;p��up�� � uÿ1

p dup mod nW1
dR�Ap�. Cette for-

mule conduit au reÂsultat suivant.

Proposition 2.4. Soit u un eÂleÂment de A satisfaisant aux hypotheÁses du lemme (N-N1).
On suppose de plus que N�u� est premier aÁ n. Posons v � Q

s3id

s�u�. Alors

D
�n�
1 ��u�� � N�u�ÿ1v du mod nW1

dR�A�:

DeÂmonstration. Par commutativiteÂ du diagramme, on a

j
ÿ
D
�n�
1 ��u��

� � ÿD�n�1;p��up��
�
p AR;

quantiteÂ eÂgale aÁ j
ÿ
N�u�ÿ1v du

�
, ce qui su½t puisque j est un isomorphisme.

Lorsque l'anneau A posseÁde ``peu'' d'uniteÂs, la proposition suivante permet de deÂtecter
des eÂleÂments non triviaux du groupe des classes.

Proposition 2.5. Soit F un corps de nombres d'anneaux d'entiers A. On pose

r � r1 � r2 ÿ 1 et A� � m� Qr
i�1

Zei. Soit n un diviseur du discriminant du corps F .

On suppose:

1) Pour tout x A m, xÿ1 dx1 0 mod nW1
dR�A�.

2) Pour tout i, 1e ie r, eÿ1
i dei 1 0 mod nW1

dR�A�.

3) Il existe u A A avec N�u� � bn,
ÿ
N�u�;N1�u�

� � 1, et uÿ1 du1j 0 mod nW1
dR�A�.

Alors Cl�A��n�3 0.

DeÂmonstration. Les hypotheÁses 1 et 2 montrent que dA�=A�1 0 mod nW1
dR�A�.

L'application d
�n�
1 , de source Cl�A��n� est donc de but W1

dR�A�=�n�. D'apreÁs le lemme (N-N1),

les hypotheÁses 3 fournissent l'eÂleÂment �u� � u mod F��n� de K1�A; Z=n�. De cet eÂleÂment, on

Karoubi et Lambre, Classes caracteÂristiques 177



deÂduit x � q��u�� dans Cl�A��n�. On a d
�n�
1 �x� � uÿ1 du mod nW1

dR�A�, quantiteÂ non nulle par
hypotheÁse, ce qui montre que x est non trivial.

Exemple 2.6. Posons x � 3
��������
182
p

et soit F �Q�x�, d'anneau d'entiers A � Z�x�, d'uniteÂ
fondamentale e � 17ÿ 3x. Pour p � 3, l'eÂleÂment u � 5ÿ 2x deÂ®nit un eÂleÂment non nul de
Cl�A��p�.

Donnons d'autres exemples construits sur des corps quadratiques. Soit F un corps
quadratique de discriminant d, d'anneau d'entiers A. Si d < 0, on exclut systeÂmatique-
ment les deux cas d � ÿ3 et d � ÿ4 pour lesquels le groupe des classes est trivial et le
groupe des uniteÂs n'est pas reÂduit aÁ Z=2. On pose o � ���

d
p
=2 ou �1� ���

d
p �=2 suivant que

d1 0 ou 1 mod 4. Soit n un diviseur impair de d. On a W1
dR�A�=�n�GZ=n do avec

o do � do=2 si d1 1 mod 4 et o do � 0 sinon. Si z � �a� b
���
d
p �=2 est un entier de F , on

veÂri®e la relation zÿ1 dz1 2b=a do mod nW1
dR�A�. Si d < 0 ou si d > 0 est d'uniteÂ fonda-

mentale e � �e1 � e2

���
d
p �=2 avec e2 1 0 mod n, on a dA�=A�1 0 mod nW1

dR�A�. On en
deÂduit W1

dR�A�=S GW1
dR�A�=�n�. La classe caracteÂristique secondaire 2.3 s'eÂcrit

d
�n�
1 : Cl�A��n� ! Z=n do:

Si u � �a� b
���
d
p �=2 est un eÂleÂment de A tel que �b; n� � �a; n� � 1, alors

uÿ1 du1 2b=a do mod n

est une quantiteÂ non nulle de Z=n do. De tout ceci, on deÂduit que la proposition 2.5 prend
la forme:

Proposition 2.7. Soit F un corps quadratique de discriminant d (avec d3ÿ3 ou ÿ4)
et d'anneau d'entiers A. Soit n un diviseur impair de d. Si F est reÂel, on suppose que l'uniteÂ

fondamentale e � �e1 � e2

���
d
p �=2 est telle que n divise e2. Soit �a; b; b� A Z3 une solution de

l'eÂquation a2 ÿ 4bn � db2 avec �b; a� � �b; n� � �a; n� � 1. Alors Cl�A� posseÁde un eÂleÂment
d'ordre n.

En se restreignant aux eÂleÂments u de la forme �a� ���
d
p �=2, on obtient

Proposition 2.8. Soient a, b et n trois entiers avec n impair, �a; b� � �a; n� � 1. On

pose d � a2 ÿ 4bn. On suppose que n divise d et que d est le discriminant d'un corps qua-

dratique F d'anneau d'entiers A. Si d est positif, on suppose de plus que l'uniteÂ fondamentale

e � �e1 � e2

���
d
p �=2 de A est telle que n divise e2. Alors Cl�A��n� posseÁde un eÂleÂment d'ordre n.

Exemples 2.9.

n � 3; a � 17; b � ÿ2; d � 172 ÿ 4 � �ÿ2�3 � 231; e1 � 430; e2 � 24:

n � 15; a � 1; b � 4; d � 12 ÿ 4 � 415 � ÿ4 294 967 295:

3. La trace de Dennis relative du corps cyclotomique

Soit p un nombre premier impair et soit z � zp une racine primitive p-ieÁme de l'uniteÂ.
Le corps cyclotomique F � Q�z� est une extension galoisienne de degreÂ pÿ 1 de Q, de
groupe de Galois G � �Z=p��. Soit g un geÂneÂrateur de G. On deÂsigne par s, 1 < se pÿ 1,
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l'entier tel que gz � zs. La conjugaison complexe g�pÿ1�=2 est noteÂe s. L'anneau A des
entiers de F est Z�z�. Soient Cl�A� le groupe des classes de A et h � hp le nombre de classes
de A. Le sous-corps maximal reÂel Q�z� zÿ1� de F a pour nombre de classes h�. On sait que
h�jh et que h� est le nombre de classes de A invariantes par conjugaison complexe. La p-
torsion du groupe des classes Cl�A� se deÂcompose en Cl�A��p� � Cl�A�ÿ�p�lCl�A���p� avec
Cl�A�G�p� � ker�sH id�. On sait que si pa deÂsigne le nombre d'eÂleÂments de Cl�A�ÿ�p�, alors

pa divise hÿ � h=h�. Posons Up :� U�Z�zp�; Z=p�.

La conjugaison complexe sur A deÂ®nit une involution toujours noteÂe s sur Up.
L'extension 1.1 (y) se scinde en deux parties dont la partie antisymeÂtrique s'eÂcrit

1! mp ! Uÿp !
q

Cl�A�ÿ�p� ! 1�yÿ�

avec Uÿp � ker�s� id�. On pose dÿp :� dimZ=p Cl�A�ÿ�p� � dimZ=p U
ÿ
p ÿ 1.

Rappelons qu'un nombre premier p est reÂgulier s'il ne divise pas le nombre de classes
hp. On en deÂduit dÿp � 0. ReÂciproquement, si dÿp � 0, p ne divise pas hÿp d'apreÁs un theÂo-
reÁme de Kummer ([18], 5.6), ceci entraõÃne que p ne divise pas h�p et donc p est reÂgulier.

On dit que �p; a; b; c� satisfont aux hypotheÁses du premier cas du dernier theÂoreÁme
de Fermat (en abreÂgeÂ DTF1) si p est un nombre premier impair et si ap � bp � cp avec
�a; b; c� � �p; abc� � 1 (on parle du second cas si p divise abc). Nous allons montrer qu'une
solution �p; a; b; c� aÁ DTF1 permet de construire un eÂleÂment z de Uÿp dont la trace de Dennis

relative est non triviale. On en deÂduit dÿp f 1, ce qui conduit au theÂoreÁme de Kummer 3.4.

Au vocabulaire preÁs, le reÂsultat suivant est connu.

Proposition 3.1. Soit �p; a; b; c� une solution aÁ DTF1. Pour 1e le �pÿ 1�=2, les

eÂleÂments zl � �aÿ bzsl��aÿ bzÿsl�ÿ1 de F sont tels que �zl� � zl mod F��n� appartiennent aÁ

Uÿp .

DeÂmonstration. Sous les hypotheÁses DTF1, les ideÂaux fractionnaires principaux
�aÿ bzl�, 1e le pÿ 1 sont deux aÁ deux premiers entre eux. On en deÂduit que chacun de
ces ideÂaux s'eÂcrit sous la forme �aÿ bzl� � I

p
l , ouÁ les Il sont des ideÂaux fractionnaires. Par

conseÂquent, pour 1e le pÿ 1, les eÂleÂments aÿ bzl mod F��p� appartiennent aÁ Up, cqfd.

E¨ectuons une reÂduction modulo p. Pour cela soit j: A! A=p la projection cano-
nique. Posons l � 1ÿ j�z�. Alors A=�p� � Z=p�l� avec lpÿ1 � 0. De A=�p� local, on tire
K1�A=p; Z=p� � �A=p��=�p� � �1� lZ=p�l�;��. Par ailleurs, W1

dR

ÿ
A=�p�� � Z=p�l� dl avec

lpÿ2 dl � 0.

Proposition 3.2. Soit p un nombre premier impair et soit x un eÂleÂment de �Z=p�nf0; 1g.
On pose y � xÿ 1 et on consideÁre les eÂleÂments w � xÿ y�1ÿ l� et s�w� � xÿ y�1ÿ l�ÿ1 de

�A=p��. Soit z 0 � z 0�x� l'eÂleÂment de Kÿ1 �A=p; Z=p� deÂ®ni par z 0 � w=s�w� mod�A=p���p�.
Alors, si x A Z=pnf0; 1; 1=2g, l'eÂleÂment z 0�x� ci-dessus de Kÿ1 �A=p; Z=p� n'est pas colineÂaire aÁ

l'eÂleÂment 1ÿ l.

DeÂmonstration. On compare les traces D
�p�
1

ÿ
z 0�x�� et D

�p�
1 �1ÿ l�. On a

D
�p�
1

ÿ
z 0�x�� � wÿ1 dwÿ s�w�ÿ1 ds�w�:
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Puisque w � 1� yl, on a wÿ1 � P
kf0

�ÿ1�kyklk, dw � y dl et

wÿ1 dw � P
kf0

�ÿ1�kyk�1lk dl:

De s�w� � 1ÿ lx

1ÿ l
, on deÂduit s�w�ÿ1 � 1� P

kf1

xkÿ1ylk tandis que ds�w� � ÿy
P

kf1

klkÿ1 dl
et par suite

s�w�ÿ1 ds�w� � ÿy dlÿ y�y� 2�l dlÿ y�3� 2y� xy�l2 dl� o�l2� dl;

ouÁ par commoditeÂ, o�l j� deÂsigne un eÂleÂment indeÂtermineÂ de l j�1Z=p�l�. Ces expressions de
wÿ1 dw et s�w�ÿ1 ds�w� conduisent aÁ

D
�p�
1

ÿ
z 0�x�� � 2y dl� 2yl dl� �3y� 3y2 � 2y3�l2 dl� o�l2� dl:

Par ailleurs D
�p�
1 �1ÿ l� � ÿ�1ÿ l�ÿ1 dl � ÿ P

kf0

lk dl. Supposons z 0�x� et 1ÿ l colineÂ-

aires. La comparaison des coe½cients en dl et en l2 dl des traces de Dennis de z 0�x� et 1ÿ l
conduit aÁ l'eÂgaliteÂ 2y3 � 3y2 � y � 0. Puisque y3 0, on en deÂduit que y A �Z=p�� est solu-
tion de l'eÂquation 2X 2 � 3X � 1 � 0 dans Z=p. Ceci conduit aÁ y � ÿ1 ou y � ÿ1=2. Or
neÂcessairement y3ÿ1 car sinon x � 0, ce qui est exclu. Par ailleurs, y � ÿ1=2 eÂquivaut aÁ
x � 1=2, situation eÂgalement exclue, cqfd.

Proposition 3.3. Soit �p; a; b; c� une solution aÁ DTF1 avec p > 3. Alors dÿp f 1.

DeÂmonstration. DeÂsignons par j1: Up ! K1�A=p; Z=p� l'application induite par j
en K-theÂorie aÁ coe½cients. Avec les notations de la proposition preÂceÂdente, l'eÂleÂment
z � �aÿ bz��aÿ bzÿ1�ÿ1 de F est tel que j1��z�� � z 0�x� avec x � a=c. On a neÂcessairement
x3 0. Si x � 1=2, l'eÂleÂment z1 � �aÿ cz��aÿ czÿ1�ÿ1 est tel que j1��z1�� � z 0�x1� avec
x1 � a=b. Les hypotheÁses DTF1 montrent que pour p > 3, il est impossible d'avoir simulta-
neÂment x � x1 � 1=2. La proposition preÂceÂdente s'applique donc pour l'un des deux eÂleÂ-
ments z ou z1, cqfd.

On a remarqueÂ plus haut que dÿp � 0 caracteÂrise les nombres premiers reÂguliers. On a
donc montreÂ:

Corollaire 3.4 (Kummer, 1847). Soit p un nombre premier reÂgulier. Alors le premier

cas du dernier theÂoreÁme de Fermat est satisfait pour p.

4. Un calcul de deÂriveÂe logarithmique

Soit p un nombre premier impair et soit R 0 l'anneau Z�X �=�X p ÿ 1� � Z�t� avec
t � X mod�X p ÿ 1�. Le groupe G � �Z=p�� opeÁre dans R 0 par gt � ts (avec g geÂneÂ-
rateur de G et �s; p� � 1). Le groupe de K-theÂorie relative de l'anneau R � R 0=�p�
est K1�R; Z=p� � ÿ1� �1ÿ t�Z=p�1ÿ t�;��: Le module des di¨eÂrentielles de KaÈhler
W1

dR�R�=�p� est isomorphe aÁ Z=p�X � dX=�Xÿ1�p dX .

Dans ce paragraphe, x deÂsigne un eÂleÂment de Z=pnf0; 1g et y � xÿ 1.
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On consideÁre le sous-espace vectoriel V�x� de K1�R; Z=p� engendreÂ par l'orbite de
�xÿ yt��xÿ ytÿ1�ÿ1 sous l'action de G. La trace de Dennis relative permet de minorer la
dimension de V�x� (cf. 4.8).

L'action de G sur W1
dR�R� est donneÂe par g�ti dt� � g�t� i dg�t� � sts�i�1�ÿ1 dt. Pour

1e k e pÿ 1, les relations

g�tsk

tÿ1 dt� � stsk�1

tÿ1 dt; s�tsk

tÿ1 dt� � ÿtÿsk

tÿ1 dt

et

g�tÿ1 dt� � stÿ1 dt; s�tÿ1 dt� � ÿtÿ1 dt

conduisent aÁ la deÂcomposition commode suivante.

Proposition 4.1. Posons f ÿ0 � tÿ1 dt, et pour 1e le �pÿ 1�=2,

fGl � �tsl H tÿsl�tÿ1 dt:

On a alors

W1
dR�R� � WÿdR�R�lW�dR�R�

ouÁ WÿdR�R� est de dimension �p� 1�=2, de base � f ÿ0 ; f ÿ1 ; . . . ; f ÿ�pÿ1�=2� et ouÁ W�dR�R� est de

dimension �pÿ 1�=2, de base � f �1 ; . . . ; f ��pÿ1�=2�.

De plus, en deÂsignant par g un geÂneÂrateur du groupe de Galois G � Gal�F=Q� et en
notant s l'involution g�pÿ1�=2, on a les relations g� f ÿ0 � � sf ÿ0 , g� fGl � � sfGl�1, 1el< �pÿ1�=2,
g� fG�pÿ1�=2� �HsfG1 et s� f ÿ0 � � ÿf ÿ0 , s� fGl � �GfGl , 1e le �pÿ 1�=2.

DeÂ®nition 4.2. Pour 1e k e �pÿ 1�=2, on introduit les eÂleÂments

ak � �x=y�skÿ1 � �y=x�skÿ1

de Z=p et les eÂleÂments suivants de K1�R; Z=p�: vk�x� � xÿ ytsk

mod R��p�,

s
ÿ
vk�x�

� � xÿ ytÿsk

mod R��p�

et

zk�x� � vk�x�=s
ÿ
vk�x�

�
:

Proposition 4.3. Dans la base � f ÿ0 ; . . . ; f ÿ�pÿ1�=2� de WÿdR�R�, la trace de Dennis de

z1�x� s'eÂcrit

D
�p�
1

ÿ
z1�x�

� � ÿs�xÿ 1� 2f ÿ0 �
P�pÿ1�=2

k�1

ak f ÿk

 !
:
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DeÂmonstration. On a D
�p�
1

ÿ
z1�x�

� � vÿ1
1 �x� dv1�x�ÿs

ÿ
v1�x�

�ÿ1
ds
ÿ
v1�x�

�
. Pour cal-

culer vÿ1
1 �x�, eÂcrivons v1�x� � ÿyts

ÿ
1ÿ �x=y�tÿs

�
. L'identiteÂÿ

1ÿ �x=y�tÿs
�ÿ

1� �x=y�tÿs � � � � � �x=y�pÿ1tÿ�pÿ1�s� � 1ÿ x=y � ÿ1=y

conduit aÁ

vÿ1
1 �x� � tÿs

ÿ
1� �x=y�tÿs � � � � � �x=y�pÿ1tÿ�pÿ1�s�:

Puisque dv1�x� � ÿsytstÿ1 dt, on obtient

vÿ1
1 �x� dv1�x� � ÿsy tÿ1 dt� Ppÿ1

i�1

�x=y� itÿistÿ1 dt

� �
� ÿsy tÿ1 dt� Ppÿ1

k�1

�x=y�skÿ1

tsk

tÿ1 dt

� �
soit encore

vÿ1
1 �x� dv1�x� � ÿsy tÿ1 dt� P�pÿ1�=2

k�1

�x=y�skÿ1

tsk

tÿ1 dt� P�pÿ1�=2

k�1

�x=y�ÿskÿ1

tÿsk

tÿ1 dt

 !
:

Pour obtenir l'expression de vÿ1
1 �x� dv1�x� dans la base proposeÂe de WÿdR�R�, introduisons

bk � �x=y�skÿ1 ÿ �y=x�skÿ1

. On a

vÿ1
1 �x� dv1�x� � ÿsy f ÿ0 �

1

2

P�pÿ1�=2

k�1

ak f ÿk �
1

2

P�pÿ1�=2

k�1

bk f �k

 !
:

Le calcul de s
ÿ
v1�x�

�ÿ1
ds
ÿ
v1�x�

�
se deÂduit immeÂdiatement de cette dernieÁre relation car

D
�p�
1 est eÂquivariante, s� f ÿ0 � � ÿf ÿ0 , s� fGk � �GfGk . On obtient

s
ÿ
v1�x��ÿ1

ds
ÿ
v1�x�

� � ÿsy ÿf ÿ0 ÿ
1

2

P�pÿ1�=2

k�1

ak f ÿk �
1

2

P�pÿ1�=2

k�1

bk f �k

 !
;

d'ouÁ ®nalement l'expression proposeÂe pour D
�p�
1

ÿ
z1�x�

� � D
�p�
1

ÿ
v1�x�

�ÿD
�p�
1

ÿ
sv1�x�

�
.

DeÂ®nition 4.4. On note V�x� le sous-espace vectoriel de Kÿ1 �R; Z=p� engendreÂ par
l'orbite de z1�x� sous l'action du groupe de Galois G, c'est-aÁ-dire

V�x� � VectZ=p

ÿ
zk�x�; 1e k e �pÿ 1�=2

�
:

Proposition 4.5. Soit C � C�x� la matrice circulante d'ordre �pÿ 1�=2 aÁ coe½cients

dans Z=p

C � C�x� �

0BBBB@
a1; a2; . . . ; a pÿ1

2

a pÿ1

2

; a1; . . . ; a pÿ3

2

..

. . .
. . .

. ..
.

a2; a3; . . . ; a1

1CCCCA:
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Alors

dimZ=p V�x�f rg
ÿ
C�x��:

DeÂmonstration. AÁ une constante preÁs, les composantes de D
�p�
1

ÿ
z1�x�

�
dans la base

� f ÿ0 ; f ÿ1 ; . . . ; f ÿ�pÿ1�=2� de WÿdR�R� sont �2; a1; . . . ; a�pÿ1�=2�. Puisque zk�x� � gk
ÿ
z1�x�

�
et

compte tenu de l'action de g sur les vecteurs de base � f ÿ0 ; f ÿ1 ; . . . ; f ÿ�pÿ1�=2�, on en deÂduit que

la matrice des composantes respectives de D
�p�
1

ÿ
z1�x�

�
;D
�p�
1

ÿ
z2�x�

�
; . . . ;D

�p�
1

ÿ
z�pÿ1�=2�x�

�
a

le meÃme rang que la matrice C�x�. L'image de V�x� par la trace de Dennis D
�p�
1 a pour

dimension le rang de C�x�, cqfd.

Le calcul du rang de la matrice C�x� neÂcessite l'introduction des polynoÃmes de
Mirimano¨.

DeÂ®nition 4.6. Les polynoÃmes de Mirimano¨ Mk�X � A Z=p�X � sont deÂ®nis pour
1e k e pÿ 1 par

Mk�X � �
Ppÿ1

j�1

j kÿ1X j:

Pour t A Z=p, on pose rp�t� �Kfk j 1e k e �pÿ 1�=2;M2k�1�t�3 0g� C'est le nom-
bre de polynoÃmes de Mirimano¨ Mj�X� non nuls en la valeur t et d'indice j impair.

Proposition 4.7. Soit x un eÂleÂment de Z=pnf0; 1g. Les valeurs propres de la matrice

C�x� sont M2k�1�x=y�, 1e k e �pÿ 1�=2. Le rang de la matrice C�x� est rp�x=y�.

DeÂmonstration. Soit s le geÂneÂrateur de �Z=p�� qui deÂtermine l'action du groupe de
Galois G sur A et soit v � s2 le geÂneÂrateur de Z=�pÿ 1�=2H �Z=p��. Les valeurs propres
de la matrice C sont alors

lk �
P�pÿ1�=2

j�1

aj�vk� jÿ1

� P�pÿ1�=2

j�1

�x=y�s jÿ1�s jÿ1�2k � P�pÿ1�=2

j�1

�x=y�s jÿ1�� pÿ1�=2�s jÿ1��pÿ1�=2�2k

� Ppÿ1

j�1

j2k�x=y� j

�M2k�1�x=y�:

Le rang de C�x� est le nombre de valeurs propres non nulles. Ces valeurs propres eÂtant les
M2k�1�x=y�, le rang de C�x� est bien rp�x=y�.

En reÂsumeÂ, nous avons montreÂ:

TheÂoreÁme 4.8. Soient x A Z=pnf0; 1g. Posons y � xÿ 1. Alors

dimZ=p V�x�f rp�x=y�:
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Remarque 4.9. Soit rp le plus petit des rp�t� pour t A Z=pnf0; 1; 1=2g. Alors, pour tout
x A Z=pnf0; 1; 1=2g, on a �pÿ 1�=2f dimZ=p V�x�f rp.

5. Lien avec les deÂriveÂes logarithmiques de Kummer

Dans ses recherches sur le dernier theÂoreÁme de Fermat pour les nombres premiers

irreÂguliers, Kummer a introduit certaines ``deÂriveÂes logarithmiques''. Un eÂleÂment z� Ppÿ1

i�0

aiz
i

de A, non divisible par 1ÿ z deÂtermine un eÂleÂment de K1�A=p; Z=p� encore noteÂ z. Pour
1e k e pÿ 2, la deÂriveÂe logarithmique lk�z� est deÂ®nie comme la classe modulo p de l'entier

d k

dX k

 
log

� Ppÿ2

i�0

aie
iX

�!
X�0

:

Kummer a montreÂ que lk:
ÿ
K1�A=p; Z=p�;��! �Z=p;�� est un morphisme de groupes.

Soient x et y deux eÂleÂments de �Z=p�� tels que xÿ y � 1. L'eÂleÂment z 0�x� � xÿ yz

xÿ yzÿ1
de Kÿ1 �A=p; Z=p� est tel que l2k

ÿ
z 0�x�� � 0 , l2k�1

ÿ
z 0�x�� � 2l2k�1�xÿ yz�.

Mirimano¨ a montreÂ (cf. [15], VII ou [8]) que pour 1e k e �pÿ 3�=2, on a l'eÂgaliteÂ
l2k�1�xÿ yz� � ÿxM2k�1�x=y�. Ceci permet de formuler un lien entre la trace de Dennis
relative et les deÂriveÂes logarithmiques de Kummer.

Proposition 5.1. Soient zk�x� � �xÿ ytsk��xÿ ytsÿk�ÿ1 mod�R���p� les eÂleÂments de

K1�R; Z=p� introduits en 4.2. Soit C�x� A Mat�pÿ1�=2�Z=p� la matrice des coordonneÂes des

traces de Dennis relatives D
�p�
1

ÿ
z1�x�

�
;D
�p�
1

ÿ
z2�x�

�
; . . . ;D

�p�
1

ÿ
z�pÿ1�=2�x�

�
dans la base de

WÿdR�R� deÂcrite dans la proposition 4.1. Alors, aÁ une constante preÁs, la matrice C�x� a pour
valeurs propres les deÂriveÂes logarithmiques de Kummer l2k�1�xÿ yz�.

Exploitons aÁ preÂsent les calculs du paragraphe 4 pour obtenir une minoration de
dÿp . Supposons que �p; a; b; c� satisfont aux hypotheÁses DTF1. Notons a, b et c les classes
respectives de a, b et c dans Z=p. Introduisons le sous-espace vectoriel V�p; a; b; c� de
Kÿ1 �A; Z=p� engendreÂ par l'orbite de

z � z1 � aÿ bzs

aÿ bzÿs mod F��p�;

c'est-aÁ-dire V�p; a; b; c� � VectZ=p

ÿ
zk; 1e k e �pÿ 1�=2

�
.

Proposition 5.2. On pose x � a=c et y � 1ÿ x � b=c. Avec les notations de la section
preÂceÂdente, on a 1f dimZ=p V�x� ÿ dimZ=p V�p; a; b; c�f 0.

DeÂmonstration. Soient j: A! A=p la surjection canonique et c: R! A=p

le morphisme d'anneaux deÂ®ni par c�t� � 1ÿ l. On deÂsigne par j1: K1�A; Z=p� et
c1: K1�R; Z=p� ! K1�A=p; Z=p� les applications induites en K-theÂorie aÁ coe½cients. Dans
K1�A; Z=p�, l'image de V�p; a; b; c� par j1 coõÈncide avec l'image de V�x� par c1, ce qui
montre que la dimension de V�p; a; b; c� est supeÂrieure aÁ celle de c1

ÿ
V�x��. On veÂri®e

aiseÂment que c1 est surjective de noyau de dimension 1. On en deÂduit l'ineÂgaliteÂ proposeÂe.
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TheoreÁme 5.3. Soient �p; a; b; c� des entiers satisfaisant aux hypotheÁses DTF1. Alors,
on a les ineÂgaliteÂs dÿp f rp�a=c� ÿ 2f rp ÿ 2.

DeÂmonstration. D'apreÁs le theÂoreÁme 4.8 et la proposition ci-dessus, on a les ineÂgaliteÂs

dÿp f dimZ=p Kÿ1 �A; Z=p� ÿ 1f dimZ=p V�p; a; b; c� ÿ 1

f dimZ=p V�a=c� ÿ 2f rp�a=c� ÿ 2f rp ÿ 2:

Remarque 5.4. AÁ une normalisation preÁs, les calculs ci-dessus correspondent aÁ ceux
e¨ectueÂs par BruÈckner ([6]). Soit w 0 la restriction de la trace de Dennis D

�p�
1 aÁ l'espace

V�a=c�. Notre trace w 0 est aÁ comparer avec le morphisme w de [6], 2.1. Les quantiteÂs fi�h�
introduites en [6], 3.5 sont telles que fi�h�G �ÿ1� iÿ1yMiÿ1�a=c� mod p et la minoration
dÿp f rp ÿ 2 correspond aÁ l'ineÂgaliteÂ [6], 5.1. AÁ partir de cette minoration, BruÈckner montre
que le premier cas du dernier theÂoreÁme de Fermat est vrai si pf 2dp�3 ÿ 2dp ÿ 3, ouÁ
dp � dimZ=p Cl�A��p�.

On peut aussi exploiter l'ineÂgaliteÂ dÿp f rp ÿ 2 en proceÂdant comme suit.

Proposition 5.5. Soit p un nombre premier. On a dÿp < �p� 3�=4.

DeÂmonstration. La quantiteÂ pdÿp divise hÿ. D'apreÁs [13] et [14], on a hÿe2p�p=24� pÿ1

4 .
On en deÂduit

dÿp ÿ
p� 3

4
e

ln�2�
ln�p� ÿ

�pÿ 1� ln�24�
4 ln�p� :

Le second membre de cette ineÂgaliteÂ est neÂgatif pour pf 2, cqfd.

De l'ineÂgaliteÂ dÿp < �p� 3�=4 valable pour tout p et de l'ineÂgaliteÂ dÿp f rp ÿ 2, con-
ditionnelle aÁ une solution aÁ DTF1, on deÂduit le reÂsultat suivant.

Scholie 5.6. Soit pf 3 un nombre premier. Si rp f �p� 11�=4, alors le premier cas

du dernier theÂoreÁme de Fermat est satisfait pour p.

L'ineÂgaliteÂ dÿp f rp ÿ 2 proposeÂe au theÂoreÁme 5.3 peut se retrouver par un autre rai-
sonnement. Le nombre rp est relieÂ aÁ la divisibiliteÂ des nombres de Bernoulli au moyen des
congruences de Kummer. Rappelons en premier lieu que les nombres de Bernoulli Bk A Q

sont deÂ®nis par

X

exp�X� ÿ 1
� P

kf0

Bk
X k

k!
:

Soit i�p� l'indice d'irreÂgulariteÂ de p deÂ®ni comme le nombre de nombres de Bernoulli divisi-
bles par p (c'est-aÁ-dire dont le numeÂrateur est divisible par p). On a

i�p� �Kfk; 1e k e �pÿ 3�=2; pjB2kg:

Rappelons en second lieu que pour x A Z=pnf0; 1g, on dit que x satisfait les con-
gruences de Kummer �K� si
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Bpÿ�2k�1�M2k�1�x�1 0 mod p �1e k e �pÿ 3�=2�:�K�

Il est clair que si x est solution des congruences de Kummer, on a l'ineÂgaliteÂ rp�x�ei�p�.
Par ailleurs, Kummer a montreÂ que si �p;a;b;c� satisfont aux hypotheÁses DTF1, alors x� a=c
satisfait les congruences �K� (cf. [15], VII ou [8]). On en deÂduit rp e i�p�. Cette ineÂgaliteÂ est
conditionnelle aÁ l'existence d'une solution aÁ DTF1. L'ineÂgaliteÂ i�p�e dÿp , indeÂpendante d'une
eÂventuelle solution aÁ DTF1, reÂsulte d'un theÂoreÁme de Ribet [16].
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