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Topologie/Topology

Formes différentielles non commutatives et cohomologie a
coefficients arbitraires

Max KAROUBI

Résumé — Dans cetie Note. nous utilisons la théorie des formes différentielles non commutatives
([2]. [3]) pour définir la cohomologie avec des coefficients arbitraires. Cette cohomologie est aussi
celle d’une filtration par le « poids » du complexe de De Rham non commutatif.

Non-commutative differential forms and cohomology with arbitrary coefficients

Abstract — In this Note, we use the theory of non-commutative differential forms ([2], [3]) to define
the cohomology with arbitrary coefficients. Is also the cohomology of the “weight™ filtration of the
non-commutative De Rham complex.

1. FORMES DIFFERENTIELLES NON COMMUTATIVES. — Soit & un anneau commutatif
unitaire et soit A une k-algébre (unitaire, mais non nécessairement commutative). On
pose

Q°(A)=A, Q'(A)=Ker(A®,A > A),

ot m désigne la multiplication, Q"(A)=Q'(A)®...R®Q'(A) [produit tensoriel de
n copies du A-bimodule Q' (A)]. Pour la contraction des tenseurs, Q*(A)=@® Q"(A)

est une k-algébre. Définissons un k-homomorphisme d: Q% (A) > Q' (A) par la formule
d(a)=1®a—a®]1. Lapplication (ay, a,, . . .. a,)—ay.da, . . . da, induit alors un iso-
morphisme du produit tensoriel de k-modules A®A/k ... ®A/k (n facteurs A/k) sur
Q" (A). Soit d:Q"(A) —» Q""" (A) la différentielle déduite de cet isomorphisme et définie
par la formule
d(ay.da, ... da)=1.day.da, ...da,

THEOREME ET DEFINITION. — L'algébre Q* (A), munie de l'opérateur d défini ci-dessus,
est une algébre différentielle graduée. Ses éléments sont les « formes différentielles non
commutatives » sur A.

2. COHOMOLOGIE A COEFFICIENTS ARBITRAIRES. — Soit A 'algébre simpliciale commuta-

tive que voici : pour tout entier s, on pose A, =Kk [Xg, Xy, ..., XJ/(xgTx ... Fx—1),
les morphismes face et dégénérescence étant induits par les transformations x;—0 et
x,— x;+x,,, respectivement ([1], [4]). Le foncteur [s]—Q*(A)), ou [s]=1{0,1, ..., s},

définit une algebre différentielle graduée simpliciale. Elle est notee Q*. Si X est un
ensemble simplicial, I'ensemble Q* (X)=Mor (X, Q*) des morphismes de X dans Q* est
donc une algébre différenticlle graduée.

Par ailleurs, I'algébre quotient A, de A, par I'idéal associ¢ aux relations (x;)>=x; et
x; x;=0 st i#), s'identifie au k-module des fonctions sur [s] a4 valeurs dans k. De méme,
Q*(A,) s'identifie a I'algébre des cochaines « semi-normalisées » sur [s]. Plus précisément,
Q7(A,) est le k-module des fonctions A sur [s]9"" de la forme A(ig, ..., i), ou i,el[s],
égales a 0 si i,=1i,,, pour un a. Le foncteur [s]—Q*(A,) définit donc une autre algébre
différentielle graduée simpliciale notée Q*. Si X est un ensemble simplicial, Mor (X, 0F)
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est aussi note Q*(X). Les considérations ci-dessus nous permettent de definir ainsi des
homomorphismes d’algebres différentielles graduées

Q% (X) - Q% (X) - C*(X),
ou C*(X) est I'algébre des cochaines usuelles sur I'ensemble simplicial X.

THEOREME. — Les homomorphismes précédents induisent des isomorphismes en cohomo-
logie. Ainsi, H" (Q* (X)) = H" (Q* (X)) = H" (C* (X)) = H"(X: k) pour tout anncau de coeffi-
cients k.

Remarques. — 1. En fait, ce théoréme ne dépend que de la structure additive de & par
une extension ¢vidente des définitions. Il est donc valable pour tout groupe abélien k.

2. Si Qck, posons Q*(X)=Mor(X. Q*). ou Q* est I'algébre différenticlle graduée
simpliciale commutative engendrée par les formes différentielles usuelles sur la k-algébre
commutative

0 [ Xips: e s § x ]/ (gt X%+ .. x,—1).

Daprés Sullivan [1]. H"(Q* (X)) = H" (X: k). I'isomorphisme étant induit par I'intégration
sur les simplexes (qui introduit des dénominateurs rationnels). Nous avons donc les
isomorphismes suivants (dont la composition est 'identité) :

H" (X: k) < H"(Q* (X)) < H"(Q* (X)) > H" (O% (X)) = H" (X; k).

le troisiéme isomorphisme étant induit par le morphisme canonique Q% — Q*,

3. Le théoréme s’applique notamment dans les deux situations géométriques suivantes :

a) A un espace topologique M, on associe son « complexe singulier » X qui est un
ensemble simplicial : X, est I'ensemble des applications continues de A, dans M, A
désignant le s-simplexe standard (') dans R*™"'.

h) Soit M une variété différentiable et soit # =(U,), iel, un recouvrement ouvert. On
associc a # I'ensemble simplicial X suivant (le « nerl » de #) :

Xo={ s 10 | U V.. . NV, # B

Enfin, on suppose % choisi en sorte que 'intersection d'un nombre quelconque d’ouverts
soit vide ou contractile.

Dans les deux situations géométriques précédentes, la cohomologie (simpliciale) de X
calcule la cohomologie usuelle de I'espace M (a coefficients dans le groupe abélien k).

3. DESCRIPTION SIMPLICIALE DES ESPACES D'EILENBERG-MAC LANE. — En suivant [1],
introduisons les groupes abéliens simpliciaux 7" et Z" définis par [s]+>Z"(A,) el
[s]+— Z"(A,) respectivement, ou Z" désigne en général le k-module des formes différen-
tielles fermées de degré n du complexe Q* ou QF.

THEOREME. — Les groupes abéliens simpliciaux 7" et 7" sont des modéles de l'espace
d'Eilenberg-Mac Lane K (k. n) : tous leurs groupes d'homotopie sont nuls, sauf m, qui
est isomorphe a k. En particulier, si X est un ensemble simplicial, H"(X: k) s'identifie
a l'ensemble des classes d'homotopie d'applications simpliciales de X dans 7" ouZ".

Un lemme analogue a celui de Poincar¢ permet de montrer que le complexe de De
Rham non commutatif

05k->0%A)> ... 5 A) > Q" HA) - ...
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est acyclique pour toute k-algébre augmentée A. Par conséquent, tout élément de Z"(A)
est une forme exacte (si 7n>0) et s’écrit comme combinaison linéaire de formes différen-
tielles du type

o=df,.df, ... df,

Le groupe symétrique &S, opére sur Z"(A) en permutant les df; (plus précis¢ément,
7"(A) =2 ARAK® ... @Ak, la permutation des facteurs A/k du produit tensoriel
définissant I'action). Cette opération du groupe symétrique sur Z"(A) est « homotope »
a celle induite par la signature des permutations dans un sens que nous allons expliciter.
Introduisons tout d’abord lalgébre des formes différentielles « étendues » T*(A), ou
T (A)=A®...®A (produit tensoriel de n+ 1 copies du k-module A). Le produit de
(4,® . ..Ra,) et (h,®...Rb,) est I'élement de T" "™ (A) égal a
4,® ... ®a,_,®a,by®...Rb,

Soit h,: T"(A) - T" ' (A) 'homomorphisme de k-modules induit par la « contraction »
des composantes (i, i+ 1) du produit tensoriel. Le A-bimodule Q" (A) s’identifie alors a
Iintersection des novaux des b, On désigne par A"(A) le sous k-module de T" (A) formé
des tenseurs antisymétriques (pour ['action du groupe symétrique &, ) el « semi-
normalisés » (c’est-a-dire appartenant au noyau de tous les homomorphismes b)) : nous
avons ainsi des inclusions de k-modules A"(A)cQ"(A)c=T"(A). Par ailleurs, soit
D:T*(A) » T*" 1 (A) 'homomorphisme de A-modules défini par la formule suivante
nt1
D(@®...®a,)=Y (—1)a,®... @, ®I®a®...Raq,
i=0
Alors D?=0, D est une dérivation et laisse stable A*(A) et Q*(A). Elle induit la
différentielle précédente o sur Q* (A).

En particulier, désignons par ZA" le groupe abélien simplicial [s]—ZA"(A,), ou
ZA"(A)=Ker[D:A"(A,) = A""'(A,)]. L'application canonique Z A" — Z" est alors une
équivalence d’homotopie équivariante, le groupe symétrique &, opérant par la signature
sur Z A" et par I'action précisée plus haut sur Z".

Cette action du groupe symétrique sera exploitée dans une Note suivante pour une
définition plus conceptuelle des opérations de Steenrod au niveau des espaces d’Eilenberg-
Mac Lane.

4. FILTRATION PAR LE PoIDS. — Un ¢élément f de

A =k[xg, X0 oo XJ/(Xgtx + L]

est de poids =r sl existe un polynome de degré =<, ayant comme classe f. Plus
généralement, une forme différentielle non commutative @ est dite de poids =r si elle
$*écrit comme combinaison linéaire de formes du type f°.df" ... df", ot les f ont des
poids dont la « somme » est <r. On note Qf le k-module des formes différentielles de
poids <r. 11 est clair que QF est un sous-complexe du complexe de De Rham non

commutatif.

THEOREME, — Pour tout ensemble simplicial X, et en degrés =r, le morphisme
canonique Qf — Q¥ induit un isomorphisme entre la  cohomologie du  complexe
QF (X)=Mor (X, Q) et celle du complexe Q* (X)=Mor (X, Q). soit H* (X k).

En remplagant Q* par Q% . nous définissons (par I'intégration usuelle sur les simplexes)
un morphisme de complexes

Q- C3,
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ou C¥ désigne le k-module des cochaines usuelles tensorisé par Z[1/r!]. Ce morphisme
se factorise bien entendu par le k-module des formes différentielles commutatives de poids
<r, ou la méme factorielle est inversée. Par ailleurs, il est bien connu que le k-
module des formes différentielles commutatives de poids <r forme un complexe, dont la
cohomologie en degré n < r est isomorphe a H"(X; k) si r! est inversible dans k. Dans

cette échelle, la cohomologie des formes différentielles non commutatives de poids =r
coincide donc avec celle des formes différentielles commutatives (cohomologie « tame »).

(') Les coordonnées (1;) d’un point courant de A, vérifient donc les relations 1,20 et Y r,=1,i=0.1, ..., s
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