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GEOMETRIE DIFFERENTIELLE. — K-théorie multiplicative et homologie cyclique.
Note de Max Karoubi, présentée par Alain Connes.

Nous définissons en géométrie différentielle non commutative [1] I'analogue 4", (A) (pour une algebre
topologique localement convexe A) de la K-théorie multiplicative introduite dans une Note précédente [8].
L ’homomorphisme K, (4) — K?(A) de la K-théorie algébrique de Quillen vers la K-théorie topologique se
factorise a travers £, (A).

DIFFERENTIAL GEOMETRY. Multiplicative K-theory and cyclic homology.

In non commutative differential geometry [1] we define a group A (A) (for any locally convex algebra A)
which is analogous to the multiplicative K-theory introduced in a previous Note [8].  The homomorphism
K,(A) = K" (A) from the algebraic K-theory of Quillen to topological K-theory can be factorised through
# L (A).

. UNE DEFINITION DE L'HOMOLOGIE CYCLIQUE EN TERMES DE FORMES DIFFERENTIELLES NON
coMMuTATIVES. — Considérons d’abord une k-algébre A, k étant un anneau commutatif
quelconque tel que k soit facteur direct dans A (en tant que k-module) et tel que k > Q.
Soit Q4 (A) I'algébre graduée universelle des formes différentielles non commutatives sur
A ([1]. [4]. [6]). En particulier, Q,(A) s’identific a A ®@ A/k ® ... ® A/k (n facteurs A/k),
ses ¢léments s'écrivant formellement comme combinaison lincaire de « formes différentiel-
les non commutatives » dyda, ...da, avec la régle de calcul d(xy)=x.dy+dx.y. Soit
Q. (A) le quotient de Qx«(A) par le k-module [Qx«(A), Q4 (A)] engendré par les commuta-
teurs gradués. L’homologie de Hochschild H« (A, A) peut s’identifier a I’lhomologie du

complexe

h
'_)er+l{A)_—)Qn(A)4>Qn ](A)_'---
ou h(w.dx)=(—1)"(xo—wx), avec xeA=Q,(A) et weQ, | (A). Définissons
O.(A)=0Q,(A)sin=1et Qy(A)=Q,(A)/k.

THEOREME. — L homomorphisme canonique H, (A, A) = Q, (A) est injectif. Pour n = 1,
I'homologie en degré n—1 du complexe

d d - d .
0-Qy(A)—=...—>Q, (A)—>Q,(A)/H, (A, A)

est isomorphe a I"homologie cyclique réduite ([1], [9]) HC, ,(A).

Remarque bibliographique. — Ce théoréme est I'analogue en homologie cyclique d’un
théoreme d’A. Connes en cohomologie cyclique (comparer avec [1], théoréme 33). L'inte-
rét du complexe (Q4(A), d) en K-théorie algébrique (notamment pour la definition du
caractére de Chern) a été montré indépendamment dans [4].

Supposons maintenant que k=R ou C et que A soit une k-algébre topologique
localement convexe. En remplagant les produits tensoriels précédents par les produits
tensoriels projectifs au sens de Grothendieck [3], on peut définir le complexe de De Rham
topologique universel Q§7(A) par la formule QP (A)=A ®Ak®...®A/k. De méme,
QP (A) sera défini comme le quotient de Q¥P(A) par l'adhérence de [QEP (A), QP (A)].
Dans ce cas, 'image de d: Q¥P(A) —» Q¥P(A) est fermée. Le théoréme precedent s’étend
au cadre topologique en un sens évident : I'homologie de Hochschild topologique
H'“P(A, A) (quotient de Kerh par I'adhérence de Imb) est un sous-espace vectoriel de
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QP (A); I'homologie en degré n—1 du complexe

0= QUP(A) 5., 5 Qe

WPy (A) = QPP (A)HP(A, A)
est isomorphe a I’homologie cyclique réduite topologique HC'P  (A) si n=1 (avec
ee=00r sin = 1 et QgP=04"/k).

A partir de maintenant, toutes les homologies considérées : cyclique, de Hochschild, etc.
seront supposées topologiques séparees.

Pour alléger les notations, on écrira désormais HC,(A), Q,(A), etc. au lieu de

HCP(A), QI°P(A), etc.

II. DEFINITION DES GROUPES DE K-THEORIE MULTIPLICATIVE .4, (A). — Pour toute k-alge-
bre topologique localement convexe A, on peut définir les groupes de K-théorie topologi-
que K!°P(A) comme les groupes d’homotopie n,(K,(A) x BGL(A)) ou Ay est 'anncau
simplicial défini par A, =C” (A") ® A. Plus généralement, si X est un ensemble simplicial,
le groupe K (X) est I'ensemble des classes d’homotopie d’applications simpliciales de X
dans I'espace de Kan K, (A) x BGL (A 4); si |XJ est fini, c’est aussi le groupe de Grothen-
dieck de la catégorie des fibrés repérés sur X [7] de fibre un A-module projectif de type
fini. Si A est une algébre de Banach, on retrouve les définitions usuelles [5]. En particulier,
KP(A) =~ K, (A) si k=C et KI°P(A) ~ KI°P4(A) si k =R (périodicité de Bott). A partir
de maintenant, X désignera un ensemble simplicial tel que |X | soit fini.

Considérons le complexe QX (X)=0Q*(X; Q«(A)) déja introduit dans [4] et [7] et
constitué des formes différentielles C* sur X (au sens de Sullivan) a valeurs dans Q. (A).
Définissons une filtration sur ce complexe en posant F"(Q% (X)) =Q*(X; F*(Q4(A))) ot
F"(Q4(A)) est le sous-complexe suivant de Qu (A) :

0—...>H, (A, A)=Q,. (A)~Q,,,(A)—...

H,(A, A) étant placé en degré n (n=1). En suivant [8], on définira un « A-fibre
multiplicatif d’ordre r » sur X comme un triple (E, D, ®) ou E est un A-fibré repére sur
X de fibre un A-module projectif de type fini, D une A-connexion sur E([4], [7]) et
weQi" 1(X) telle que do=Ch,(D)mod. Fr=F (Q%(X)) (cf: [1], [4] et [7] pour la défini-
tion explicite du caractére de Chern Ch, dans le contexte non commutatif ).

Avec les notations de [8] on dira que deux fibrés multiplicatifs &°=(E°, D’ o)
et &'=(E', D'. ®') sont équivalents s'il existe un isomorphisme o: E° - E' tel que
o' -0’ =0,(D°% «*D') mod. Bi" '(X)+F (Q%(X)). On désignera par #J"(X) le
groupe symétrisé du monoide abélien formé des classes d’¢quivalence de fibrés multiplica-
tifs.

THEOREME. — On a la suite exacte
Ko ''""(X) > @  H(X; Hj(Qu(A)F) = # ¢ (X) = KEP(X)
i+j=2t—-1
- @ H(X; H;(Q«(A)/F).
i+j=2¢ '
Dans cette suite exacte, K, ' '°?(X) = [X, GL(A4)] et les homomorphismes sont definis
par des formules analogues a celles de [8].
En particulier. si X est la sphére S" et si B=A" ou A" désigne I'algébre A augmentée
d’un ¢eléement unite, on pose
A, (B)=Coker (.4 " (Point) — 4§ " (S")
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et
A, (A)=Coker (F, (k) = H,(A7)).
La suite exacte précédente peut alors s’écrire
K (A) - HC,_ | (A) > #,(A) = K}**(A) - HC,(A)/Im (H, (A, A)).

Supposons maintenant que la suite
H, (A, A) > HC,(A) - HC, ,(A)

soit exacte [hypothése notée (H,)]. On en déduit la suite exacte
K'P (A) - HC,_,(A) » #,(A) > K (A) - HC, _, (A). (S)

Remarques. — La notation # ,(A) est empruntée 4 Graeme Segal qui a defini des
groupes analogues s'insérant dans des suites exactes du type (S). Cependant, jignore si
sa définition coincide avec celle-ci. D’autre part, I'hypothése (H,) est vérifice si
A=C"(M), M varié¢té compacte, d’apres les calculs duaux de ceux effectués dans [1],
toutes les homologies considérées étant alors séparées.

ITI. RELATION AVEC LES GROUPES K, DE QUILLEN.

THEOREME. — L homomorphisme K, (A) = K)°P(A) de la K-théorie algébrique de
Quillen [10] vers la K-théorie topologique se factorise naturellement a travers le groupe
A (A)

K. (A) = X,(A)

/

Ki°P(A).
THEOREME. — On a le diagramme commutatif
KiP, (A) = KF'(A) - K, (A) —KPP(A) -~ K2 (A)
I Lot l I l
Ki? (A) - HC,_,(A) = X ,(A) = KP(A)—»HC,_,(A)
! [ ! ! I

HC,,,(A) - HC,_(A) > H,(A, A) > HC,(A) - HC,_,(A)

ot le « caractére de Chern relatif » Ch'®" est défini dans (2] et ou la derniére suite (peut-étre
non exacte) est définie dans [1].

Exemple. — Soit X une variéte C” et soit A I'algeébre des fonctions C* sur X. Alors
le groupe .#",(A) est isomorphe au groupe noté 4, (X) d’une Note précedente [8] ou la
filtration sur Q*(X) est la filtration « béte » définie par

Fr"(X)=Q"(X) sir=n et 0 sinon

(ceci est une terminologie admise par les spécialistes de théorie de Hodge). Si on consi-
dére plus particuliérement le cas ou X=8' et k=C, I'homomorphisme
K,(C*(8") = #,(C*(S')) ~ C* est associé¢ a I'extension centrale de SL(C*(S")) par
C* d’apres [2].

Remarque. — La définition de la K-théorie multiplicative (ainsi que celle de I'homologie
cyclique) peut étre généralisée a une filtration quelconque d’une algebre différentielle
graduée topologique Qx (A) telle que Q,(A) =A (I'image dans Q. (A) étant fermée). Ainsi,
dans I'exemple précédent il est plus naturel de considérer le complexe

QA)=0X a0 (X)X ®...
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avec la filtration déduite de la filtration « béte ». Ceci évite le recours aux produits
tensoriels topologiques comme il a ét¢ montré pour la situation duale dans [1]. L'analogie
avec une Note précedente [8] est ainsi plus transparente, notamment pour la filtration de
Hodge (cas d’une variété analytique complexe) et la filtration associée a un feuilletage.

Regue le 24 février 1986, acceptée le 30 juin 1986.
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