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ALGEBRE HOMOLOGIQUE. — Périodicité de la K-théorie hermitienne.
Théorte de Quillen et homologie du groupe orthogonal. Note (*) de
M. Max Karousi, transmise par M. Henri Cartan.

Nous nous proposons de transposer dans la théorie de Quillen certains des
résultats énoncés dans les Notes précédentes [(®), (°), (")]. Comme application
nous étudions I’homologie du groupe orthogonal infini :0 (A) associé & un anneau
discret A muni d’une antiinvolution. Si A est un corps, les théorémes énoncés ici
recoupent partiellement certains résultats récents de Borel et Matsumoto.

1. Lo raforie pe (QUILLEN POUR LES MODULES QUADRATIQUES. —
Soit A un anneau unitaire discret muni d’une antiinvolution et tel que 2
soit inversible dans A. Soit X = B, l’espace classifiant du groupe

discret .0 (A) = lim .0,,, (A). Soit (X*,f) un couple formé d’un CW-

complexe X* et d’une application continue f: X -» X* satisfaisant aux
deux propriétés suivantes :

(@) = (X*) =.0(A).0" (A), aveec .0’ (A) =[O (A), ;0 (A)], applica-
tion f induisant I’homomorphisme quotient sur les =, ; »

(b) L’application f induit un isomorphisme H, (X; G) ~ H, (X*; G)
pour tout w, (X*)-module G.

Un tel couple existe d’apres le travail de Quillen (*) et est unique & homo-
topie pres. On pose

Xt =Bpw e Bon a=Baw [ ()

Les espaces By, et Bi;(, sont des espaces de lacets infinis [(*), (*°)].

Dérinttion T PROPOSITION 1. — Posons L, (A) = =, (Bou) pour n >0
et L, (A) = .L™" (A) pour n 0. On a alors

el (A) 70 (A0 (A), el (A) ~ H. (0" (A); Z)

atnst qu'un isomorphisme naturel L, (A) ~ L,., (SA) pour n€Z, SA repré-
sentant la suspension de Uanneau hermitien A [(*), (*), ("")].

Soit ¥, (resp. U,) la fibre au sens homotopique de l’applica-
tion By — Biuw (resp. Biy — Boy) induite par I’homomorphisme
{O(A) - GL (A) [resp. GL (A) - .0 (A)] associé au foncteur oubli (resp.
au foncteur hyperbolique). Pour n >0, ;V,(A) [resp. .U, (A)] est le groupe
d’homotopie =, (¥,) [resp. 7, (U,)]. On a alors .V, (A) ~ (V,., (SA) et
Un (A) ~ U, (SA), ce qui permet de définir .V, (A) [resp. .U, (A)] pour
n<0 grace & la formule de récurrence .V, (A) = .V, (SA) [resp.
U, (A)=U,.s (SA)]. Avec ces définitions, on a, pour n positif ou négatif,
les suites exactes

Koit (A) = Lt (A) = Uy (A) > K, (A) <> oL (A),
Lo ) <> Koo (A)- 55 W A5 oL (A LTG5 (R,

N&e



(2)
Le théoréme 1 de la Note précédente (*) nous conduit naturellement & la
conjecture suivante : les théories U, (A) et .V, . (A) coincident. 11 résulte
des résultats de la Note précédente que cette conjecture est déja vraie
pour n < 0 et A K-régulier.

2. Périopicité pu eroupe pE Wrrr. — Considérons le n'"™ « groupe
de Witt » W, (A) = Coker [K, (A) - .L, (A)]. Le théoréme suivant est
analogue au théoréme 3 de (7) :

Tutorime 2. — Les groupes W,(A) ®Z e Wi (A)QZ sont
isomorphes pour n€Z (avec Z' = Z [1/2]). De maniére plus précise, il existe
des homomorphismes naturels

B: WalA) > Waa(d) o Bt W (A) > Wa(A)

tels que Bf3 et 3’0 soient la multiplication par 4 (*).

CororLratRe 3. — Les groupes .U, (A) R Z et .V, ,(A)RZ sont
naturellement isomorphes.

CoroLLAIRE 4. — Les groupes W, (A) Q Z' et W (A) ® Z' sont natu-
rellement isomorphes (sans hypothése de K-régularité sur A).

Posons EWR (A) = W, (A) ® Z'. Le théoréme 2 a aussi la conséquence
intéressante suivante. Si

A—3>A,
J o
A=

est un carré cartésien d’anneaux hermitiens unitaires discrets, on a la
suite exacte

Wt (A) > W, (A) > Wa (A1) DWW (As) > WL (A) > W,y (A)

pour n€Z. En outre, la projection naturelle A [z] — A induit un isomor-

phisme W, (A) ~ W, (A [z]). :
Tutonrime 5. — Soit B, le H-espace obtenu a partir de B}, en loca-

lisant par rapport au systéme multiplicatif (27). Au type &’ homotopie prés,

on peut alors écrire B}, comme le produit de deux H-espaces connexes By,

et B, tels que
T (Biw) & s Bow)  pour n > 0.

De maniére explicite, on a
m B~ Wi (A)RZ ~ W (A)RZ,
T (Blow) & W (A)® Z'.
T (Biw) & Wi (A) ® Z' ~ W' (A) ® Z',
m(Biu) & W(A)RZ.



(3)
Remarque sur les notations. — Si A est commutatif et muni de I'invo-
lution triviale, on a

0(A) =1lim0,.(A) et _,0(A)=IlimSp..(A)
e -

avec les notations classiques.

CororrLatre 6. — L’homologie a coefficients rationnels du groupe ortho-
gonal infini .0 (A), e = 4 1, peut s’écrire comme le produit tensoriel gradué
de trois algébres de Hopf, soit

H, (0 (A); Q) 2 Sy @ AA ® My,
ou :
(1) .S, est lalgébre symétrique de Vespace vectoriel gradué

(8, W) BQ) B (&, Wirs B) ®Q) 5

(2) .A, est Ualgébre extérieure de Uespace vectoriel gradué

(,@uswmd—l (A) ® Q) @ (n@oewmw (A) ® Q),

(3) M, = H, (B,; Q) donc est isomorphe a Q en degré zéro.
Exemple. — Si A est un corps commutatif F, on a

AW (F)®Q =W, .(F)®Q = Wi (FY Q = 0.

Le groupe ;W,, (F) @ Q n’est pas nul en général : il est isomorphe au
groupe de Witt W (F) tensorisé par Q. Si F est un corps de nombres,
le corollaire 6 est contenu dans un théoréme récent de Borel (*) démontré
par une toute autre méthode qui permet de déterminer en plus le
facteur .M, : c’est une algébre extérieure qui posséde r, générateurs en
chaque degré de la forme 4 n -+ 3, 2 r, représentant le nombre de places
complexes de F.

3. Carcur partiEL DE H, (0’ (A); Z).

Tutorime 7. — Soit A un anneau hermitien unitaire discret tel que
K. (A) ~ K, (A[z]) et que K(A) ~ K(A[z]). On peut alors définir des
homomorphismes naturels

Ty i VY (A)—>~.U1 (A) el Tpi -eUs (A) >V (A)

tels que Tty 1ty = Id.

Cororraire 8. — Soit Ly, (A) le deuxiéme terme de la filtration de .1.° (A)
décrite dans (7) et soit k', (A) le groupe d’homologie du compleze

L, (A) - K, (A) =K, (A).

St _0: .k, (A) - _.W. (A) désigne l’homomorphisme injectif induit par =,
Coker .0 contient LY (A) comme facteur direct.



(4)
Dans le cas ot A est un corps F, &, (F) = 0 et du corollaire 8 on déduit
que W, (F) contient LY (F) comme facteur direct. En fait, les deux
groupes sont isomorphes d’aprés un théoréme récent de Matsumoto (°).

(*) Séance du 27 octobre 1971.

(*) Pour n > 0, la démonstration de ce théoréme nécessite de maniére essentielle un
résultat récent dé Gersten (°) [voir aussi (')].

(?) A. BoreL, A paraitre.

(*) S. GERSTEN, On the spectrum of algebraic K-theory (i paraitre).

() M. Karousr, Séminaire Heidelberg-Saarbrucken-Strasbourg, 1967-1968, Exposé v,
Springer Lecture Notes, n° 136.

(5) M. Karousi, Comples rendus, 273, série A, 1971, p. 599.

() M. Karousi, Comples rendus, 273, série A, 1971, p. 802.

() M. Karousi, Comptes rendus, 273, série A, 1971, p. 840.

(*) D. QUILLEN, Conférence au Congrés international des Mathématiciens, Nice, 1970.

() H. MaTsumoTo, a paraitre.
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