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K-THEORIE ALGEBRIQUE ET K-THEORIE
TOPOLOGIQUE II

MAX KAROUBI et ORLANDO VILLAMAYOR

Cet article poursuit I’étude commencée dans [9]. Son objet est de mon-
trer que la théorie stable des modules quadratiques peut se développer
de maniére analogue & celle des modules projectifs. En particulier, nous
définissons axiomatiquement des foncteurs L™(4), A «anneau hermitien»,
tout-a-fait analogues aux foncteurs K introduits dans [9]. La « K-théorie
hermitienne» ainsi définie semble étre plus proche de la K-théorie topo-
logique comme le laissent penser les travaux récents de Novikov [13],
de Wall [19] et du premier auteur [7].

Dans le premier paragraphe nous développons quelques généralités sur
les «catégories hermitiennes», généralisation naturelle de la catégorie des
modules sur un anneau hermitien (i.e. un anneau de Banach muni d’une
antiinvolution bornée). Dans le deuxiéme paragraphe on établit la
«premiére suite exacte de la K-théorie hermitienne» (théoréme 2.11).

oda(4) > Ly(4") > L(A') ~ L(4) - L(4")
associée 4 la suite exacte d’anneaux hermitiens
0>-A">A—->A4" -0
Dans les troisiéme et quatriéme paragraphes la topologie intervient pour
la définition axiomatique des foncteurs ,L”, n € Z (théorémes 3.1 et 4.1).

Enfin, le cinquiéme paragraphe est essentiellement consacré au calcul
de ,L-Y(F), F étant un corps discret quelconque (théoréme 5.8).
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1. Catégories hermitiennes.

Soit % une catégorie en groupes de Banach dans le sens de[8]. Unfoncteur
de «dualité» de € dans elle-méme est la donnée d’un foncteur banachique
contravariant 6:% — % et d’un isomorphisme fonctoriel ~:1d — 62. (On
suppose en outre que, pour tout objet M, kg, : 0(M) — 6% 6(M)) coincide
avec O(ky): O(M) — 6(6%(M))~6%0(M)).) Une catégorie hermitienne est
par définition une catégorie en groupes de Banach munie d’un tel foncteur
de dualité. Par abus d’écriture, on posera (M) ='M, 6(f)=1f, etc. pour
tout objet M (resp. tout morphisme f) de la catégorie %.

ExEMpLES. 1) Soit A4 un anneaw hermitien, ¢’est-a-dire un anneau de
Banach muni d’une antiinvolution bornée que nous noterons a - a@. Soit
€ =P(A) la catégorie des A-modules & droite qui sont projectifs de type
fini. Pour tout objet M de €, on définit le «dual» de M, soit *M, comme le
groupe abélien formé des applications Z-linéaires g: M —~ A telles que
g(xo)=ag(x),x € M,x € A. La formule (9f)(x)=g(x)B,8 € 4, permet de
munir M d’une structure de 4-module & droite. De maniére générale,
notons {-,-»,, le produit scalaire ordinaire entre M et M. Si f: M -~ N
est une application A-linéaire, il en est de méme de {f:*N — tM ol !f est
défini par la formule usuelle

<f(x)’ y>N = <.’L‘, tf(?/))M’ ZEM,?/EJN.

Puisque M est projectif de type fini, 'application canonique de M dans
son «bidual» {(!M) est un isomorphisme.

2) Soit ¥ la catégorie des représentations hilbertiennes d’un groupe
topologique quelconque. Le foncteur qui associe & une représentation
0:G — Aut H la représentation contragrédiente o’ définie par p'(g)=
(e(g™))* munit € d’une structure de catégorie hermitienne.

3) Soit 4 un anneau de Dedekind et soit p un idéal maximal de 4.
Soit € la catégorie des 4-modules de type fini qui sont de p» torsion, »
assez grand. Alors le foncteur M + Ext (M, A4) munit € d’une structure
de catégorie hermitienne.

Soit M un objet d’'une catégorie hermitienne générale €. Une forme
sesquilinéaire sur M est la donnée d’un morphisme ¢: M — ‘M. La forme
sesquilinéaire ¢ est dite non dégénérée si @ est un isomorphisme dans la
catégorie. Notons Sesq(M) le Z-modules des formes sesquilinéaires sur 3.
On peut définir une involution 7' sur Sesq(M) de la maniére suivante.
Sig: M — M est une forme sesquilinéaire, T'(¢) est le morphisme composé

M ~ (M) 2t
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Sie= 11, on a donc le complexe

Sesq (M) 275 Sesq (M) =% Sesq(M) .

DerFintTION 1.1. Soit € une catégorie hermitienne. Une forme sesquili-
néaire e-symétrigue (ou forme e-hermitienne) sur un objet M de € est un
élément de Ker(1 —Te). Une forme e-quadratique sur M est un élément de
Coker (1 —Te).

REMARQUES. 1) Si la multiplication par 2 induit un automorphisme du
groupe abélien Sesq (M), il est clair que le complexe précédent est acyc-
lique. Donc Ker(1 —T'¢) ~Coker (1 —T'¢) et les notions de forme e-quadra-
tique et de forme e-hermitienne sont essentiellement équivalentes.

2) Si €=%(A), A étant un anneau hermitien, la donnée d’une forme
sesquilinéaire sur M est équivalente & la donnée d’une application Z-bili-
néaire @: M x M — A4 telle que

a) P(xx, y) = aD(x, y) ,
b) D(x, yx) = P(x, y)x, x,yeM,xed.

11 suffit de poser en effet ¢(y)(x)=P(x, y). L’'involution 7' sur Sesq (M)
équivaut dans ce contexte & changer @ en @’ ou @'(z,y)=D(y,x). On
retrouve donc bien les définitions classiques sur la catégorie des modules
(cf. [16], [18]).

3) En suivant Wall [18], on pourrait pousser un peu plus la généralité
en remplacant ¢ par un automorphisme u de la catégorie tel que uot=1
en un sens évident. Nous laissons au lecteur le soin d’adapter ce qui va
suivre & ce contexte un peu plus général.

DErFINITION 1.2. Soit ¢ une forme e-quadratique sur M représentée par une
forme sesquilinéaire g, La forme e-hermitienne associée est ¢ =(1+Te)p,.
La forme q est dite non dégénérée si o est non dégénérée.

Soient M et N deux objets de la catégorie hermitienne € munis de
formes e-hermitiennes ¢ et ¥ et soit f: M — N un %-morphisme. On dit
que f est unitaire si p = o ¥o f. L’ensemble des automorphismes unitaires
de M forme un groupe, le groupe unitaire, qu’on notera U(J), ou
plus simplement U(M). St ¢ est non dégénérée, on définit l’adjoint de f
comme le morphisme f* =g@lolfo W. Dans ce cas, le groupe unitaire n’est
autre que le groupe des automorphismes f de M tels que f*of=1d,,.

Supposons maintenant que M et N soient munis de formes ¢-quadra-
tiques p et ¢ représentées par des formes sesquilinéaires g, et ¥, respec-
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tivement. Un morphisme f:M — N est un morphisme orthogonal (resp.
une isométrie) si g, —fo Pyof € Im(1 — T'e) (resp. si gy —fo Pyof eIm (1 —Te)
et si f est un isomorphisme). L’ensemble des automorphismes ortho-
gonaux de M forme un groupe, le groupe orthogonal, qu’on notera O, (M)
ou plus simplement O(M). On a évidemment O,(M)<U(M),p étant la
forme e-hermitienne associée & p. Les deux groupes coincident si 2 est
un élément inversible de 1’algébre End M. Dans le cas de la catégoric des
modules, on retrouve bien entendu les définitions classiques. Pour toute
catégorie hermitienne %, on notera (%) la catégorie (non additive)
dont les objets sont les objets de ¥ munis de formes e-quadratiques non
dégénérées et dont les morphismes sont les isométries.

Pour simplifier les considérations qui vont suivre, convenons d’identifier
WtM) a M grace a I'isomorphisme fonctoriel Id,~#2. On peut alors munir
M@'M de la forme e-quadratique ¢ représentée par y,, ou

%o ! MM — (MES'M) ~ MOM

B (0 1
Xo = 0 0
La forme e-hermitienne associée & ¢ est définie par la matrice
(¢ o)
e 0
Par suite, ¢ est non dégénérée. Posons H(M)=MP'M muni de la forme
quadratique ¢ et H(x)=o@®(*x)~t pour tout isomorphisme «.

est définie par la matrice

LeMME 1.3. Notons € la catégorie dont les objets sont les objets de € et
dont les morphismes sont les isomorphismes de €. Alors H induit un foncteur
(le «foncteur hyperboliquey) de la catégorie € dans la catégorie Q(%).

D#monsTrATION. 11 suffit de vérifier que H () est un morphisme ortho-
gonal, ce qui résulte de I'identité

Hemd® = (¢ ) (o o) (5 oa) = (o o)

THEOREME 1.4, Notons J le foncteur «oubli» de Q(€) dans €. Le foncteur
composé J o H associe & un objet M de € Vobjet M@IM et d un isomorphisme
oa: M - N Uisomorphisme «P(lx)t. Le foncteur composé Ho,J applique
Vobjet (M,q) sur un objet isomorphe & (MDM,qD(—q)).
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DiMONSTRATION (d’aprés [18]). La premiére assertion du théoréme est
évidente. Soit ¢, une forme sesquilinéaire représentant g et soit f: MPM —
M@®'M le €-morphisme représenté par la matrice

Fe (l—qv‘l% <P‘1%)
¢ —¢

ol @ =gq,+¢p, est la forme sesquilinéaire associée & ¢g. Le morphisme f
est en fait un isomorphisme, son inverse étant représenté par la matrice

-1 _ (1 Pl gept )
1 g7 lpopt —o
Le morphisme f est représenté par la matrice
ff = (l—et(po(p“l &p )
lpgpt  —ep

et la forme quadratique ¢@®(—¢q) par la matrice

r Po 0
Po = (0 “‘Po).

Le morphisme !fy,f est donc représenté par (1—T¢)(h) avec

b= ( 0 O).
Py Po

Soit S: Q(¥) - Q%) le foncteur qui associe & I'objet (M,q) 'objet
(M®M, gD(—q)) et au morphisme « le morphisme qui coincide avec
x@o sur les objets de € sous-jacent. Si (M, p) et (IV,q) sont deux objets de
L(€)etsio:(M,p)~(N,q) est une isométrie, on peut choisir des représen-
tants @, et ¥, de p et ¢ respectivement tels que g,='«¥ x. On vérifie
alors la commutativité du diagramme

ES(M) _ sH BJ(M)
S() | l eHeJ ()
eS(N) - SHBJ(N)

c’est-a-dire ’identité

x 0 ) (l—q)-ltpo qJ_ltp()) _ (I—Y’—l!l’o Y"lTo) (oc 0)
(O tx—1 @ -9/ b 4 -y 0 «)°

Ceci achéve la démonstration du théoréme 1.4.














































































