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K-THEORIE ALGEBRIQUE ET
K-THEORIE TOPOLOGIQUE 1

MAX KAROUBI et ORLANDO VILLAMAYOR

Le but de cet article est de présenter un cadre unifié pour les « K-théo-
ries » algébrique et topologique. Ce cadre est devenu une nécessité pour
le développement de la K-théorie algébrique et d’autres. En particulier,
le probléme d’une « bonne » définition des foncteurs K™ (algébriques ou
topologiques) est, semble-t-il, résolu de maniére satisfaisante. La mé-
thode proposée étant axiomatique, cette tentative va plus loin que les
tentatives précédentes dont nous nous sommes inspirés d’ailleurs a
maintes reprises.

Un «anneau de Banach» est un anneau A (avec ou sans élément
unité) muni d’une « quasi-norme» p: 4 - R satisfaisant aux axiomes
usuels:

(i) p(x)=0 <= =0,
(i) p(z+y)=p(@)+py),
(iii) p(—2)=p(x),
(iv) p(xy) < Cp(=)p(y),

C étant une constante indépendante de x et de y. En outre, on suppose
que 4 est complet pour la distance d(z,y)=p(x—y).

Pour tout anneau de Banach A4, on peut alors définir des « groupes de
Grothendieck » K®(A4), n € Z, satisfaisant & des axiomes simples (théo-
rémes 5.3 et 7.7). Si A est une algébre de Banach usuelle sur R ou C,
on retrouve les définitions de [3]. Si 4 est un anneau muni de la « quasi-
norme discréte » (p(x)=1 si x +0), on retrouve pour n >0, les groupes
K™ définis indépendamment dans [1] et [4]. Pour n négatif, les foncteurs
K™ algébriques sont intimement liés aux foncteurs K_, introduits dans
[6].

La définition de K™(A4) pour n négatif utilise de maniére essentielle
la notion d’homotopie. A ce point précis, nous nous sommes inspirés de
[6, p. 581] et des « foncteurs de Serre » de [3, p. 179]. De méme, les défini-
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tions et les théorémes proposés dans le cadre des anneaux de Banach
g’étendent sans peine & celui des « catégories en groupes de Banach »
de [4, p. 113]. Pour n >0, on retrouve alors les résultats de [4, p. 158].

Enfin, pour conclure, signalons que l’essentiel de cet article a été
résumé dans une Note parue aux Comptes Rendus de I’Académie des

Sciences [5].

1. Groupes et anneaux de Banach. Catégories en groupes de Banach.

1.1. D#FINITION. Soit M un groupe abélien. Une quasi-norme sur M
est une application p: M — R+ satisfaisant aux axiomes suivants:

(i) px)=0 <> =0,
(i) p(x+y) = p@)+py),
(iii) p(—2)=p(x).

Un groupe quasi-normé est un groupe abélien muni d’une quasi-
norme p. On notera p(z)=||z|| lorsque la quasi-norme est claire d’apres
le contexte. La formule d(z,y)=|x—y| définit alors une distance sur
M qui est invariante par translation. Réciproquement, p(x) =d(x,0) est
déterminé par une telle distance. On dira que M est un groupe de Banach
si M est complet lorsqu’on le munit de la distance d.

Si M et N sont deux groupes de Banach, un homomorphisme f: M -~ N
est borné §’il existe une constante C telle que, Vx € M, |f(x)||ZC|x|.
Les homomorphismes bornés de M dans N forment un groupe abélien
ZL(M,N) pour la somme des opérateurs. Ce groupe est aussi un groupe
de Banach pour la quasi-norme usuelle

Il = supg.ollf @)II/ll]].

Tout sous-groupe fermé N d’un groupe de Banach M est évidemment
un groupe de Banach pour la quasi-norme induite. De méme, M/N est
un groupe de Banach pour la « quasi-norme quotient » |ja||=inf,,_, |,
q: MM /N .

Si M,,M,,...,M, est une suite finie de groupes de Banach,
M®M,®...®M, est un groupe de Banach pour la quasi-norme ||| =
Sl ou x=(xy,...,x,). Plus généralement, si M,,M,,...,M,,... est
une suite infinie de groupes de Banach, on note M. ®M,®.. . OM,D...
le sous-ensemble de M;x Myx...xM,x ... formé des suites x=
(@5« s Zp,...) telles que |z|=3|l;l< +o0 («¢somme L'» des M,).
C’est évidemment un groupe de Banach. Si N;,N,,...,N,,... est une
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autre suite infinie, un homomorphisme borné f: > M, > >N, se repré-
sente par une matrice infinie (f;;) ou f;; € L(M;,N;). On a alors ||f]| <
sup, ;| fi:ll («norme L!» des opérateurs).

Enfin, deux quasi-normes p et p’ sur M sont dites équivalentes §’il
existe deux constantes C et C’ positives telles que, Vz € M,

COp(x) < p'(x) £ C'p(x) .

Deux quasi-normes équivalentes définissent évidemment la méme topo-
logie.

REMARQUE. On prendra garde cependant que le « théoréme de Banach »
est faux en général pour les groupes de Banach: il existe des applica-
tions bijectives bornées f: M — N telles que f-! ne soit pas bornée; par

exemple M=Z (resp. N=Z) muni de la quasi-norme usuelle (resp.
discréte) et f=1Id.

1.2. DEFINITION. S0it A un anneau (non nécessairement commutatif
ni unitaire) muni d’une structure de groupe de Banach compatible avec
Paddition. On dit alors que A est un anneau de Banach §’il existe une
constante C telle que Ve e 4, Vye 4,

leyll = Clleel| x [lyl] -

REMARQUE. Si on pose |z|'=Cllz[, on a |yl <|lx| x |lyl. Quitte &
remplacer la norme de 4 par une norme équivalente, on ne restreint pas
la généralité en supposant que C'=1.

1.3. ProrosITION. Soit 4 un anneaw de Banach unitaire. Les éléments
tnversibles de A forment alors un sous-ensemble ouvert de A.

DEMONSTRATION. D’aprés la remarque précédente, on peut supposer
que C=1. Soit z, un élément inversible de 4 et soit B(z,) la boule
ouverte de centre x, et de rayon 1/|jzy=1||l. Six e B(x,), on a x=2x(1—y)
o y=1—xyle=x,"1(r,—x) est de quasi-norme plus petite que 1. Par
conséquent x1=(1+y+...+y"+...)2x, "L

Si A est unitaire et si M est un 4-module de type fini, M est un groupe
de Banach pour la quasi-norme quotient définie par un épimorphisme
quelconque g: A® - M. (Pour fixer les idées, les A-modules considérés
sont des A-modules & droite, ceci afin de simplifier 1’écriture matricielle
des A-homomorphismes entre modules libres.) On voit aisément que
cette quasi-norme est, & équivalence prés, indépendante du choix de g.
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Si N est un second 4-module de type fini, les 4-homomorphismes bornés
entre M et N forment un sous-groupe fermé &, (M,N) du groupe de
Banach £ (M,N). Si M et N sont projectifs, £ (M, N) est aussi un sous-
groupe fermé de &£ (A", A?) pour M (resp. N) facteur direct de 4™ (resp.
AP). On vérifie aisément que la structure de groupe de Banach induite
est la méme (& équivalence prés) que la précédente. En particulier,
Panneau A4(n) des matrices n xn & coefficients dans A est un anneau
de Banach.

Plus généralement, un groupe de Banach M est un A-module de
Banach si c’est un A-module et si, YAe 4, Yee M, on a l'inégalité
|lzA|| < D||z]| x ||A]| pour une certaine constante D. Dans ce cas, End (M) =
L (M,M) est un anneau de Banach (pour la composition des opéra-
teurs).

1.4. DEFINITION. Soient k% un anneau de Banach unitaire, 4 un
anneau de Banach muni d’une structure de k-algébre. (On veut dire par
13 que 4 est un k-bimodule et que (ab)A=a(b1), a(Ab) = (aA)b, A(ab) = (Aa)d,
a et b appartenant & A et A& k. Si k est commutatif et si la=al
(@ € 4, A € k) on retrouve la notion usuelle d’algébre.) On dit alors que
A est une k-algébre de Banach si 4, regardé comme module sur £, est
un k-module de Banach.

Soit, A+ l'algébre 4 augmentée d’un élément unité: on a donc A+=
A®k avec la loi de multiplication

(@,A)+(a’,2") = (aa’+Aa’" +ad’,AL) .

Il est clair que A+ est un anneau de Banach unitaire augmenté sur k.
Réciproquement, un anneau de Banach unitaire augmenté sur k définit
une k-algébre de Banach (considérer le noyau de l'augmentation). De
maniére plus précise, on a une équivalence entre les deux catégories
d’anneaux considérées (k fixé) qu’on laisse au lecteur le soin d’expliciter.

EXEMPLES D’ANNEAUX ET DE k-ALGEBRES DE BANACH.

1. Les algébres de Banach sur k=R ou C.

2. Les k-algébres A ol A et k sont munis de la quasi-norme discréte.

3. Pour tout k-module de Banach E, End,(E) est une k-algébre de
Banach si k est commutatif.

4. Le complété A d’un anneau A par rapport & une valuation §-adique,
& étant un idéal quelconque dans A tel que N J»=0.
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5. Tout anneau de Banach A4 est évidemment une Z-algébre de
Banach lorsqu’on munit Z de la quasi-norme usuelle.

Voici maintenant d’autres exemples de nature plus technique qui nous
seront utiles plus loin:

6. Soit 4 un anneau de Banach quelconque. L’anneau A[x] des poly-
nomes & une variable et & coefficients dans 4 peut étre muni de la quasi-
norme

1Pl = 2l

ou P(x)=3" ,a;2'. Le « complété » de A[x] pour cette quasi-norme est
évidemment un anneau de Banach qu’on notera A{x): c’est la sous-
algébre de A[[z]] formé des séries formelles 332 ,a;x? telles que

s ollell < + oo, On notera EA la sous-algébre de A4 {x) formée des séries
S(x) =32 ja,xt telles que S(0)=a,=0 et 24 la sous-algébre de EA for-
mée des séries S satisfaisant & la condition supplémentaire 33> ja,=0.

7. Supposons d’abord que 4 ait un élément unité et considérons les homo-
morphismes bornés f: A{x) > A{x) de A-modules & droite. Puisque
Alzy=APAD®.. PA®... comme 4A-module, f se représente par une
matrice infinie (f;;) ol f;; € A. On dit alors que f est permutant s’il
satisfait aux deux conditions suivantes:

1) Les éléments f;; sont choisis parmi un nombre fini d’éléments de 4.
2) 11 existe une permutation o: N — N telle que f;;=d,:;f;; ou ¢ est
le symbole de Kronecker.

(La définition proposée ici différe trés légérement de celle de [4]. Ceci
n’affecte pas les résultats de [4].)

On désigne par CA4 la plus petite sous-algébre fermée de End , (4{z))
qui contient les homomorphismes permutants. On désigne aussi par A ou 4~
le plus petit idéal fermé de CA qui contient les matrices (f;;) telles que
fii=0 & P’exception d’un nombre fini de couples (¢,j). L’algébre quotient
CA|A sera notée SA.

Si 4 n’a pas nécessairement d’élément unité, A peut s’écrire comme le
noyau de ¢: A+ — Z. On définit alors CA (resp. S4) comme le noyau
de I'homomorphisme naturel CA+ - CZ (resp. SA*+ — SZ). Bien en-
tendu, on retrouve la définition précédente si A a un élément unité.
Dans le cas général, CA4 (resp. SA) peut aussi s’interpréter comme une
algébre de matrices infinies (resp. comme un quotient d’une telle algébre).
On peut de méme définir 4 comme 1’adhérence de lim_, 4(n) dans CA.

TERMINOLOGIE. Pour des raisons qui apparaitront plus loin, on em-





















































































































