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¥,(0,8) = n(8) @ z,(8) @ E(6)

v,(1,8) = n,(8) & ,(6) & £(8)

Yy(t,0) = n, (03 ®5,(0) & £(0).

Comme ¢: 6;§HP’Q(E) —_— E;Eﬁp’q(wE) est une fibration de Serre,
il existe un relévement y(t,6) de y'(t,8) vers K prolongement v,.

Alors, v(t,m) est une homotopie entre nl(w) 32 Cz(ﬂ) ® E(m) et

nziv) 22 Cl(ﬂ) ® £(m) relativement 4 ¢, i.e.,
(B,np (mny(m) v (Fog(m),5,(m)  dans KP*%g).

Vérification de 3't' = ap,q+1_ En fait, soit x' = (E',eé+1;ni,né

triple de Kp’q+1(C’]. On peut toujours supposer (E',€é+1) = wp,q+1(E,

avec (E,e ) € 0b Cp,q+1, Posons
q+l
1 - 1 L 3
ni(ﬂ) = Eq+1 cos B + ni sin 6

. a ! —
ni(e). re;evement de ni(e) tel que ni(OJ = €q+1

Alors,

t'(x') = (r*E', nj(8), ny(8)) = (oF I E, nj(8), ni(e))

et

un

€q+1]
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Brer(x') = (B, (m),n, () = 3P o).

Progosition La suite

t
KPr90t,5%0) — 1P 40h,s%0n 2s kPO e) — k) —s kPen

est exacte.

Preuve:

vérifions e.g., l'exactitude en KP’°%(0). Soit

(@P*%*E, nJ(8), ny(8)) un triple de kP8l s%cvy).  Alors,

37 (e %mE, n1(6), ny(8)) = (E,ny(m),n,(m) v 0 dans KP29(0)

parce gque nl(n) est homotope & nl(O) nz(O) et nz(w) est homotope &

~

nZ(O): nl(ﬂ) est donc homotope a nz(ﬂ). Soit (E,nl,nz) un triple de

Kp’q(w) tel que (E,nl,nzj ~ (0 dans Kp’q(C). Il existe alors un

(F,£,E) tel que n ® £ soit homotope & n, ® £. Soit y(B) une homotopie
entre n, ®E et n, ® E. Considérons le triple suivant dans
kPr9ept,s%;cny

(P d*(E ® F), - cos 8 on, ® sin 8 £, ¢v(8)).
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a'((pp’q'ﬂ*(E @ F), - COSG(pT]l @ sin 84;5, (PY(G)) = (E M F, nl @ E: Y(TT))

= (E@F, n @& n,®E) = (E,n.ny) + (F,E,8)

g (E.nl.nz)

dans Kp’q(m).

VIII: Théoréme fondamental

Nous allons esquisser la preuve du théoréme suivant. Voir

plus détail dans M. KAROUBI, thése [ 1 ] p.210-217.

Théoréme fondamental: Pour toute catégorie de Banach (C, 1'homomor-

phisme

e kP ey — 5 kP 901,500

défini dans B&VII est un isomorphisme.

E(X), X un espace compact, on a

Exemple: Pour C

Kn(X) = Kp’q+1[C) pour n = p-{q+l1)
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par définition, et
kP> 9(st, point;0) ~ k¥P+ 9t 5%0)
par excision (§VI). D'ol, pour les groupes réduits, 1'isomorphisme
xR R
oli )X est la suspension réduite de 1'espace pointé X.

La démonstration du théoréme fondamental va utiliser des

techniques dues initialement & ATIYAH-BOTT et dévelopées par WOOD.

D'abord, nous allons trouver une forme convenable pour les

triples de Kp’q(Dl,So;C):

Lemme :

Tout &lément de Kp’q(Dl,SO;C) est représenté par un triple

de la forme suivante:

. -1
*
(m*E, Eq+l cos 6 + ny sin 6, u(9) €q+1a(8) )

oi (E, eq+1,n1) ¢ Ob Cp’q+2 et a(B) ¢ GLp’q(E) vérifient
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i) a(0) = Id

ii) a(m) € = - €q+la(n)'

g+l

Preuve:

Comme D1 est contractile, on peut supposer que le triple

donné est de la forme:

(T*E, €, 10 1,(8))

q+

p,qtl it d p,qt+l
ol (E,eq+1) € 0b C . Soit d'autre part ny € Grad (E,eq+1).

Posons
L = cos g-+ n1€Q+1 sin % .
Alors,
c_l = ¢cos % - n1€q+1 sin %
et
-1 .
CEq+1C = €q+1 cos 8 + nl sin 9.
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Donc, grdce 4 1'isomorphisme [, on peut supposer que le triple donné

est de la faorme:

[T*E, € cos O + Ny sin 6, nz(e)).

q+l

C'est un triple de Kp’q(Dl,SO;C), donc

n,(0) = ¢ et n,(m = - ¢

q+l qt+l’

Considérons 1'application

GItP°YE) 3 0 — > aeq+la_1 ¢ Grad?>Y(E)

qui est une fibration de Serre. 11 existe donc une fonction continue

a(9): [0,n]

> BLPY telle que a(6) €, a(8) ! = n,(8) et

i) a(0) = Id

ii) a(w)SQ+l = - €q+1u(ﬂ).

Ceci achéve la démonstration du lemme.
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Utilisons une nouvelle variable , 0 < ¢ < 2m et définissons

une fonction continue B sur S1 i valeurs dans GLp’q(E) par la

formule: m/2
( i Lo
Ble) = af{2¢) pour 0 <o <> -
g ®
-(p+m) ,/
Blo + ™) = - Blo) /
!
J —
I
!
B(‘Q‘) - €q+1 B((D) Eq+1 /
/
' s
QT .7
B(-(o + M) = - e, Blod £o - -
Ecrivons la fonction B(p) comme une série de Fourier:
o, E
Blo) = —— + (@, cos np + B, sin np) (convergence au sens de Cesaro)
n>0
ol
2m 2
1 21 .
o0 = = { Blo) cos np dp et B = - [ Blp) sin np do.
0 0

En utilisant L = COs ¢ + 1, eq+1 sin ¢, on a

[es]

Blp) = Z angn (convergence au sens de Cesaro)

M= ~oc
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avec

n 2m

2T
a = oL [ 8o) £ "do.
0

Nous allons introduire trois moncides intermédianes Kg’q

Kp’q, kP-4 (Affines, Polyndmes, Laurentiens) et quatre morphismes
p L P

t t tels que l'on a un diagramme commutatif:

1’77774

Kp’q+1(C) t 5 Kp’q(DI,SO;C)
ray
t4 tl
V
t t
P,q 3 P.q 2 P,q
KA > Kp > KL

Ensuite, démontrons que chague tl,...,t4 sont des isomorphismes d'ot
le théoréme fondamental.
Définition de Kf’q . Considérons

(E,8) ofi E = (E, e, q,ny € Ob P

q+1

8(p): S > EndP?9(E)
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vérifiant
r B(O) =1
(1) l Bleo + M) = - B(LD)
= | I 1 _ i

B(-0) = €., Blo) e,y (d'od B(le g = - e, B

De plus, on a
N n

(L) Be) = ] a.t oi ¢ = g = €05 @ + MmyE_ 4 sin ¢.

n=-N Q
Définissons

(E,R) ~ (E',B'). s'il existe G ¢ Ob Cp,q+2 tel que

B M Cp B L soit homotope 4 Gy © R' & L parmi les
foncticns vérifiant (L).

Alors,

(P»q _ L(E,B))

L ()
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Définitions de Kg’q, Ki’q sont les mémes sauf la condition (L) doit

étre remplacée par
n
(P) Ble) = ] a,

ou

a_1 I + alc.

[}

(A) 3 (el

Remarquons que dans la présentation

oo

8p) = J a_ "

n= - n

a = 0 sin est pair. Parce que B(p + m) = - B{p) et

Cn(@ + 7) = cos (ne + nw) + n1€q+1 sin {np + nm) = ;n(m) si n est pair.
Définitions de tysoenty
t,(E;nyuny) = (E,Ble)) ol B(g) = cos ¢ + 1, Cqr1 S0 @

En effet,
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. Impnyp oy bmgmy
cos ¢ + T]2 Eq+1 sSin ¢ = —2 4 + .—2 4

vérifie (A).

t., t t sont les inclusions naturelles.

Nous allons voir e.g. les surjectivités de t oSt

17 4"

Surjectivité de tl.

Soit (E,R(yp)) un élément de Kp’q(Dl,So;C) au sens du lemme.

o N
n n

Soient B{g) = n:gw a ¢ et Sy(e) = nan a ¢ . Alors S () con-

verge en norme vers R(p). Posons

et 1

Sy(e) = S (07" S (o)

Alors, tSN(@) + (1-t)B(p) est inversible pour tout t ¢ [0,17 si N

~

est grand. Donc, (E,Blp)) = t;(E,Sy) et (E,5) ¢ K%

Surjectivité de t2'




2N+1 n
Soit (E,B(g)) ¢ Kz’q ie., 8(¢) = ] ar . Alors,
n=-2N-1
-2N-1 N ~
Blp) = P g oi P est un polynOme en .
Considérons la matrice
' PC-2N+1 0 cos u - sin u C—2 0 / cos u
0 T sin u cos u 0 1. -sin u
pC—ZN—l 0
pour u =0
0 4
- J 2N+1
pr Y 0
pour u = T.
0 c—l
C'est-a-dire,
~-2N-1 -2N+1 -1
(E.8(¢)) ~ (E ®E, Pg @) (E,Pr 7 ) ¢ (B ).

Par répétition, on a

(E,8(0)) ~ (B, P0) + No(E,z™) € KD°9

sin u \

|

/
cos u /
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Surjectivité de t3.

3 p,4q x - -
Soit (E,B) ¢ KP ou g a_lc + alc + a

‘s . N+1
Considérons un automorphisme de E :

L"(8) =

Considérons en plus,

1 0, s 0
¢ 1, , 0
h =
2
c 1y 0
N N-1
r L ,...,50,1

qui est hbmotope i 1'identité de E'70 et

.t

-

.
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By By s B
0, 27t 0, 0
-1

L (B)g " h = a
0’ Ol C b 3 O
0, 0, 0,...,z°"

. . N+1
qui est un automorphisme de E . Donc

(E,8) + Ne(E,c )~ (VY LBy

h

\ _
o M = M(0) M{e) est la normalisée de M(o).

Par suite,

v - -
(B,8) v (B @y s Ny e kR0

-1 -1 ,
ol (E*,Z;, ) % - (E,¢77) dans kbo9.

Surjectivité de tyt

-1

Soit (E,B) ¢ Ki’q ou B = a_jt o+ AL, Ecrivons

e -
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B=a_ 0 +af=cosg+ g sin ¢ (parce que B{(0) = a_y +a; =)

Par définition, B8 = B{p) est inversible pour tout ¢ donc le spectre

de g ¢ Endp’q(E) Ry C = A est disjoint & l'axe réel i.e.

Spec g N R = ¢.

Considérons
é : 1. J idz N 1_ J {-1)d:z (od i = /)
211 it zZ - g 2mi - z - g

Spectre de g

axe réel

Alors,
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~L2

(g)" = -1
et si 1'on pose ht = tg + (1-t)g pour 0 <t <1, ona,
Eq+1 ht Eq+1 - ht

Spec ht MR = ¢.

Par suite,

(E,8) ~ (E, cos o +n, £y sin 0) = t,(E,ny,n,)




CHAPITRE V

ESPACES CLASSIFIANTS ET K-THECRIES AXIOMATIQUES




I. Espaces classifiants classiques:

Soient X un espace compact, Y une partie fermée de X et A une

algébre de Banach. Posons

K" (X;A) = K°(C)

KM (y:a) = KT (C")

K (X, Y54) = K (p)
et

sn-1. yn-ley oy > KX, Y:A)

oi A(X) {resp. A(Y)) = 1'algébre des fonctions continues sur X (resp.

sur Y) & valeurs dans A.

(@
"

P(A(X))

Cl

1

P(A(Y))

et

> ! induite par la restriction des fonctions:

A(X) > A(Y).
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Dans le Ch.IV, nous avons montré que

. o n-1
{K'(X,Y;A), 3 }nez

est une thdorie de la cohomologie généralisée i.e. vérifiant tous les
axiomes de Carton-Eilenberg sauf l'axiome de dimension. Le théoréme

suivant montre que cette théorie est représentable.

THEOREME: (Existence d'espaces classifiants). On a

K'(GA) ¥ 1jm X, FR(A)T Y IX, 1jm FR(A)]
r T

pour un espace compact X,

od FE(A) = Kn(A) X E?Eép’q(cp’q*l ® Ar) avec la topologie discréte sur
Kn(A) etn = p-q.
Preuve: Définissons les applications:

8

T

[x, ¥'(A) x Grad? 9P @Ay - T xP(x;A)

comme suit:
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n(x) = €arl

> Grad 9Pl o ATy =

gr X —> kP9

m*g = 1'élément de Kp’q[x,A) déterminé dans chaque compo-

sante connexe Xi > X, par le triple

* .
ﬂig(xi) ott T X i

et posons

(g,n2) — (E,nlxnz) + '”*g-

Alers, avec l'application naturelle

er+1
KV (A) x GradP %(cP a4t g ATy X

définie par
(g.;e) e (g> £ ®€q+1)

le diagramme

> ¥(A) x Grad” 9P g a

1

)



122

K" (X,A)
2
Br 8r+1
n n
[X,F(A)] o, > X, F L (A)]
T

devient un systéme direct et on peut démontrer actualement

oL, n
K" (X,A) = 1im [X,F1(A)].
T
Parce que X est compact, on a de plus
. n " . n
I%m [X,Fr(A)] - [X, I%m Fr(A)].

Remarque: Si 1'on pose

FM(A) = 1%m F?(A),

P n . . . P
c'est un spectre pour la K-thécrie K ( ;A) i.e., il existe une équiva-

lence d'homotopie:

> oF"tleay,

h: FP(A)




123

De plus, on peut écrire h de maniére explicite au moyen de 1'homomorphisme

t défini dans le Ch. IV, §VIT,

Table de Fn(A) (aux composants connexes pres)

n ¢ - 0 F(A) A =R K" @)
0 R BGL(A) BO y 4
1 T GL(AC)/GL(A) 11/0 0
2 H GL(ﬁH)/GL(AC) Sp/U 0
H

3 H e GL(%) sp 0
4 H(2) BGL(AH) BSp y 4
5 €(4) GL(AC)/GL(AH) u/sp 0
6 R(8) GL(A)/GL(AC) 0/1) 0
7 R(8)*R(8) GL(A) 0 0
ou

Ag = A ® C

Ay = A® D

GL(A) = 1im GL(A,1).
T
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Dans la table, on a utilisé l'application

AL —> A(2)

définie par

I1. Algébres de Banach stables

Si X est un espace paracompact, 1'isomorphisme

. n n . n
lim [X,FT(A)] ~OIX, lim Fr(A)]

aura lieu si A est une algébre de Banach stable définjie comme suit:

Définition:

Une algébre de Banach A est dite quasi-stable si l'application

GL{A,n) > GL(A,n+1)

définie par



induit une équivalence d'homotople pour n assez grand. Une algébre

de Banach A est dite stable si A, AC et AH sont quasi-stables.

Proposition:

Si A est une algébre de Banach stable, alors

E;;gp,q(cp,q+1 & AT E;;ap.q(cp,q+l ® Ar+1J

v

définie par

est une équivalence d'homotopie pour r assez grand.

Preuve:
Considérons le diagramme:
T S
GLP,Q(CP,Q+1 ® Ar) > GLp’q(Cp’q+1 ® AI‘+1)

r~_7
TradP acP Al g ATy > GradP 9Pt g ATy
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On a des isomorphismes de groupes d'homotopie, si r est assez grand:

1

ni(é??;ép’q(cp'q” ®AT) M 1, (Gra aP (Pt g ATHLyy

d'oli 1'équivalence d'homotopie par un théoréme de J.H.C. Whitehead.
Par suite, si A est stable, on a _

1+im [X,F:(A)] i I%m [X,F?(A)] = [X, I%m F’;(A)]

"N . N
— [X, l%m Fr(A)]

pour un s assez grand, i.e. la K-théorie Kn(X;A) est représentable pour

X paracompact, A stable.

THEOREME :

Si A est une algébre de Banach stable et X est un espace para-

compact, on a

1oy xs5%4).

ey

Kx;a) 2 KM x x o

Preuve:

On a, pour A stable



127

KT (X;A) = [X, FT(A)]

et
*lex x oY x x %Ay = ox, aF™ iy,

n h

n+l PR . N
Or, F > QFT0 est une équivalence d'homotopie, d'ou

KP0GAY = KMhex xopl, X x 5%5A).

Exemples d'algeébres de Banach stables,
1) Soit H un espace d'Hilbert. Alors, 1'algébre de Banach

A = End H/K

oll K est 1'idéal des opérateurs compacts est stable (Voir §IV). Par

suite

K0 = KM ooa)

est une bonne définition de K-théorie pour X paracompact.

Y
2) Pour toute algeébre de Banach A, son stabilisé A défini dans le

Ch.II, §I est stable.

o8

-
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11I. ¥-théorie de la catbgorie des algdbres de Banach

Comme une application du Chapitre IV, nous allons formuler
la K-th&orie pour la catégorie K des zlgébres de Banach sur le corps

k( =R ou €)., Bien entendu, c'est un cas particulier de K-thécries

mentionnées dans le Ch.II, §V et §VI.

THEOREME 1:

Soit K = la catégoris des algébres de Banach sur k{ = R ou ().
Alors il existe une seule suite {Kn}n<0 des foncteurs sur K i valeurs

dans Ab. telle que

13 K°rA) = K(A)

2) (Exactitude) Pour toute fibration 0 —— A > A > A" >
{i.e. une suite exacte), on & une suite exacte:
— s ) — M —— Py — M) —— ... — k%M.

%) (Homotopie) Si A est contractile, zlors

Kn(A) =0 pour tout n < 0,
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Preuve:

Pour une algébre de Banach unitaire (i.e. ayant un €lément

unité), on pose

KMea) = KM(L(A)).

Pour une algébre de Banach A non unitaire, soit A 1'algé€bre augumentée

(Ch.II, §III) avec € A" > k, on pose alors

K'(A) = Ker (K'(A") —> K'(K)).
f
o )
Vérifions e.g. 3). Soient A —5—— B deux applications homotopiques
1

ol A, B sont unitaires. Démontrons d'abord que

£2 = £ K™ (a) > K'(B).

I1 suffit de supposer que fo’ f1 sont topologiquement homotopiques i.e.

> B(I) tel que

il existe f: A

> B(I) pof = f et plf = f,.
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ol pour a:r I > B, p,(a) = af(t), t € I.
P t

Considé&rons un élément

x = (%o a0, 0 ¢ k%),

Pour gt A——> B, on a

g*(x) = (Ve B gy, go)

donc

£x(x) = (Cp’q ® Br; ft(n),ftfg)) oi f_ =p f pour t € I.
- t t

Par suite, fo(n) (resp. fo(g)) est homotope a fl(n)(resp. fl(g)), d'ou

£r(x) = £1(x) dans xP gy,

Si A et B ne sont pas nécessairement unitaires, le méme résultat subsiste:

2 B homotopiques => f; = f;.

Supposons maintenant A est contractile i.e. IdA v 0 (homotope d 0). En

considérant
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1]
o

on a Kn(A) = D parce que Kn(O)

THEOREME 2:

On a des isomorphismes

KN 8 si k=R
Kn % Kn+2 si k = C.

Preuve:

Conséquence immédiate de la définition et le théoréme de

périodicité du Ch.IV, 8II.

THEOREME 3:

Soit K = la catégorie des algébres de Banach sur k{ = R ou €).
Alors il existe une seule suite {Kn}n>0 de foncteurs de K 4@ valeurs dans

Ab telle que




1) x°(A) = K(A)
2) Exactitude, méme que 2) du théoréme 1.
3) Kn(A] = 0 si A est flasque

4) A —— K (stabilisé) induit un isomorphisme Kn(A) LN Kn(K).

Preuve:

PR o A - .
On va définir K (A) méme mani€re que pour n < 0 i.e.,

"

K"A) = K'(L(A))  si A est unitaire

H

K" (a) = Ker (K'(AT) > X"(k)) si A n'est pas unitaire.

Vérifions e.g. 3). Il suffit de montrer que

Kn(C) = 0 si C est une catégorie flasque (Ch.III, §IV). i.e.

il existe un foncteur 7: C —> C tel que T ® IdC% T . Soit
x = (E,ny,ny) € k%),  n=p-q.

Considérons

T(x) = (1), Ty, thy)) € K0,
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On a alors

x 4 T(x) = T(x) dans KP4y

d'ol x = 0.

IV. Utilisation des opérateurs de Fredholm

Définition:

Soit H un espace de Hilbert de dimension infinie. Un opéra-

teur linéaire D;: H ——=> H est dit de Fredholm si

dim Ker D < + @ et dim Coker D < + .

Soit F(H) = 1'ensemble des opérateurs de Fredholm c End (H) topologiesé

par la norme uniforme

Une relation avec la K-théorie est donnée par

THEOREME  (J#nich-Atiyah).

F(H) est un espace classifiant pour X(X), X compact, i.e.,

K(X) ~ [X, F(H)I.
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On sait:

THEOREME (classique):

D est un opérateur de Fredholm si et seulement s'il existe un

opérateur D' tel que DD' - 1 et D'D - 1 sont des opérateurs compacts.

En utilisant ce théor&me, on peut écrire 1'espace F(H) comme

suit: Soit

A = End H/K

ot K est 1'idéal des opérateurs compacts.

¢: End H > A

la projection canonique. Alors, on a

FOH) = o7 (A%)

Soit

oi A* = GL(A,1) = les €léments inversibles de A.

Une conséquence de cette considération est que GL(A,1) est

aussi un espace classifiant pour K(X) parce que on a une fibration

F(H) —— GL(A,1} de fibre K qui est contractile.
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De plus, on a

THEQREME

A = End H/K

est une algébre de Banach stable.

Preuve:

D'aprés le théoréme de Jdnich-Atiyah, on a

K(X) ———> [X, F(D)]

LY v

[X, F(H® H)]

od la fléche verticale est donnée par

F(H) 3D +———> D@ 1€ FH®H).

Donc, on a

3

(X, F(M1]

> [X, F(H& H)J.
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D'aprds l'existence de fibrations A fibres contractiles:

> GL(A,1) et F(H ® H) > GL(A,2)

F(H)

N

> [X, F(H® H)? > [X,GL(A,2)].

[X, GL(A,1)] —~> [X,F(H)]
qui est induite par
GL(A,1) P a +— (

Plus généralement, on a

{X, GL(A,n})] > [X, GL{A,n+1)].

Donc, en particulier

7 (GL(A,n)) —

> ni(GL(A,n + 1)),

d'oli, d'aprés un théoréme de J.H.C. Whitehead, on a une &quivalence

d'homotopie:

GL{A,n) ~ GL(A,n+1).
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V. Filtrations de catégories de Banach.

Considérons deux catégories de Banach

C c?.

Utilisons les notations suivantes:

E, F, §,..., objets de D
E, F, G,..., objets de C

(s.p): E—>» F dit morphisme direct dans D

od s:E —> F et p:F > E tels que ps = Tdp .

Définition:

Soit E € Ob . Une C-filtration de E est la donnée de

Ei € Ob C et morphismes directs (si,pi): Ei — € vérifiant 1'axiome:

F.1: Pour tout 1i,j il existe k tel que on a un diagramme commutatif:
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Définition:

La catégorie D est dite C-filtrée si pour tout objet E de
D, une C-filtration (si,pi): Ei — E est donnée de telle fagon que

les axiomes F.2 - F.4 sont vérifiés:

F.2: Soient F € Ob C et f:[E —> F dans D. Pour tout & > 0,

il existe f.: E; —> F dans C tels que

Hf 'vfipiH < E

E £ > F
11
pi fi - ~
commute & € pres.
N
E.
1

.3 (dual de F.2) Soient E € Ob C et g: E—— E dans 0. Pour tout

£ > 0, il existe gj: E— Ej dans C tels que

Hg - SJgJH <€
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FE—. & - E

p
:?\\\\ /////gj/ commite 4 € prés.
\
E.
J

F.4: Pour deux objets E, F de D, 1a C-filtration de E & F est équivalente

4 Ja C-filtration:

(s;,py) @ (55,p}): By ®E; — E@F.

i.e. pour tout k, il existe i,j tels que

G » E®F

et pour tout i,j il existe £ tel que
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Exemples:
1) C = E = la catégorie des espaces vectoriels de dimension fini
D = H = la catégorie des espaces de Hilbert
E un espace de Hilbert
N
Py 5, oo s,: E. —> [E inclusion
E p.: E > E. projection orthogonale.

i i’ i

2) Si D est (-filtrée, alors la catégorie DT(X) des fibrés triviaux sur

un espace compact X est CT(X)-filtrée.

3) Soit C une catégorie de Banach quelconque. Définissons deux catégo-

ries C1 et (' de sorte que

i) C1 > C' est ('-filtrée.
ii) C' est équivalente d C

iii) C1 est flasque,
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Définition de Cl:
2 .3

Ob C.: une suite (EI,E ,ET,...,) od El € Ob C et i1 y a

1
.. . . . SRS D B
un nombre fini d'objets distincts parmi E7, E7, E7, ...,

Morphisme dans Clr

2 .3

2 3 f ’F ,"'))

el ed et ) — s Elr

est une matrice f = (fji) ol fji €C (E1,EY) telle que

f = su f.. < oo
[1£]] ip ; 551

Définition de C('.

La sous-catégorie pleine de C1 dont les objets sont les

suites finies i.e.

Vérification de i) C1 est C'-filtrée.

Définissons une C('-filtration pour

3

E- ¢l el e, .y cop c,.
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comme suit:

E, - eX,E?,...,EY,0,0,0,...,) € Ob C’
S5 Ei > [E  injection canonique
p;: E > E; projection canonique.

Vérification de ii) C' A~ C {équivalence de catégories}

Définissons 8: C > C' par

6(E) = (E,0,0,...,) € Ob C'.

Alors 6 est pleinement fidé€le et essentielement surjectif e.g.

€Y%, . BN 0,0,.. )N ('@ ... ®E",0,0,...,) dans
Vérification de iii) C1 est flasque,
1 .2 .3 P
Pour E = (BE",E",E7,...,) € Db Cl’ définissons
TE) =E®RE®E & ... {somme dénombrable)
et pour f: E — F, 1(f) = fevfefe®... . Alors, ona
T8 Idc ~ T.

c'.
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VI. Suites exactes et résolutions de catégories de Banach.

Définition:

Soient D o € deux catégories de Banach telles que 7 est

C-filtrée. Un morphisme k: E -——> F de D est dit complétement con-

tinu (par rapport 3 cette C(-filtration) si pour tout e > 0 il existe

F. € O0b C, ;¢ F, —>F et ki: E—> F, tels que le diagramme:

E ___*'waq_> F
/1
1 1

F.

1

soit commutatif & € préds, i.e. ||k - sk [| <.

> F est compliétement continu

Remarque: ke E

<= Existence d'un diagramme commutatif 4 e prés:
E K > F
i
. 2.
pJ J
\

E.
3
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<= Existence d'un diagramme commutatif 4 ¢ prés:
E k > F
A
P °
E] kji > F1
Notationz

K(@E,F) = 1l'ensemble des morphismes complétement continus.

Proposition:

Si k: E > F est complétement continu et si f: E' > [E,
g: F > F' sont des morphismes de U, les morphismes kf: E! > [F
et gk: E > F'!' sont aussi complétement continus i.e., K(E,F) est

un idéal dans D,

Définition: de la catégorie quotient D/C.

Ob D/C = Ob D,

D/C (E,F) = D(E,F)/KE,F).



14¢

Definition:

Une suite

6 X

>C >Cn

est dite exacte si

1) ¢ est 8(C')-filtrée.

Ker (C(E,F) > C"(OE,F)) = KEF)

o
Nt

3) 6 et x sont des foncteurs de Serre.

Exemple:

Si P est (-filtrée, alors la suite

C —— D ——»> p/C

est exacte.

On dit aussi la suite

0 —= C > D > U/C > 0

est exacte.
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THEOREME (d'exactitude) Soit

0 —>C 250 25 ps > 0
une suite exacte. Alors, on a une suite exacte:
— oy — o) — o — o) —> o —
11
c
n
K (o)
Preuve:
Définissons deux applications Kn(C) > Kn(w) et
Kn(¢) > Kn[C) qui sont inverses 1'une l'autre.

néfinition de K"(C) > K (p).

Soit (E,nl,nz) € Kp’q(C) ol n = p-q. Considérons (&(E),

6(ny), 6(ny)). Alers  ¢6(n;) = ¢6(n,) = 0 d'oil

(8(E), 8(n;), 8(n,)) € k%),
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Définition de K'(¢) ——> K (O).

Soit (cP-9*!

® F, ny,n,) ¢ kP20 on n, = e et

q+1

@(nl) = ¢(n2)_ Posons L =Ty - T,. Alors ¢(Z) = 0 1.e. [ est com-

plétement continu. Prenons

cPratl g F
Pl grp
i
ol Fi € 0b C.
Soient
t —
np = Eq+1 et
Définissons

g-approximation Ci de tr dans End(Cp’q+1 R Fij:

.__C___—__> Cp’q+1 & F

N

s cPhatl g g

, Ny, Ny € K" (C)

w
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comme 1'image de (Cp,q+1 & F,nl,nz).

D'aprés l'exemple 3) du 8§V, il existe toujours une résolu-

tion flasque d'une catégorie de Banach C quelconque:

0 —>C — C1 —> C2 S C3 —> ..

ol chaque Ci est flasque.

Définition:

La suspension SC d'une catégorie de Banach C est définie par

une suite exacte:

0 —> C — C1 —> 8C — 0

ou C1 est flasque. Plus généralement, pour une résolution flasque

de C(:

N, _ n-1 _
ona S§C=S8(s () = Cn/en(Cn_l).
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D'aprés le théoréme d'exactitude, on a

ey X kes"oy.

Remargue:

Si C = L(A), on peut démontrer

@1 X P(CA) ol CA est la céne de A

™ n,

SC v P(SA) oli SA est la suspension de A définies dans le Ch.II, §1.

Vérification de El = P(CA).

Considérons le foncteur L{(CA) > C, défini par

1

Ay = (N, AN ANy =B

CA(n,m) > f +——=> transformation Bn > B

It

Par définition, c'est un foncteur pleinement fidéle et tout objet de C1

est un foncteur direct d'un Bn' Donc,

P(CA) = L(CA) = ¢
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VII. Construction de XP’9 3 1'aide d'opérateurs de Fredholm

Considérons la suite exacte:

0 > E > H > H > 0
de 1'exemple 1) de §V avec H flasque et H = H/E. Pour un espace
compact X, la suite
0 > ET(X) > HT(X) _ HT(X) > 0

est aussi exacte. Donc, d'aprés le théoréme d'exactitude (§VI), on

a

Ko = kM o0) Y KNEL00) = K.

Remarque:

Pour un espace paracompact X, on peut définir Kn(X) par

n-1.7
K (HT(X)).

Nous allons construire les groupes Kp’q(X] d 1'aide d'opéra-

teurs de Fredholm:
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Définition:

Soit X un espace compact. Considérons les paires:

(E,D}) o E est un fibré hilbertion de cP U module gradué i.e. Cp,q+1_

module. D: E > E est une famille continue d'opérateurs de Fredholm

Dx: Ex > Ex (x € X) telle que

D* = D autoadjoint

Dei = - e.D i=1,2,...,ptq+l,
On dit que deux paires sont homotopiques:

(E,D) ~ (E',D")

s'il existe une paire (E,D) sur X x I avec projections (E,D) et (E',D').

Finalement,

ip’q(X) = le groupe de Grothendieck du monoide engendré par les

classes d'équivalence homotopique des paires (E,D).

Notation:

o(E,D) € K*’9(X) déterminé par la paire (E,D).
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Lemme 1:
Si D est inversible, alors o(E,D) = 0.
Preuve: Posons
E' =E®E® ... somme dénombrable
D*=D&D & ...

Comme D est inversible, D' est aussi une famille d'opérateurs de Fredholm

de sorte que (E',D') est aussi une paire et

1

(E,D) + (E',D") (E',D")
d'odl o(E,D) = O.

Lemme 2:

Soit (E,D) une paire. Il existe une paire (F,A) avec A inver-

sible et une graduation ni de Cp’q+1-module E®F.

Preuve: Posons

F-E®E®E®Ee .
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Alors,

et

M

I§]

0 1 0] 1
o) (4] sur E @& F
1 (0] 1 0

est une graduation de Cp’q+1—modu1e E@F.
Nous allons définir une application
@) ——s kP o M kP 9y .
On peut démontrer que c'est un isomorphisme.

> kP09 Loy,

Définition de K240

Soit o(E,D) € fp’q[X). D'aprés le lemme 2, on peut supposer

que E poss&de une graduation ni de Cp’q+1-modu1e. Par définition, Dx
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est un opérateur autoadjoint, donc son spectre est contenu dans l'axe
réel. De plus, D est un opérateur de Fredholm donc 0 n'est pas dans

le spectre de D, parce que D est inversible modulo les opérateurs
compacts (Le théoréme classique cité dans §IV). Donc, on peut déformer

v v

D (1'image de D) en une graduation de E (1l'image de E dans ﬁ):

ol

Y+

U spectre de D <0 U spectre de D_ > 0
X€X x€X X

Finalement, 1'image de o(E,D) est
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~

a1y,

P,
(E,nl,nz) € X

v

ol Ny = ni et n, défini en haut.

Remarque:

AN Kp’q(X) contient le théoréme

L!'isomorphisme ip’q(X)

de Jdnich-Atiyah (§IV). Parce que

k) = k20
et
x0»0

(X) = [X,F(H)]

par définition, od H est un espace de Hilbert de dimension infinie.



CHAPITRE VI

K-THEORIE A COEFFICIENTS LOCAUX




I. Groupes de Brauer gradués

On notera k l'un des corps R ou €. On appellera algebre

centrale simple une k-algébre Zz—graduée A=A@ Al, de dimension

finie, unitaire, dont les seuls £léments du centre qui soient de
degré 0 sont les scalaires (Z(A) N A° = k), et dont les seuls idéaux

gradués soient {0} ou A.

Exemples:

10) Soit E = E° @ E1 un k-espace vectoriel 72—gradué. Graduons la

k-algébre A = End E en prenant pour A° (resp. Al) 1'ensemble des

A 0 0 A
endomorphismes (resp. ) qui

0 U u 0
conservent (resp. échangent E® et El: A est centrale simple.

20) Les algébres de Clifford cP-1 (resp. Pl @ C) sont centrales
R

simples sur R (resp. T).

37) Si A et B sont deux algébres centrales simples, il en est encore

de méme de leur produit tensoriel gradué A & B.

Définition:
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On dira que deux k-algébres centrales simples A et A' sont
"équivalentes' s'il existe deux k-espaces vectoriels Iz—gradués E et
E' tels que A ® End E et A' ® End E' soient isomorphes. On définit
ainsi une relation d'équivalence sur 1'ensemble des classes d'isomor-
phie de k-algébres centrales simples. Soit GBr(k) l'ensemble quotient.
Le produit tensoriel Zz—gradué & passe aux quotisnts et définit sur
GBr(k) une structure de groupe ab&lien qu'on appelle le groupe de

Brauer gradué de k; il est en effet clair que la loi obtenue sur le

quotient est associative et commutative; par ailleurs

~ a n, - .
A @ AOPPOSE = EndkA (EndkA désignant les endomorphismes d'espace vec-
toriel, et non d'algébre), ce qui prouve que la classe d'équivalence
opposé

de A est inverse de celle de A dans GBr(k).

THEOREME : (Wall)

(1) GBr(R) = 28’ et est engendré par les algébres de Clifford

réelles, la classe de CP’9 dans GBr(R)  é&tant p-q (mod 8).

(2) GBr(C) = 22, et est engendr& par les algébres de Clifford

complexes, la classe de c? 9% ¢ dans GBr(€) étant p-q
R

(mod 2).

Plus généralement soit X un espace topologique. Considérons

les fibrés KQJ ——> X en k-algébres centrales simples. [Par exemple,
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siE=-E@® E1 est un fibré vectoriel Zz—gradué, de dimension finie,
de base X, et si END(E) le fibré en endomorphismes (END(E))x = End(Ex]
Vx € X, END(E) est un tel fibré]. Deux tels fibrés (. —> X et

(' —> X en k-algébres centrales simples seront dits "Equivalents"
s'il existe deux k-fibrés vectoriels Zz—gradués de dimension finie

E——> X et E' —> X tels que
(I ® END(E) et (7' ® END(E')

soient isomorphes. On note GBr(X) l'ensemble des élasses d'iéquivalence:
c'est un groupe pour ie produit tensoriel gradug & des fibrés en algébres
graduées. Plus précisément, on notera GBrO(X) et GBr U(X) les groupes
correspondant respectivement & R et €. [On a &videmment

GBr O(p') = GBr(R) et GBr U(p") = GBr(C)].

THEOREME [7]:

Si X est un C.W. complexe fini connexs,

GBr O(X)

I, x ol (x,7.) x Hzgx,zzj

GBr U(X) = 2, x H'(X,Z,) x Torsion w3 (x, 7.
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Attention:

La loi de groupe n'est pas le produit direct; pour GBr 0(X)

par exemple, elle est donnée par:

' 1y _ ' ' ' '
LW W) VW LW = (s AW+ Wy, WD+ W+ W)
D'autre part, la composante A dans 2, (resp. Z,) de la classe d'é&quiva-

lence (A,wl,wz) de(l dans GBr(X) n'est autre que la classe d'équivalence

dans GBr(k) de la fibre type de a .

Esquisse de la démonstration pour k = R:

Quitte 3 prendre le produit tensoriel gradué de (I par
un fibré trivial, on peut supposer que la composante X est 0, i.e. que

a B
la fibre type de Cl est 1'algébre MZnUR) des matrices M = ( )
Y )

avec a,B,v,6 ¢ M (R) = End(R"), M &tant de degré 0 si B =7y = 0, et
de degré 1 si o = & = 0. Notons En le groupe des automorphismes

d'algébre gradufe de M, (R): 1la classe d'isomorphie de C{(ﬂéfinit un

Zn(
glément (encore noté CZ ) de Hl(X, (En)c). [Pour tout groupe topclo-
gique G, on note GC le faisceau des germes de fonctions continues de X

dans GJ].
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Rappelons (théoreéme de Skolem.Noether) que tout automorphisme
d'algébre simple est intérieur: on en dédui<, si ¢ ¢ En’ qu'il existe
T € GL(2n,R) tol que, VM € M, (R}, o(M) = ™' En outre, puisque
le centre de MZn(R) ne contient que les scalaires, T est définie d mul-
tiplication prés par un scalaire non nul. Pour que ¢ soit un automor-
phisme d'algébre graduée, il faut en plus quc T appartienne au sous

groupe F_ Il F; de GL(2n,R) ol F_ (resp. Fé) désigne 1'ensemble des

a O 0 a
matrices (resp ) ol a et b appartiennent
0 b b 0

- . . _ 3 ®
d GL(n,R). On en déduit que E = F UEF, / R*.

D'autre part, Fn est un sous-groupe distingué de Fn U F;, et

0 I
n

la multiplication & droite par dans Fn U F; définit
I O
n

', Comme, en outre

une bijection de Fn sur Fn.

0] In 2
=1,,, le groupe quotient F_ I FI;/Fn est isororphe 3

I 0
n

22. On obtient par conséquent le diagramme commutatif ci-dessous, dont

les lignes et les colonnes sont exactes:
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v

1l ———> R* —— F_ > F /R*

.

) — t *
1 > R* > FnUFn > En_FnanﬂR -1
v \
z, 2,
v A\
1 1
1 1 . . .
Notons Wl: H (X,(En)c) —> H (X,Zz) le morphisme induit

5 HZ(X,ZZ) le

1
> Z,, et Wy: H (X,(E)

par la projection En 2

o)

morphisme bord induit par la suite exacte

> F UF' —> E
n n

[Rappelons que HZ(X,GR*)C) T HZ(X,ZZ) puisqu'on peut restreindre a

Z, le groupe structural R* des fibrés vectoriels réels de rang 1].
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Pour que (] (€ Hl(X,(En)C)) provienne d'un &lément de
Hl(x,(Fn)C), il faut et il suffit que WI(Q) = 0 et WZ(Q) = 0; dire
qu'il en est ainsi signifie précisément qu'il existe un fibré vecto-
riel E, 72-gradué, tel que @ ¥ END(F): <c'est dire que la classe
de (d est nulle dans GBrO(X). Plus généralement, on associe 4 tout
fibré @ de fibre type MZnﬂR) le couple (Wl(Q), WZ(Q)) € HI(X,Zé) X HZ(X,Z )
et 3 tout fibré (] de fibre type centrale simple réelle un triplet
(AI(Q), Wl(Q), Wz(Q)) € 28 X Hl(X,Zz) X HZ(X,Z ) qui ne dépend en
fait que de la classe de (I dans GBrO(X). On démontre que l'application
GBT(X) ——> Zy x Hl(X,ZZ) X HZ(X,ZZ) ainsi définie est bijective grice

d la théorie générale des foncteurs semi-exacts sur la catégorie des

CW-complexes finis,

Exemples:

Soit V ——> X un fibré vectoriel réel muni d'une métrique
riemannienne définie négative et C(V) le fibré en algebres de Clifford

correspondant. Nous admettrons le

THEOREME :

{1) La classe de C(V) dans GBrO(X) est égale & (dim V
(mod 8), W (V), W,(V)), W, (V) désignant la i°"° classe

de Stiefel-Whitney de V.
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(2) La classe de C(V) ® € dans GBr U(X) est égale
R
d (dim V {mod 2), WI(V), B(WZ(V)) ol B:
Hz(X,ZZ) —_ HS(X,Z) est le morphisme bord

associé 4 la suite exacte

En particulier, pour que la classe de C(V) soit nulle dans
GB(X), il faut et il suffit que V soit spinoriel et de dimension

multiple de 8,

II. K-théorie 3 coefficients locaux

> X un fibré en k-alglbres graduges centrales

Soit Cz

amples, dont la base X est compacte. On va définir un groupe KQ(X)

quil généralise le groupe fp’q(x) défini au chap.V (qui correspond au
cas ol (I est le fibré trivial Py x — X, muni d'une graduation

triviale g).

Soit E —— X un k-fibré hilbertion muni d'une structure
de (J -module 4 gauche Z,-gradué, et soit D: E —> E une famille
continue d'opérateurs de Fredholm de degré un, Dx: EX > Ex

(x € X) telle que (1) D* = D.

i i .
(2) Doa; = (-1)7 a; oD Va, € a (i = 0,1)
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Deux tels couples (E,D) et (E',D') sur X seront dits "homotopes"
s'il existe un couple analogue (E,D) sur X x [0,1] dont les restric-
tions & X x {0} et X x {1} soient respectivement (E,D) et (E',D').
Soit Ca(X) 1'ensemble des classes d'homotopie de tels couples (E,D):

c'est un monoide abé&lien pour la loi induite par la somme directe
(E,D) + (E',D') = (E®E', D®D').

Soit Ka%X) le groupe obtenu par symétrisation.

Proposition:

KQ(X) ne dépend que la classe o de a, dans GB_(X).

Il s'agit de montrer que pour tout k-fibré vectoriel Zz-gradué

a KQ@END (E) x)

de dimension finie E —— X, K (X) et sont isomorphes.

I1 suffit,pour celd, de montrer qu‘'il existe une équivalence de catégories
x: 0%y s ARENDIE)

ol Hl(X) désigne la catégorie des k-fibrés vectoriels hilbertiens sur

X qui sont des (] -modules 3 gauche Zz—gradués: on définit X en posant
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pour tout objet M de H(%X)

X(M) = M®E
k
X(f) = £® IdE pour tout morphisme f: M —> M dans {4Q(X).

Puisque les fibrés considérés sont localement triviaux, il
suffit - pour démontrer que X est une €quivalence de catégorie - de faire
la démonstration lorsque X est un point. Si E :_Rn, on alors M® E = M
et £ ® IdE =faf@®., .6&f (n fois), ceci pour tout objet M et tout
morphisme f dans Hc%pt). Soit a :((aij)): M —> M' un morphisme
de Cl<§ End(Rn)—modules; puisque al = Aa VY € End(Rn), on en déduit
que a est nécessairement diagonale, et que les termes de la diagonale

sont tous égaux: l'application f —> f & ... & f de ch(pt)

o n
(M,N) dans H d @End R

n,n . . .
(M",N") est donc surjective; par ailleurs,
elle est évidemment surjective. Ainsi, X est une 2quivalence de caté-

gorie, dont on montre en plus qu'elle est compatible avec les gradua-

tions.

Ainsi, pour tout o € GBr(X), on définit KG(X) (K-théorie
P

"tordue ou "3 coefficients locaux').

Si u: Y —> X est une application continue entre espaces
compacts, on définit de facon évidente, pour tout o € GBr{X), un mor-

phisme
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-1
urs K000 —— kY @y

ol u_l(a) désigne la classe de u‘l(Q) dans GBr(Y), (I étant un quel-

conque représentant de o dans GBr(X): par abus de notation, on écrira
u (@)

souvent KG(Y) au lieu de K (Y) lorsqu'aucune ambiguité ne sera

possible sur u,

Structures multiplicatives

Soient X et X' deux espaces compacts, et soient a dans

GBr(X) et a' dans GBr(X')}, On définit une application

' '
o) x ) —— kP xoxxn
en associant, aux classes d'équivalence des couples (E,D) et (E',D'),

celle du couple

R
(® désignant le preduit tensoriel gradué complet , on vérifie que
A est bien de Fredholm, de degré& un auto-adjoint, et (anti)-commutant

avec les &léments homogénes de degré (im)pair de o & a').
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Si X = X', l'application diagonale permet de définir une

structure d'anneau sur @ K*(X). Siu:Y ——> X est une appli-
0€GBr(X)
cation continue ® K((Y) est muni d'une structure de
BEGBr(Y)
( & ¥ (X)) - module.
a€GBT(X)

-

K-théorie @ support compact:

S5i 1'on suppose plus généralement que X est localement compact,
mais non nécessairement compact, on définit, pour tout a € GBr(X),
le groupe KS[X) comme le symétrisé du monoide des classes d'homotopie
de couples (E,D} définis exactement comme dans le cas compact, avec
en plus la condition que D est "acyclique & 1'infini" (i.e. il existe

un compact Q de X tel que D|X—Q soit un automorphisme de E|X_Q).

Si X est compact, on peut prendre, pour (, X tout entier, de

sorte que Kg(x) = Ka(X).

Si X est localement compact et non compact et si o se prolonge en
o au compactifié X, on a un homomorphisme évident Kg(X) — Ka(X)
(X désignant le compactifié d'Alexandroff) qui induit un isomorphisme

de Kg(x) sur ¥O(X) - Ker [K?(i) — s *phHi.
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Toutes les définitions et constructions faites ci-dessus dans

le cas compact s'étendent immé&diatement au cas localement compact.

ITI1. Classe fondamentale d'un fibré vectoriel réel

Soit V —— X un fibré vectoriel réel de dimension finie et
de base compacte, et soit Q une métrique riemannienne définie positive
sur V. Posons V'= (V,Q) et V= (V,-Q). Le fibré (V'  ® V') = c(vHimc(v)

opére sur le fibre AV = @& AV de la facon suivante: Pour tout
i>0

v € V, définissons

dvz AV > AV comme &tant la multiplication extérieure par
v, et
8. : AV ——>AV comme &tant €gale 4 la transposée (dv)t de dV

v

(rappelons que V est muni de la forme Q, non dégénéréel.

Pour tout w = (v+, v ) € VAR V', on définit ¢(w) € END{ V) comme

étant égal a d N + 8 . . On vérifie aisément que
vV o+V v -v

p(WYrp(w) = [Q(v+) - Q(v_)]IdAv. Par conséquent ¢ dé&finit un homomor-

phisme $: C(V+ ®V ) ——> END(AV) de fibrés en algébres, rendant

commutatif le diagramme
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vie v” e > END(AV)
)
4"
¢
v
cevie v)

[En fait $ est un isomorphisme: «cf. Bourbaki-Algébre].

Soit mw: V —> X la projection de V. Sur le fibré image
réciproque W_IAV, de base V, définissons l'opérateur A: v—lAV —_— ﬂ_lAV
en posant, ¥v € V, A = multiplication par (v,0) dans le C(V @ V")x—
module (ﬂ_lAV)V = AV, (ol x = m(v)). Puisque C(V') est inclus
dans cvt @ vy, et que ﬁ_l(AV) est un C(V" ® V )-module, c'est aussi
un C(V )-module; et puisque o(v,0)+p(0,v') = -p(0,v') * ¢(v,0), A anti-
commute avec les générateurs de degré 1 de C(V ); par ailleurs,

o(v,0) = dv + GV = Av est auto-adjoint; enfin, puiSque('p(v,O))2 = Q)td,
est un automorphisme de Avx dés que v $ 0, A est un automorphisme en "

dehors de 1la section nulle de V {qui est un compact de V, puisque X est

compact): c'est dire que le couple (ﬂ_lAV,A) définit un élément Uy de

Cru- .
KOC(V )(V), qu'on appellera 1la classe fondamentale du fibré V (il est clair

que u, ne dépend pas de la métrique définie positive Q).

IV- Théoréme de Thom-Gysin
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Soit V > X un fibré vectoriel réel de dimension finie

et de base compacte, et reprenons les notations du § précédent,

THEOREME de Thom -Gysin

La multiplication ¢ par Uy induit, pour tout o« € GBr0(X),

un isomorphisme de KOG(X) sur KOCGQC(V )(V)

Remargue

En particulier, si V est spinoriel, la classe de C{V") dans
GBr0O(X) est égale 4 (dim V (mod 8), 0,0), et & est un iscmorphisme de

ardim V. (mod 8) yy i ge plus, o = (i(mod 8), 0,0)

K0%(X) sur KO
(i.e. o est trivial), on obtient, compte tenu de ce que la KO-théorie est
périodique de période B - que ¢ est un isomovphisme de KCY(X) sur

Yoi+dim V o A .

KO (V): on retrouve ainsi le théoréme cizssique de Thom -Gysin

en KO-théorie pour les fibrés spinoriels. Pour izs fibrés aon spinoriels,

il est indispensable d'introduite la X-thEorie turdue si 1'on veut obtenir

un isomorphisme de Thom -Gysim.

Démonstration

Soit T —&5 X un fibré vectoriel réel de dimension finie et

Q une métrique riemannienne définie positive sur T. Définissons, pour
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tout B € GBrO(X)}, l'application ty! KOBRC(T)(X) _ KOE(T) en
associant, & la classe dans KUBQC(T)(X) du couple (E,D) la classe

> p—lE est défini

dans KDE(T) du couple (p-lE,A) oll A: pLIE
par At z Dx + p(t): Ex — Ex’ ol x = p(t), et o p(t) désigne
la multiplication par t dans le C(Tx)—module EX (E est un B & C(T)-
module, donc en particulier un C(T)-module). On laisse au lecteur

le soin de vérifier que (p 'E,A) définit bien un Glément de K0P(T).

Lemme :

tp estun isomorphisme.
Montrons comment le théoréme de Thom -Gysin s'en déduit. On

a vu en effet au §IIT que AV est un C(V+ ® V )-module grice 3

$: C(V+ & V') — END (AV). Comme $ est méme un isomorphisme, la classe

de c(vi @ vy = cov’) & C(V7) est nulle dans GBr0O(X), de sorte que

1"homomorphisme

~ + ~ -
L KO%(X) ———  koP®CVIBCV )y

défini par (E,D) — (AV ® E, IdA & D) est en fait un isomorphisme:

v

c'est en effet celul qui exprime que KOu(X) ne dépend que de la classe
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o de (J dans GBrO(X). Mais, puisque E&: xoe®C (V) LV )(x) N KOSQC(V )(V)

est un isomorphisme d'aprés le lemme, f&o T: KOG(X) —_ KO“RC(V )(V)
est encore un isomorphisme. Or EIAV@E, IdAvéD) = &(E,D): ceci

prouve que ¢ est un isomorphisme.

Démonstration du lemme (esquisse)

(i) t est transitive en le sens suivant: VR ¢ GBrO(X) et pour tout couple

T, T' de fibrés vectoriels réels de dimension finie et de base X, le dia-

gramme suivant est commutatif (p désignant la projection T' —— X):
A . trar
KOB‘RJC(TEBT )(X) Bl > KOE(T & T")

+

Tl

Ko(ﬂfbc (T ¢y

(1i) Gréce & la suite exacte de Mayer-Vietoris, on se raméne au cas ol T

et B sont triviaux (B = Cp’q)

(1ii) Par transitivité, on se raméne ensuite au cas ol T est trivial de

rang 1 et £ = Cp’q.
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{(iv) Dans ce cas

T By ——— R xmw

Mais fg’q (X xR) = Kp’q(x X Dl, X x So). On vérifie que E& coincide

alors avec 1'isomorphisme t figurant dans la démonstration du théoréme

de périodicité de Bott (cf. chap.IiV), d'ol le lemme,
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