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Séminaire CARTAN-SCHWARTZ 5-01
L6c année, 1963/64, n° 5 18 novembre 1963

[révisé en Juillet 1964 ]
FIBRE UNIVERSEL ET ESPACE CLASSIFIANT DES FIBRES VECTORIELS COMPLEXES

par Claude MORLET

(Rédigé par Max KAROUBI)

Dans tout cet exposé on appellera "fibré" tout espace fibré vectoriel complexe
sur une base paracompacte. Si (X , A) est une paire d'espaces topologiqueg,
H¥(X , A) désigne 1'anneau de cohomologie (singulidre ou de Gech) de la paire
(X , L) & coefficients dans Z .

1, Constructicn d'un fibré universel et d'un espace clagsifiant.

l.l. Définition.

Soit {E_, X

fibré universel pour les fibrés de dimension n s'il jeuit des deux propriétés

’ nn} un fibré de dimension (fibrée) n 3 on dira que e'est un_

suivantes

’

a. quel que soit le fibré {E , X , n} de dimension n , il existe un morphisme

striet
B _____..__..>En
n [
v £
X = >
>Xn

f est appelée application classifiente du fibré E ; {E s X n} est alors iso—

morphe & 1'image réeiproque de {En » X s nn} par 1'application f .

be s £ et g sont deux applications classifiantes de E , elles sont homo-
topes.

On peut dire cela autrement 3

Soit [X , Xn] 1'ensemble des clamscs d'homotopie d'applications de X dans
X yet o [X,X]-2(X) définie & partir de £ ~~ f*(En) $ pour que
{En ’ Xn
cette raison Xn prend le nom d'espace classifiant pour les fibrés de dimension
n o,

s n } soit universel, il faut et il suffit que T soit bijective, pour
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>

Si C est une sous-catégorie de la catégorie des espaces paracompacts, on
définirait de la méme manieére un fibré universel et un espace classifiant pour

les fibrés dont la base appartient & C .,

TH]:D'OR*?EME lele = Qpuel que soit n , il existe un fibré universel et un espace

classifiant pour les fibrés de dimension n .

La démonstration de ce théoréme nous occupera tout le reste du paragraphe 3

nous allons avoir besoin de notions préliminaires.

l.2. Les grassmanniennes BU(n , p) et BU(n) .

Soit BU(n , p) l'ensemble des sous-espaces vectoriels (ou plans issus de
1l'origine) de dimension n de gn+p « BU(n, p) s'interpréte de trois maniéres
comme quotient d'espaces topologiques et les trois topologies que nous obtenons

coincident. Définissons ces topologies.

Si GL(n + p) est le groupe lindaire complexe de gn+p s On a une application
surjective u : GL(n + p) »~BU(n , p) définie par u(M = M(a) , en désignant
par a le sous-espace vectoriel engendré par les n premiers vecteurs de base
de G™P ; uwl(a) estun sous-groupe fermé de GL(n + p) , et BU(n , p) s'iden
tifie & 1'espace homogine GL(n + p) /u"l (a) « Ecrit sous cette forme, BU(n , p)’
est une variété analytique complexe de dimension np [3].

Le raisonnement qui vient d'étre fait avec le groupe linéaire peut se répéter

avec le groupe unitaire, et on obtient

BU(n , p) XU(n + p)/U(n) x U(p) .
BU(n , p) , éerit sous cette forme , apparaft alors comme un espace compacte

Désignons par VU(n , p) 1l'espace des suites de n vecteurs indépendants de

n
C *P s avec la topologie d!'un sous-esgpace de gn+p ® gmp O vee @ gn+p (VU@n . p)
L }

A4
n

est une variété de Stiefel). BU(n , p) s'identifie alors au quotient de
VU(n , p) par la relation d'équivalence qui identifie deux systénes engendrant
le mdre n-plen de Qn+p .
Ie gystéme formé par les BU(n , p) et les inclusions &videntes
BU(n , p) c BU(n , g) pour p<q est un systéme inductif, et on posera

BU(n) = :E‘__rgBU(n s D) 3
P
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BU(n) est muni de la topologie limite inductive : un sous-espace de BU(n) est .
ouvert (fermé) si scn intersection avec chaque BU(n , p) est ouverte (fermée).
Par eilleurs BU(n) , étant limite inductive croissante de compacts, est un espace

paracompact (Appendice 1).

Op peut définir BU(n) d'une autre meniére, plus intuitive, en s'inspirant de
la troisidme interprétation de BU(n , p) . Considérons la limite inductive,
notée C° , du systéme inductif formé des CP et des inclusions CF c g% pour
p<aq g°° est évidemment le sous-espace vectoriel de 991 formé des vecteurs
dont toutes les coordonnées, sauf un nombre fini, sont nulles (ctest la somme
infinjie C ® C ® «es ® C oos))+ Alors BU(n) s'identifie & 1l'ensemble des sous-
espaces vectoriels de dimension n de goo . Soit maintenant VU(n) 1ltegpace des
systémes de n vecteurs indépendant de G , avec la topologie induite par celle
de G o gm ® eoo ® C 3 alors BU(n) est un quotient de VU(n) , et la topologle

| ¥ J
na's

bl

quotient coincide avec la topologie précédente de BU(n) .

1.3. Les fibrés x(n, p) et x(n) .

Considérons le sous-espace ¥(n , p) de BU(n , p) x gn+p formé des couples
X,x ot Xe€BU(n, p et xe€X.Soit © 1'application continue surjec-
tive de x(n , p) sw BU(n , p) définie par n(X , X} = X ;on va démentrer que
{x@, p) , BU(n, p) , n} est un fibré (vectoriel localement trivial)e Pour tout
X € Bl , p) , soit U 1l'ouvert de BU(n , p) formé des n-plans de gmp se

projetant orthogonalement sur XO 3 on & une bijection

0 3 n-l(U)aUxXO ,
continue, définie par
(P(X ’ X) = (X ’ PTOjX x) o
o
On a en outre le diagramme ¢
-l 0]
a () > U x XO
n p
N
U

et ¢ est lindaire au-dessus de chaque point de U . Pour démontrer que x(n , p)
est un fibré il nous reste a4 démontrer que (p—l est continue § cela résulte, par

- —l ’ . .
exemple, du fait que =n (U) est réunion d'ouverts relativement compactse
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x(n) se définit de la méme manidre que ¥ (n , p): clest le sous-espace de .
BU(n) x G formé des couples (X, x) , on X € BU(n) et x & X j tous les
raisonnements que nous venons de faire pour X (n , p) sont encore valables pour,

¥ (n) , sauf le fait que w"l est continue, mais cela réealte <viderment. du lenme @

LEMME 1030 -~ Soient Xl C oo CXk C ees et Yl C eee C Yk ese deux suites
croissantes d'espaces localement compacts, alors, les limites inductives étant

prises suivant les inclusions,
Hof x Ge= Qnd) « @ay) .

De ce lemme, il résulte en particulier que gm est un espace vectoriel topolo-

gique.

ls4s Une propositione.

Quel que soit le fibré {E , X , n} il existe un recouvrement ouvert dénombra—
ble [Ur] telque V r, E | U, soit trivial.

Démonstration. = X étant paracompact, il existe un recouvrement ouvert locas,
lement fini fVi] de X telque E | V, soit trivial. Soit [ai] “une parti-
iel
tion de 1'unité subordonnée au recouvrement [Vi] 3 pour toute partie finie J

de I , considérons

Wy = {x | Bn;_? a, (x) > ?;.?aj(x)}
et

U = U W .
r card J=r J
nai

[Uf] est un recouvrement ouvert de X j de plus, si card J, =card J, , Iy £ J2,
il existe j, € J, , Jj, ¢ Iy et J,e7,, i #J,581 xe le n sz , on
aurait o, (x) >a, (x) et a, (x) >a, (x) ce qui est impossible, donc
J1 J2 2 J1
WJ n WJ =¢. VvV r ’ Ur est donc réunion dfouverts disjoints tels que la
1 2

restriction du fibré & chacun de ces ouverts soit triviale (car Wycv, si

i€J), il en résulte que E | U, est trivial.

Co Q.o Fo Do
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1.5+ Démonstration du théoréme 1l.1.

-

Nous sommes meintenant en mesure de démontrer le théoréme avec E = x(n) et
X =
., = BU (n)

2 Soit {E , X , n} un fibré de dimension n et [Ur] un recouvrement ouvert
dénonbrable de X telque, V r , E | U, soit trivial (proposition le4)

) Fr ¢

. /

Soit P. la compogition de . ct de la deuxiéme projection de Ur x G sur
Qn $ soit enfin [ar] une partition de 1l'unité subordonnée un recouvrement [Urj .

Si on considére Qm comme Cn @ Cn ® ees 4 On a une application g E - C°°
définie par g(x) = (a (n(®) p, (@ , «ee o, (m(x)) P, (%) K vee) o Cette deritugpe
a bien un sens si on convient que p, (x) =0 pour x 95 o (U ) , et a (n(x))p x
est bien continue car a, est nulle en dehors d'un fermé contenu dans Ur . Par ;
ailleurs g est lindaire et injective sur chaque fibre car, V x , un au moins

des a (n(x)) n'est pas nul. g détermine donc un morphisme strict s

E g > y(n)
\4 £ %
X > BU (n)

avec g(y) = (gE) , g(y)) o1 yeB_ (xeX

be Il existe une correspondance bijective entre l'espace & des applications
continues, linéaires et injectives sur chaque fibrey, de E dans C°° et les mor-
phismes strlcts de E dans Yx(n) . Cette correspondance est donnée par
g ~~o g et oen sens inverse par g(y) =z si g(y) = (Y,2) «8i g et h
gont deux morphismes stricts de E dans X(n) s i1 suffit donc de démontrer que
g et h gont homotopes dans « .

Premier cas. - Supposons que V y e Bt , 8{y) et h(y) solent égruxou nonpropor-
tionnels. Alors V te€ [0, 1], tg+ (1 -t) he d donc g=xh.
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Deuxiéme cas ¢ cas général. ~ Soient £ et &, 1les applications linéaires

continues de Qw dans Qoo définies par
Bl(xl ’ xz g oo Xi » ooo) = (Xl,, 0 ’ X2 ’ 0 9 oo Xi .l.) Xi au rang 21 ~ l\
€2(X1 » ch 9 oee Xi ’ cco) = (O ) Xl ) 0 g oo Xi coo) Xi au rang 2i

Alors g=xg g= &, h X h d'aprés le premier cas appliqué trois fois.

l.6s Cas des fibrés de base de dimension finic ou compacte.

Hous airons qu'un espace topologlque est de dimension < p si, quel que soit le
recouvrement U de X , il existe un recouvrement plus fin [ViJ tel que chaque
point de X appartienne a4 eu plus (p + 1) ensembles du recouvrement [Vi] « Un
espace est de dimension p s8'il est de dimension < p et s'il n'est pas de dimen-

sion £ p -1 . Un cspace de dimension finie est donc paracompact.

n
ExempleBe — Un espace réduit & un point est de dimension D, R est de dimen-

sion n , un compact de R® est aussi de dimension € n [5].

PROPOSITION le6ele — Si Cp est la catégorie des espaces topologiques de dimen—
sion € p , alors pour p' assez grand, }(n , p') et BU(n , p') sont fibré
universel et espace classifiant pour les fibrés de dimension fibrée n , dont la

)

base appartient & Cp 5 (il suffit que p' 2 (2p + 1)n) .

Démonstration. ~ Il suffit de remarquer qu'en choisissant pour [Vi] le recou~

vrement donné par la définition de la dimension, WJ =0 si card J2p+ 2 ;
par suite on peut recouvrir X par (p + 1) ouverts U , Uy s see sy TJp+1 tels
que E [ Ur soit trivial. La démonstration se poursuit comme en l.5.

PROPOSITION 1.6.2. —~ Soit X wun espace compact.

a. Soit {E y X , 1} un fibré de dimension fibrée n 3 pour p assez grand,

il existe un morphisme strict d¢ E dans y(n , p) .

be 81 f et g sont deux morphismes stricts de E dens y(n ,p , f et g
induisent deux applications homotopes de E dans ¥(n , p') pour p' assez grand
(p' >n + 2p)

2. La cohomologie du classifiant.

2.1, le diagramm fondamental.

On a une application lindaire continue bijective ¢ de Qoo ® Qm sur g°° défi-

nie par (P((Xl » X5 cee) ’ (Yl 2 Jp 9 eed)) = (xl V19 Xy Yo o «ee) 3 On
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définirait de la méme manidre une application de G~ © 0" & eeo ® C° sur 07 .

\'4
n

On déduit de cela un morphisme strict gu'on définit de maniére évidente

x(1) & X(1) ® «00 @ X(1) A > X (n)

Y &

BU(L) x ees x BU(L)

Y
n

> BU (Il) .

Ce diagramme va nous permetire de calculer la cohomologie du classifiant, en par—
ticulier les classes de Chern de ¥ (n) s en fonctien de la cohomologie de
BU(1) x ees x BU(L) qui, nous allons le voir, est particulidrement simple.

Avant de commencer cette étude, énongons une proposition qui justifiera tous les
passages & la limite (projective) que nous ferons par la suites

PROPOSITION 2.l. - Les grassmaniennes BU(n , r) et les inclusions
ipq ¢ BU(n, p »BU(n, q) définies pour p £q induisent un systdéme projec-
tif {£%(BU@ , r) , 1;} ot

1 (BU(n)) = Lin K (BU(n , r))‘ .

Démonstration. -~ Les grassmanienncs BU(n , r) et BU(h) sont des CW—complexes
([7], p. 68) et mn identifiant des BU(n , p) & des sous-complexes de BU(n) , on
voit que BU(n , r) est la réunion des cellules de dimension < 2r de BU(n)

[7)s D'aprés le calcul classique de la cohomologie d'un CW-complexe, on a des
isomorphismes

H (BU( , 7)) XHBU@m , r + 1)) X oo SH(BUM)  powr i< 2r

induits par les inclusions BU(n , r) Cc BU(n , r + 1) C «ss ¢ BU(n) ; d'od la

proposition.

2.2. Cohomologic de PX(C) et de BU(L) .

BU(L , k) est llespace des droites iseues de l'origine de gl+k s clest donec

1tespace projectif complexe Pk(g) « Appliquons la suite exacte de Gysin (exposé
précédent) au fibré x(1 , k) :

»

3
B0, 19) - BEE) B2 Q) = Bt , ¥)
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)

o ¢, est la clagse d'Fuler de ¥ (1 , k) , c'est-d-dire sa premisre classe de

1+k engendré per les

Chern. Mais ¥*(1 , k) est le sous—espace de Pk(g) x C
couples d'une droite de g“k et d'un vecteur non nul sur cette droite j parsuite
i, %
H((l,k) =0

pour i£0 et i A2k + 1 . Il en résulte

Q

1 (¢}
7z x () & B(FE) % .. ~ 2 (F Q)
o xr (F(Q) ~EH(EFEE) X ewe nEHEE)

Par ailleurs Pk(g) étant de dimension 2k , Hl(Pk(g)) =0 pour i>2k-.

PROPOSITION 2.2.le = L'anneau H*(l;{@) est 1l'anneau de polyn8mes tronqués
Z[cl]/clf”' y © € Hsz}((g)] étant la classe de Chern de x(1 4 k) o

En particulier la caractéristique d'Euler-Poincaré de Pk(g) est égale a
k + 1, et la classe fondamentale de Pk(_q) est Z (cl)k
(théoréme 1.5) que la classe fondamentale de Pk(g) mmni de son orientation
naturelle est (- 1)k («::l)k .

« On verra plus loin

Par ailleurs le diagramme

X(l ’ k) >X(l)

J b

BU(L , k)

5.BU(1)
oh 4, est ltinjection de BU(L , k) dans BU(L) , montre que

i’;(cl(x(l))) = ¢, (x(t , X)) ;
i’; $tant injectif pour k >1 , on identifiera c,(x(1))) et cy(x(1 , X)) de

télle sorte que

B (BU(1)) = 1m B*(BU(L , X)) =3[ec,] .
Lin 2|
On a ainsi démontré :

PROPOSITION 2.2¢2+ = La cohomologie de BU(l) est l'anneau de polynSmes
g[cl] s ¢ € H2(BU(1) étant la classe de Chern de ¥(1) »
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2.3 Cohomologie de BU(1) x eee x BU(L) &

Elle est donnée par le théoréme de Kinneth [2] que nous énongons iei sans
démonstration, et, pour simplifier, dans le cas de deux facteurs seulement 3

THébRﬁPE 2¢3s - Solent X et Y deux espaces topologiques tels que H*(X)
et H*(Y) soient des modules libres sur Z , de type fini en chaque degré. Alors
1tapplication H (X) @ H*(Y) daus HY(X x Y) définie par le oup-produit externe
est un isomorphisme d'anneaux (la structure d'ammeau sur H*(X) @ H*(Y) est don-

née par la formule $ si
t '
aeH (X, be®¥) , ated X , b eE (V) =
(2 #b)(a’ @b') = (- )5 aat g 11! *,

plus précisément, si p et q désignent les projections de X x ¥ sur ses fao-
teurs, p* et q* sont injectifs et H*(X x ¥) s'idertifie, comme anneau, au pro-
dult tensoriel gredud des doux sous-ammesux p' (H' (X)) et @ @) .

Daps le cas particulier de BU(1) x ess x BU(L) , désignonc par - p, la projecs

tion de BU(L} x ees x BU() sur le i-2me facteur, et soit oy = pi(cl(x(l))) .
Alors

¢
H*(BU(]-) X ese X BU(l) ~ 'Z"[al] D eoe & ?“[an] .
Chaque a, étant de degré 2 , la miltiplication dans Z[°‘1] x eee x Z[a ] est
-~ ~~ n

commtative, d'ol la propositien

PROPOSITION 243+ = H*(BU(1) x es. x BU(1)) =2[a; 5 eee ya ], avec

.
ai = pi(cl (X(l)) .

Cet isomorphisme est un isomorphisme d'algdbre gradudes, si on convient d'affec—

ter chaque ai du degré 2 .

2.4+ Cohomologie de BU(n) .

Le morphisme strict défini au début de 2.1 montre que

“e

Ealetn)) = cx() @ v @ (1))

n fois

d'aprés le théordme 4.2 de 1l'exposé précédent (ef. théoréme 4.2 et Erratun 2 l‘api

pendice), le second membre est égal au produit
n

J py oy (1))

——
—
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Par 1l'isomorphisme de la proposition 2.3, on a donec
* n
EXe(x@) = T (1 +ay) .
n i=1

Si on note ¢, les classes de Chern ci(x(n)) € HZi(BU(n)) y on a donc

[Ez(ci(x(n))) S0+ eee 4@ =0,
(26441)
1 Ealo, () = e @ =0

O Ty 5 see » O € &[al s see an] sont les "polynomes symétriques élémentaires™.

Introduisons 1'algébre ?~[°1 y vee o cn] , graduée en affectant oy du degré
24 , et 1'homomorphisme d'algebres graduées

91 Zle; 5 eee 4 0] - H*(BU(n))

qui envoie c; en o x@))

THEOREME 2¢4¢ - ® est un isomorphisme d'algébres gradudes }

“P=E’:\°. L &[01 g vee On] -’&[@1 9 oo o an]
est défini par

(2e442) Yley) =04 H

enfin &' 1 H BU@) = Z[a, , «ee @ ] est une injection dont 1'image cst la
sous algdbre des polynSmes symétriques en a; 5 eee 5 O o

Pour la démonstration, cn admet le lemme suivant (démontré dans 1'Appendice 2) ¢

*
LEMME 2.4. - Les classes de Chern ci(x(n)) engendrent H (BU(n)) pour sa
structure de Z-algebre.

Ceci signifie que 1l'application ¢ est surjective ; pour montrer que ¢ est
bijective, il suffit alors de prouver que ¢ = 5’; o p est injectivee Or les for-
mles (2.4.2) résulteat de (2.4.1) ; le théoréme classique des "fonctions symé-
triques" dit alors que Y est un isomorphisme sur la sous-algdbre des polyn8mes

symétriques en @; , ese , a e ’

Ce Qo F. De

[S

COROLLAIRE. - 5; permet d'identifier 1'algtbre H' (BU(n)) & une sous-algdbre
de Z[a, , «eo @ ], de fagon que
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clx(m) = 1T (1 «+ ai) .

2¢5« Clagge fondamentale de Pn(g) .

DEFINITION 2.5. - Soient {E' , X , "} et {E, X, n} deux fibrés vecto-
riels complexes de mdme base X , {E' , X, '} est un fibré conjugué du fibré
{E , X, n} s'il existe un isomorphisme f : E -»E!' des fibrés réels sous-
jacents (non orientés), telque V xe€X, ee€ E.» Ael,

f(?\e) = .Xf(e) .
PROPOSITION 2.5, - Si3 {E' , X, n'} est un fibré conjugué de {E , X, n},
e €)= (-Dle,® .
1 = i
Démonstration facile & partir de la relatien yp, = (- " Xg » velable si E

et E!' sont des fibrés complexes de dimension n .

Soit maintenant x'(1 , n) 1le fibré dusl de (1 , n) (qui est un fibré con-
jugué de X (1 , n) ; pour le voir on munit le fibré x(1 , n) d'une forme hermi>
tiemne)s X'(l , n) peut aussi se définir comme étant le fibré vectoriel com-
plexe (de dimension 1 ) de base P™C) , quotient de (_le -{0)) xC par 1e *
groupe des homothéties de rapport complexe A #A0 .

THEOREME 2. 5.

Soit at =c, ' (L, n) et a = ¢, x(1 , n))3 ona a, = =al e
Soit T(P*C)) 1e fibré tangent orienté de P?(C) ; alors :

a o(T(FMQ)) = (14 )™ = (1 -,

be La classe fondamentale de P*C) orienté est (a;l)n = (= 1) (an)n .

Démonstration. - (a) résulte du lemme et du fait que

T(Pn(_g_)) ® i lC zX’ (1 ’ n) D see O x' (l ? n)
Pn(G) = % vV !
- n+ 1
(cfo Appendice de 1'exposé suivant). D'autre part

XPn(n) = cn(T (Pn(g))) = (n + 1) (G.;l)n = (- l)n (n + L)(an)n .

Comme la caractéristique d'Euler-Poincaré est n + I ((proposition 2.2.1), (b)
résulte du théoréme 3.3 de l'exposé préeddente
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Apgendices

Appendice ls ~ Une limite inductive croissante d'espaces compacts est un esgpans
paracompact.
Soit X1 C eee C Kk C ees une suite oroissante d'espaces compacts, et

Commengons par démontrer que X est normal, Soient F et F! deux fermés de

X o I7 suffit de construire par récurrence une fonction continue hi H Xi -+ [0, 1,
hi prolongement de hi—l , égalea 0 sur Fn Xi etd 1 sur F'on Xi 3 on
remarque pour cela que le probléme revient & prolonger & Xi (V 1 >1) une fone-
tion définie sur le fermé de X, : (Xin F) u X 1 U(Xi n F1) , égale & hy ,

3 0 sur X, nF etd 1 sur X, nF , & valeurs dans [0 , 1] , ce qui est

toujours possible.

D'autre part, X est séparé : car tout point est fermé (puisque son intersec—
tion avec chaque Xk est fermde) ;3 donc si x et x' sont deux points distinets,
i1 oxiste une fonction continue numérique f telle que f(x) =0 et f(x!) =1,
d'aprés ce qui précede

c. Q. F. De

£

Démontrons maintenant que X est paracompact, Soit U un recouvrement infini
de X j; comme chaque Xi est compact, il existe un recouvrement dénombrable
[Uj] extrait du précédent, et une suite d'entiers n; < n, < eee < eco tels
que .U Uj recouvre Xk . Comme X est normal et Xk fermé dans X , il

XS
existe un recouvrement V? G gnﬁ de X, tel que \73{ cUJ. pour § <y
(BOURBAKI, [1], § 4, théoréme 3). Posons U:} = Uj pour Jj $n, et
U5 = Uj U C(KLIJ{—l vg_‘) pour n _, <Jj<mn (k >1) . Alors {U&} est un recou~
xn,

vrement ouvert de X plus fin que U et localement fini j en effet si x € XS s

U V5 est un voisinage de x qui ne rencontre qu'un nombre fini des U}

r<s J
i{nr
Appendice 2. ~ Les glagses de Chern de x(n) engendrent H*BU(n)) comme

Z-algdbre.
On va suivre [ 6], et reisommer por récurrence sur n . Nous savons déja (prop. 2.2.2)
* ’ .
que H (BU(L)) est engendré par c; (x(1)) comme Z-algdbre. Supposons la propo-
sition prouvée pour H' (BU(k)) avec k< n - 1. Soit p 1'application de
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x¥n , k) dans BU(m -1, k+1) définie par p(X , ¥ = X" , en désignant
par x" le gous-espace de X orthogonal au vecteur non nul X e X*(n , ¥) est
un fibré localement trivial de base BU(n -1 , k + 1), 1a fibrc &tant P*(k+l) ~e
Par suite . .
o¥t H(BU@-1, k+1)xH K0, )
sur 1< 2k + 1 « Ecrivons la suite exacte de Gysin pour {y(n , kX) , BU(n, k) , 7}
en tenant compte de cet isomorphisre
i, ®n _i+2n *=l % 1.0n 1+l

+ B (BU (n,k) —3 H-Y R (BU(n,k) ) BT B P (BU (n-1,k+1)) - H* (BU(n,k) + oo

pour 1 <2k + 1 « En faisant k infini il vient @

© -+ 1 EuE 3 P Ere) T i mu - 1) - 5 E0E) -

D'autre part, d'aprés le diagramme

xXm-1) el.< E > X (n)
| b8
\4 v

BU(n - L)eer— X*(n) — " 5BU(n)

v Exa*@Eu@) xep*Buhm - 1)) , et d'aprés la fonctorialité d=s classes de

Chernn p*-1 n*

envoie les classes de Chern de X (n) sur celles de ¥(n - 1) 3
(S) entrafne donc l'exactitude de la suite

. c . k-1 %k .
") o-H EU@W) B P Erw) L w0 Bum - 1) » B u@) 0 .
I1 faut démontrer que V a €H (BU(n)) , a s'éerit comme polyn8me des classes
de Chern de Yx(n) » Raisonnons par récurrence sur le degré de a , la propositien

dtant vraie si a e H(BU(n)) . Soit

ae EUM) 5 o5 M(a) e B EU@ - 1),

donc s!écrit comme polynéme p(ci ’ cé y coe cr'1 1) des classes de Chern de

' 8 -1
¥(n - 1) . Posons a' = plc, Cyy wee cn—l) 3 alors p* n*(a -a!') =0, done,
a~a!=ale ; a" étant de degré strictement inférieur 3 celui de a , a"

stéerit comme polyndme Q(c; , «se , cn) , donc
a:p(cl 9 oo cn_l) +Q(cl 9 oo cn) Cn °

Ce Qo Fo Do
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Appendice 3. - Classes de Chern de la somme directe de deux fibrés.

On va achever la démonstration du théoréme 4.2 de lloxposé 4 qui n'a été faite
que dens un cas porticulier. On ve démontrer lo formule 4.2.1 de cet exposé, d’ot
4.242 résultera en observant que & @X F est induit par E ® F sur lc disgoncle
X de X xX.

Soient done {E , X , s} et {F, Y, n'} deux fibrés de dimension n et p
respectivement, f et g des applications classifientes de ces fibrés dans BU(n)
et BU(p) respectiverent ; l'application Xk , composée de f x g et de 1'applica~
tion cononique de BU(m) x BU(p) dans BU(m + p) , est une applicotion classifiante

de EaF . On adone le diggramme commubatif

E@F ey x(@m) @x(p) oy x(n +p)
nox mt | i
l fxg v ‘L
X Y ~3 BU(n) x BU(p) ~———->BU(n + p)
X

(£ x g)* [elx(n) @ x(p))] .

(£ x gl [ely(n)) < clx(p))]
(Cf. théoréme 4.2 de 1l'exposé 4)

= *(c(y(n))) < g*(clx(p))) = c(E) « c(F)
. Q. F. D,

¢(E @ F) = kK [c(x(n + p))]
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