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EXERCICES SUR LE CALCUL DIFFERENTIEL EXTERIEUR

1 Produit extérieur

Sur R? on définit la 2-forme différentielle v et la 1-forme différentielle 3 par : pour tout (x,y,2) € R?,
Ag,y,2) = zydz A dy + 22dr Ndz +xdy ANdz et Bz,y,z) = zdr + y2dz.

Calculer a A B, da, dfB et Bz + ya% +22).

2 Produit intérieur

Pour toute p-forme a € APV* et pour tout vecteur X € V, on note X 1o € AP~DV* et on appelle
produit intérieur de a par X la (p — 1)-forme définie par

VX9, Xp eV, X Ja(Xe, -+, Xp) =a(X, Xo,---, X).

1 — On suppose que V est de dimension n. On se donne w € A"V* non nulle. Démontrer (sans calcul)
que 'application
A Vo— ALy
X — X Jw
est un isomorphisme. Question : & quoi revient le choix d’une telle forme w ?
2 — On suppose que V est muni d’un produit scalaire (-, -). Démontrer que

0: V.o o— AVF
X — (X,

est un isomorphisme.
3 — On suppose que V est de dimension 3, est muni d’un produit scalaire (-,-) et est orienté. On
considére une base orthonormée directe (e1, e2,e3) de V et w € A3V* telle que w(eq, €2, e3) = 1. Exprimer
I’application
| Vv
(X,Y) — M HUX)ALY))

dans les coordonnées données par (eq, eq, e3). Conclure.

3 Produit extérieur

On pose V = R"™. Soit «, B € A2V*. Etudier dans les cas suivants si a A 8 est nul ou non :
1—n=23.
2 —n=4.

4 Produit extérieur et produit intérieur

Dans ce probléme o € V* est une 1-forme et v € A2V* est une 2-forme.

a) Montrer que Yu,v,w € V Pexpression aAy(u, v, w) peut se simplifier comme la somme de trois termes.
b) Soit a@ € V* une 1-forme non nulle. On note H le noyau de «. Montrer qu’il existe u € V tel que
a(u) = 1. Ce vecteur u est-il unique ?

¢) On suppose dans cette question et dans la suite que o A v = 0. Montrer que la restriction de v & H
est nulle (i.e. Yv,w € H, y(v,w) = 0).

d) On note = u 1+, ol u a été introduit a la question b). Montrer que v = a A S.



5 Le lemme de Cartan : premiére version

Démontrer, en utilisant des coordonnées locales, que, sur une variété M, pour tout champ de vecteur X
et Y sur M et pour toute 1-forme différentielle o sur M,

da(X,Y) = Lxa(Y) — Lya(X) — a([X, Y]). (1)

6 Le lemme de Cartan : deuxiéme version

On se propose de redémontrer la formule (1) de l'exercice précédent de fagon intrinséque.

1) Démontrer (1) dans le cas ot a = df, avec f € C®(M) = Q°(M).

2) On suppose que 3 € QY(M) satisfait (1). Montrer que, pour toute fonction g € C*®(M), a = g
satisfait aussi (1).

3) Montrer (1) dans le cas général.

7 Transport par un diffétomorphisme d’un produit intérieur et
d’une dérivée de Lie

Soit ¢ : M — AN un difféomorphisme, & € X(M) un champ de vecteur sur M et o € QP (N') une p-forme
sur M. On note X := @,£.

1) Démontrer que *(X _a) =£ 1 (¢*a).

2) Démontrer que ¢*(Lxa) = Le(p*a).

8 Forme symplectique

1

L’espace R?" est muni des coordonnées (z,p) = (x!,--- 2" p1, -+ ,pn) = (2%, p;); et on note

wi=dp Adzt + -+ dp, Ndz" = dei A dzt.
i=1

1) Montrer que pour toute fonction h € C>(R?") il existe un unique champ de vecteur & su R?" tel que
¢ lw+dh=0.

Expliciter ce champ de vecteur. Dans la suite on notera &5, ce champ de vecteur.
2) Montrer que si vy : R — R?" est solution de :

d
d—z =&, (y) alors
3) Pour toute paire de fonctions f,g € C*°(R?"), on note :

{f,9} ==w (&5 8)
(crochet de Poisson). Montrer que si Z—;’ = & () alors

d(for) _
dt _{h>f}o'y

et retrouver ainsi le résultat de la question précédente.

4) Expliciter {f, g}.
5) Montrer que

d(ho7)

a

Lf,f

6) On rappelle que, pour deux champs de vecteur X; et X5, Lx, Xo = [X1, X3] et on admet que, pour
une forme a, Lx (Y Ja)=(LxY) Ja+Y J(Lxa). Montrer que :

§{f7g} = [ff,fg} .

7) Déduire de la question suivante I'identité de Jacbobi :

{f’ {g7h}} + {h’ {f»g}} + {97{h7f}} =0

(Indication : calculer de deux fagons différentes L¢, . f).

w=0.



