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Introduction

Les mesures gaussiennes et les espaces de Fock sont deux objets qui appa-
raissent naturellement et peut-étre, & premiére vue, assez indépendamment
en théorie quantique des champs. Par exemple, la quantification stochas-
tique d’'un champ dont le hamiltonien est quadratique donne lieu & une me-
sure gaussienne. D’un autre coté, si I’état d’un certain type de particules
est décrit par un vecteur d’'un certain espace de Hilbert, ’état d’un systéme
constitué d’un nombre indéterminé ou variable de ces particules est décrit
par un vecteur d’un espace de Fock associé a cet espace de Hilbert.

Dans ce texte, je vais expliquer de facon aussi simple que possible un
lien trés fort qui unit ces deux objets. Nous allons commencer par examiner
les mesures gaussiennes, en dimension finie puis infinie. Ceci nous ameénera
a définir les espaces de Hilbert gaussiens, dont I’étude nous conduira, assez
naturellement j’espére, aux espaces de Fock.

Tout ce qui est exposé ici est classique et la référence que j’ai le plus
utilisée est le livre de S. Janson [?], en particulier pour la seconde moitié.
Pour ce qui concerne les mesures gaussiennes, on trouvera une introduction
agréable a lire au début de 'article de survey de D. Stroock |?7].

Ce texte est issu d'un exposé donné a Peyresq en juin 2003.

1 Mesures gaussiennes en dimension finie

Pour définir une mesure gaussienne sur un espace vectoriel, il faut s’y étre
donné préalablement un produit scalaire. Soit donc H un espace de Hilbert?,
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que nous supposons pour linstant de dimension finie. Nous noterons (-, -)
son produit scalaire et || - || sa norme. Il existe sur H une unique mesure
borélienne invariante par les translations et qui assigne la masse 1 a tout
cube de H d’aréte 1 : c’est la mesure de Lebesgue, que nous noterons dh.
L’expression

dyu(h) = ! _ e3P gp, (1)
27)2
ol d est la dimension de H, définit parfaitement une mesure de probabilités
sur H, que nous appellerons la mesure gaussienne standard sur H.

La constante qui apparait dans cette expression est simplement celle qui
assure que [ 5 dyng = 1. On vérifie aisément que si ey, ..., eq4 est une base
orthonormée de H, alors la mesure image de vy par 'application de H dans
R? qui envoie h sur ((e1, h),. .., (eq, h)) est la mesure 75, oit v est la loi de
Gauss standard sur R. L’espace mesuré (R?, 'y]%d) est donc le modéle universel
de la mesure gaussienne sur un espace de Hilbert de dimension finie.

Lorsqu’on veut généraliser cette construction a un espace de dimension
infinie, on doit abandonner 1'expression (??) qui est devenue inopérante : la
constante de normalisation tend vers zéro lorsque d tend vers l'infini et il
n’existe sur un espace vectoriel topologique de mesure invariante par trans-
lation? que s'il est localement compact.

Pour définir vy lorsque H est séparable de dimension infinie, nous pou-
vons tenter de compléter le tableau suivant :

dmH=d (H~g) — (R4
dim H = oo (H, ?) A (RNaVIgN)>

ou les fleches sont déterminées par le choix d’'une base orthonormée de H.
La mesure vgN existe® et elle est caractérisée par le fait que, pour toute
partie finie I de N, sa projection sur R’ est la mesure 7$’. Nous voudrions
considérer sa mesure image par ’application

RY — H
x = (xg,21,...) — inei. (2)
i>0

211 s’agit de mesures o-finies, c’est-a-dire telles que l’espace entier soit une réunion
dénombrable d’ensembles mesurables de mesure finie. Sans cette hypothése, la mesure de
comptage définie par m(A) = §A conviendrait !

3C’est une mesure sur ’ensemble des suites, sous laquelle chaque élément de la suite a
une distribution gaussienne standard et est indépendant de tous les autres. Le lecteur scep-
tique en trouvera en appendice une construction a partir de la seule mesure de Lebesgue
sur [0, 1].



Bien entendu, il y a une différence fondamentale avec le cas ou H est de
dimension finie : 'application ci-dessus n’est pas un isomorphisme linéaire
et n’est définie que sur un sous-espace de RY, en I'occurence ¢2. Si on avait
YR (0%) = 1 ou tout du moins si cette mesure était strictement positive, on
pourrait définir une mesure image. Mais ce n’est pas si simple.

Lemme 1 Le sous-espace (> de RY est de & -mesure nulle.

Preuve — Définissons sur RY la fonction e~ >i% en la prolongeant par 0 hors
de ¢%. Son intégrale vaut

/ 6_ Zz z? d'}/l%N — / hm 6_ Z?:O z? d'}/l%N
RN R

N N—00

— -3tz g.0n
= lim e~ iz dyg

n—0o0 Jpn

i=0
= lim 372 =0
n—oo
La fonction e~ 2% étant strictement positive sur 2, on a le résultat. |

2 En dimension infinie : fonctions aléatoires

Pour comprendre comment on contourne ce probléme, la meilleure chose a
faire est de penser & H comme a un espace de Hilbert de fonctions et & ) x;e;
dans l'expression (?7) comme & une série de fonctions a coefficients aléatoires.
Nous venons de voir que cette série ne converge presque jamais - au sens de
la mesure 7§N - dans H. En revanche, on peut montrer qu’elle converge avec
probabilité 1 en un sens plus faible, qui dépend de H. Par exemple, si H
est 'espace HA([0,1]) des fonctions L? a dérivée L? sur [0, 1] et nulles en 0*,
la série aléatoire converge, avec probabilité 1, uniformément®. Dans ce cas,
pour 'y]%N-presque tout x, la série Y x;e; définit une fonction continue sur

4Ces fonctions sont absolument continues sur [0, 1] : elles ont donc une valeur en chaque
point.

5C’est N. Wiener qui a compris et démontré le premier ce point précis. Cependant, si le
résultat de convergence ne dépend pas de la base de H qu’on choisit, la facilité de la preuve
en dépend beaucoup. Or Wiener avait choisi une base de fonctions sinusoidales, mal adap-
tée & ce probléme. La base de Haar de I’espace H! permet de simplifier considérablement
la preuve, qu’on pourra par exemple trouver dans le livre de Mc Kean [?].



[0, 1], nulle en 0 : Papplication (?7) est finalement définie presque partout de
RN dans Cy([0, 1]) et sa mesure image est par définition la mesure gaussienne
Yy de H}, qui s’appelle mesure de Wiener.

Ce qui est “paradoxal”, c’est que v (H}) = 0 : cest ce que nous dit le
lemme ?7. Nous avons ici une belle illustration d’un phénomeéne général :
lorsqu’on essaie de construire une mesure de probabilités sur un espace fonc-
tionnel de dimension infinie (c’est-a-dire d’en choisir un élément au hasard),
on trouve une mesure portée par un espace plus gros et dans lequel I'espace
initial est de mesure nulle : on tire des fonctions moins réguliéres que ce qu’on
escomptait.

Prenons un autre exemple et traitons-le plus en détail : construisons la
mesure gaussienne sur H = L*(R/27Z,df/2m), dans lequel nous choisissons
la base {e,, : n € Z}, avec e,(0) = ™. A tout x de R* nous pouvons associer’
la série de Fourier ) x;e;. Sous la mesure 7]%2, c’est une série de Fourier
aléatoire qui n’est presque jamais celle d'une fonction L2. En revanche, si
nous pouvons donner une borne supérieure & la croissance des coefficients de
cette série, nous pourrons identifier un espace dans lequel elle converge. Une
telle borne nous est fournie par le lemme suivant, dont la portée n’est bien
entendu pas limitée au cas de L2,

Lemme 2 Pour %%Z—presque—taut z de R%, on a

11m Ssup

— <1
n—+oo \/210gn -

Cette inégalité s’obtient aisément a ’aide d’une estimation de la queue
d’une variable gaussienne et du lemme de Borel-Cantelli. 11 y a d’ailleurs
égalité. Soit maintenant u une fonction de classe C? sur R/27Z. Pour tout x
dans RZ et tout N € N, on a

N

/R/%Z ( Zanen(9)> u(6) % = Z_:N rpu(—n),

n=—

ou i(n) est le n-itme coefficient de Fourier de u. Comme u est C?, d(n) =
o(|n]7?) et vu le lemme précédent, cela permet de garantir pour presque-
tout x la convergence du terme de droite lorsque N tend vers l'infini. La
série Y w,e, existe donc pour presque-tout  comme un élément du dual
de C%*(R/27Z). On pourrait étre plus précis sur I'espace dans lequel vit cette

6 Avoir remplacé N par Z ne change rien.



distribution”, mais nous pouvons définir la mesure gaussienne sur H comme
la mesure image de 7]%2 par I'application suivante, définie presque partout :

RZ — C*(R/27Z)

r — g TpCn,-
n

Nous observons a nouveau le phénomeéne de grossissement de 1’espace : la
mesure gaussienne sur un espace de Hilbert séparable de dimension infinie
est portée par un espace de Banach qui le contient et dans lequel il est de
mesure nulle.

Cet espace de Banach ne semble pas étre canonique. Néanmoins, il est
possible de donner un cadre abstrait a cette construction : pour tout espace
de Hilbert H, il existe un espace de Banach B, non unique, tel qu’on ait une
injection compacte d’image dense ¢ : H — B et tel que la mesure vy soit
portée par B, c’est-a-dire que, pour toute base orthonormée {¢; : i € N} de
H, la série ) . x;e; converge &N (x)-presque stirement dans B. On a, comme
nous l'avons déja dit, vy (H) = 0. Le triplet (i, H, B) s’appelle un espace
de Wiener abstrait. Lorsque H est I’espace L? d'un espace mesuré séparable
(X, 1), la mesure vy s’appelle le bruit blanc sur X d’intensité u. Dans le cas
ou H = H}([0,1]), Pespace des fonctions L? sur [0, 1] dont la dérivée est une
fonction L2 nulles en zéro, la mesure vy peut étre portée par Cy([0,1]) et
s’appelle la mesure de Wiener.

Le fait que B ne soit pas canonique peut sembler un peu irritant. On peut
tout de méme donner des constructions assez générales, comme par exemple
celle-ci : H étant donné, on choisit sur H un opérateur A, positif, & trace
et sans noyau, puis on définit B comme le complété de H pour la norme
| h |li= (h, Ah)z. Alors B porte la mesure gaussienne de H. On trouvera
plus de détails sur ce point dans larticle [?| de L. Gross.

Néanmoins, pour ce qui nous intéresse ici, le bon point de vue est le
suivant : ’espace important est H, pas B. Nous allons voir dans le paragraphe
suivant comment nous passer complétement d’une description de B.

3 Fonctionnelles définies presque partout

Soit (i, H, B) un espace de Wiener abstrait. Nous identifions, via i, H a

un sous-espace de B. Nous avons donc les inclusions suivantes entre H, B et
son dual B’ :
B'cH', HcCB.

"On aurait pu prendre u moins réguliére que C?, par exemple C' avec dérivée
héldérienne d’exposant « €]0, 1], auquel cas @(n) = o(|n|~17%).
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Chaque élément ¢ de H s’identifie® & un élément de H' et définit naturelle-
ment une forme linéaire sur H mais, comme B’ est strictement inclus dans
H', cette forme n’est en général pas définie sur B tout entier. Néanmoins,
elle est définie sur un ensemble de yg-mesure 1 de B, comme nous allons le
voir immeédiatement?.

Lemme 3 Soit £ =Y &e; un élément fizé de H' ~ H. Alors la série Y &x;
converge pour 'ygN—presque tout x.

On peut prouver ce lemme par une application directe du théoréme des
“trois séries” de Kolmogorov (dont on trouvera par exemple 1’énoncé et la
preuve dans 'excellent livre de D. Williams [?]).

Autrement dit, pour tout £ € H', il existe une fonctionnelle linéaire (¢, -)
définie vy-presque partout sur B par la relation

(f, Z $z'6z') = Z §iT;.

Ceci définit bien une fonction presque partout sur B, puisque, par définition
de v, presque tout élément de B s’écrit sous la forme ), z;e; pour un certain
r € RN

Pour étudier cette fonction, nous allons calculer la transformée de Fourier
de sa distribution.

[t ame) = [ erEen agi
B RN

= lim e~ XTI 8T S (L )

n—0o0 Jpn

— lim 6—%t2(§%+...+§%)
n—00
I

La mesure image de vy par (&, -) est donc la mesure gaussienne de variance
| € ||?, C’est-a-dire la mesure e~ /ClEM dz/(v2x || € |).

8Nous adopterons la notation & plutét que h pour les éléments de H vus comme des
formes linéaires sur H.

9Cet ensemble de mesure 1 ou, ce qui revient au méme, son complémentaire, dépendent
cependant de £ ! Sinon, sauf pour un ensemble de mesure nulle, tout élément de B définirait
une forme linéaire sur H tout entier et s’identifierait donc & un élément de H : ce dernier
serait donc de mesure 1 dans B, ce qui n’est pas le cas. Comme nous savons que H est méme
de mesure nulle dans B, nous pouvons affirmer que 'intersection de tous les ensembles sur
lesquels les formes définies par des éléments de H sont définies est de mesure nulle dans
B.



En particulier, la fonction (&, -) est dans tous les LP(yy) pour p < 0o, et
sa norme L? est exactement la longueur de &. L’application

H~H — L*B,yn)
& — (&) (3)

est donc une isométrie! L’application (??) identifie donc isométriquement H
a un sous espace de L?(B, vy) formé exclusivement de variables gaussiennes.

Appelons espace de Hilbert gaussien tout sous-espace de L2(2,P), o
(Q, P) est un espace de probabilités quelconque, formé exclusivement de va-
riables aléatoires gaussiennes, c’est-a-dire de fonctions £ qui satisfont, pour
tout A réel ou complexe, I'identité

/ oM P o NlElZs
Q

Nous venons de démontrer que la mesure gaussienne sur un espace de Hil-
bert H permettait de définir une isométrie de H dans un espace de Hilbert
gaussien. Cette isométrie contient toute I'information qui nous intéresse sur
la mesure yy. En effet, les espaces de probabilités (B, vy) et (2, P) sont
équivalents, pourvu qu’on les munisse des bonnes tribus : sur B la plus pe-
tite tribu telle que toutes les fonctionnelles (£, ) soient mesurables et sur €2
la plus petite tribu telle que les variables gaussiennes qui se trouvent dans
I'image de H soient mesurables.

Le point essentiel pour nous est donc le suivant : la mesure gaussienne
sur un espace de Hilbert séparable induit une isométrie de cet espace dans un
espace de Hilbert gaussien'®. Nous identifierons désormais les éléments de H
a des variables aléatoires gaussiennes.

Nous allons maintenant étudier certaines propriétés de 1’espace gaussien
auquel un espace de Hilbert est identifié par sa mesure gaussienne. La lettre
¢ désignera un élément de H ou, ce qui est équivalent, une variable aléa-
toire gaussienne sur (€2, P). Nous aurons souvent besoin de considérer des
intégrales sur €2 par rapport & P, comme nous avons considéré jusqu’a main-
tenant des intégrales sur B par rapport a vg. Pour achever de faire disparaitre
cet espace ) qui n’est pas canonique, nous adoptons la notation suivante :
pour toute fonction u € L'(Q, P), nous posons

Bu) = /Qu dP.

90n ne peut cependant pas réduire les mesures gaussiennes & des isométries. Par
exemple, le fait que la mesure de Wiener puisse étre portée par un espace de fonctions
continues est essentiel en théorie des probabilités, mais il est escamoté par le point de vue
purement hilbertien. L’isométrie a un nom dans ce cas : c’est 'intégrale stochastique de
Wiener qu’on note, pour une fonction h € H?, fol h(t) dW;.
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4 Le théoréme de Wick

Le théoréeme de Wick est le résultat fondamental du calcul gaussien.

Théoréme 1 (Théoréme de Wick) Soient &1, ..., &, des éléments de H.
Sim = 2n est pair, alors

E(gl .- §2n) = Z H(glw Sjk)7 (4)

(11,51)--(in,jn) k=1

ot la somme est prise sur toutes les facons d’apparier les nombres entre 1 et
2n. Si en revanche m est impair, alors cette intégrale est nulle.

Preuve — La facon la plus courte de traiter le cas ot m est pair consiste a
remarquer que les deux membres de (?7?) sont des formes 2n-linéaires symé-
triques sur H et a procéder par polarisation. Il suffit donc de vérifier que

E(&") = Au || € 11",

ou A,, est le nombre de facons d’apparier 2n points. Le membre de gauche
est le moment d’ordre 2n d’une variable gaussienne de variance || £ ||?, ¢’est-

a-dire ,
/ 2n _I—2 dl’
e 24 —mm8—
® e

Ceci vaut (2n — 1)(2n — 3)...3.1 || € |* et il ne reste plus qu’a vérifier par
récurrence qu'il y a bien (2n — 1)(2n — 3)...3.1 fagons d’apparier 2n points.

Lorsque m est impair, la fonction que 'on intégre a une mesure image
sur R impaire : en termes probabilistes, &; ...&,, a méme loi que —&;...&,,.
Comme, d’aprés le résultat dans le cas pair, (& ...&,)? est intégrable, & ... &,
I’est aussi et sa valeur moyenne est égale a zéro. |

Une conséquence immédiate mais trés importante de ce théoréme est que
n’importe quel produit & ...&,, est encore dans L*(Q, P). C’est donc toute
une sous-algébre de cet espace L? que nous commencons a distinguer. Nous
allons voir qu’elle est dense et qu’elle s’identifie a I'espace de Fock symétrique
de H. Avant cela, nous allons faire une petite pause pour introduire une
notation qui sera utile dans la suite.

Graphes de Feynman

Il est commode de garder en téte I'image de points qu’on apparie. Appe-
lons graphe de Feynman (c’est la terminologie qu’utilise Janson dans [?]|) un

8



graphe tel que de chaque sommet il parte au plus une aréte. Appelons ordre
de ce graphe le nombre de ses sommets et son rang le nombre de ses arétes.
Nous dirons qu’il est complet si de chaque sommet il part une aréte. Ceci
équivaut a dire que son rang est la moitié de son ordre. Soit I' un graphe de

Feynman dont les n sommets sont numérotés, par exemple celui de la figure
29

F1G. 1 — Les sommets sont numérotés de gauche a droite.

A ce graphe T" particulier, nous pouvons associer une notation xr (ce
serait plutot un tenseur de H®” @ L*(), P)) en posant, pour tous i, ..., &;

de H, kr(&,. .., &) = (&,8)(82,65)(E6, §7)€4- Nous pouvons, en suivant la

méme recette, associer a tout graphe de Feynman d’ordre m un tel tenseur
kr de H®™ @ L?(Q, P). Le théoréeme de Wick peut alors se reformuler de la
fagon suivante : pour tous &1,...,&, de H,

E(£1£m> :Zﬂr(éla“wgm)?
r

la somme étant prise sur tous les graphes complets & m sommets. Par exemple,
il n’y a pas de graphes complets & un nombre impair de sommets.

5 Décomposition en chaos

Nous allons mettre un peu d’ordre dans la sous-algeébre de L*(B,vy)
engendrée par {{ : £ € H}. Pour tout entier n > 0, appelons P,(H) la

sous-algébre engendrée par les produits d’au plus n variables &q, ..., &,. Par
convention, Py(H) est l'espace des fonctions constantes sur B. Nous avons
une suite croissante de sous-algébres. Posons H% = Py(H) et, pour tout
n>1,

H™ = fn(}[) © ﬁn—l(H) = 5n(fl) A 5n—l(}I)J_’
ol les barres indiquent I’adhérence dans L2. Nous avons donc deux écritures
du méme sous-espace de L?(Q, P) :

U P.(H)=EPH™

n>0 n>0




Théoréme 2 L’égalité suivante est vraie :

PrE" = L(Q,0(H),P).

n>0

Dans ce théoréme, o(H) désigne la tribu engendrée sur B par les éléments
de H : c’est la plus petite o-algébre par rapport a laquelle toutes les fonc-
tions ¢ sont mesurables. L’inclusion du membre de gauche dans le membre
de droite est immédiate.

Preuve — Nous allons donner la preuve dans le cas ou H est de dimension
finie. La preuve générale s’en déduirait par ’ajout d’un argument technique
simple.

Soit donc H un espace de Hilbert de dimension finie m. Soit u une fonction
de L?(Q2,0(H), P) qui est orthogonale a tous les H™. Soit &1, ..., &, une base
de H, que nous choisissons orthonormée pour simplifier. Alors, comme u est
mesurable par rapport aux &;, il existe une fonction ¢ mesurable sur R™
telle que u = @(&;, ..., &y). Cette fonction ¢ est dans L*(R™, ygm) puisque
u € L*(Q,P), et donc également dans L'(R™, ygm). Admettons pendant un

moment que, pour tout &, .
€—i§ c @Hn

n>0

L’hypothése sur v entraine donc, pour tous t1,...,t, € R, avec £ = Y
la relation

0=Elue™) = E(d(&,...,&n)e 18T Hnn))

= (21, . .., Ty )e 1T1FHmTm) g™ (@1, T)
Rm

= ¢7]Rm(tla Ce >tm)

Ainsi, la transformée de Fourier de la mesure ¢ygrm est-elle identiquement
nulle. Nécessairement, ¢ = 0 ygm-presque partout, donc presque partout au
sens de Lebesgue et u = 0.

Pour finir la preuve, il ne reste qu’a vérifier que ) ., (—i£)"/n! converge
dans L? vers e”%. Or

—i a _ng
‘6 5_2( m!)

m=0

§1+Z%§1+e'ﬂ.

m=0

Comme le terme de gauche tend vers 0 presque partout et le terme de droite
appartient & L2, la convergence annoncée a lieu. |
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Cette décomposition s’appelle la décomposition en chaos de 'espace L?
de la mesure gaussienne.

Dans le cas d'un espace de dimension 1, nous n’avons rien fait d’autre
que d’orthogonaliser la base 1,x,22%, ... de I'espace des polynomes, si bien
que R™ = RH,, ou H, est le n-iéme polynéme de Hermite. Le théoréme
implique donc en particulier que ces polynémes forment une famille totale
dans L%(yg).

6 Produits de Wick

Nous allons maintenant décrire pour tout n un isomorphisme canonique
entre la puissance tensorielle symétrique H®" et 1'espace H™.
Pour tout n, notons 7, la projection orthogonale de L?(Q2, P) sur H™.

Définition 1 Etant donné &, ...,&, € H, on définit leur produit de Wick
& & i€ LA, P) par

2616 ::Wn(gl'-'§n>‘

L’espace H®™ peut étre vu comme le quotient de H®™ par le sous-espace
engendré par les tenseurs de la forme & ® ... ® &, — §1) @ ... ® Eo(n), OU
o est une permutation de {1,...,n}. La classe de {; ® ... ® &, est notée
& ©...®&. On munit H®" du produit scalaire suivant :

(51 ©... ®€n7771 ©... an) = Z H(glana(z))

oeSy =1

Toute application linéaire symétrique partant de H®" se factorise donc en
une application partant de H®". Par exemple, le produit de Wick définit une
application
. H@n _ H:n:’

dont I'image est dense par définition de H. Nous allons montrer que c’est
un isomorphisme.

Rappelons que si I' est un graphe de Feynman, son rang r(I") est le nombre
de ses arétes. La jolie formule suivante nous donne une expression du produit

de Wick.

Proposition 1 Soient &;,...,&, € H. Alors
I A I G I (SR S

T

la somme étant prise sur tous les graphes de Feynman a n sommets.
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Par exemple, pour n = 3, cette formule donne la relation

1616283 = 616283 — (51752)53 - (527 53)51 - (537 51)52

Preuve — Il nous faut montrer d’une part que le membre de droite appartient
a H™, d’autre part que la différence entre & ...¢&, et le membre de droite
est orthogonal & H™. Commengcons par ce dernier point.

En examinant le membre de droite, on n’y trouve qu'un terme de degré
n, a savoir & ...&,, qui correspond au graphe sans aucune aréte. Tous les
autres sont au plus de degré n — 2, donc

& .6, — Z(—l)r(F)RF(fl, &) EPrs C (H:n:)J_'
r
Pour prouver que le membre de droite appartient a H™, choisissons m < n,
M, ---,Nm € H et calculons

E <771 <o Nm Z(—l)r(r)ﬁr(fb e >fn)) = Z(—l)r(F)E(KF(&, ces &) i)
r r
Pour ce faire, il faut naturellement utiliser le théoréme de Wick, ce qui in-
troduit une seconde sommation sur des graphes. Le lecteur se convaincra
lui-méme mieux que je ne pourrais le faire que, gréace a la présence des signes
(—1)"™) les seuls graphes qui survivent dans cette double somme sont ceux
dont aucune aréte n’a ses deux extrémités sur des sommets associés aux &.
Puisque m < n, il n’y a aucun tel graphe et la quantité qu’on calcule est
nulle. L’orthogonalité annoncée est prouvée. O

Exemple 1 Ce résultat prouve en particulier que le produit de Wick ne dé-
pend pas de l’espace ambiant. Par exemple, st H = R, la fonctionnelle qui
correspond a € = 1 est simplement lidentité : € = x sur l'espace L*(R,Vg).
Nous savons dans ce cas que : £" : est proportionnel au n-ieme polynome de
Hermite et, d’aprés le résultat précédent, c’est un polynome unitaire. C’est
donc le polynéme H,(x) défini dans R[X] par H, = (x — 0)"1. Ainsi, la
relation
&M= Ha(6),

qui est vraie en dimension 1, est-elle vraie pour tout élément de longueur 1
d’un espace de Hilbert H quelconque.

La proposition précédente nous fournit par ailleurs une expression expli-
cite du polynéme H,, :

Hy(x)= Y (-1)kﬁx2"—k..

o San n — 2k)!
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De la preuve précédente, et plus précisément de la partie qui était laissée
au lecteur, on extrait la formule suivante.

Proposition 2 Soient &1,...,&,, M1, ..., Nm des éléments de H. Alors

EG&. bnimenm) =D wrl€ &y ),

r

ot la somme est prise sur tous les graphes complets dont aucune aréte ne
joint deux sommets associés a des &.

Ce résultat entraine a son tour le suivant.

Théoréme 3 Soient &1, ..., &, M1,y -, N des €léments de H. Alors si m =
n)

EG&G.. & am.nm:) = Z H(@,na(i)).
oeS, i=1

St m # n, cette intégrale est nulle.

Preuve — Le cas m # n est immédiat, par définition des espaces H™. Lorsque
m = n, on peut utiliser le fait que H™ 1 P, _o(H) et remplacer : 7y ...7, :
par 7 ...1n,. On est alors ramené au résultat précédent. i

Ce théoréme montre que le produit de Wick définit une isométrie H®" —
H™ . 1l y a donc bien isomorphisme entre les deux espaces.

Avant de conclure, prenons le temps de prouver une derniére jolie formule
combinatoire, qui est en quelque sorte la réciproque de la premiére que nous
avons énoncée dans cette section. Pour cela, introduisons une variation sur la
notation du produit de Wick. Si ¢ est un scalaire et &, ..., &, des éléments
de H, posons

ccky =i Kt

Lorsque I' est un graphe de Feynman, cette extension de notation nous per-
met de définir : kp(&y, ..., &) @ -

Proposition 3 Soient &, ..., &, des éléments de H. Alors

G b= thrlé. &)

T

ou la somme est prise sur tous les graphes de Feynman.
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Preuve — Pour prouver ce résultat, nous allons prendre un élément de U,,, H'™
et montrer que le produit scalaire des deux membres avec cet élément sont
égaux. Comme U,, H'™ est dense dans L?(€), P), cela permettra de conclure.

Nous laissons donc au lecteur le plaisir de vérifier que, si ny,...,n, ap-
partiennent a H,

E(§1§n7h77m :>

et
E (Z : Hr(fla"wfn) S TMim :>
T
sont tous deux égaux a la somme des (&1, ..., &0, M1, - -, Mm) Sur tous les
graphes complets n’ayant aucune aréte joignant deux sommets associés a des
7. O

7 Conclusion

Nous sommes partis d’un espace de Hilbert H et avons construit une me-
sure gaussienne sur H, portée en fait par un espace plus gros qui ne nous
intéresse pas beaucoup. Par contre, cette mesure nous a permis de réaliser une
isométrie de H dans un espace de Hilbert de variables aléatoires gaussiennes,
sur un espace de probabilités que nous avons noté (€2, P)!!. Nous avons com-
mencé & analyser l'espace L*(Q,0(H),P), ot o(H) est la plus petite tribu
qui rend mesurable toutes les variables gaussiennes associées (et désormais
identifiées) aux vecteurs de H. Nous avons montré que tous les polynomes en
les vecteurs de H appartenaient a cet espace L? et y engendraient un sous-
espace dense. De la filtration L? = U,,P,,(H) nous avons déduit la graduation
L? = @, H™ par un simple procédé d’orthogonalisation. Enfin, nous avons
montré comment le produit de Wick permettait d’identifier canoniquement
H™ a la n-iéme puissance symétrique de H. Notons I'(H) I'espace de Fock
symétrique de H, défini comme la complétion de

T,(H) = é Ho,
n=0

ot la somme directe est orthogonale et le produit scalaire sur H®" est celui
qui a été défini au début de la section précédente.

1 Cet espace peut étre choisi égal a I’espace de Banach dont nous avons discuté I’exis-
tence, mais cela n’a aucune importance pour ce qui suit.
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Nous avons donc démontré qu’il existait un isomorphisme canonique
['(H)~ L*(Q,0(H),P)

entre I'espace de Fock symétrique de H et I'espace L? de la mesure gaussienne
sur H.

Appendice : une construction élémentaire de vy

Nous allons construire vy a partir de la seule donnée de la mesure de
Lebesgue, que nous noterons A, sur [0, 1]. En langage probabiliste, construire
~n revient & construire une suite indépendante de variables gaussiennes stan-
dard.

Tout nombre irrationnel de [0, 1] (en particulier, A-presque tout nombre)
admet un unique développement dyadique, c’est-a-dire qu’il s’écrit de fagon
unique sous la forme

xr = Z 2 "ay,

n>1

ot a, € {0,1}. Nous définissons (A-p.p.) les fonctions X,,n > 1 sur [0, 1]
par X, (z) := a, = [2"z](mod 2). 1l est facile de vérifier que les fonctions X,
forment une suite indépendante de variables de Bernoulli, c’est-a-dire que,
pour toute suite nq,...,n; de k entiers distincts et toute suite by, ..., b, de
k éléments de {0, 1},

M{z e [0,1]: X, (2) =by,..., X, (z) =b}) =275

A partir de la suite X3, X5, ..., nous pouvons former une suite a deux indices
entiers (Y})); x>1 de variables de Bernoulli indépendantes. 11 suffit par exemple
de poser Y} = Xayisx.

Maintenant, nous pouvons reconstituer une infinité dénombrable de va-
riables uniformes sur [0, 1], c’est-a-dire construire la mesure A*N sur [0, 1]N
muni de la tribu borélienne de la topologie produit. Pour cela, posons, pour
tout k£ > 1,

U(z) = > _27'V(x).
1>1
L’application U : [0,1] — [0, 1] définie par U(z) = (U;(x), Us(z),...) est
en effet mesurable et satisfait la propriété suivante : pour toute partie finie
I de N, "application composée

[0,1] % [0, 1] 2% [0, 1],
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ol pr(x1,2,...) = (pi)icr, envoie la mesure X sur la mesure A*7, la mesure
uniforme sur le cube unité de R’.

Finalement, soit /' : R — [0, 1] la fonction de répartition de la mesure
gaussienne standard, c¢’est-a-dire la fonction

1 [t w2
F(t)zﬁ/ €_Tdu,

et soit G :]0, 1[— R sa fonction réciproque. Alors la fonction

[0,1] — RY
r — (G(U(x)), G(Us(x)),...)

est mesurable est sa mesure image est la mesure vV,
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