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Fonctions de plusieurs variables

1 Notions de dérivée

1.1 Prologue

Avant d’expliquer les notions de dérivées pour les fonctions de plusieurs variables, il est utile de
se rappeler comment on procéde pour définir la dérivée d’une fonction d’une variable. Soit |a, b]
un intervalle de R, f :]a,b[— R une fonction continue et zy €la,b[. Une premiére fagon de dire
que f est dérivable en xg consiste a regarder le taux de variation

fzo +1t) = f(zo)
t )
et & demander que ce rapport admette une limite lorsque ¢ tend vers 0. Nous ferons référence a ce
point de vue comme étant celui de Newton—Leibniz, ces deux illustres savants en étant a ’origine.

pour t # 0 et g + t €]a, b],

Il existe un autre procédé, plus géométrique. Nous dessinons le graphe I'y := {(z, f(z)) €
la,b[xR| = €]a,b[} et pour tout = €]a,b[ différent de z¢, nous tracons la droite A, passant
par les deux points (zg, f(z0)) et (z, f(x)). Lorsque l'on fait tendre x vers xp, on demande que

i

F1G. 1 — La droite A, passant par les deux points (xq, f(xg)) et (x, f(z)) et le graphe de f

la droite A, se positionne asymptotiquement vers une limite A,,, qui sera visualisée géométri-
quement comme la droite tangente a I'y au point (xo, f(xo)). Nous ferons référence a ce point

f(x)

N

F1G. 2 — La droite limite A, est la tangente a I'y au point (zo, f(x0))

de vue comme étant celui de Fermat. Notons que 'on peut qualifier la droite tangente en disant
que c’est la droite qui approche le mieux le graphe de f au voisinage du point (xo, f(xg)).

La dérivabilité de f en xg se formulera en disant que :



— le taux de variation w admet une limite, que on notera f’(zg) et que 'on appellera

la dérivée de f en xg, si I'on adopte le point de vue de Newton—Leibniz,
— la droite A, admet une limite A, lorsque x tend vers xg, que I'on appellera la droite tangente
au graphe de f au point (zg, f(x)), si I'on adopte le point de vue de Fermat.

flzo+t)—f(wo)

On fait le lien entre les deux points de vue en remarquant que 0 est la pente de la

droite A, et sa limite f’(zg) est la pente de la droite tangente A, .

Nous allons voir qu’essentiellement, si on cherche & transposer ces deux points de vue a des
fonction & valeurs réelles de plusieurs variables, on obtient deux définitions différentes.

1.2 Dérivation selon un vecteur

On se place dorénavant dans R” muni des normes ||-||2, ||-||c0, €tc. (noter que, grace aux résultats
obtenus au chapitre précédent, on sait que le choix de la norme est indifférent pour tout ce qui
concerne les notions de limite). On note (e, --- , e,) la base canonique de R™.

Soit U un ouvert de R™, f : U — R une fonction, a € U et v € R™ un vecteur. Comme U est
ouvert et a € U, il existe r > 0 tel que la boule ouverte Ba(a,r) := {z € R"| ||z — al|2 < r} soit

incluse dans U. En particulier, pour tout ¢ €] — IIJI |J||2 [,on a:

|2
lltv]la <r <= a+tveE Bs(a,r) = a+tvel.

Ainsi I'application

]_ T T [ . R
[Ioll2" [[v]l2
t —  f(a+tv)

est bien définie.

%

Fic. 3 - Sit €] — h, o[, alors a + tv € U

Tl Toll2

Définition 1 Soit U un ouvert de R™, f : U — R une fonction, a € U et v € R™ un vecteur.
On dit que « f est dérivable en a dans la direction v » ssi la fonction t — f(a+tv) est dérivable

en 0. Alors on note .
Do f(a) =i 12 =1

et on appelle cette quantité la dérivée de f dans la direction v en a.

(1)

Remarque 1 — Cette notion n’a d’intérét que si v # 0. Par ailleurs si v et w sont deux vecteurs
non nuls et colinéaires, c’est a dire, s’il existe A € R* tel que w = Av, alors
flattw) — fla) _ flatti)— fla) _flattiv) - fla) _, flatsv)— fla)

pr— :A
t t At S ’




ol s := At. Et donc on voit que w admet une limite lorsque ¢t — 0 ssi

admet une limite lorsque s — 0. Donc « f est dérivable en a dans la direction v » ssi « f est
dérivable en a dans la direction w ». Enfin en passant a la limite dans 'identité ci-dessus, on
obtient que :

flatsv)—f(a)
s

Dxvf(a) = Dy f(a) = ADy f(a).

Remarque 2 — En pratique, nous n’utiliserons que des dérivés dans les directions
€1, " ,€n, ol (e1,--- ,€y,) est la base canonique de R™. Nous utilisons alors une notation spéciale
pour désigner D, f(a) : on note

of fla+tex) — f(a)

(a) :== De, f(a) := lim

oxy. t—0 t

On appellera g—ggfk la « dérivée partielle de f par rapport & la variable xj ». Analysons le sens de
cette limite. Soit (x1,- - ,x,) les coordonnées de a dans la base (eq, - - - , e, ). Alors les coordonnées
de a + tey sont :
(xla"' 7xk—17xk+t7$k+lu”' 71:71)'
Ainsi, pour calculer %(a), on calcule la limite
x DY x t e x _— x PEEEEY x
%H%f( 1, 7]€+7 Ign) f( 1, 7n)7

c’est a dire : on géle toutes les variables z;, pour j # k, et on dérive par rapport a z;.
Autrement dit, on se raméne a la dérivation d’une fonction d’une variable!

Exemple — Prenons la fonction f définie sur R? par :

fla,y) = 2% cosy

et cherchons sa dérivée partielle par rapport & x pour toute valeur de (z,y). Pour cela on géle
y (qui joue donc momentanément le role d’'un parameétre) et on dérive par rapport a x. Cela
donne :

of

%(m, y) = 2x cos y.

De méme, si on veut calculer la dérivée partielle de f par rapport & y, on géle la variable y et
on dérive par rapport a x :
of

G, — — 2
8y(:r,y) T

siny.

Remarque 3 — Enfin nous pouvons observer que la définition de la dérivée que nous venons
de voir est une généralisation aux fonctions de plusieurs variables du concept de dérivée selon
Newton—Leibniz.

Définition 2 Soit U un ouvert de R™ et f: U — R une fonction

— Si f admet une dérivée dans la direction v en tout point a de U, on dit alors que : « f admet
une dérivée dans la direction v sur U »

— Sipour tout k € [1,n], f admet une dérivée dans la direction ey, sur U et si toutes les fonctions

of
5~ (@)

r
al‘k

sont continues, on dit que : « f est de classe C* sur U ».



1.3 Différentielle d’une fonction de plusieurs variables

L’idée est & présent de s’inspirer du point de vue de Fermat : la dérivée doit contenir I’information
qui permet de trouver la meilleure approximation du graphe de f au voisinage d’un point (a, f(a))
qui soit un hyperplan. En effet, nous notons que, si f est une fonction d’un ouvert U de R™ vers R,
alors son graphe I'y := {(z, f(z)) € R" x R| x € U} est une hypersurface de R"*!. Au voisinage
d'un point (a, f(a)), il est donc normal d’essayer d’approcher I'y par un hyperplan passant par
(a, f(a)). Cet hyperplan peut étre lui-méme construit en prenant le graphe d’une fonction affine

F(z)=a+/(x), oul:R"— R est linéaire.

Le plus difficile dans I'histoire consiste a trouver la meilleure forme linéaire ¢. Car, une fois que
l'on a fixé £, on en déduit facilement « : pour cela on demande que 'z passe le point (a, f(a))*
et donc que f(a) = F(a), ce qui entraine a = f(a) — ¢(a) et donc F(x) = f(a) — l(a) + £(z) =
fla)+4(x —a).

Supposons donc que « soit tel que f(a) = F(a). On va choisir ¢ de fagon & ce que f(z) soit trés
trés proche de F'(x) lorsque = est trés proche de a. De fagon plus précise, il est raisonable de
demander que le rapport

f(z) = F(x)

r—a

tende vers 0 lorsque x — a.

Puisque F(z) = f(a) + ¢(x — a), cela signifie que :
f(x) = fla) — Uz —a)

r—a

tende vers 0 lorsque x — a.

Définition 3 Soit U un ouvert de R™, f : U — R une fonction et a € U. On dit que « f est
différentiable en a » ssi il existe une application linéaire £ : R™ — R telle que

fla+h) = fla) = £(h)

li =0. 2
heB(Ol,rrr)l;h—>0 h (2)
Ou encore :
Va+heU, f(a+h)=f(a)+L(h)+]h|leh),
ou || -|| est une norme (quelconque) et e(h) est une fonction qui s’annule en 0 et qui est continue

en 0 (donc en particulier limp,_,ge(h) = 0). La forme linéaire ¢ est alors unique, est appelée « la

différentielle de f en a » et est notée
dfy :=£.

Remarque 1 — Une des différence avec la définition de la dérivabilité dans la direction d’un
vecteur est que la limite dans (1) était la limite d’une fonction définie sur R, tandis que la limite
dans (2) est la limite d’une fonction définie sur un ouvert de R™ et donc nécessite les notions de
topologies vues au chapitre précédent pour étre définie correctement.

Remarque 2 — Ainsi, si f admet une différentielle df, en a, alors on a :
VatheU, flath)=f(a)+ dfa(h) +|[Alle(h), on Jim () =0.

Exemples de fonctions différentiable

le’est la moindre des choses si on demande que le graphe I'r de F approche Iy au voisinage du point (a, f(a))



a) Les fonctions affines. Soit f : R" — R une fonction affine, c’est a dire de la forme
flz)=a+l(z), onacRetlec (R")".
Alors, pour tout a € R™,
fla+h)=a+lla+h)=a+Ll(a)+{(h) = f(a)+L(h)

et £ est linéaire. Donc f admet une différentielle en a, qui est £; i.e. df, = £. Ainsi 'application
df : R" — (R™)* est constante et est égale a ¢ partout.

b) La somme de deux fonctions différentiables. Soit U C R™ un ouvert et f et g deux
applications différentiables de U vers R. Alors la somme

f+g9g: U — R
z — f(z)+g(z)

est différentiable sur U et, Va € U,
d(f + 9)a = dfa + dga-

La preuve est immeédiate et est laissée au lecteur a titre d’exercice.

¢) Le produit de deux fonctions différentiables. Soit U C R™ un ouvert et f et g deux
applications différentiables de U vers R. Alors le produit

fg: U — R
z — f(2)g(x)

est différentiable sur U et, Va € U,
d(fg)a = f(a)dga + g(a)dfa.
En effet nous avons, Va € U,
fla+h) = fa)+ dfa(h) +|[hller(h) et g(a+h) = g(a) + dga(h) + ||h]le2(h).
et en multipliant ces deux identités entre elles :

flat+h)gla+h) = fla)g(a)+ f(a)dga(h) + g(a)dfa(h)
+[dfa(h)dga(h) + [|h]| (e1(R)(g(a) + dga(h)) + e2(h)(f(a) + dfa(h)))],

et on vérifie que le terme entre crochets est de la forme ||h||e(h), ou limy,_,ge(h) = 0.

d) La composition d’une fonction différentiable avec une fonction dérivable. Soit U C
R™ un ouvert, f: U — R une fonction différentiable, |, 8] un intervalle de R et g :Ja, f[— R
une fonction dérivable. On suppose que ’image f(U) de f est contenue dans ]a, 5. Alors

gof: U — R
z — g(f(x))

est différentiable sur U et, Va € U,

flgo fla=g'(f(a)) dfa.



En effet nous avons, Va € U,
fla+h) = f(a) + dfa(h) + ||he(R)
et, pour y € R tel que f(a) + vy €]a, G,
9(f(a) +y) = g(f(a)) +¢'(f(a))y + [ylb(y).
Substituons y = df,(h) + ||h||e(h) dans cette derniére relation : nous obtenons

gofla+h) = g(f(a)+dfa(h) + [[hlle(h))
9(f(a)) +g'(f(a)) (dfa(h) + [|hlle(h)) + |dfa(R) + [|hlle(R)] O(dfa(h) + ||lle(h))
= 9(f(a)) +g'(f(a))dfa(h) + [[n]l€'(h),

ot I’on peut vérifier que

|dfa(h) + [|hlle(h)]
1Al

0(dfa(h) + ||hlle(R))
tend vers 0 lorsque h — 0. Donc g o f est bien différentiable en a et d(go f), = ¢'(f(a))dfs.

Exercice — A partir des exemples et des résultats précédents, démontrer que :
— tout polynéme

P(z) = > Uy (21) - ()

(K1, kn)€[1,N]™

de n variables réelles définit une fonction différentiable sur R™. Exprimer dP, dans le cas ou
P est un polynome de degré N égal & 2 (autrement dit, si P est une forme quadratique)

— toute fraction rationnelle f = £ (ot P et @ sont des polynomes de n variables réelles) définit
une fonction différentiable sur U := {z € R"| Q(z) # 0}.

— la fonction

f: R — R
e’
w8 = Ty

est différentiable sur R2. Calculer sa différentielle en tout point (z,y) € R2.

1.4 Lien entre les deux notions de dérivation

La chose la plus évidente est que la notion d’application différentiable est plus forte que celle de
fonction dérivable selon un vecteur. C’est I’objet du résultat suivant.

Proposition 1 Soit U un ouvert de R™, f: U — R une fonction et a € U. Si f est différen-
tiable en a, alors pour tout vecteur v € R™, f est dérivable en a dans la direction v et

Dy f(a) = dfa(v).

Démonstration — Supposons que f est différentiable en a. Cela nous donne en particulier que,
pour tout v € R™,

fla+tv) = f(a) + dfo(tv) + ||tv||e(tv), ou }lzli% e(h) =0.

Nous utilisons cette relation pour écrire le taux de variations

fla+tv) — fla) _ tdfa(v) +[t] - [[vlle(tv)

t ; = df,(v) + signe(t)e(tv).




Il est alors immeédiat que w

admet une limite lorsque ¢ tend vers 0, qui est égale a df,(v).
Il est naturel de se demander si la réciproque est vraie. La, les choses sont un peu plus compli-
quées. Il s’agit en effet de savoir si, étant donnée une fonction f : U — R et a € U, on peut
déduire du fait que f est dérivable en a dans suffisament de directions le fait que est différentiable
en a. D’abord il semble raisonable de supposer que ce type de résultat n’ait lieu que si on sait
que f est dérivable par rapport & au moins n vecteurs qui sont linéairement indépendants. Mais
cela n’est en fait pas suffisant, comme le montre ’exemple qui suit.

Exemple — Nous considérons la fonction
f: R — R

3%y —
et nous posons f(0,0) = 0, de sorte que f est continue sur R? (exercice : vérifier!). Nous laissons
au lecteur (encore a titre d’exercice) le soin de montrer que f est différentiable en tout point de
R2\ {(0,0)} et examinons ici ce qui se passe en 0 = (0,0). Pour tout 6 € R, soit v := (cos 6, sin 9).
Alors pour tout t € R* on a

fO+tv) — f(0)  f(tv) 3t3cos?fsind —t3sin®0  3cos?fsind — sin® 0

t t t(t2 cos? 0 + t2sin” 0) cos? 0 + sin? 6 sin(36)

Nous voyons que cette quantité est indépendante de t, donc en particulier admet une limite
lorsque ¢ — 0, égale a sin(360). Or cette limite n’est pas une fonction linéaire de v, donc
f ne peut pas étre différentiable en 0. En effet supposons que f soit différentiable en
0. Alors, d’aprés la proposition précédente, on devrait avoir lim;_, ! :U) = dfo(v), c’est a dire
3cos? fsinf — sin @ = df,(cosf,sin@), ce qui est bien str impossible (puisque df, est linéaire,
on doit avoir df,(cos,sinf) = acosf + Fsinf). Donc f n’est pas différentiable en 0.

Interprétation géométrique : le graphe de f est un cone de sommet {(0,0,0)}, c’est a dire
une surface qui est la réunion d’une famille d un paramétre de demi-droites de R? xR qui passent

toutes par l'origine. En particulier il n’y a pas de plan tangent au sommet du cone.

Nous allons voir maintenant, qu’avec des hypothéses plus fortes, nous avons une réciproque a la
proposition précédente.

Théoréme 1 Soit U un ouvert de R" et f : U — R une fonction de classe C', c’est a dire
qui admet une dérivée %(a) dans la direction ey, en a, pour tout k € [1,n] et pour tout a € U,

et telle que, Vk € [1,n], z — %(a:) est continue sur U. Alors f est différentiable en chaque

point de U. De plus on a, en tout point a € U,
Ve e U,  dfy(x Z D, f(a) zj = Z —(a)zy.

Démonstration — Pour simplifier la démonstration, nous ne donnons la preuve que pour le cas
m = 2. L’idée est d’écrire, pour x; et xo petits,

f(a—i—(a:l,:z:g))—f(a)—aclgi( ) - gé( ) = [f(a+(x1,xz))—f(a+(x170)) gé( )}
# |t 01,00 - @ - 015 @)



et d’évaluer chacun des termes séparément. Par exemple pour le premier terme, nous observons
que, puisque D, f existe partout, la fonction

t— fla+ (x1,txs))

If; (a+ (x1,tx2)). Donc nous

pouvons lui appliquer le théoréme des accroissements finis entre les valeurs 0 et 1 : 30 €]0, 1] tel
que

est dérivable (et donc continue) sur [—1, 1] et sa dérivée en ¢ vaut xgg—

88]; (a+ (z1,0z2)),

En faisant de méme avec ¢ — f(a+ (tx1,0)), nous obtenons qu’il existe un réel 7 €]0, 1] tel que

fla+ (z1,22)) = fa+ (21,0)) = z2

flat (22,0) — fa) = 212 (a + (r21,0)).

6.1‘1
Ainsi nous avons :
~tta) — o Oyt Oy of _9f
fa+ (o) = S0 =@ ~aaf L@ = o (F @k (on0m) - 7))
af of
+ x1 <8fc1 (a + (121,0)) 8:61( )>
3)
a+(0,%) a+ (Xxp)
roa+ (xPxy)
a a+ (1x50) a+ (xq,0)
Fic. 4 -

Utilisons a présent le fait que D, f et D, f sont continues : pour tout € > 0, il existe n > 0 tel
que

of
z]lo <n = Ha—xk(a‘i‘l“) - E(G)H <e€

Nous choisissons alors z tel que ||z||c < 7 et lui appliquons l'identité (3). Cela entraine (en
remarquant qu’alors |[(721,0)|lec <1 et ||(z1,022)||cc <N) :

of of

fla+ (o1.0) = @) - 015 @)~ o)

IN

(aai(a—i-(m:l,O)) gi( )) s (gai(a—i-(a:l,ﬂa:g))—g—é(a))‘

IA

(21| + |2)e.

Donc
[fla+ (z1,29) = fa) — 21 5L f(a) — w25L(a)]

11m
||z||—0 || ]|

Et cela prouve que f est différentiable en a.



1.5 Le théoréme des accroissements finis

Pour étendre le théoréme des accroissements finis au cas de plusieurs variables, nous avons
besoin en premier lieu de trouver par quoi nous devons remplacer un intervalle de R : par un
sous-ensemble convexe de R™. D’abord, si a et b sont deux points de R™, nous définissons les
intervalles

a,b = {a+tb—a) t€[0,1} CR" et Ja,b={a+t(b—a)| t €0, 1]} C R™.
Puis nous dirons qu’un sous-ensemble U C R" est convexe ssi Va,b € U, on a [a,b] C U.

Théoréme 2 Soit U un ouvert conveze de R"™ et f: U — R une fonction de classe C'. Alors,
pour tout a,b € U, Jc €la, b| tel que

Démonstration — Soit ¢(t) := f(a+t(b—a)) — f(a) — (f(b) — f(a))t. D’apres les hypotheéses, ¢
est une fonction C! sur [0,1] et »(0) = (1) = 0. Nous pouvons donc appliquer le théoréme de
Rolle a ¢ : 36 €]0, 1] tel que ¢'(f) = 0, ce qui est équivalent a :

oz, (a+06(b

—a)) = f(b) — f(a)

i=1

et cela nous donne le résultat avec ¢ = a + 60(b — a).

1.6 Applications de classe C>

Soit U C R™ un ouvert et f : U — R une fonction. Rappelons que f est C! ssi f admet des
dérivées partielles %( ) := D, f(x) en chaque point x de U et pour tout k € [1,n] et si,

Vk € [1,n], la fonction -2 T : U — R est continue.

Définition 4 On dit que la fonction f : U — R est de classe C? ssi f est de classe C',
VEk € [1,n], la fonction T : U — R est différentiable et, pour tout j,k € [1,n], la fonction
dérivée seconde partielle

o (5L

78“) U —R
81‘]-

est continue sur U.
On a alors le résultat suivant, appelé « lemme de Schwarz ».
Théoréme 3 Soit f : U — R une fonction de classe C2. Alors on a, Vj,k € [1,n],

Va € U, i gi_{) (a) = i ng]?) (a).

Démonstration — Fixons t,s € R* tels que a + te; et a + sey, soient dans la boule B(a,r) C U.
Nous allons calculer de deux fagons différentes la quantité

Q= f(a+tej + se;) — f(a+tej) — fla+ sex) + f(a).



a+1ej+ a(

a+a(

Fi1G. 5 — Q est la somme des valeurs de f prises aux quatre sommets du rectangle avec des

coefficients qui sont alternativement +1 et —1

1. Une famille continue et horizontale de sauts verticauz (cf. figure 1.6). Soit p(«) := f(a +
ate; + se) — f(a+ ate;), Va € [0,1]. Alors Q = (1) — (0). Comme f est de classe C!,
on peut appliquer une premiére fois la formule des accroissements finis : 36; €]0, 1] tel que

= ﬁ(CL + Hjtej + sek)t — aa—f(a + thej)t.
T

= (1) — ©(0) = (0,
Q=(1) —¢(0) = ¢'(6;) oz, ;
Et comme f est de classe C2 on peut appliquer une deuxiéme fois le théoréme des accrois-
sements finis pour obtenir : 36}, €]0, 1] tel que

oy
Q—L@”)( + Ojte; + Opsep )t
= 8$k a jLEj ESEL)US.

2. Une famille continue et verticale de sauts horizontauz. Soit ¥(3) := f(a + te; + Bsey) —
fla+ Bser), VB € [0,1]. Alors on a aussi Q@ = (1) —1(0). En appliquant un raisonnement

analogue, on obtient : 373, €]0, 1] tel que
/ of 9
Q=1(1) —(0) = ¢'(0) = ——(a +tej + Tpser)s — ——(a + Tsex)s.
oxy Oxy,
Puis 37; €]0,1] tel que
e}
Q—8<6_£“)(+ tej + Thser)t
= 8$j a TiLE; TKSEE LS.

On en déduit (en simplifiant par ts) que

of of
i <%) (a4 Ojtej + Opsey) = @(a + 7jtej + Tpser)
8$k I 8.%]' I '

6(55) 2(52)
J T .
o7 et O, sont continues. On

On fait alors tendre s et t vers 0 et on utilise le fait que
obtient alors exactement la conclusion du théoréme au point a.

Notation — Pour une fonction f : U — R de classe C2, on notera désormais

5 0 (L 0 (L

10



Définition 5 Soit U un ouvert de R™ et f : U — R une fonction de classe C. Pour tout point

x € U, la matrice hessienne de f est la matrice symétrique d’éléments a:?;aij (z) :

52 o2
Beip(@) - g (@)
Hess(f)y := : ,
2 2
81871511 ($) T (6%5)2 (1‘)

1.7 Formules de Taylor

Commengons par un rappel.

— La formule de Taylor—Lagrange pour une fonction d’une variable réelle. Soit I C R
un intervalle et f : I — R une fonction de classe C**! (c’est a dire qui est dérivable k + 1
fois et dont la dérivée (k + 1)-ieme f*+1) est continue). Alors, si [a,b] C I, 30 €]0,1] tel que

(b—a)*
k!

(b—a)**!

e

fb) = fa)+(b—a)f'(a)+ FP(a)+

Démonstration — On part de la formule de Taylor avec reste intégral :
k
Jj=

qui, rappelons-le, se démontre par récurrence sur k en faisant des intégrations par partie. Puis
on cherche & exprimer le reste

D@y + D [Nk 6 (o 44—
P+ L= [0 0k 0 -

(b _ a)k+1

By =,

1
/ (1= 1) FD (a + ¢(b — a))dt
0
différemment. Soit m := inf,¢[q fED () et M = SUPgela,b] fED (). Alors on a :

vie[0,1], m<f* Va4 tb—a) <M

et donc, en multipliant par (1 —#)* et en intégrant sur [0, 1],

m ! k ! k ¢(k+1) ! k M
= [ (1- <[ (- - < | Q-tfMdt = —
P /0( t) mdt/o( R AR (T (- a))dt/o( )k Mdt T

ce qui donne, en multipliant par k + 1 :

(k +1)!

m kS mRkE[m,M]

On utilise & présent le théoréme des valeurs intermédiaires : puisque f*+1([a,b]) = [m, M],
30 €]0, 1] tel que

(k +1)!
(b — a)kt1

Cela nous donne la formule de Taylor-Lagrange annoncée plus haut.

FE D a+0(b - a)) =

Revenons a une fonction f : U — R de classe C2, ott U est un ouvert de R™.
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Théoréme 4 Soit U C R™ un ouvert, f : U — R une fonction de classe C* et a,b € U

deux points tels que [a,b] C U (cela est vrai pour tous points a,b de U si U est conveze). Alors
360 €]0, 1] tel que

n n 2
£0) = 10+ 2L @)y )+ 32 5570+ 00— )b~ a)(0; — ay)
j=1 "1 1 v

Z?J:
Démonstration — Considérons la fonction

e: [0,1] —R
t —  fla+1t(b—a)).

On écrit la formule de Taylor-Lagrange pour ¢ a l'ordre 2 : 30 €]0, 1] tel que

o(1) = 0(0) + (0 + £,
Puis, il ne reste plus qu’a calculer chaque terme :
p(0) = fla), (1) = f(b)
"0
0) =3 2L @)t~ ay).
g=1 "7
" —~ 9
F10) = D g at o= )b — e — ),
i,j= '

et le résultat est démontré.
Remarque — Nous pouvons encore écrire le développement sous la forme

F(0) = £(@) + dfalb — @) + 5 Qucary (b~ @),

ou " )
Qac(f) = i

est la forme quadratique sur R™ dont la matrice dans la base canonique de R™ est la matrice
hessienne de f en =x.

1.8 Points critique, points extrémaux

Définition 6 Soit U un ouvert de R" et f : U — R une fonction de classe C'. On appelle
point critique de f tout point x € U tel que df, = 0. Si x est un point critique de f, le réel
f(x) est alors appelé valeur critique de f.

On peut formuler les choses différemment en disant qu’un point critique est un point z € U qui
est solution du systéme de n équations

af
8:51

_of

(x)="---= 8%(:(;):0.

La notion de point critique est liée (mais non identique) a la notion suivante.

Définition 7 Soit U un ouvert de R™ et f: U — R une fonction continue.
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— un point a € U est appelé un maximum local de f ssi il existe une boule B(a,r) C U telle
que

Vx € B(a,r), f(z) < f(a).

— un point a € U est appelé un minimum local de f ssi il existe une boule B(a,r) C U telle
que

Va € B(a,r), f(x) > f(a).

D’une facon générale, un point qui est soit un maximum local, soit un minimum local est appelé
un extrémum local. Si les inégalités précédentes ont liew sur tout U (au lien de B(a,r)) on
parle alors de maximum global, minimum global ou d’extrémum global.

Un premier lien entre les deux notions (points critiques et extrémum local d’une fonction) est le
suivant.

Proposition 2 Soit U un ouvert de R™ et f : U — R une fonction différentiable partout. Soit
a € U un extrémum local. Alors a est un point critique de f.

Démonstration — Nous raisonnons par ’absurde et supposons que a est un extrémum local (par
exemple, sans perte de généralité, un maximum local), mais qu’en méme temps df, # 0. Cela
signifie qu'il existe un vecteur £ € R"™ tel que df,(§) # 0. Alors & est forcément non nul et
donc, en posant v := ££/|[¢]], on a encore df,(v) # 0 et |[v|| = 1. De plus nous choisissons le
signe + devant £/||£|| de fagon & ce que 'on ait df,(v) > 0. A présent nous écrivons que f est
différentiable en a :

Va+heU, f(a+h)= f(a)+dfe(h)+|h|le(h), ou ;lliﬂ%g(h) =0

et nous exploitons cette identité avec h = tv, ott t € R est suffisamment proche de 0 pour que
a+tv € U. Cela donne
fla+tv) = f(a) + tdfa(v) + |t|e(tv).

Comme limy,_,ge(h) = 0, il est possible de choisir ¢ > 0 mais assez petit pour que |e(tv)| <
2df,(v). Alors

1 1
fla+tv) > f(a) + tdf,(v) — |t|§dfa(v) = f(a) + t§dfa(v) > f(a).
Et cela contredit le fait que a est un maximum local.

Remarque — Une hypothése fondamentale dans ce résultat est que U soit un ouvert. En effet
le résultat cesse d’étre vrai en général sur un ensemble qui ne serait pas ouvert. Par exemple la
fonction f :[—1,1] — R définie par f(z) = x atteint son maximum en 1 et bien évidemment
f/(1) # 0. La raison est que [—1,1] est n’est pas un ouvert (c’est en l'occurence un fermé).

En général, la réciproque au résultat précédent n’est pas vraie. Voici deux exemples qui illustrent

cela.

— la fonction f: R — R définie par f(x) ==z
un point critique de f, mais ¢a n’est ni un maximum, ni un minimum.

— la fonction

3 a un point d’inflexion en 0. En particulier 0 est

f: R — R
(z,y) — 2*—y°

admet 0 comme unique point critique. Mais 0 n’est ni un ni un maximum, ni un minimum,
c’est un point selle : quand on « regarde » le graphe de f d’une certaine fagon, c’est a dire
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si on étudie la restriction de f a la droite {(z,0)| =z € R}, 0 est alors un minimum local de
cette restriction ; mais quand on « regarde » le graphe de f d’une autre fagon, c’est a dire si
on étudie la restriction de f a la droite {(0,y)| =z € R}, 0 est alors un maximum local de cette
restriction.

Théoréme 5 Soit U un ouvert de R™ et f : U — R une fonction de classe C2. Soit a € U un
point tel que
—df, =0, i.e. a est un point critique de f

— la matrice hessienne de a définit une forme quadratique définie positive, i.e. V(&1,--- &) €
R"™,
e > 2 (e = Hess(1)al6) = Qe
by 0x;0x; e R

est une forme définie positive.
Alors a est un minimum local.
De méme, si
—df, =0, i.e. a est un point critique de f
— la matrice hessienne de a définit une forme quadratique définie négative.
Alors a est un maximum local.

Démonstration — Nous ne montrerons que le premier cas (si Hess(f), est définie positive). Nous
utiliserons la formule de Taylor donnée au théoréme 4 :

n n 2
10 = 10+ Y g @0 =0+ 3 5 (Gogr-tat 00— a) ) (= ity —a,)
j=1 ij=1 e

Elle entraine que, si ’on suppose que a est point critique,

n 2
10 = 10+ Y 5 (o (0 60— ) (b= )b = ) = £(6) + 3Qusas-ay 6~ )

ij=1
Et donc, si on est capable d’établir que :
3r >0, tel que Vb € B(a,r),V0 € [0,1], Quig(p—a) > 0, (4)

alors on aura montré que a est un minimum local. Nous allons consacrer le reste de la preuve
& vérifier ce point délicat. Pour cela nous raisonnons par l’absurde et supposons le contraire de
(4) :

Vr >0, dce€ B(a,r) tel que : Q. < 0.

Nous choisissons 19 > 0 tel que B(a,r9) C U et nous appliquons ’assertion précédente pour
r = -2 ou p € N: pour chaque valeur de p € N, nous obtenons ainsi une valeur ¢, € B(a, %)

p+1° ) p+1
telle que @, < 0. Cette derniére inégalité signifie qu’il existe un vecteur £, € R" tel que
Qc, (&p) < 0. (5)
Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que ||&,|| = 1, Vp € N. Nous avons ainsi une

suite (cp,&p) qui prend ses valeurs dans le compact B(a,rg) x B(0,1) et telle que (5) at lieu.
Utilisons le théoréme de Bolzano—Weierstrass : nous pouvons extraire une sous-suite (cy (), $o(p))
qui converge vers une limite (c, () € B(a,r9) x B(0,1). Mais comme par ailleurs lim,_ ¢, = a,
qui entraine lim, . ¢, ;) = @, on en déduit que ¢ = a. De plus la norme || - [| sur R" étant une
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fonction continue, nous avons |[(|| = limy . [|{, () || = limp o 1 = 1. A présent, nous utilisons
simplement le fait que

(z,8) — Hess(f)(¢)

est une fonction continue sur B(a,r) x B(0,1) et passons a la limite dans l'inégalité (5) (en y
remplacant p par ¢(p)) : nous obtenons :

Q.(¢) <0, (mais en méme temps ||| = 11!),

ce qui est est bien entendu en contradiction avec I’hypothése que ), est définie positive.

1.9 Etude en dimension 2

En guise d’applications des résultats précédents, voyons comment nous pouvons analyser une
fonction de deux variables. En préliminaire voyons quelques propriétés des formes quadratiques
en dimension deux. Soit @ une forme quadratique sur R?. Dans les coordonnées (z,y) relatives
a la base canonique, elle s’écrit :

Q(z,y) = pa® + 2ray + qy*.

Et alors sa matrice dans la base canonique est

ue(13)

Nous savons que cette matrice symétrique est diagonalisable dans une base orthonormée, avec
des valeurs propres réelles A, . Il est intéressant de savoir retrouver les signes de A et p sans
avoir 4 les calculer. Premiérement, du fait que

pg — 1% = detM = A\,

on déduit que :
— la forme quadratique Q est non dégénérée ssi pg —r? # 0; alors les valeurs propres \ et u sont
non nulles et, en particulier, ont chacune un signe bien défini
— si pg —r? >0, alors A et p sont de méme signe
— au contraire, si pg —r% < 0, alors A et u sont de signe contraire.
Par ailleurs,
p+q=trM =X+ p,

donc, dans le cas ot pg — 72 > 0, c’est a dire si \ et ; sont de méme signe,
— si p+q >0, alors A et p sont toutes les deux strictement positives
— sip+4+q <0, alors A\ et u sont toutes les deux strictement négatives.

A présent, soit U un ouvert de R? et f : U — R une fonction de classe C? et posons-nous la

question de savoir ou sont les extréma locaux de f (s'ils existent).

— D’abord, nous savons que, s’il y a un extrémum, il fait partie de I’ensemble des points critiques.
La premiére tache consiste donc & rechercher tous les points critiques de f, c’est a dire les
solutions (z,y) de I’équation

of of
df(:r,y) =0 %(117?/) = 8_y($7y) =0.

— Ensuite, pour chaque point critique a, il faut se demander s’il est un extrémum. Pour cela,
on commence par calculer la matrice hessienne de f en a (c’est a dire la matrice de la forme

quadratique hessienne @Q,). Notons p = (gQT{Q(a), q= %(a) et r = 86;5; (a).
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Si pg — 2 # 0 la forme quadratique est non dégénérée.

Sipg—712 > 0et p+q > 0, les valeurs propres de la matrice hessienne sont toutes les
deux strictement positives, donc @), est définie positive, donc, d’aprés le théoréme 5, a est un
mimainum local.

Sipg—12>0et p+q <0, les valeurs propres de la matrice hessienne sont toutes les deux
strictement négatives, donc @, est définie négative, donc, d’aprés le théoréme 5, a est un
mazimum local.

Si pg — r? < 0 les deux valeurs propres de la forme quadratique sont de signes contraire, le
point critique a est un point selle (en particulier, il n’est pas un extrémum local).

Si pg—r? = 0, la forme quadratique @, est dégénérée, on ne peut rien conclure en général.
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