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Géomeétrie euclidienne

1 Le groupe des isométries

1.1 Passer d’une base orthonormée a une autre

Commengons par le probléme suivant : soit (eq, - - - , ;) une base orthonormée de E et (uy, - ,uy,)
une autre base de E. Soit P la matrice de passage de (e1,--- ,e,) & (ug, -+ ,uy), i.e.

n
(ur, - ,up) = (€1, ,en)P <= :ZeiPij.
=1

Nous cherchons une condition nécessaire et suffisante sur P pour que (uyg, - - ,u,) soit aussi
une base orthonormeée.

Pour cela notons A la matrice de la forme bilinéaire (-,-) (c’est a dire le produit scalaire!) dans
la base (uq1,--- ,u,). Alors la base u est orthonormée ssi A = 1,,. Or la théorie des formes
quadratiques nous dit que A s’obtient & partir de la matrice de (-,-) dans (e, - ,e,), c’est a
dire 1, et de P par la relation

A= '"P1,P = 'PP.

Donc nous en déduisons la :

Proposition 1 Si (e1, - ,e,) est une base orthonormée et si P est la matrice de passage de la
base (e1,--- ,en) a la base (uy,--- ,uy), alors (uy,--- ,uy,) est orthonormée ssi
tpp =1,.

Remarque — On peut aussi retrouver ce résultat directement : nous avons

aip - Qip
A= )
an1 - Qnn

o n n n
aij = (ui, uj) = <Z ekPkiyz€€P€j> = PPy
k=1 =1 k=1

On reconnait & droite I’élément de la matrice ‘PP situé a l'intersection de la i-iéme ligne et de
la j-iéme colonne. Et donc (uq,--- ,uy,) est orthonormée ssi (u;,u;) = 6;5, Vi,j, c’'est a dire ssi
PP =1,.

On note O(n) := {P € GL(n,R)| 'PP = 1,}.

Lemme 1 On a les deux propriétés suivantes :

(a) Si P € O(n), alors P admet un inverse qui appartient a O(n) et, plus précisément, P~1 = P
(b) si P,P" € O(n), alors PP € O(n).

Autrement dit O(n) est un sous-groupe de GL(n,R), c¢’est donc en particulier un groupe pour le
produit des matrices.



Démonstration — La premiére assertion, c’est & dire le fait que tout P € O(n) est inversible,
avec 'P comme inverse, est une conséquence immédiate de la définition de O(n). La deuxiéme
propriété pourrait étre démontrée directement en prouvant que, si ‘PP = 1,, et 'P'P' = 1,,, alors
Y{PP"(PP'") = 1, (Exercice : le faire!); mais nous allons I’établir par une autre méthode qui
repose sur la caractérisation donnée par la proposition 1.

Soit (€1, - - , €,) une base orthonormée d’un espace euclidien F et soit (u1,- - ,uy) et (v, - ,vy)
les deux autres bases de E telles que :

(Ul,"',un):(ﬁh’",ﬁn)P et (2}17"'7vn):(u17"'7un)P/7

(c’est & dire P est la matrice de passage de (e1,--- ,€,) & (u1,--- ,uy) et P’ est la matrice de
passage de (u1,--- ,uy) & (v1, -+ ,v,)). Alors on a, & cause de la proposition 1 :

~ PeO(n) et (e1,- - ,€,) orthonormée = (uy,--- ,u,) est orthonormée

~ P'€0O(n) et (ug,- -+ ,uy,) orthonormée = (vy,--- ,v,) est orthonormée

Mais

(Ulv"' 7vn):(617"' ’En)Pplv

et donc, puisque (v1,--- ,v,) est orthonormée, on doit avoir PP’ € O(n) toujours a cause de la
proposition 1.

Définition 1 L’ensemble O(n) := {P € GL(n,R)| ‘PP = 1,}, muni du produit matricel est le
groupe orthogonal de dimension n.

1.2 Isométries

Définition 2 Soit E un espace vectoriel euclidien. On appelle isométrie de FE tout endomor-
phisme de E tel que :

Ve,y e B, (f(2), [(y) = (,y)

(on dira alors que f préserve le produit scalaire). On note O(E) I’ensemble des isométries de E.
Proposition 2 O(F) est un groupe pour la loi de composition o.

Démonstation — Nous devons montrer que :

— toute isométrie f € O(FE) est inversible. Pour cela, comme f est un endomorphisme, il
suffit de montrer que f est injectif (ce qui entraine automatiquement que f est surjectif), c’est
a dire que Kerf = {0}. Or Vx € E, f(x) = 0 entraine que ||z||> = ||f(z)||*> = ||0]|> = 0, donc
que x =0

— la composée de deux isométries est une isométrie. C’est une conséquence tres simple
de la définition de O(FE) et nous la laissons au lecteur a titre d’exercice.

Caractérisation matricielle dans une base orthonormeée

Soit f € End(F) et (e1,--- ,ep) une base orthonormée de E. Alors, si f est une isométrie, il est
clair que 'on a nécessairement

(f(ei), f(ej)) = (eirej), Vi, j. (1)



Mais (1) est aussi une condition suffisante car, si elle satisfaite, on a : Vx,y € F,

(f(z), fly) = <f (in@),f > wje; >
i=1 Jj=1

— Zinyﬂf(ei),f(ej»

i=1 j=1
n n
= D miyjleies) = (a,y)
i=1 j=1
et donc f est bien dans O(E).
Soit A la matrice de f dans (e1,--- ,ep). Cherchons & quelle condition sur A on a f € O(E). En
notant
app -+ Ay
A= )
an1 '+ Qnn
on a
n
fleg) = eiaij, Vi,
i=1
et

(f(ei), fej)) = <Z ekakiazeéaéj> = Zakiakj-
k=1 =1 k=1

Donc une condition nécessaire et suffisante pour que f soit une isométrie est (1), qui équivaut

o (e fleg)) = leves), Visj

i)
n

et Zakiakj = (Sij, Vi,j

k=1
— tAA = 1,
= A € O(n).
Nous en concluons que :
Proposition 3 Si (e, - ,e,) est une base orthonormée de E, si f € End(E) et si A est la
matrice de f dans (e1, - ,ey), alors f € O(F) ssi

Ae€eO(n), ide AA=1,.
Petit récapitulatif des propriétés de O(n)

Nous avons vu que O(n) forme un groupe et, en particulier, toute matrice A € O(n) est inversible,
avec A71 = 'A. Une autre propriété est capitale :

YA€ O(n), 1=det(l,)=det(*AA) = (det'A) (detA) = (detA)*.

Donc
VA e O(n), detA==+1.

Cela nous améne & définir :



Définition 3 L’ensemble
SO(n) :={A € O(n)|detA =1}

est un sous-groupe de O(n), appelé groupe des rotations de dimension n.

Nous devons justifier I'assertion faite dans la définition ci-dessus, & savoir que SO(n) est un
sous-groupe de O(n). Autrement dit, il faut montrer que :
1. VA € SO(n), A admet un inverse dans SO(n) : cela provient de l'identité det(A~!) =
det(*A) = det A
2. VA, A" € SO(n), AA" € SO(n) : cela provient de I'identité det(AB) = (detA) (detB).

Etude d’un premier exemple : le groupe O(2)

A:(i Z)eO(Q),

cherchons & analyser la relation ‘AA = 15. Comme

42— a?+c2 ab+cd
"\ abt+ed B2+d* )

Soit

cela nous donne le systéme d’équations :

A+ =1 (i)
ab+cd = 0 (ii)
b? + d? 1 (i)

La relation (i) équivaut a : 36 € R,

(2)=(50):

Alors la relation (ii) nous donne : bcos € + dsinf = 0, donc 3\ € R,

(a)=2 ()

Mais alors la relation (iii) entraine : A2 = 1, donc

A ( cos) —MAsind

sinf  Acos6 )’ avec A=+l

Il est alors intéressant de remarquer que detA = ad — bec = \. Ainsi
— sidetA =1, A € SO(2) et, plus précisément,

cosf —sinf
A= ( sinf  cosf )
est la matrice de rotation d’angle 6.
— sidetA= -1, A€ O(2)\ SO(2) et, plus précisément

A - [ cos 6 sinf
~ \ sinf® —cosf )’
est la matrice! de la symétrie orthogonale dans R? d’axe la droite engendrée par

= cosgs' Q
U = 5 1112 .

'dans la base canonique de R?, qui est en méme temps une base orthonormée pour la structure euclidienne
canonique de R?




Exercice Démontrer que toute matrice A dans O(2) est diagonalisable dans C? et que : si detA =

1, A est seulement diagonalisable dans C?, avec les valeurs propres € et e~ ; si detA = —1, A

est diagonalisable dans R?, avec les valeurs propres 1 et —1.
1.3 Diagonalisation des isométries
Nous allons étudier plus en détail la structure du groupe O(n) des isométries.

Lemme 2 Soit A € O(n), alors, si A € C\ R est valeur propre de A, alors \ est aussi valeur
propre de A. De plus les valeurs propres de A sont toutes de module égal a 1.

Démonstration — Prenons une telle matrice d’isométrie A associons-lui 'endomorphisme

fcr— C?
r +— Ax,
ou C" est identifié avec I’ensemble des matrices colonnes avec m composantes complexes et

x

L,
(i) Soit A € C une valeur propre de f, alors 3z € C" tel que = # 0 et Az = f(x) = Az. Cela
entraine, en utilisant le fait que les éléments de la matrice A sont réels :

AT = AT = Az = \x = \T.

Cette identité nous indique donc que A est aussi valeur propre de f (avec le vecteur propre ).
En particulier, si A n’est pas réel, alors A\ # .
(ii) Utilisons & présent le fait que *AA = 1,, : cela donne, Vx € C",

(Ar)Az = (AZ)Ax = 7 "AAx = T '"AAxr = Tl,o = ‘Tz
Mais, si on suppose en plus que x est vecteur propre de f pour la valeur propre A, alors
{(Ax) Az =t Qx)\z = Tz = |\|? T

En comparant les deux identités, on en déduit que

Fr = |\? T

Et comme on peut déduire facilement de x # 0 le fait que |x[?> # 0, on conclut que |A\? = 1.
Donc A a bien un module égal a 1.

Corollaire 1 Si A € O(n) et si A est une valeur propre réelle de A, alors A = £1. Si \ est une
valeur propre non réelle de A, alors A est une autre valeur propre de A.

Lemme 3 Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension finie n. Soit f € O(E) une ismétrie
de E et soit F' un sous-espace vectoriel de E. Si F' est stable par f, alors F est stable par f.

Démonstration — Rappelons que dire que « F' est stable par f » signifie que : Vz € F, f(x) € F.
Observons maintenant que, puisque F' est stable par f et

Ve e F, |[f(x)]] = |zl

la restriction fir de f a F est une isométrie de F' dans F'. Donc en particulier f|p est inversible,
ie.Vy € F, 3z € F tel que y = f(x). A présent, soit a € F+ quelconque et cherchons a montrer



que f(a) € F4, c’est a dire & montrer que Yy € F, (f(a),y) = 0. D’aprés ce qui précéde 3z € F,
y = f(z), donc
(f(a),y) = (f(a), f(z)) = {a,z) = 0.

Donc f(a) € F*.
Application : analyse de O(R?)

Travaillons dans R? muni de la structure euclidienne canonique : c’est celle qui est telle que la
base canonique (e1, e2, e3) de R? soit orthonormée. Soit f € O(R3).

Premiére observation : le polynome caractéristique det(f — Al,) est un polynéme réel du
troisiéme degré, donc il admet au moins une valeur propre réelle A. Soit u le vecteur propre de
f correspondant a cette valeur propre, i.e.

flu) = Au.

Sans perte de généralité on peut supposer que ||u|| = 1. De plus, d’aprés le lemme 2 on sait que
A= =1.

Deuxiéme observation : on note F' := Ru la droite engendrée par u. Elle est bien évidemment
stable par f et, d’aprés le lemme 3, le plan F- = u™ est stable par f. Donc en fait la restriction
Jiur de fa ut est une isométrie de de ut. Soit (u1,us) une base orthonormée de ut et soit B
la matrice de u* dans (u,uz). Alors B € O(2). On peut donc appliquer I'analyse de O(2) faite
précédemment.

Synthése : notons d’abord que la famille (u;,ug,u) est une base orthonormée. La matrice de f
dans cette base est :

B 0 cosf) —esinf 0
A= 0 = sinf ecosf 0 |, avece A==l
00 A 0 0 A

Et on a alors detA = e\. On peut alors distinguer quatre cas selon les valeurs de € et de .

Cas ou detA =1, c’est a dire e = A

cosf —sinf 0
—Sie=XA=1,cest adire A= sinf cosf 0 |, f est une rotation d’angle 6, d’axe la
0 0 1
droite engendrée et orientée par u.
cosf siné 0
—Sie=XA=—-1,cestadire A= | sinf —cosf 0 , f est la symétrie orthogonale autour
0 0 -1
de la droite engendrée par cos gul + sin qu (ou encore la rotation d’angle 7 autour de cette

méme droite).
Cas ou detA = —1, c’est & dire e = — A
cosf sinf 0

—Sie=—-A=—-1,cestadire A= | sinf —cosf 0 |, f estlasymétrie orthogonale autour

0 0 1

du plan engendré par u et cos gul + sin qu.

cosf@ —sinf 0
—Sie=—-XA=1, cest a dire A = sinf cosf 0 , f est la composée de la symétrie
0 0 -1
orthogonale autour du plan engendré par (up,us) et d’une rotation dans ce plan, d’angle 6.




2 Orientation d’un espace vectoriel

En préliminaire, rappelons la définition d’une relation d’équivalence.

Définition 4 1) Une relation dans un ensemble X est un sous-ensemble R de X x X. Si
(a,b) € R, on note « aRb ».

2) Une relation R dans un ensemble X est une relation d’équivalence ssi

- R est réflexive : Va € X, aRa

— R est symétrique : Va,b € X, si aRba alors bRa.

— R est transitive : Va,b,c € X, si aRb et bRc, alors aRc.

3) Si R est une relation d’équivalence dans X et si a € X, le sous-ensemble

[a] := {b€ X| aRb}
est appelé la classe d’équivalence de a.

Proposition 4 Si R est une relation d’équivalence dsur X, alors X est l'union disjointe de
toutes les classes d’équivalence pour R.

Démonstration — exercice !
En effet les classes d’équivalence sont utilisées pour « ranger » les éléments d’un ensemble X par
« classes » d’éléments.

A présent soit E¥ un espace vectoriel réel de dimension finie n et considérons
X := {bases de E}.

Notons que si e, e’ € X, alors la matrice de passage P de e a €’ est inversible, donc en particulier
a un déterminant non nul, c’est & dire : soit strictement positif, soit strictement négatif. Nous
définissons sur X la relation suivante :

sie,e € X, eRe <= detP>0.
Proposition 5 R est une relation d’équivalence sur X.

Démonstration : exercice.

Il est en fait facile de voir qu’il n'y a que deux classes d’équivalence : si on choisit une base
eg € X, alors pour toute autre base e € X, si P est la matrice de passage de eg & e, on a soit
detP > 0, auquel cas e € [eg], soit detP < 0 et alors [eg] N [e] = 0, mais X = [eo] U [e].

Le choix d’une orientation sur F : cela revient a choisir une des deux classes d’équivalence
comme « référence ». On note X, la classe ainsi sélectionnée. Les bases qui sont dans X sont
appelées bases directes de F. On dit alors que E est orienté. On remarque que, pour préciser
I'orientation de E, il suffit de connaitre une seule base dans X .

Cas d’un espace euclidien

On suppose a présent que E est euclidien et on définit :

X°rtho . — fhases orthonormées de E} C X.

Nous restreignons la relation d’équivalence R a X . cela nous donne une relation d’équi-

valence, que nous noterons encore R. Si e,e/ € X°h° la matrice de passage P de e = ¢’ est



forcément dans O(n), donc a un déterminant égal & +1. Ainsi la restriction de R a X est
définie par :
Ve, e € Xrtho eRe!  «— detP =1.

Alors X°h° ge divise en deux classes X970 := Xortho n X, et Xortho .= Xorthon x_ . A
nouveau, orienter F revient & sélectionner 'une de ces deux classes, que I'on a choisit de noter
X¢rtho - Alors Xortho = xerthoy xorthe Enfin on dira qu'une base e € X" est orthonormée
directe.

3 Produit mixte et produit vectoriel

Soit (E, (-, -), X"t} un espace vectoriel euclidien orienté de dimension n et soit e = (e, - , )
une base directe de E. Pour tout n-uplet (vy,--- ,v,) de E™, soit M la matrice de passage de
ea (vy, - ,vy), e telle que

(Ulv"' 7vn) = (617"' 7€n)M-

Définition 5 On pose
(V1,++ ,Up)e := detM

et on appelle cette quantité le produit mixte des vecteurs v, ,vp.

Ainsi on a définit une notion de « produit » de n vecteurs, a valeurs dans R. En apparence il se
pourrait que ce produit dépende du choix de la base, mais ...

Proposition 6 L’application (vi,--- ,v,) — (v1,- -+ ,0p)e est indépendant du choix de la base
e= (e, - ,e,), pourvu que e soit orthonormée et directe.

Autrement dit le produit mixte ne dépend que de la structure euclidienne et de 'orientation
choisie sur F.

Démonstration — Soit € = (€1, -+ , €,) une autre base orthonormée et directe et soit P la matrice
de passage de e a €. Alors P € SO(n). Comment est défini (vq,--- ,v,)s 7 & partir de la matrice
M de passage de € a (vq,--- ,vy,) par la relation (vy,--- ,v,) = éM. Cela entraine :

eM = (vy,--- ,vp) =M =ePM = M = PM.
Donc detM = det(PM) = (detP)(detM) = detM, car detP = 1, puisque? P € SO(n).
Conséquence : puisqu’il n’y a pas d’ambiguité, on notera

(/Ulu o ,’Un)+

le produit mixte des vecteurs vy, --- , vp,.

3.1 Cas de la dimension 2
Soit F un plan vectoriel euclidien orienté. Soit v, ve deux vecteurs dans F et essayons d’inter-

préter géométriquement ce qu’est le produit mixte (vy,v2)4.

Un cas peu intéressant est celui on (v1,v2) n’est pas une base de F : cela signifie que la matrice
M de passage d’une base orthonormée directe (e1,ez) de E a (vq,v2) est de rang strictement

2on remarque qu’en fait on n’a besoin que de ’hypothése detP = 1 dans la preuve de la proposition



plus petit que 2, et donc, que detM = 0. Alors (v1,v2)4+ = 0.

On va donc supposer que (v1,v2) est une base de E. Appliquons une variante (ot I'on va utiliser le
fait que E est orienté) du procédé d’orthogonalisation de Gram—Schmidt a (v1,v3). Nous notons

U1

ur = 77— -
[[oa]

Alors il existe un unique vecteur us € E tel que (uy,us) soit une base othonormée directe de E.

— En effet, soit uf I’espace orthogonal & uq, c’est une droite, elle donc engendrée par un vecteur
non nul w L uq. Donc A € R, us = \w.

— ugy doit étre de norme 1, donc |A| = 1/||w]|. Cela laisse deux possibilités pour wug : w/||w|| ou

—w/[[w].
— enfin la base (ug, ug) doit étre directe. Mais la matrice de passage de (u1,w/||w||) & (u1, —w/||w||)
1
est 0 _01 , c’est a dire de déterminant égal & —1. Donc (uj,w/||w||) et (ui, —w/||w]||)

sont dans deux classes d’équivalence différentes. Mais comme il n’y a que deux classes, c’est
qu'une et une seule de ces deux bases est directe. C’est celle-1a qui sera (u1,u2)

. . b
Soit M la matrice de passage de (u1,uz2) & (v, v2) et notons la M = ( Z d > Alors :
— up = HZiH implique que a = ||v1]| et ¢ =0
— puisque (uy,us) est orthonormée et vo = buy + duz, on a b*> + d*> = ||va||?. Donc 30 € R,

(b, d) = (|[vs]] c0s 6, ] sin ).
Ainsi

_ (Mol w2l cos @ B B .
M‘( 0 |lof[sing ) Ctdone (vr,v2)y = detM ={u]]-[vs]| sin .

Et le produit mixte de vi par ve est le produit des normes des vecteurs et du sinus de [’angle
qu’ils forment. Il est intéressant de comparer cette relation avec (vi,va) = ||v1]| - ||ve]| cos @, de
sorte que 'on a toujours
2 2 2 2
(v1,v2)" + (v1,v2) % = [Joa]|” - [Jva||.
Géométriquement, (v1,ve2)4+ s’interpréte comme ['aire algébrique du parallélogramme de cotés vy
et vs.

3.2 Cas de la dimension 3

Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension 3. Pour toute paire de vecteurs (v1,v2) € E?,
on considére la forme linéaire sur ' définie par

{: E — R
x +— (v1,v2,7)4

Suivant un raisonnement déja utilisé plusieurs fois, il existe une unique fagon de représenter cette
forme linéaire par un produit scalaire par un vecteur de F, i.e. w € E tel que

Ve e E, (vi,v2,2)4 ={(z) = (w,x).

Définition 6 Le vecteur w € E ainsi défini s’appelle le produit vectoriel de v; et de vy et
est noté :
w = V1 X V9.



Autrement dit on a construit une application bilinéaire

EFExE — FE
(’01,’02) — VU] X Vg,

caractérisée de fagon unique par la relation

Vo € E7 (’Ul,’l)Q,.’E)Jr = <U1 X ’1)2,.’E>.

Interprétation géométrique

Soit (v1,v2) € E? et supposons que le rang de (v1,vs) soit égal & 2 (sinon on a tout de suite
v1 X vg = 0). Nous allons construire une base orthonormée directe selon un procédé analogue a
celui utilisé dans le paragraphe précédent : nous choisissons

U1

Ul = —
||

et ug € Vect(vy,vy) de sorte que (ug,ug) soit une base orthonormée de Vect(vy,vq). Cela se fait
en utilisant la méthode de Gram—Schmidt. Puis on peut montrer d’une fagon tout a fait similaire
a ce qui a été fait en dimension 2 (exercice!) qu’il existe un unique vecteur ug tel que (uy, ug, us3)
soit une base orthonormée de E. On montre ainsi qu’il existe § € R tel que vy = ||Jv1||lus et
vy = ||va]|| cos Buy + ||vz]| sin Bus. Enfin pour tout vecteur x € E, soit (z1, 22, x3) ses coordonnées
dans la base (u1,u2,us), de sorte que

]| [Jve]|cos @
(v1,v2, ) = (u1,uz, us) 0 [lva||sin® xo
0 0 I3
Alors
(v1,v2,2) 4+ = |[v1]| - [Jv2|[sin O - x5 = [[v1|] - [|ve|| sin O(us, z).
Ainsi nous avons :
v1 X vg = ||v1]| - ||ve|| sin Qus.

Et le produit vectoriel de vy et de vy est donc :

— soit égal a 0 si le rang de (v1,vy) est différente de 2

— soit, si le rang de (v1,v2) est deux, le vecteur de E de longueur égale a ||v1]| - ||ve]| - |sin 0
(c’est a dire laire absolue du parallélogramme de cotés vy et vy), orthogonal au plan engendré
par (v1,v2) et tel que (v, ve,v1 X v2) soit une base directe de E

4 Endomorphismes auto-adjoints

4.1 Définitions

Définition 7 Soit E un espace vectoriel euclidien et f € End(E) un endomorphisme de E.
L’adjoint de f est l'unique endomorphisme de E noté f*, tel que

Ve,ye B, (y, f(z)) = (f*(y), ).

Existence et unicité de ’adjoint

10



Rappelons que (en notant E* le dual de F) :

x: F — E*
r — [yr— (z,9)]

est un isomorphisme. Pour tout y € F fizé, considérons

x(y)of: E — R
z — (y, f(z))

Comme x(y) o f € E*, grace a I'isomorphisme Y, on sait que 3!z € E tel que x(z) = x(y) o f, ce
qui équivaut a :

Vee B, x(z)(x) =)o f)x) = (z2) =1y f(2)).

On note alors f*(y) := z, puisqu’il satisfait les conditions requises. On démontre aisément que
f* est linéaire.

Expression dans une base orthonormée

Soit e = (e1,- -+ ,e,) une base orthonormée de E et soit A = (a;;) la matrice de f dans la base

e, i.e.
n

Vi € [[1,71]], f((ij) = Zeiaij'

j=1
Puisque (e1,--- ,e,) est orthonormée,
n n
Frle) = D (fe),esde; =D (e, flej)e;
j=1 j=1
n n n
= Z <€i, Z ekakj> €j = Z Ajj€j.
j=1 k=1 Jj=1
Donc la matrice de f* dans (e1,--- ,e,) est ‘A.

Endomorphismes auto-ajdoints

Définition 8 Soit E un espace vectoriel euclidien. Un endomorphisme f € End(E) de E est dit
auto-adjoint ssi

f=r
De facon équivalente, [ est auto-adjoint ssi sa matrice A dans une base orthonormée est symé-
trique : A = A.
4.2 Diagonalisation des endomorphismes auto-adjoints

L’objectif de cette section est de montrer que tout endomorphisme auto-adjoint est diagonalisable
dans une base orthonormée.

Lemme 4 Soit A € M(n,R) une matrice symétrique. Alors toutes les valeurs propres de A
sont réelles.

11



Démonstration — Commengons par remarquer que les valeurs propres de A sont parmi les racines
du polynome caractéristique et donc sont a priori dans C. Considérons I’endomorphisme de C"

f: v — Cn

z +— Az

Soit A une racine du polynome caractéristique de f. Alors il existe un vecteur propre (non nul)
x € C" tel que
Az = f(z) = Ax.

On a alors, en utilisant d’abord le fait que A est réelle, puis que A est symétrique,
GA= A= Gh = (An) = (o) =%
Donc nous pouvons calculer de deux facons différentes la quantité T Az :
TAz = (TA)z=XTz ou TAzr= 7 (Az) =\ Tz

En comparant ces deux expressions et en utilisant le fait que x # 0 =!Zz # 0, on en déduit
que A = A.

Lemme 5 Soit E un espace vectoriel euclidien et soit f € End(E) un endomorphisme auto-
adjoint de E. Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Si F est stable par f, alors F+ est aussi
stable par f.

Démonstration — 11 s’agit de montrer que, pour n’importe quel vecteur y choisi dans F*, on a
f(y) € F+. Cela provient de I'identité :

Ve e F, (z, f(y)) = (f*(x),y) = (f(2),y)-

On voit bien dans cette relation que, si F' est stable par f, alors f(z) € F et donc, siy L F,
alors f(y) L F.

Théoréme 1 Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension finie n. Alors tout endomor-
phisme auto-ajdoint f de E est diagonalisable dans une base orthonormée.

Démonstration — Nous allons montrer par récurrence sur n la propriété :
(P,) : tout endomorphisme auto-adjoint sur un espace vectoriel euclidien de dimension n est
diagonalisable dans une base orthonormeée.

— preuve de (Pp) : c’est immédiat

— (Pn,) = (Py41) : soit E un espace vectoriel euclidien de dimension n + 1 et f € End(FE)
auto-adjoint. Grace au lemme 4 il existe au moins une valeur propre réelle \. Soit u € F un
vecteur propre (non nul) de f pour cette valeur propre : f(u) = Au et soit F' la droite vectorielle
engendrée par u. Le sous-espace F' est bien évidemment stable par f donc, d’aprés le lemme
5, son orthogonal F*- est stable par f. Cela nous permet de considérer la restriction fp. de f
a I+ : c’est un endomorphisme auto-adjoint de F- (exercice : le vérifier). Donc nous pouvons

appliquer (P,) & fp1, puisque dimF+ = n : il existe une base orthonormée (uy,--- ,uy,) de
FL constituée de vecteurs propres pour fr1. On montre facilement que chaque u; est aussi
vecteur propre de f (puisque F est stable par f). Alors la famille (ug,--- ,un,u/||ul|) est

une base orthonormée de E constituée de vecteurs propres pour f. Nous avons donc montré
(P n-‘rl)-
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Corollaire 2 Soit (E,(-,-)) un espace vectoriel euclidien et soit ¢ une forme bilinéaire symé-
trique sur E. Alors il existe une base orthonormée pour (-,-) et orthogonale pour ¢ simultanément.

Démonstration — A nouveau nous utilisons I'isomorphisme

x: E — B

Nous commengons par associer & ¢ un endomorphisme auto-adjoint de E. Pour tout y € F fizé,

soit
ly: E — R

T — oy, T).
Alors, puisque £, € E*, 3!z € E tel que ¢, = x(z). Traduisons : cela signifie que
Ve € E, oy, z) =Ly(z) = x(2)(@) = (z,2).

Notons f(y) := z. Nous venons de construire une application f: F — E telle que

Ve,y € B, oy, ) = (f(y), 7).

On vérifie alors sans difficulté que f est linéaire. De plus, puisque ¢ est symétrique,

Vo,y € B, (f(y),z) = p(y,z) = p(x,y) = (f(2),y) = (z, " (¥))-

Donc f est auto-adjoint. Nous pouvons appliquer le théoréme précédent, qui implique que f est
diagonalisable dans une base orthonormée. Soit (eq,--- ,e,) une base orthonormée de vecteurs
propres de f, i.e. Vi € [1,n], f(e;) = Aie;. Alors

Vi,j S ﬂl,n]], go(ei,ej) = <f(€i),€j> = <)\i€i7€j> = )\’i<€iuej> = /\15”
Donc on voit que (e1,--- ,e,) est & la fois une base orthonormée pour (-,-) et orthogonale pour
©.
5 Un complément hors programme

En guise de conclusion au chapitre sur les espaces euclidiens, voici un résultat hors programme.
Nous noterons 7t le sous-ensemble de M (n,R) des matrices triangulaires supérieures dont les
éléments sur la diagonale principale sont tous strictement positifs (noter que 7 est un sous-
groupe de GL(n,R)).

Théoréme 2 Pour toute matrice A € M(n,R), il existe une unique matrice S € O(n) et une
unique matrice T € T telles que A = ST.

Démonstration — Associons & A I'unique endomorphisme de R™ défini par

f: R — R"

z +— Az

Soit (e1,--- ,ep) la base canonique (dont on convient également qu’elle est orthonormée) de R”
et (v1,--- ,v,) I'unique base de E telle que

(Ula"' ’Un) = (61,"' ’€n>A'
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Nous appliquons 'algorithme d’orthonormalisation de Gram—Schmidt a la base (v1, - -+ ,vy), cela
nous prouve qu’il existe une unique base orthonormée (ui,--- ,u,) de E et une unique matrice
P e Tt tel que (ug,--- ,u,) = (vy, -+ ,v,)P. Nous en déduisons que

(Ul,”’ 7un) = (Ula"' ,’Un)P: (617"' 7en)AP'

Mais comme les bases (u1, - ,up) et (e1, - ,e,) sont toutes les deux orthonormées, nécessai-
rement la matrice S := AP est dans O(n). Soit T':= P~! € T*. Alors

A=SP 1 =8T, avec S€O(n)etT cT™.
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