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CORRECTION DES EXERCICES SUR LE CALCUL DES VARIATIONS

1 Le brachistrochrone

Dans un plan vertical, on considére une courbe I' que 'on représente comme le graphe d’une fonction
f 10,1 — R de classe C? telle que f(0) = H > 0 et f(1) = 0. On note A = (0,H) et B = (1,0) les
extrémités de I'. Un corps ponctuel de masse m et soumis a la force d’attraction gravitationnelle constante
et uniforme F' = mg(0,—1) (ou g est la constante d’accélération gravitationnelle & la surface de la terre)
est laché avec une vitesse initiale nulle depuis le point A a U'instant 0 et glisse sans frottement sur I" (a la
force gravitationnelle s’ajoute donc la force de réaction de I' sur le corps). On note t — u(t) = (z(t), y(t))
la trajectoire de ce corps, pour ¢ > 0.

1) Par des considérations d’énergie, exprimer (au signe prés) le vecteur vitesse 4(t) en fonction de u(t),
pour tout temps ¢ > 0.

Réponse — D’une part u(t) doit étre tangent a I" en u(t), c’est & dire étre paralléle au vecteur (1, f/(z(t))),
donc il existe A(t) € R tel que u(t) = A(t)(1, f'(z(t))). D’autre part, I’énergie totale E(t) est la somme
de I'énergie cinétique F,(t) = 2m|i|? et de énergie potentielle associée a la force de gravitation E,(t) =
mgy(t). Cette énergie est conservée car il n’y a pas de frottement. Donc

mgH = mgy(0) = Zmli(H)? + may(t),
ce qui entraine que |u(t)| = v/2g9(H — y(t)). Donc [A()|\/1+ f/(x())2 = \/29(H — y(t)) et

at) =+ %M?zﬁnuf@m»i¢@@{j@@»(

L+ ['(2(t)) 1 e @) (1)

2) Démontrer que si f'(0) < 0 et si f < H sur |0,1], alors le corps se déplace toujours « vers la droite »
(i.e. © > 0) et atteint le point B en un temps 7.

Réponse — La condition f/(0) < 0 garantit que le point A n’est pas un point d’équilibre et que donc le
corps ne peut pas rester au point A. En effet a U'instant 0, le corps est soumis a la force de gravitation
mg(0,—1) et a une force de réaction de I" qui est orthogonale a I' (car il n’y a pas de frottement), donc
de la forme A(—f/(0),1). Comme la somme mg(0, —1) + A(—f(0), 1) doit étre tangente a T, elle doit étre
de la forme pu(1, f/(0)). En identifiant, on obtient d’abord que pu = —Af’(0), puis que A = mg/f’(0)? et
donc enfin que la premiére composante de la force vaut —mg/f’(0) > 0. Donc #1(0) > 0 et il existe € > 0
tel que &(t) > 0 sur 0, ¢].

Deuxiémement comme f < H sur ]0,1], on a en particulier f(z(¢)) < H (puisque x(g) > 0) et donc
f= SUD[4(c),1] f < H.Vu (1), cela entraine que & ne change pas de signe et donc, par continuité, reste
positif pour tout temps. En particulier le signe + dans (1) est +. De plus #(¢) est minoré par un nombre
strictement positif et donc il existe un temps 7' > 0 tel que z(T") = 1.

3) On suppose dorénavant que f'(0) < 0 et f < H sur |0, 1] et on note 7 : [0,1] — [0, 7] application
inverse de z : [0, 7] — [0, 1], c’est & dire telle que Vs € [0, 1], 2(7(s)) = s. Exprimer T en fonction de T,
puis de f uniquement.

Réponse — D’abord on déduit de (1) que :

For(s) = 29(H — [(s))
14 f'(s)?

et donc




4) On pose h(x) = H — f(x) et on cherche les points critiques de I’action obtenue précédemment (qui
donne T en fonction de 7). Observer que cette action posséde une symétrie et, par conséquent, une
quantité conservée que ’on exprimera.

Réponse — On obtient 'action
1 14 (s)?
Alh] = / ds.
=5 0 TR

Le lagrangien de cette action ne dépent pas de s et est donc invariant par translation dans cette va-
riable. Cela est analogue en mécanique aux problémes variationnels indépendants du temps : I’énergie ou
hamiltonien est alors conservée. Il s’agit ici de la quantité
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5) Intégrer I’équation obtenue a la question précédente (on pourra poser h'(s) = cot g) et montrer que le
graphe de f est une cycloide.
Réponse — Les points critiques de I'action A satisfont 1’équation

h(1+ 1'% =C,

ot C est une constante strictement positive. En posant h'(s) = cotg dans I’équation, on obtient h =

C sin® g. Donc dh = C'sin % cos gd&. Comme par ailleurs dh = h/ds = cot gds, on en déduit que

06 ,. 6 6 . o0 .
ds = tan §C’ sin 5 cos idt‘) = C'sin §d0 = Cd(0 — sin0).
En conclusion
(s,h)(8) = C(0 —sinf,1 — cosB) + (s0,0),

qui est la paramétrisation d’une cycloide.

2 Lagrangiens nuls

Soit I un intervalle de R et Q un ouvert de R". On considére une densité lagrangiennne de classe C?

A: ITxOxR* — R
(t,x,v) —  A(t,z,v)

et on lui associe 'action

Llu] == /I At u(t), a(t))dt,

définie pour toute application v : I — Q de classe C2. On dit que A est un lagrangien nul si toute
application u : I — Q est point critique de £. Montrer que A est un lagrangien nul ssi il existe une
fonction S : I x Q@ — R telle que

V(t,z,0) € I x Q xR",  A(t,z,v) = 88—?(75,1:) + Z %(t,x)vi. (2)

Indication : on commencera par identifier 'application

E=(F, - ,E,): IxQxR*"xR* — (R")*
(t, z,v,w) —  E(t,z,v,w)

telle que I’équation d’Euler—Lagrange satisfaite par les points critiques de £ s’écrive E(t, u(t), u(t), i(t)) =

0, Vt € I et par justifier le fait que A est un lagrangien nul ssi £ = 0.
Réponse — L’équation d’Euler—Lagrange

# (gﬁﬁ’“(t)aﬂ(t))) = S, i), Vi,



se développe en :

92A - 92A i OPA , A o
Siger b vt w®)d () + o Foigr b wt),a(t)) — 55 (¢, ult), u(t)) =0, Vi,

ou il est sous-entendu que ’on somme sur j, a chaque fois que cet indice apparait deux fois. Cette relation
s’écrit F;(t, u(t), u(t), i(t)) =0, Vi, ou :
0%A . 0%A S 0%A oA
, g8 iy Y iy 28 _
E;(t,z,v,w) := ETY (t, z,v)w’ + T (t, z,v)v) + ERET (t,z,v) pp (t,z,v).

A présent nous remarquons que, pour tout (¢, z,v,w) € I x QxR™ xR", il existe une application réguliére
w: I — Q telle que (¢, z,v,w) = (t,u(t), a(t), i(t)). Donc Phypothése faite sur le lagrangien A revient a
supposer que les fonctions E; sont nulles. Notons que E; est de la forme A;(t, z,v) + B;j(t, z,v)w? = 0.
En particulier, il faut que les coefficients B;; s’annulent, c’est & dire :

0?A

Vi, _— t, r,v)= 0,
vt QvI ( )
ce qui entraine que A est une fonction affine de v dont les coefficients sont des fonctions de (¢, ), i.e.

A(t,z,v) = a(t,x) + b;(t,z)v7. En reportant cette expression dans :

. %A . 02A oA
V’L7 Ai(t7 xZ, U) = m(t €T, U)Uj + 81)@1& (ta xZ, U) - %(ta xZ, ’U) = 07
on obtient : b 9 9 9
Vi, D7 (t,x)v? + 5 (t,x) — e (t,x) — D (t,z)v?! =0.
Cette relation n’est satisfaite pour tout v que si :
X abl da N .o abz 6bj _
Vi, E(t,x) - w(tw) =0 et Vi,j, B (t,x) — 5 (t,x) =0,
ou encore d(adt + b;dz®) = 0, ce qui entraine qu’il existe une fonction S : I x & — R telle que

adt + b;dz® = dS et donc (2).

3 Lagrangiens invariants par difféomorphismes

Exercice un peu difficile : il est recommandé de faire ’exercice précédent d’abord.
Soit I un intervalle ouvert de R et 2 un ouvert de R™. On considére une densité lagrangienne

L: IxOxR* — R
(t,z,v) —  L(t, z,v).

On suppose que L est continue sur I x Q x R", est de classe C2 sur I x  x (R"\ {0}) et que I x
Q > (t,x) — L(t,z,0) est de classe C2. Pour toute application v : I — € de classe C?, on note
Llu] := [; L(t,u(t),u(t))dt. On suppose que L est invariant sous I’action du groupe des diffeomorphismes
de I dans lui-méme, c’est & dire : pour tout difféomorphisme ¢ : I — I qui coincide avec l’identité en
dehors d'un compact de I, on a :

Lluo o] = L[u]. (3)

1) (Question préliminaire) Soit n un entier strictement positif et o« € R. On dit d’une fonction continue
f:R™ — R qu’elle est positivement homogéne de degré a, si

Vv € R", Vs €]0,+o0], f(sv) =s*f(v).

Démontrer qu'une fonction continue positivement homogéne de degré o qui est C! sur R™ \ {0} satisfait
la relation d’Euler :

Yo e R*\ {0}, af(v)= ZUZSZZ (v).



Réponse — 1l suffit de dériver par rapport a s la relation f(sv) = s®f(v) et de prendre s = 1.
2) Montrer que la condition (3) est équivalente a une condition locale au méme sens que la question
précédente, c’est a dire & une condition de la forme

V(t, z,v,w) € I x Q2 x (R*\ {0}) xR", E(t,z,v,w)=0.

Réponse — Tout difféeomorphisme ¢ de I dans lui-méme qui coincide avec l'identité en dehors d’un
compact peut étre connecté a l'identité par une homotopie® @ : [0,1] x I — I de classe C!, telle que
Vs € [0, 1], ®(s,-) est un diffeomorphisme de I dans I qui coincide avec 'identité en dehors d’un compact.
La relation (3) est alors équivalente & prouver la relation
d Lluo® g, )] — Lluo P(s,-
ds (Lluo®(s,-)]) = lim [o®(s+e,)] [uo®(s,-)] =0, pour tout u:l — .
S

e—0 9

Or, pour tout s € [0, 1] fixé, on peut toujours écrire :

Vel u(®(ste0) = u (009 + G (504 0le) ) = u((s,1) + eilB(s,0) G (5,6 + 0l

ou, si on note ug(t) := u (P(s,t)) [de sorte que us(t) = u(@(s,t))%—‘f(&t)] et X(t) := %—(s t)/ L (s,t)

Viel, u(®(s+e,t)) =us(t)+eus(t)X(t)+o(e) et u(P(s,t)) =us(t).

Alnsi, quitte a rebaptiser u = ug, la propriété (3) est équivalente a prouver que, pour toute application
u : I — Q et pour toute fonction réguliére X : I — R a support compact,

Llu+ cuX] = Llu] + o(?).
En développant :

Llu+ eiuX] = L[u] +5/ [ng (t,u(t), w(t))u' () X (t) + ng (t, u(t), u(t))% (@' ()X (t)) | dt + o(e),

nous voyons que (3) équivaut a : VX € CL(I,R), Vu € C*(1,Q),

[ [Swn s B o]

En intégrant par partie et en utilisant le fait que X est & support compact, cela donne :

/ [ng (t,u, @i’ — (ng (t,u u)> u] Xdt = 0.

Comme X est quelconque, on obtient donc en développant, que Vt € I :

oL . 9L , O%L 0*L
tyu, u)ut — ——(t,u,0)u’ — tu, 0wl — t,u, 0)idut = 0.

ox P ) 81581)1(’ ) ox J(‘)v’( ) ov J@vl( )

Et comme cette identité doit étre vraie pour toute fonction u € C?(I, ), on en déduit comme & I'exercice

2 que : V(t,z,v,w) € I x QR™ x R"™, E(t,z,v,w) =0, ol
2L 0%L 2L

L 7
—(t,x,v)v" — 8J61(txv)vj = Bidui

E(t,z,v,w) := e

(t, 2, v)wlv’.

3) Déduire de la question précédente que, Vj = 1,--- ,n, V(t,2) € I x Q, R"\ {0} > v +— 3 (t x,v) est
positivement homogéne de degré 0. Montrer que

V(t,z,v) € I x Qx (R*"\{0}), L(¢t, z,v) = L(t,z,0) + i %(t,x,v)vi. (4)
i—1

1. ®:[0,1] x I — I est une homotopie si Vs € [0, 1], ®(s, ) coincide avec I'identité en dehors d’un compact de I, ®(0, -)
est I’application identité de I dans I et ®(1,:) = . Ici il suffit de prendre ®(s,t) = (1 — s)t + sp(t).



Réponse — L’expression E(t,x, v, w) est une fonction affine de w. Le fait que E soit identiquement nul
entraine donc en particulier que, pour tout j, le coefficient de w? s’annule, c’est a dire :

n

0’L

. Guiges )

Vj=1,-~-,n,

7=

Cela implique que, V(t,z) € I x Q, Vv € R™\ {0}, Vs €]0,+oo, &£ (£&(t,2,sv)) = 0 et donc que
s %(t, x, sv) est une fonction constante. De 'identité :

' d ' oL :
L(t,z,v) — L(t,z,0) = /0 Ts (L(t,z, sv))ds = /0 %(t,x,sv)v’ds
on déduit alors (4).
4) Montrer que L satisfait la relation
oL 0L
Vit 2,0) € Tx Qx (RMA{0D), Vi =1 m, oo (t,2,0) = 22 (12,0) 6)

Réponse — Nous allons utiliser la relation E(¢,z,v,0) = 0 et une conséquence de la relation (4) : en
dérivant la relation (4) par rapport a z* et en multipliant par v* et en sommant sur i, on obtient

oL . 0L . %L o
et v _ 27 ) o J oyt
axz‘ (t,m,v)v axi (t7x70)v + axzavj (t,l‘,’l})'l} v

Nous en déduisons la simplification suivante

E(t,z,v,0) = pyes
x

Cette expression doit étre identiquement nulle. En la dérivant par rapport & v/, on obtient :

oL 0?L 3L

0=5mt2:0) = 555 tav) = o g

, 2,00’

Or, d’aprés la question 3),

3 2
0°L t,x,v)vi 0 ( 0°L (t,x,v)vi> ZQ(O)ZO,

B0vi0u =~ ot \ dviowi

donc on obtient la relation demandée.

5) Déduire des questions précédentes qu’il existe une fonction continue Fy : © x R™ — R qui est de
classe C? sur Q x (R™ \ {0}) et positivement homogene de degré 1 par rapport a v et des fonctions
a,bi, - by I x Q — R de classe C? telles que

V(t,z,v) € I x QxR™ L(t,z,v) = Fy(z,v) + a(t,x) + Zbi(t,a:)vi.
i=1

Réponse — Nous commencons par écrire un développement de Taylor avec reste intégral :

oL oL Yd (0L
E(t,l‘,’l}) = E(t,x,O) +/O % (at(t,x,sv)) ds
oL o2 ;
= a(t7m70) +A m(t,m,sv)v dS

oL L oL ;
= E(t,x,O)—i—/o %(t,x,O)v ds,

ot l'on a utilisé (5) pour obtenir la derniére ligne. Le terme dans l'intégrale s’avérant étre indépendant
de s, on en déduit que :

oL oL oL )
(t,l‘,U) = a(taxao) + %(t,I,O)’U .

ot



En supposant que 0 € [ et en intégrant 'identité précédente entre 0 et ¢, on obtient :

b (oL oL
L(t,x,v) = L(0, z,v) —l—/o <8t(7',x,0) +— 500 (r,2,0)v >d7’

ce qui nous donne la relation demandée avec :

t
L
Fo(z,v) := L(0,z,v)—L(0,2,0), a(t,z) = L(0,2,0)+ %t (r,2,0)dr et bi(t,z) = g (7, 2,0)dr.
0
6) En réutilisant la question 2), montrer 2 que
- da 8[)1 i
En déduire que 'on peut écrire :
V(t,z,0) € I x Q xR",  L(t,z,v) = F(z,v) + At, z,v), (6)

ou A est un lagrangien nul de la forme (2) et F' est positivement homogéne de degré 1 par rapport a v.

(Indication : poser S(¢,x) fo T,2)dT.)
Réponse — Nous repartons du résultat de la question précédente : L(t, z,v) = Fy(x,v)+a(t, x)+b;(t, x)v*
et substituons cette expression dans la relation E(¢,z,v,w) = 0. Cela nous donne :

Zn: (gaz (t,2) - %b; (t,x)) v =0,

i=1

Posons S(t, x) fo T,z)dT, de sorte que 25 = a, et A(t,z,v) = 22(t,x) + 25
bi(t,z)v" — A(t,z,v) = (bi(t,z) — az’ 5(t,z)) v'. Donc

9 ; d 9S\ . (b S\ . (9 da\ ,
&f(aerivA)at(biaxi)v(8t8t8xi>v<8t8xi)vo'

Cela signifie que a + b;v* — A est une fonction de (t,z,v) qui est indépendante de ¢ et linéaire en v, i.e.

(t,z)v. Alors a(t,x) +

a(t,x) + b;(t, x)v" — A(t,z,v) = ¢;(2)0,

ott les ¢; sont des fonctions sur €. On conclut en posant F(z,v) := Fy(z,v) + ¢;(z)v, qui reste une
fonction positivement homogéne de degré un en v.

4 Transformation de Legendre

Ecrire les transformations de Legendre pour le lagrangien nul A obtenu a la question 2 et pour le lagrangien
L obtenu a la question 3. Montrer que, dans ces deux cas, la transformation de Legendre est dégénérée,
c’est a dire que, pour tout (¢,z) € I x §, I'application

R” — (R")
v Y aw(t x,v)d’

n’est pas une bijection. Caractériser I'image de cette transformation (pour le lagrangien L de la question
3, on se placera dans un cas générique) et calculer I’hamiltonien.
Réponse — a) Pour le « lagrangien nul » A obtenu a 'exercice deux, on a d’aprés (2) :

oA a8
pi= o 5 (txv) =bi(t,z) = @(tﬂf)-

2. Toutes mes excuses, il y avait une erreur dans I’énoncé, cette erreur est corrigée ici.



Donc si on fixe (¢,z) alors Papplication v — p = Y 1 | g{)\q, (t,z,v)dz’ est constante, est donc de rang

zéro et en particulier dégénérée. [Remarque : 'image totale de la transformée de Legendre, c’est a dire
I'image de I’application

IXxQxR* — T+(I x Q)
(t,z,v) — (t,x,%—f(t,x),gz(t,x))

est une sous-variété de dimension n + 1 de T*(I x Q) sur laquelle la forme symplectique w = dpg A dt +
dp; A dz* annule. Une telle sous-variété est appelée sous-variété lagrangienne.
b) Pour le lagrangien invariant par difféomorphisme obtenu a la question trois, on a, en vertu de (6),

oL 08 oF

Pi= o (520 = g (1) i

x,0).

Comme la fonction F' est homogéne de degré 1 par rapport a v, % est homogéne de degré 0 par rapport
a v, ce qui signifie que %(m,)\v) = )\gfi (z,v). Donc, pour z fixé, 'image de v — gﬁ- (t,z,v) est,
dans une situation générique, une hypersurface de (R™)*. La transformation de Legendre est donc encore
dégénérée. [Remarque : Dans une situation générique, I'image totale de la transformée de Legendre est
une hypersurface de T*(I x ). La restriction de la forme symplectique a cette hypersurface n’est pas
nulle, mais est dégénérée, au sens ot elle admet en chaque point un noyau de dimension 1. L’intégration

de cette distribution de droites tangentes a ’hypersurface donne les trajectoires hamiltoniennes. |




