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CORRECTION DES EXERCICES SUR LE CALCUL DIFFERENTIEL

1 Produit extérieur

Sur R? on définit la 2-forme différentielle v et la 1-forme différentielle 3 par : pour tout (x,y,2) € R?,
Oz,y,2) = vyds N dy + 22dx Ndz 4+ xdy Ndz et B(z,y,z) = zdr + y2dz.

Calculer a A B, da, dfB et Bz + ya% +22).
Réponse — On a
aA B = (vyz® +2)dz A dy A dz,

da=dx ANdy ANdz (seul le dernier terme contribue), da = 2dy Adz

et
o) 0 9., 2 __ .2, .2
ﬁ(a:ax—l—yay—i-zaz)—xnc—&—y z=x° +yz.

2 Produit intérieur

Pour toute p-forme a € APV* et pour tout vecteur X € V, on note X 1o € AP~DV* et on appelle
produit intérieur de o par X la (p — 1)-forme définie par

VXo,---, Xp eV, X Jo(Xg,---,Xp) =a(X, Xe,---, Xp).

1 — On suppose que V est de dimension n. On se donne w € A"V* non nulle. Démontrer (sans calcul)
que l'application
A Vo— ALy
X — X lw

est un isomorphisme. Question : & quoi revient le choix d’une telle forme w ?

Réponse — On remarque d’abord que A est linéaire. De plus les dimensions des espaces de départ et
d’arrivée sont égales toutes les deux a n. Il suffit donc de vérifier que le noyau de A est réduit a 0 pour
conclure. Soit X € Ker\ et supposons que X # 0. Alors, grace au théoréme de la base incompléte, on
peut trouver n — 1 vecteurs Xy, -, X, € V tels que (X, Xs,---,X,) soit une base de V. Alors

W(X7X2a"' 7Xn) :XJw(X27 7XTL) :Oa

ce qui entrainerait, puisque w est proportionnel & un déterminant que w = 0 : cela est contradictoire.
Noter que le choix de w revient & se donner une mesure et une orientation sur V.
2 — On suppose que V' est muni d’un produit scalaire (-,-). Démontrer que

¢ Vo — AV¥

est un isomorphisme.
Réponse — A nouveau / est linéaire et la dimension de 1’espace de départ est égale a celle de ’espace
d’arrivée. Comme précédemment il suffit donc de montrer que ¢ est injectif : soit X € V tel que ¢(X) = 0.
Alors VY € V, (X,Y) =0 et donc X = 0.
3 — On suppose que V est de dimension 3, est muni d’un produit scalaire (-,-) et est orienté. On
considére une base orthonormée directe (e1,e2,e3) de V et w € A3V telle que w(ey,es,e3) = 1. Exprimer
Uapplication
v — 1%
(X,Y) — XA HUX)ALY))



dans les coordonnées données par (e1, e, e3). Conclure.
Réponse — Si X = 2?21 Xie; et Y = 2?21 Yie; sont les décompositions de X et Y dans la base
(e1,e2,€3), on a :

(X)) = ixidxi et LY)= f:yidxi.
i=1 i=1
Donc
(X)NLY) = (X2Y3 — X3Y2)da® Ada® + (X3Y! — XY 3)da® Adat + (XTY2 — X2Y Hda! A da?.
Par ailleurs un calcul direct donne :
NZ) = Z da* A da® + Z2da® A dat + Z3dat A da?.
Donc
AHUX) A UY)) = (X2Y3 — X3Y ey + (XY — X1V 3)en + (X'V2 — X2V e = X x Y.

On reconnait le produit vectoriel, que ’on note ici X pour éviter une confusion avec le produit extérieur.
Et lon retrouve le fait que, pour définir un produit vectoriel, il faut se donner une orientation (grace ici
a w) et un produit scalaire.

3 Produit extérieur

On pose V =R". Soit a, B € A2°V*. Etudier dans les cas suivants si a A 3 est nul ou non :

1—n=23.

Réponse — Ici a A B est dans A*(R3)* = {0}, donc a A 8 = 0.

2 —n=4.

Réponse — Nous utilisons une base (e1, €2, €3,€4) sur V et les coordonnées associées (x!,z2 z32%). 1l
peut arriver bien stir que a A 8 = 0, par exemple pour o = 3 = dx! A dx?. Mais en général ce produit est
non nul : par exemple, si a = dz' A da? et 8 = dx® A dx?, alors a A B = dz' Adx? A dx® A dz* # 0. On
peut méme avoir v A o # 0 : c’est le cas pour o = da' A dx? + do® A dz*. Enfin en général en utilisant
les isomorphismes d’espaces vectoriels : R : A2V* — RS défini par

R Z aijda’ Ada? | = (a9, 013, 0, az, g, a34),
1<i<j<4
et T : A*V* — R, défini par T(w) = w(ey, €2, €3, €4), alors (a, B) — a A S s’identifie & la forme bilinéaire
(aij, Bij) — 12834 + c3fas + 1afas + 23fBia + 24831 + 34 P2,

qui est une forme bilinéaire symétrique non dégénérée de signature (3, 3).

4 Produit extérieur et produit intérieur

Dans ce probleéme oo € V* est une 1-forme et v € A2V* est une 2-forme.
a) Montrer que Yu,v,w € V Uexpression aAvy(u,v,w) peut se simplifier comme la somme de trois termes.
Une application directe de la formule rappelée en (i) plus haut donne

1 1 1
aAy(u,v,w) = Salu) (v(v,w) = y(w,v)) + 5a(v) (v(w, u) = 7(u, w)) + Sa(w) (v(u,v) = 7(v,u)).
Puis en tenant compte du fait que ~ est antisymétrique on obtient
a Ay(u,v,w) = a(u)y(v,w) + a(v)y(w, u) + a(w)y(u,v).

b) Soit & € V* une 1-forme non nulle. On note H le noyau de a. Montrer qu’il existe u € V tel que
a(u) = 1. Ce vecteur u est-il unique ¢



Puisque « est non nulle, il existe z € V tel que a(z) # 0. On prend alors u = z/a(z). Si dim V' > 1 alors
u n’est pas unique puisque Yv € H, a(u +v) = a(u) = 1.

c) On suppose dans cette question et dans la suite que o Ay = 0. Montrer que la restriction de v & H
est nulle (i.e. Yv,w € H, y(v,w) =0).

Pour tout v,w € H, on a

0 = aAvy(u,v,w)
= afu)y(v,w) + a(v)y(w,u) + a(w)y(u,v)
= 1oy w) + 0w, w) + 04 (,0) = (0, ).

d) On note B =u _I~, ot u a été introduit & la question b). Montrer que v = a A .
Pour tout v,w € V on a

aAB(v,w) = a(v)B(w) — a(w)B(v)
= a(v)y(u, w) — a(w)y(u, v)
= a(o)y(w,u) - alwh(u)
="M= o)y (v, w)

“eta)

5 Le lemme de Cartan : premiére version

Démontrer, en utilisant des coordonnées locales, que, sur une variété M, pour tout champ de vecteur X
et Y sur M et pour toute 1-forme différentielle a sur M,

da(X,Y) = Lxa(Y) — Lya(X) — o([X, Y]). (1)

Nous travaillons dans un systéme de coordonnées locales (xl) :

a = a;da’,

0 .0
X=X Y=Y"'"—

oxt’ Oz’

Le terme de gauche est :

da(X,Y) = Y (aaﬂf - ao‘?) ot A da? (X,Y)

oxt  Oxd

1<] 0 0
_ * Qj @ ivi vy
ZE] (895’ 8$j) (X YT —-Y'X )

o 80@ (9041' i
- Z_Zj(axl axj>XY'

Le terme de droite est :

0 0 . oY ox)
Lxa(Y) ~ Lya(¥) —a((X,Y]) = X2 (a07) ~v* L (a,x9) —a (x 00 2
(P O (0, OX
_X<8’Y J@x"‘y 8’X 7 Oz
I CEN) ¢
% gX ozt -Y 6xi>
= xiyi 2% _ xiyi 9%
P 003"
_ iy [ 9% _ 9%
X (8xi oxi )’

D’ou le résultat.



6 Le lemme de Cartan : deuxiéme version

On se propose de redémontrer la formule (1) de Uexercice précédent de fagon intrinséque.

1) Démontrer (1) dans le cas ot o = df, avec f € C®(M) = QO(M).

Réponse — Si o = df, le membre de droite de (1) s’annule puisque dda = 0, tandis que le membre de
droite est égal & Lx (Ly f) — Ly (Lx f) — Lix,y)f, quantité qui s’annule par définition de [X,Y].

2) On suppose que 3 € QY (M) satisfait (1). Montrer que, pour toute fonction g € C*(M), a = gf
satisfait aussi (1).

Réponse — On a da = dg A § + gdf3, donc « satisfait (1) ssi

(dg AB)(X,Y) + gdB(X,Y) = (Lxg)B(Y) + gLx (B(Y)) — (Lyg)B(X) — gLy (B(X)) — gB([X,Y]).

Or on a, par définition du produit extérieur : (dg A 8)(X,Y) = (Lxg)B(Y) — (Lyg)B(X), ce qui permet
de réduire 'équation précédente a gdB(X,Y) = gLx (B(Y)) — gLy (B(X)) — gB([X,Y]), qui est vraie
puisque 3 satisfait (1).

3) Montrer (1) dans le cas général.

Réponse — Localement toute 1-forme o peut se décomposer selon a = >, a;dz?, ott les z* sont des
fonctions coordonnées et les a; sont aussi des fonctions. D’aprés le a), toutes les 1-formes da’ satisfont
(1) et, d’aprés le b), on en déduit que c’est aussi le cas pour toutes les formes a;dz’. Le résultat pour o
se déduit donc par additivité.

7 Transport par un diffétomorphisme d’un produit intérieur et
d’une dérivée de Lie

Soit ¢ : M — AN un difféomorphisme, £ € X'(M) un champ de vecteur sur M et o € QP (N') une p-forme
sur . On note X := @,¢£.

1) Démontrer que ¢*(X _a) =£ 1 (¢*a).

Réponse — Soit x € M et &, ,&, € T, M. Nous avons, en utilisant la définition de ¢* et de X _J o :

e (X Ja)a(§2:- &) (X J)p(a)(dpa(82), - -, dpa(Ep))

= atp(;c)(dgom(g(x))v d@m(£2)v T 7d§01 (gp))
(P )z (§(2), &2, -+ 5 &p)
(€ o a)e(bas . &p)

D’ot le résultat.
2) Démontrer que ¢*(Lxa) = Le(p*a).
Réponse — Nous appliquons une formule de Cartan et le résultat de la question précédente :

e*(Lxa) = ¢"(X Jdda+d(X Ja))
= ¢ Jp*da+de*(X Ja))
= §dd(pTa)+d(§ Jgra)
— Le(wta).

8 Forme symplectique
L’espace R*™ est muni des coordonnées (z,p) = (zt,-- 2™ p1,-- ,pn) = (2%, p;); et on note
w=dp Adz! + - + dp, A da" :dei/\dxi.

1) Montrer que pour toute fonction h € C*°(R?™) il existe un unique champ de vecteur & su R*™ tel que
& Jw+dh=0.

Ezxpliciter ce champ de vecteur
Réponse — On pose £ = a’

+ b2 5,; et on substitue dans la relation. On obtient

oh oh
(b+8 )dl"f‘( +6pz>dp20’

Bwl



donc

_Oh 0 oh 0
T Op; 0xt Ozt Op;
Dans la suite on notera &, ce champ de vecteur.

2) Montrer que siy: R — R2" est solution de :

&n

dl =&, () alors d(hdz 7)

at =0

Réponse — On a
d(hoy) Oh Oh  Oh Oh

dt  Op; 0zt Oxidp;
3) Pour toute paire de fonctions f,g € C*°(R*"), on note :

{f:9} = w (&5 8)

(crochet de Poisson). Montrer que si Z—Z =& () alors

d(foy)
o ={h, f}on

et retrouver ainsi le résultat de la question précédente.
Réponse — On a

{h, [} =w(én: &r) = —w(&r,€n) = — (§5 L w) (&) = df (&n)-

et donc p p
th.1yer =i o) - 4, () = L2

4) Ezpliciter {f,g}.
Réponse —Un calcul donne :
of dg  dg Of
{fig}= A A A .
Op; Ox ox* Op;
On retrouve ainsi le résultat de la question 2) grace a celui de la question 3), car {h,h} = 0.
5) Montrer que

Lffwz().

Réponse — On utilise la formule de Cartan :
Le,w =& I (dw) +d(§p 1Q) =0—ddf =0.

6) On rappelle que, pour deux champs de vecteur X; et Xo, Lx, Xo = [X1,X3] et on admet que, pour
une forme o, Lx(Y Ja)=(LxY) Ja+Y 1 (Lxa). Montrer que :

Eirgy = [67:60) -

Réponse — On a, en utilisant a la deuxiéme ligne le résultat de la question 5 :

[ggvfg]Jw = (Lgffg)JLU:Lgf(ngw)—ng(Lgfw)
= L¢(—dg) — & 1 (0)
= & Jdd(dg) —d(§y Jdg) =0—d(=§ & Jw)
= —dw(§s,8c) = —d{f. g}

Remarque : montrons la formule Lx (Y Ja) = (LxY) Ja+Y _J(Lxa). Nous avons, en appliquant
la définition de la dérivée de Lie d’une forme différentielle :

Lx(Y Ja)= lim1 {(etx)* Y Ja) —YJO[} .

t—0 ¢

or, en utilisant le résultat de I’exercice 7, question 1) avec ¢ = e*X et & = (e_tX)* Y, on a (en remarquant
que Y = (%) €):
(etX)* Y Ja)= (e_tX)* Y | (etX)* .



Donc
—tX) YV _y) J (etX) Y I ((eX) a—a
Lx(Y Ja) = lim (™). ) 4 () a—i—lim <( ) )

t—0 t t—0 t

= LXYJCM+YJL)(O4.

7) Déduire de la question suivante l’identité de Jacbobi :

{f’ {gvh}} + {h’ {fag}} + {97{h7f}} =0

(Indication : calculer de deuz fagons différentes Lg{hyg)f).
Réponse — D’une part, on a :

Lﬁ{h,g}f = {{hvg}vf} = {fa {gah}}v

d’autre part, on a :

Lepu o/ = Ligne)f = LeyLe, f — Le, Le, f
Lih{gaf} - Lfg{h7f} = {h7 {g7f}} - {97 {h7f}}

D’ou le résultat.



