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1. Introduction

Les phénomenes physiques sont tres souvent modélisés a I'aide d’équations dif-
férentielles car celles-ci permettent de rendre compte de la dépendance de ces phé-
nomeénes par rapport au temps. La résolution explicite de ces équations est géné-
ralement impossible, elle n’est faisable que dans des cas simplifiés qui représentent
donc I'évolution du systéme dans des conditions tres précises. L'essentiel n'est ce-
pendant pas nécessairement d’obtenir une forme explicite des solutions, mais plutot
de connaitre leur comportement ou leur réaction a certaines perturbations. C’est la
tout I'enjeu de ' étude qualitative des équations différentielles.

Nous allons nous intéresser dans ce travail a un théoreme classique dans ce do-
maine, le théoreme de Poincaré-Bendixson. Ce théoreme donne des informations sur
certaines solutions de systemes dynamiques qui permettent de connaitre leur com-
portement quand le temps tend vers I'infini, ce qui physiquement doit correspondre
au comportement du systeme au bout d’'un temps raisonnablement long. De tels pro-
blémes de stabilité asymptotique sont extrémement importants. Il est en effet essen-
tiel de savoir comment un systéme se comporte une fois mis en place, de savoir s’il
va se stabiliser ou si au contraire il va osciller, voire se comporter de facon totale-
ment chaotique. Nous allons donc présenter le contexte et les outils nécessaires au
théoreme de Poincaré-Bendixson avant de I’énoncer et de le démontrer.

Nous allons ensuite appliquer le théoréme de Poincaré-Bendixson a une situation
précise afin de voir son utilité et sa pertinence physique. Nous étudierons pour cela
une situation issue de la chimie, celle des réactions oscillantes. Notre étude mathé-
matique sera purement théorique pour pouvoir rester simple. Nous nous intéresse-
rons cependant également a un cas concret, I'expérience de Bélouzov-Zabotinsky,
célebre oscillateur chimique que nous avons réalisé expérimentalement et que nous
présenterons. Nous pourrons alors constater que le théoréeme de Poincaré-Bendixson
prévoit le comportement du systeme au bout de quelques minutes.

2. Préliminaires au théoreme de Poincaré-Bendixson
Considérons I'équation différentielle suivante :

1) x=fx)

avec f : Q — R" un champ de vecteurs de classe €' sur un ouvert Q de R”. Le flot
de cette équation différentielle sera noté ¢,(x) et nous admettrons que I'application
O (x, 1) — ds(x) estde classe €1 sur R x Q. Pour x € Q, on définit son ensemble limite

w(x) = [ {dbsx), s=t}.

t=0

On définit également les courbes

Y(x) = {dps(x), € R} ety (x) ={,(x), t=0}.
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2.1. Propriétés du flot et des ensembles limites. — Remarquons tout d’abord que
I’équation différentielle (1) peut se réécrire :

9 (x) = f(Pps(x))
at(btx—f(btx-

Remarquons également que, I’équation étant autonome (i.e. f ne dépendent pas du
temps), on a

GOres(x) = br(ds(x)).

Nous allons maintenant montrer deux relations entre le flot et les ensembles limites.
Premierement, I’ensemble limite d'un point x est celui de tout point de la courbe
Y (x).

Proposition 2.1. — Pour tout t € R, o(x) = w(Pp;(x)).
Démonstration. — Soit y € w(x), il existe une suite £, — +oo telle que
b, (x) — y.
Soit t e R et z= ¢;(x), on a alors
Up=1I,—1— +00

et
by, (2) =, (x) = ¥,

donc y € w(z). Ainsi w(x) € w(z) et, par symétrie, w(x) = w(z) = w(d(x)). O
Deuxiemement, tout ensemble limite est invariant sous le flot.
Proposition 2.2. — Pour tout y € w(x) et pour tout t € R, ¢+(y) € w(x).
Démonstration. — Soit (t,) une suite telle que ¢, — +oo et
¢r, (X) = 3.
Soit t € Ret u, := t+ t,, alors
(bun (x) = (Pt((btn (x)) = oY)
quand n — +oo par continuité du flot et ¢(y) € w(x). O
Enfin nous allons établir une propriété topologique sur w(x).

Proposition 2.3. — Si w(x) est compact, alors il est connexe.

Démonstration. — En effet, si w(x) est compact alors la courbe v (x) est bornée (voir
Proposition 5.1). De plus, on peut écrire

o) = {ds(x), s=t}.

=0

Comme pour tout ¢ = fy 'ensemble

{q)s(x)) s= t}
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est connexe et compact (car fermé et borné), w(x) est un compact connexe comme
intersection décroissante d'une famille de compacts connexes (voir Proposition 5.4).
OJ

2.2. Théoreme de redressement du flot. — Nous allons maintenant établir un ré-
sultat technique essentiel pour la preuve du théoreme de Poincaré-Bendixson, le
théoreme de redressement du flot.

Théoreme 2.4. — Supposons que0 est un point régulier de f (le résultat étant valable
par translation en tout point régulier de Q). Soit # un hyperplan de R" transverse a
f(0) (cest adire tel que f(0) &€ F) et

] { HA xR — R?
0 = bx) -
AlorsT est un €' -difféomorphisme local au voisinage de 0.
Démonstration. — Remarquons tout d’abord que
I 7exior = Id 7.
De plus, en notant g I'application ¢ — I'(0, f), on a

o, (0
‘patt( )0 = F@o(0) = £(0).

Ainsi, dans une base adaptée a la décomposition R” = R & #, la matrice de D o
s’écrit

g0 =

ouay,---,ay,sontles coordonnées de f(0) dans la base. Comme f(0) ¢ A, a, estnon
nul et cette matrice est inversible. Donc D oI est inversible. D’apres le théoreme
d’inversion locale (voir théoreme 5.8), il existe un voisinage ouvert #  de (0,0) dans
€ x R, un voisinage ouvert 7 de 0 dans R” (appelé boite a flot au voisinage de 0) et
une application
r'hv—w
de classe €' telle que la restriction
r:w—-v
soit un €*-difféomorphisme d’inverse I'"1. O

On notera désormais . = A N 7. Lensemble . est appelé section locale en 0. Si
une solution y(x) entre dans 7, son image par I'"! entre dans # et il existe un instant
ttel que I~ (¢, (x)) € # NnA. Alors, ¢, (x) € T(F) = .%. Ainsi, toute solution qui entre
dans une boite a flot coupe la section locale. Le dessin suivant illustre le redressement
d’un flot de classe €' en un flot trivial.
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FIGURE 1. Un exemple de boite a flot

2.3. Suites monotones le long d’'une section locale. — Nous nous placons désor-
mais dans le cas particulier de la dimension 2. Les sections locales seront donc des
segments. On peut définir de maniere naturelle la monotonie d'une suite de points
sur un segment. De méme, on peut définir la monotonie d'une suite de points sur
une trajectoire : (x,) est monotone sur y(x) s'il existe suite croissante (z,) telle que
Vn e N, x, = ¢, (x). Nous allons voir que ces deux notions de monotonies sont en
fait liées.

Proposition 2.5. — Soit y(x) la trajectoire d’une solution. Soient t1, t;, t € R et y; =
G (%), y2 = Gy, (%), y3 = Gy (x) trois points d'intersection de Y (x) avec une section locale
. Silasuite ty, 1, t3 est monotone, alors la suite yy, y», y3 l'est aussi.

Démonstration. — On peut sans perte de généralité supposer que la solution dont
Y (x) est la trajectoire est maximale. On note € la courbe continue, fermée et simple
suivante
€ = [yl,yg] U {(bt(x), hst< tg}.

D’apres le lemme de Jordan, son complémentaire dans le plan a deux composantes
connexes, une bornée et une non-bornée. Notons &2 la composante connexe bor-
née. Par le théoreme de redressement du flot, les trajectoires passant par [y1, y2]
soit entrent toutes dans 2, soit en sortent toutes. Supposons qu’elles entrent toutes
(I'autre cas étant similaire). D’apres le théoreme de Cauchy-Lipschitz, aucune trajec-
toire ne peut couper y(x) sauf si elle est déja incluse dans y(x), et 2 est positivement
invariant. Si y(x) coupe . en un point y3 = ¢ (x) avec i3 > 1, alors y3 € NP et
¥3 ¢ [y1,y2] car les trajectoires y sont entrantes. La suite y1, y», y3 est donc monotone
sur .. O

Le corollaire suivant est la clef de la démonstration du théoréeme de Poincaré-
Bendixson.

Corollaire 2.6. — Soit y une trajectoire incluse dans un ensemble limite w(x) et .
une section locale. Alors Yy coupe ¥ au plus une fois.

Démonstration. — Supposons que y coupe ¥ en deux points y; et y». Prenons 7
et 7, deux boites a flot disjointes au voisinage respectivement de y; et y». La courbe
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FIGURE 2. A gauche les solutions sont toutes entrantes, a droite elle sont
toutes sortantes

Y(x) entre une infinité de fois dans 7; et 7; par définition de 'ensemble limite, donc
Y(x) coupe ¥ N7 et ¥ N7, une infinité de fois, ce qui permet de définir une suite
ay, by, ay, by,... monotone sur y(x) telle que pour tout i, a; € ¥ N7 et b € £ N7,.
Comme .¥ N7 et ¥ N7, sont disjoints, cette suite n’est pas monotone sur .%#, ce qui
contredit le lemme précédent. Il n'y a donc au plus qu'un point d’intersection. O

3. Le théoreme de Poincaré-Bendixson

Nous pouvons maintenant énoncer et démontrer le théoreme de Poincaré-Bendixson.

Théoreme 3.1. — Soit I'équation différentielle
x=fx)

avec f : Q — R? de classe €*. Soit x € Q tel que »(x) est non vide, compact, et ne
contient aucun point d’équilibre. Alors w(x) est une orbite périodique.

Démonstration. — Montrons d’abord que w(x) contient une trajectoire périodique.
Soit y € w(x), w(y) n'est pas vide car w(x) est compact. Soit z € w(y) qui n'est pas un
point d’équilibre. Soit . une section locale en z et 7 la boite a flot correspondante.
La courbe y(y) entre une infinité de fois dans 7, donc coupe . une infinité de fois.
Or, d’apres la propriété précédente, y(y) N est réduit a un point (il n’est pas vide
car il contient z). Donc a chaque fois que y(y) entre dans 7, elle coupe .# en z. Ainsi
il existe a > b tels que ¢, (y) = by (y). Alors, &, (y) = y et a—b > 0 donc la trajectoire
de y est périodique. Il reste a montrer que w(x) est réduit a y(y). Soit a € y(y), soit 7,
une boite a flot ouverte au voisinage de a et soit .# la section locale correspondante.
Soit z € w(x) N 7,. La trajectoire de z coupe . en un unique point b. La trajectoire
de x entre une infinité de fois dans 7, et coupe a chaque fois . en un point x,, la
suite x,, étant monotone sur .. Or il existe une sous-suite Xy, qui tend vers a et
une autre Xy, qui tend vers b. Ceci n’est possible que si a = b. Par le théoreme de
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Cauchy-Lipschitz on a alors y(z) c y(a) = y(¥). Ainsi w(x)N7¥, = Y(y)N7¥,. Définissons
maintenant un ouvert 7 par
v=U 7.
acy(y)
Alors, 7 est un voisinage ouvert de y(y) et w(x) N7 est un voisinage ouvert de y(y)
dans w(x). Comme w(x)N7? = y(y), Y(¥) est ouvert dans w(x) qui est connexe. Comme
Y(y) est fermée dans Q et donc aussi dans w(x), on a bien w(x) = y(y). O

4. Application au modele du Bruxellateur

4.1. Etude théorique du Bruxellateur. —

4.1.1. Position du probleme. Nous allons maintenant appliquer le théoreme de
Poincaré-Bendixson a un systéme dynamique plan afin de prouver I'existence d'un
cycle limite. Le systeme dynamique que nous allons étudier est un systéme chimique
oscillant purement théorique, baptisé Bruxellateur et inventé en 1968 par I. Prigogine
et R. Lefever dans [LP65]. Ce systeme fait un intervenir 6 especes fictives A, B, D, E, X
et Y. Les espeéces A, B, D et E seront supposées en quantités constantes tout au long
de la réaction. Les équations des réactions sont

AR x
B + X 2 v + D
2X + Y 8 3x

X & g

En supposant que ces réactions suivent la loi de Van't Hoff, on obtient le systeme
d’équations
X = kjA-kBX+ k3X?Y — ksX
{ Y = ko BX — k3X?Y
4.1.2. Etude de la stabilité du systétme. — Pour simplifier I’étude, nous allons effec-
tuer les changements de variables suivants :

ks
= —X
X \/ &
k3
—Y
\ ks

y =
T = kyt
o ek
ky ky
ko.B
p = =22

ky
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Le systeme s’écrit alors

(1) = a-bx+x’y—x
vy = bx—x*y

On pose
fx,y)=(a-bx+x*y—x,bx—x*y)et&= (a,g).
Remarquons que & est 'unique point d’équilibre de I’équation
(&, ) = f(x,y).
Nous allons nous intéresser a la stabilité de ce point d’équilibre. Pour cela, il nous
faut étudier la jacobienne du champ en ce point. Posons

sl %)

Le polyndome caractéristique de _¢# est
My =X*-Tr(£)X+| 7.

Comme | #| = a? > 0, la stabilité dépend de la trace de _# qui est égale a b — a’-1.
Prenons b > a? + 1, alors la somme des deux valeurs propres est positive, donc elles
sont de parties réelles positives. Le point fixe est alors répulsif (voir proposition 5.10).

4.1.3. Application du théoreme de Poincaré-Bendixson. — Il reste a trouver une par-
tie compacte du plan positivement invariante contenant cet équilibre. Ainsi une so-
lution partant suffisamment loin de I'équilibre ne pourra tendre vers I'équilibre mais
son ensemble limite (qui sera non vide par compacité) sera inclus dans un com-
pact. Cet ensemble limite ne contenant pas I’équilibre, il sera, d’aprées le théoreme de
Poincaré-Bendixson, une orbite périodique. Notons K ce compact que nous allons
construire. Nous allons imposer au champ d’étre partout rentrant sur la frontiere 0K
de K (afin d’assurer I'invariance). Prenons pour K la partie fermée et bornée (donc
compacte) du plan délimitée par les quatre droites d’équations x=0, y=0, y=a—x
et y =P +x, avec a et B des coefficients que nous allons calculer. On vérifie sans peine
que sur la droite horizontale et la droite verticale, le champ est rentrant. En (0,0), le
champ est colinéaire a la droite y = 0. Cependant, y”(0) = ab > 0 et la solution ne
peut sortir. Pour y = a—x, notons n = (1, 1) un vecteur normal. Il suffit de calculer son
produit scalaire avec le champ :

(fm)=a-x.

Pour que le champ soit rentrant, il faut que cette quantité soit négative, c’est a dire
que x > a, ce qui ne nous donne pas de condition sur a. Il nous faut donc d’abord
traiter le cas de la droite y = + x, avec { = (-1, 1). On obtient alors la condition

—a+2bx—2x2y+x<0,
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c’est-a-dire
2b+1)x—a
y>— .

2x2

Le maximum du membre de droite est

2b+1)?

8a
qui est une valeur convenable pour 3. Les deux droites affines doivent se croiser en
X = a, ce qui donne la valeur de a = 2a + . Finalement, on a
2b+1)? 2b+1)?
+—-=oectf=——.
8a

Le théoreme de Poincaré-Bendixson affirme alors I'existence dans ce compact d'un
cycle limite qui est en fait une trajectoire périodique. Une modélisation sur Maple
(avec (a, b) = (1,3)) permet d’observer un tel cycle limite :

)

a=2a

S R0 N Y V0 N0 N N N N N N N W N
-7 A NN NN NN NN N N NN
=7 7 O NN NN NN NN NN NN
=7 7 AL N N NN NN NN
e | I NN\\N N N N NN N
/1 NN\ NN N NN N
e | (A VAN NN\ NN N N N N
=71 WL N N N NN N N NN N NN N
3 AN NN NV R N N N NN

A AN O R AR R RRR
=yt U N VN N N N W\ N N N N N W
=70 NOOONCT L NN N NN NN NN
=7 NN NN N NN NG N NN
570N NN T /N N NN NN N NN
NN T N N OO NN
=/ N NN V2RV NN\ NO NN
— 7 NN — /L N NN NN\ L
2 U NN — /LN N NN\
=/ NN NN —_ /|
e 2 U NN N NN NN -

0 1 2 3

FIGURE 3. (a,b) =(1,3)

On peut se demander s’il y a d’autres cycles limites dans K, voire dans tout le quart
de plan {x >0, y > 0}. Cette question n'est a priori pas facile a traiter, mais quelques
essais sur Maple (voir section 5.4) tendent a prouver qu’il n'y a qu'un seul cycle limite.
Quoiqu'’il en soit, le cycle limite que nous possédons peut déja étre interprété phy-
siquement. En effet, les trajectoires des solutions dont c’est I’ensemble limite vont
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s’approcher indéfiniment du cycle et « s’enrouler »autour de lui. Nous pouvons ob-
server expérimentalement ce cycle, dont I'existence est prévue par le théoréeme de
Poincaré-Bendixson.

4.2. Réalisation del'expérience de Belouzov-Zabotinsky. — Pour ce faire, nous avons
réalisé I'expérience de Belouzov-Zabotinsky en couplant un conductimetre relié a
une cellule plongée dans la solution avec un ordinateur. Les espéces intervenant
dans cette réaction sont de ’acide malonique, du bromate de potassium, du bromure
de potassium, du sulfate de cérium et de I'orthophénantroline ferreuse. Le logiciel
Regressi a alors permis d’obtenir I'évolution de la conductivité en fonction du temps
(voir section 5.5). On peut observer, apres un temps de latence d’environ une minute
et demie, des oscillations de la conductivité de la solution. L'étude mathématique
de cette réaction est treés lourde a cause du grand nombre d’équations mises en jeu
par les différents modeles réactionnels existant. Le Bruxellateur présente une version
simplifiée d'un mécanisme existant dans des réactions du type Belouzov-Zabotinsky,
et permet d’étudier les solutions de facon relativement simple.

5. Annexes

5.1. Connexité de ’ensemble limite. —

5.1.1. Compacité de l'ensemble limite. —
Proposition 5.1. — Si w(x) est compact alorsy(x) est bornée.

Démonstration. — Supposons Y (x) non bornée, et prenons A > 0 tel que w(x) soit
inclus dans la boule ouverte B(0,A). Lensemble

{teR,d/(x) € BO, N}

est infini par définition de w(x) (supposé non vide). De plus, vy, (x) n’étant pas bor-
née, '’ensemble

{teR, d/(x) € BO, N}
est également infini. Par continuité de y. (x), 'ensemble

o ={teR,ds(x) €SO,N}

doit alors étre infini, S désignant la sphere. Comme S (0, A) est compacte, &/ a un point
d’accumulation dans S(0,A) et w(x) N S(0,A) n’est pas vide ce qui contredit w(x) <
B(O,A). O

5.1.2. Unlemme. —

Lemme 5.2. — Soient K; et K, deux compacts non vides disjoints d’'un espace topo-
logique séparé E, alors il existe deux ouverts disjoints %% etV deE tels que Ky c % et
K2 c’.
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Démonstration. — Soit b € Ky, pour tout a € Ky, a # b donc il existe un voisinage
ouvert %, de a et un voisinage ouvert 7, ;, de b disjoints (car E est séparé). Alors
(% 4,p) aex, est un recouvrement de K; par des ouverts donc il existe une partie finie
K] deK; telle que
K; c U U p="%p.
aekK]
On en déduit que
Vo= Vap

!
aekK;

est un voisinage ouvert de b disjoint de %/;,. Par compacité de Ky il existe une partie
finie K, de K; telle que

KoV = U .
beK,
Alors
U = ﬂ JZ/b
beK,

est un voisinage ouvert de K; disjoint de 7. Donc % et 7 conviennent. O
5.1.3. Cas d’une suite. —

Proposition 5.3. — Soit (K,,) une suite décroissante (au sens de l'inclusion) de com-

pacts connexes non vides d’'un espace topologique séparé E. Alors

K=K

neN

est un compact connexe non vide.

Démonstration. — Pour chaque n € N, prenons un élément x, de K,,. La suite (x,)
est une suite du compact Ky donc il existe une extraction ¢ (c’est a dire une appli-
cation ¢ : N — N strictement croissante) telle que la suite (xp(,)) converge vers un
élément x de Ko. Pour tout n € N, (Xp(k)) k=, €st une suite de K, qui est fermé, donc
x € K;. Ainsi x € K et K n’est pas vide. K est donc fermé comme intersection de fer-
més, non vide et inclus dans un compact. Donc K est compact. Il reste a voir que K
est connexe. Supposons le contraire et prenons %] et %, deux fermés de K formant
une partition. &) et &, sont compacts car fermés dans K. Donc il existe % et 7 deux
ouverts disjoints de E tels que &, c % et %, c 7. On a alors

Kc%vuvV=w

et # est un ouvert de E. Supposons que pour tout n € N, K, ne soit pas inclus dans
# . On pourrait alors construire une suite (x,) avec x, € K, dont aucun élément ne
soit dans # . Cette suite étant une suite de Ky, elle admet une valeur d’adhérence !/
qui sera dans tous les K;, donc dans K c #'. Mais (x,) est une suite de E — #" qui est
fermé, donc /[ € E—#'. On a une contradiction, donc il existe un n tel que K,, c #'.
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On dispose ainsi de deux ouverts disjoints K, n% et K,, n 7 de K, non vides car ils
contiennent respectivement &, et %, qui sont non vides. De plus,

Kyn2)uK,NnV)=K,n¥ =K,
donc K, n'est pas connexe, ce qui contredit les hypotheses. O

5.1.4. Cas d’'une famille indexée parR,.. —

Proposition 5.4. — Soit (K;) ;> une famille décroissante (au sens de l'inclusion) de
compacts connexes non vides d'un espace topologique séparé E. AlorsK = () K est un

20
compact connexe non vide.

Démonstration. — 1l est évident que
t=0 neN

Soit x € ﬂ K;, etsoit £ = 0. Alors il existe n € N tel que n = ¢. Donc K,, € K; et comme
neN
x€K;, x € K;. Ainsi

ﬂKr: ﬂKn

=0 neN

et la propriété précédente fournit le résultat. O

5.2. Théoreme d’inversion locale. —
5.2.1. Théoreme de Picard. —

Théoreme 5.5. — Soit & un fermé d’'un espace de Banach E et f une application k-
contractante de & dans & . Alors [ admet un unique point fixe.

Démonstration. — Soit xy € &. On définit une suite (x,) par x,+1 = f(x,). On re-
marque que pour tout n € N,

| Xp+1— Xnll < K" 12y — X0l

Par conséquent, on obtient en sommant la majoration, pour tout n, p € N,

k.n
[np =2l < T 121 = %ol
La suite (x;) est donc de Cauchy. Comme E est complet, la suite (x,) converge vers
un certain x € E. Comme & est fermé, x € &. D’autre part, f(x,) = x,+1 — x donc,
par continuité de f, f(x) = x. Soit y un autre point fixe de f, on a alors

=yl =f-Fml<klx-yl
etx=y. O
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5.2.2. Théoreme de Picard a parametre. —

Théoréme 5.6. — Soient E, et E, deux espaces de Banach. Soit X une partie de E, et
F un fermé deE;. Soit

[ XxF->F
telle que pour tout y € & lUapplication A — f (A, y) soit continue. On suppose de plus
qu’il existe k < 1 tel que pour tout A\ € X U'application y — f (A, y) soit k-contractante.
Alors pour tout X € X il existe un unique y) € & tel que f (A, y») = yx. De plus, Uappli-
cation A : A\ — y) est continue.

Démonstration. — Par le théoreme de Picard, a A fixé il existe un unique y, vérifiant
les hypothéses. On note ||.|| la norme induite sur . Soient (A, 1) € X2, on a

Iva=yul = 10 0 = Fau v | < 1F A v = FA 3 [+ [ F A 10 = Fl )|
d’ou
[ya=rall < Ellya=yull+ 17O 0 = F yo -
Ainsi .
[ya = yull < 1—-% Iy = Flw v -
Comme f est continue par rapporta A, a p fixé,
Ty = Fy)
quand A — p. Ainsi

lya=yul =0
et A est continue. O

5.2.3. Théoreme d’inversion locale : cas particulier. —
Théoréme 5.7. — Soit Q un ouvert d’'un espace vectoriel de dimension finieE et
f:Q—E

une application de classe €1 telle que Dy f = Id et f(0) = 0. Alors il existe un voisinage
ouvertV de0, un ouvert % inclus dans Q et une application ¢ : V — U de classe €'
telle que pour tout x €V, f(p(x)) = x.

Démonstration. — Posons

Oy:x—y+x—fx).
Il est clair que ®,, est de classe €' et que Do®, = 0. Lapplication x — D,®, étant
continue, il existe A > 0 tel que pour tout x € B'(0, A),

1
N|| (qu)y)Ey

N désignant la norme subordonnée et B'(0, A) la boule fermée de centre 0 et de rayon
A. Linégalité des accroissements finis donne alors pour tout x € B'(0, A),

1
I19,(x) = @y O)1| < 7 .
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Ainsi, si y € B'(0,A/2), @, stabilise B'(0, A) et sarestriction a B'(0, A) est 1/2-contractante.
La boule B/(0,A) étant fermée dans 'espace E, elle est complete et, d’apres le théo-
réme de Picard a parametre appliqué a ®,, on a pour tout y € B'(0,A/2) un unique
x € B'(0,r) tel que f(x) = y. De plus, I'application @ : y — x est continue. On pose
désormais

A =p(B (0,1/2) et B=d ().

Il reste & montrer que cet inverse est de classe €' sur un sous-ouvert non vide de 7.
Soient y; € o« et x; = ¢(y1). Soient y € «f et x = (y). On peut alors écrire

1e() —P(y1) — D, =yl = llx—x1 — Dy, /) FX) = FI.

Comme f est différentiable en x, il existe a > 0 et une fonction € négligeable devant
x tels que pour tout x € % = B(x;,),

fx) = f(x1) =Dy, f(x —x1) +e(x = x1).
En remplacant dans I'égalité précédente pour y € ¥ = $p~1(%), on obtient
1P =P — D, N Y=yl = 1D, M~ Elx = x1)II.

Notons © la norme subordonnée de (Dy, f)‘l. On sait que [|x — x| < 2]y — 1, on
peut donc écrire

1D, H™ Eelx— 211l < 28e(y = y1) = 0y = y1)-
Ainsi, en notant ¢ la restriction de @ a 7, ¢ est différentiable en y; et
Dy, ¢ = D15, )
Donc ¢ est un inverse local de classe €' de f. O

5.2.4. Théoreme d’inversion locale : cas général. — On généralise le théoréme précé-
dent de la facon suivante.

Théoreme 5.8. — Soit Q) un ouvert d’'un espace vectoriel de dimension finieE1, Eo un
espace vectoriel de dimension finie égale a celle de E, et
f Q- E2

une application de classe €. Soit xo € Q tel que Dy, f soit inversible. Alors il existe un
voisinage ouvertV de xo, un ouvert % inclus dans Q) et une application ¢ : V — % de
classe €' telle queVx eV, f(p(x)) = x.

Démonstration. — En posant

g=Dy ) of,

on se ramene au cas ou D, g = Id puis par une translation, on se ramene au cas xo = 0
traité ci-dessus. O

5.3. Stabilité d’un point fixe. —
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5.3.1. Unlemme. —

Lemme 5.9. — SoitM € 4, (R) telle que pour tout A € Sp(M), R(A) > 0. Alors, il existe
un produit scalaire sur R", noté (.|.), et une constante o > 0 tels que pour tout X dans
R",

(MX[X) = afX]|%.
Démonstration. — Soit
u={inf{Re(\), A e Sp(fH} >0

et soit € > 0. On fixe une base 4 = (Xy,---,X},) qui réalise une triangulation e-adaptée
de M (tous les coefficients non diagonaux de M dans cette base sont de module infé-
rieur a €) avec des coefficients non diagonaux t;, ;. Soit ¢(.,.) le produit scalaire cano-
nique relativement a la base B, ¢ est défini par

@

n n
Y xiXi, Y yiXi
i=1 i=1

n
=) Xiyi.
i=1

Posons maintenant (x|y) = R(¢p(x, ¥)). On numérote les valeurs propres de M de 1 a
n
n (plusieurs d’entre elles pouvant étre égales). Pour X = Z x;X;,ona

i=1
s

n _ n [i-1
MX[X) = Y R x ] +SR(Z ( th,i Xk
i=1 i=1\k=1

Or

2
< VnelXI|%,

(5[5

k=1

donc (MX|X) = (1 — ne) [IX]I2. Tl ne reste plus qu’a poser
M M

E=—eta=—
2n 2

pour avoir I'inégalité souhaitée. O

Nous allons pouvoir donner, grace a ce lemme, un critére pour déterminer si un
point fixe est répulsif. On remarquera que si toutes les parties réelles des valeurs
propres de M avaient été strictement négatives, on aurait pu trouver un produit sca-
laire qui majore (MX|X) par un constante que multiplie ||X||. Ce produit scalaire, en
adaptant la preuve suivante, donnerait alors une condition suffisante d’attractivité
d’un point fixe.
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5.3.2. Condition suffisante de répulsivité d’'un point fixe. —

Proposition 5.10. — Soit l'équation différentielle

X=f(x)
avec [ de classe €. Supposons que 0 est un équilibre et que la jacobienne FZr0) a
toutes ses valeurs propres de partie réelle strictement positive. Alors le point fixe est

répulsif, c’est a dire qu'il existe A > 0 tel que toute solution maximale qui entre dans
B(0,A) en sort au bout d’'un temps fini.

Démonstration. — Soit (.|.) le produit scalaire défini a partir de _#7(0) et vérifiant la

propriété du lemme précédente. Soit X une solution maximale définie sur un inter-

valle ]a, b[, on a

dlX|?
dt

Soit A > 0 tel que

(1) =2(X' (DIX(D) = 2(ZF (O)X(D) +IX(D) e X () X(2)) = 2 (& — [e X)) IX(DI.

X(#) € B(0,A) = [[eX())] <

Alors, si X(#) € B(0,A), on al'inégalité
alxi|?

dt
et [|X]| est croissante. Supposons que X entre dans B(0,A) a un instant f, et n’en sorte
plus. Alors t — X(f) est bornée au voisinage de b et, f étant continue, X' sera égale-
ment bornée au voisinage de b. Donc, si b < oo, on pourra prolonger X sur ]a, b] et ce

ne sera pas une solution maximale. Si b = +co, comme on a

D|IX|?

Dt
IX(%)|| — +00, et X ne reste pas dans la boule. Le point fixe est donc répulsif. O

(SR e]

(1) = alX(D)]?

(5) = alX(t)[I* >0,

Ce résultat se généralise par translation a tout point d’équilibre ou la jacobienne
du champ a toutes ses valeurs propres de partie réelle strictement positive.

5.4. Modéelisation du Bruxellateur sur Maple. — Les dessins ont étés réalisés en
utilisant la fonction plots[odeplot] de Maple. Les parametres choisissonta=1etb =
3 qui vérifient bien la condition de répulsivité du point fixe. Les tracés représentent
les solutions pour différentes conditions initiales (xg, y9). On observe que toutes les
solutions tendent vers un cycle limite, et que ce cycle est le méme pour toutes les
solutions. Cette étude laisse donc penser que ce cycle est unique et qu’il « attire »
toutes les solutions.
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FIGURE 4. Condition initiale : (xg, yo) = (1,1)
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FIGURE 5. Condition initiale : (xg, yp) = (2,3)

5.5. Relevé conductimétrique de I'expérience de Belouzov-Zabotinsky. —
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