QUOTIENTS ALGEBRIQUES PAR DES GROUPES NON REDUCTIFS
ET VARIETES DE MODULES DE COMPLEXES
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1. INTRODUCTION

1.1. Le probleme des quotients algébriques par des groupes non réductifs

Soit G un groupe algébrique linéaire de radical unipotent H. On suppose qu’il existe un
sous-groupe algébrique réductif G,.q de G dont l'inclusion dans G induit un isomorphisme
Greq >~ G/H. Soit Y une variété algébrique projective munie d’'une action algébrique de G, et
L un G-fibré en droites tres ample sur Y. On dit qu’un point y de Y est semi-stable relativement
a L 'l existe un entier k > 0 et une section G-invariante s de L* telle que s(y) # 0. Soit
Y*5(L) louvert G-invariant de Y constitué des points G-semi-stables relativement a L. La
construction d'un bon quotient Y**(L)//G est possible dans le cas oun H = {0}, le groupe G
étant dans ce cas réductif (cf [9], [10]). Le cas ou G n’est pas réductif est plus difficile, et a
été abordé par A. Fauntleroy dans [6]. On doit considérer un ouvert G-invariant plus petit de
Y*5(L) (en imposant des conditions supplémentaires qui dépendent essentiellement de I’action
de H) et les quotients obtenus sont en général seulement des quotients catégoriques. De plus, la
définition de I'ouvert a quotienter est peu explicite. Ces restrictions s’expliquent sans doute par
la grande généralité des problemes traités dans [6]. On propose ici une définition légerement
différente de la semi-stabilité :

Définition 1. On dit qu’un point y de Y est G-semi-stable (resp. G-stable) relativement a L
si tout point de l'orbite Hy est G.q-semi-stable (resp. Geq-stable) relativement a L (vu comme

un Greq-fibré en droites).
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Il est clair que les points semi-stables relativement a L le sont aussi au sens de la définition 1.
Cette définition me semble plus explicite, car les points G,.4-semi-stables peuvent en général
étre déterminés a l'aide de criteres numériques (cf. [9]).

1.2. Espaces de complexes

On s’intéresse dans cet article a un type particulier d’action. Soient X une variété algébrique
projective, p > 1 un entier, ny, ..., n, des entiers positifs, et pour 0 <7 <p, 1 <7 <mn,, g

J
un faisceau cohérent sur X et M ]@ un espace vectoriel non nul de dimension finie. On pose,
pour 0 < <p

&= P oM

1<j<n;

On suppose que les faisceaux 5]@ sont simples, et que Hom(gji),g;,i/)) = {0} si i>7, ou
i1 =17 > 7. Soit W la variété des complexes

& — & — ... — &,
sur laquelle opere le groupe algébrique

G = Aut(&) x ... x Aut(&,).

Le sous-groupe unipotent H est constitué des (go, .. ., gp) tels que pour tous 7, j, la composante

VoMY — W oMY
de g; soit l'identité. Le sous-groupe réductif G,.q est constitué des (go, ..., g,) tels que pour

tous 7,7 ont ait

g oMy c e m?

& J j i
On a un isomorphisme
~ (1)
Grea ~ [[ GLOMLY).
0<i<p,1<j<n;

Si on veut retrouver une action sur une variété projective, il convient de considérer plutot la
variété projective P(WW') sur laquelle opere le groupe G /C*.

L’action de G,eq sur W est un cas particulier des actions étudiées par A. King dans [§]. Une
linéarisation de l'action de G/C* sur P(W) est définie par une suite A = (\;j)o<i<pi<j<n;, de
nombres rationnels non nuls telle que

0<i<p,1<j<n;
On appelle A une polarisation de 'action de G sur W. Un complexe

S e Ly I

est Greg-semi-stable (resp. G, .g-stable) relativement a A si et seulement si pour tous sous-
espaces vectoriels

0 -
MY c M,
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avec (M'') # ({0}) ou (M), tels que

J
i i i+1 i+l
P Eem?) c @ oM
1<j<n; 1<i<nit
pour 0 <¢<p,ona
Z )\ijdim(M'y)) < 0 (resp. < ).

0<i<p,1<j<n;

Le probleme de la construction de quotients par G d’ouverts de W a été abordé dans [5] et
[2], dans le cas p =1 (les complexes sont alors en fait des morphismes). On va donner ici
une méthode de construction de quotients par G d’ouverts G-invariants de W, qui est une
généralisation de la méthode employée dans [5]. On donnera en particulier des exemples de
quotients par GG de 'ouvert des points G-semi-stables. On ne peut pas obtenir en général des
bons quotients, mais ce qu’on appelle des quasi-bons quotients (cf. chapitre 2).

1.3. Mutations constructives

Pour construire des bons quotients par G d’ouverts G-invariants de VW, on introduit une nouvelle
variété de complexes W', sur laquelle le groupe G’ qui agit est réductif. On tente ensuite
d’établir une relation entre les quotients par G’ d’ouverts G’'-invariants de W’ et les quotients
par GG d’ouverts G-invariants de W.

La méthode est basée sur le résultat suivant (cf. §3) : soient £, F, G, I" des faisceaux cohérents
sur X et M un espace vectoriel de dimension finie. On suppose que le morphisme d’évaluation

['® Hom(I',G) — G

est surjectif. Soit £ son noyau. On suppose aussi que la composition

Hom(&,T') ® Hom(I', G) — Hom(€, G)
est surjective. Soit

1 &—2sTeoMaeg—L5F
un complexe. Alors on peut associer a (1) un complexe

2) o0& —>5TeN L F
avec N = Hom(T',G)® M et tel que

ker(a) ~ ker(A), ker(5)/Im(«) ~ ker(B)/Im(A), coker() ~ coker(«).
La réciproque est aussi vraie, si on part d’'un complexe (2) tel que « induise une injection
Hom(&',T') — N,

et les deux transformations sont inverses l'une de lautre (a l'action pres des groupes
d’automorphismes des complexes). Le passage de (1) & (2) consiste a effectuer une muta-
tion a gauche de G. Cette notion a été introduite dans I’étude des fibrés exceptionnels (cf. [3],
[, [7]). On notera Wy (resp. W) l'espace des complexes (1) (resp. (2)), et Gy (resp. Gy) le
groupe algébrique agissant sur Wy (resp. W).
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La transformation qui fait passer de (1) a (2) est purement formelle (cf. §3.2). Le complexe
(2) associé a (1) n’est pas en général unique, mais sa Gj-orbite l'est, et ne dépend que de la
Gyo-orbite de (1). On obtient ainsi (sous certaines hypotheses) une bijection

}xb/(;o ~ Db/(;g,

Up désignant l'ouvert de W), constitué des complexes (2) tels que a induise une injection
Hom(&',T') — N. Cette correspondance est algébrique dans le sens suivant : si un ouvert
invariant d’'un des espaces de complexes admet un quasi-bon quotient, I'ouvert correspondant
de l'autre coté admet aussi un quasi-bon quotient, et les deux quotients sont isomorphes. La
bijection précédente est en fait un quasi-isomorphisme fort (cf. chapitre 2). Cela entraine
que certaines propriétés vérifiées par un quasi-bon quotient d’'un ouvert invariant d’un des es-
paces de complexes seront automatiquement vérifiées par le quotient de 1'ouvert correspondant
de l'autre espace de complexes (cf. § 2.3, concernant la descente sur les quotients de fibrés
vectoriels). On a aussi une notion similaire de mutation a droite.

Pour appliquer ce qui précede aux variétés de complexes de type
& —&E — ... —E
on procede de la fagon suivante : on écrit le dernier terme
E =TeoM)ad,

avec
I = gl(P)7 M= le(lv)7 G = @ (5](1’) ®M](P)>.
2<j<n,

Dans ce cas, on a

¢ @ Epeup)

2<j<n,
o gp ) désignant le noyau du morphisme d’évaluation
&P @ Hom(&{”, X)) — £
(supposé surjectif). Les complexes obtenus par mutation sont du type
& — & — ... — &, — P @ N,

avec

N = Ml(p)GB( @ (Hom(gl(p),é’](p))ééM(p)))

J
2<j<nyp

£ = & ® ( P Ve M](p))).
2<j<ny
On peut continuer en écrivant
L, =TeMaed,
avec

r—ep o= o= (@ €V emr )o@ EP o).

2<j<np—1 2<j<nyp
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On peut ainsi procéder a
q = E 1
0<i<p
mutations successives, et on obtient finalement un complexe du type

./—"0®N0—>...—>Fq®Nq,

ou le groupe G’ qui opere est réductif. Il existe un autre chemin possible, en effectuant des
mutations a droite en partant du terme de gauche.

Supposons fixée une polarisation A de l'action de G sur W. On peut alors définir na-
turellement une polarisation A’ de l'action de G’ sur l'espace W des complexes pré-
cédents. Il reste a étudier les relations qu’il y a entre la G-(semi-)stabilité des complexes
de W relativement a A, et la G’-(semi-)stabilité des complexes de W' relativement a A’. 11 est
toujours vrai que si la mutation est G’-(semi-)stable relativement a A’, le complexe d’origine
est G-(semi-)stable relativement & A. La réciproque est vraie si on impose des conditions a
A. 1 faut ensuite montrer que tous les complexes G’-semi-stables de W' sont (a I’action de
G’ pres) des mutations de complexes de W. Cela n’est vrai que si on impose encore d’autres
conditions a A. On obtient alors 'existence d'un quasi-bon quotient projectif de 'ouvert des
points G-semi-stables de V. En considérant les mutations a droite, on obtient généralement
d’autres valeurs de A pour lesquelles il existe un quasi-bon quotient projectif.

1.4. Variétés de modules de complexes

On considere dans le §4 des complexes du type
3) &L — (Fi® M) (F® M) — G ® Ny,

ou &, Fi, Fo, Gy sont des faisceaux cohérents simples sur X, et Ly, My, My, Ny des espaces
vectoriels de dimension finie. Quelques hypotheses doivent étre faites, notamment que le mor-
phisme d’évaluation

.Fl X Hom(}"l, .7:2) — fz

est surjectif. On note H; son noyau. En effectuant une premiere mutation a gauche on associe
au complexe (3) un complexe

(4) (E1@ L) ® (H1® M) — F1 ® P, — G1 ® Ny,
avec
P, = (Hom(F;, F2) @ My) @ M.
On suppose ensuite que le morphisme d’évaluation
& @ Hom (&, H1) — Ha
est surjectif. Soit Ky son noyau. En effectuant une seconde mutation on obtient un complexe
(5) Ki@My, — &E@Q — F1® P — G1 ® Ny,

avec
@1 = (Hom(&, Hi) ® My) & Ly,

et ici le groupe qui opere est réductif.
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On en déduit dans le théoreme 4.4 l'existence de quasi-bons quotients projectifs d’ou-
verts de complexes G-semi-stables de type (3) (pour certaines polarisations).

Dans le §4.5 on étudie le cas des complexes
O(-2) — (O(-1)®@ M) O — O(1)
sur P,, M; étant un espace vectoriel tel que 0 < dim(M;) <n+ 1. Dans le cas de Py et

dim(M;) = 3, on obtient trois types de quotients distincts, dont deux lisses. Un des quotients
lisses peut étre obtenu de maniere élémentaire. Le second est non trivial.

1.5. Variétés de modules de morphismes

Dans le §5 on considere des morphismes du type
(&1 @ M) & (& @ My) — F1 ® Ny,

ou &1, &, JF sont des faisceaux cohérents simples sur X, et My, My, N; des espaces vectoriels
de dimension finie. On rappelle dans les § 5.1 et 5.2 la construction de variétés de modules
de morphismes G-semi-stables de ce type (pour certaines polarisations) effectuée dans [5]. On
procede simplement ici a une seule mutation a gauche pour obtenir une action d’un groupe
réductif. Les quotients obtenus par cette méthode sont des bons quotients projectifs, et les
ouverts correspondant aux morphismes G-stables sont des quotients géométriques.

Dans le § 5.3 on emploie des mutations a droite. Il faut alors deux mutations successives
pour obtenir une action d’un groupe réductif. On obtient des bons quotients de 'ouvert des
morphismes G-semi-stables, pour d’autres polarisations qu’avec la méthode précédente.

Dans la §5.4 on donne des exemples de constructions de variétés de modules de morphismes
au moyen des méthodes de [5], [2] et du §5.3. On donne un cas ou il n’y a pas de quotient
géométrique de I'ouvert des points stables.

1.6. Mutations non constructives

D’autres sortes de mutations ont été définies dans [2]. On pourrait les appeler des mu-
tations non constructives. Dans [2] elles sont appliquées a des morphismes, mais on peut
sans difficulté étendre leur définition aux complexes. Elles peuvent aussi servir a cons-
truire des bons quotients d’ouverts de points GG-semi-stables, pour d’autres polarisations que
celles qui sont accessibles par les méthodes décrites ici. La définition des mutations non con-
structives est basée sur le résultat suivant : soient &£, &', I', G et F des faisceaux cohérents sur
X. On suppose que le morphisme canonique

& — T' @ Hom(&', T)*
est injectif et on note Fy son conoyau. On suppose aussi que
Ext!(Fy, F) = Ext'(€,T) = Ext' (T, F) = {0}.
Soient M un espace vectoriel de dimension finie et
ol s TeoMaoF —L25g
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un complexe tel que 'application linéaire
A:Hom(E' T) — M
déduite de A soit surjective. Alors il existe un complexe
£a (T @kea()) —2o FooF —25 g
tel que
ker(a) ~ ker(A), ker(f)/Im(a) ~ ker(B)/Im(A), coker(3) =~ coker(B).
Ce résultat admet aussi une réciproque.

Le différence essentielle entre les mutations constructives et les mutations non constructives
est la suivante : dans le premier cas, on effectue la mutation d’une paire de faisceaux situés
dans le méme terme du complexe, et dans le second cas on effectue la mutation d’une paire de
faisceaux situés dans des termes adjacents du complexe.

2. QUOTIENTS ALGEBRIQUES
2.1. Quasi-bons quotients

Soit G un groupe algébrique. On appelle G-espace une variété algébrique X munie d’une action
algébrique de GG. Rappelons qu’on appelle bon quotient de X par G un morphisme

T: X — M

ou M est une variété algébrique) tel que :

ii) Si U est un ouvert de M, alors on a O(U) ~ O(x~}(U))“.

iii) Si Fy, Fy sont des sous-variétés fermées G-invariantes disjointes de X, alors 7(Fy) et w(F3)
sont des sous-variétés disjointes de M.

(
(i) Le morphisme 7 est G-invariant, affine et surjectif.
(
(

Cette définition est particulierement bien adaptée a ’étude des actions de groupes algébriques
réductifs, car on sait que dans ce cas il existe toujours un bon quotient si X est affine. On
utilisera une notion légerement différente :

Définition 2. On appelle quasi-bon quotient de X par G un morphisme
T X — M

(ot M est une variété algébrique) qui est G-invariant, surjectif et tel que les conditions (ii) et
(1ii) précédentes soient vérifiées.

On dit parfois par abus de language que M est le quasi-bon quotient de X par G. On note
comme dans le cas des bons quotients M = X//G. 1l est clair qu'un bon quotient est un
quasi-bon quotient.
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2.2. Quasi-isomorphismes

Soient GG, G' des groupes algébriques, X un G-espace et X’ un G’-espace.

Définition 3. 1 - On appelle quasi-morphisme de X wvers X' une application

o: X/G— X')G
telle que pour tout point x de X il existe un ouvert de Zariski U de X contenant x et un
morphisme U — X' induisant ¢.
2 - On appelle quasi-morphisme fort de X wvers X' la donnée d’un quasi-morphisme

o: X/G— X'|G,
d’un recouvrement ouvert (U;)ie; de X, et dune famille (¢;)ie; de relévements de ¢
¢; : Uy — X, telle que :
(i) pour tout j € I et g € G, le morphisme

ng — X’
z— ¢;(97 ")

appartient a la famille (¢;).
(i1) Pour tous i,j € I, et tout x € U;NU; il existe un voisinage V de x dans U; NU; et un
morphisme X;; : V. — G’ tel que Dy = Aij Qi

(i1i) Pour tout i€l et xelU, il existe un voisinage V de (e,x) dans G x U; et un
morphisme v :V — G tel que ~(e,x) =e et que pour tous (g,y) €V, on ait gy € U; et
0i(gy) = (9, 9)9:(y)-

On appelle quasi-isomorphisme de X vers X' une bijection
¢: X/G— X')G

qui est un quasi-morphisme ainsi que son inverse.

Définition 4. Soit 0= (¢: X/G — X'/G',(¢; : Ui — X)) wun quasi-morphisme fort. On
appelle carte de o un relévement local f:U — X' de ¢ (U étant un ouvert non vide de X )
tel que pour tout x € U les propriétés suivantes soient vérifiées :

(i) Pour tout i € I il existe un voisinage V' de x dans U NU; et un morphisme \; : V — G’
tel que fly = Ny,

(ii) 1l existe un voisinage V de (e,z) dans G x U et un morphisme ~:V — G' tel que
v(e,x) =e et que pour tous (g,y) €V, on ait gy € U et ¢;(gy) =v(g9,y)0(y).

On dit que deux quasi-morphismes forts de X dans X' sont équivalents si les cartes de I'un sont
aussi des cartes de 'autre.
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Il est clair que la composition de deux quasi-morphismes en est un. On va définir ce qu’on entend
par composition de deux quasi-morphismes forts. Soient G, G', G” des groupes algébriques, X
un G-espace, X’ un G’-espace et X” un G”-espace. Soient

o=(¢:X/G— X'/G (¢ : Ui — X')ier),
o' = (¢ X')G — X"/G", (¢ : U; — X")jes)
des quasi-morphismes forts. Soient
p=¢ o¢: X/G— X"/G",
etpouri €[, jeJ, Vy=UnNg¢ " (U)), et
iy =& 0di: Viy — X"

On pose
7= X/G— X"[G", (Yij: Vij — X ) jyerxa)-

Lemme 2.1. 7 est un quasi-morphisme fort de X dans X'.

Démonstration. Soit = € V;;. Pour (g,y) dans un voisinage convenable de (e, x), on a

Vij(gy) = &5 0 ¢i(gy) = ¢5(vi(9,¥)0i(v)) = 7;(i(g,9), D () Vi (y),
7i (resp. ;) étant un morphisme a valeurs dans G’ (resp. G”) défini sur un voisinage de (e, z)
(resp. (e, ¢i(x))). En posant
%ii(9,y) = Vi (Vi(9, v), 4i(y))
on obtient donc ;;(gy) = 7i;(g,y)¥i;(y). D’autre part, soient ¢,i" € 1,55 € J et
x € V; ;N Vy . Avec des notations évidentes, on a, pour y dans un voisinage de x

@ 0 du(y) = & (Niwr (y)di(y))-

Posons gy = \ir(z) € G'. Alors on a

& (N (1) Bi(y)) = 2 N ()96~ 960 () D (909:(y)) = Vi Nair ()b ™", 9odi(y)) D (03(y))

pour un k convenable dans .JJ. On obtient finalement

& 0 dir(y) = 7 N (V)b 90 () Ny (03 (1)) © i),
c’est-a-dire
¢;~/ o ¢gi(y) = O jr 5 (y)tb; 0 ¢i(y),
avec
O is () = 7 N (V)b 9di () Ny (03 ().
O

On définit de maniere évidente le quasi-morphisme fort identité Ix de X dans X. Il est clair
que la composition a droite ou a gauche d’'un quasi-morphisme fort avec Iy donne un quasi-
morphisme fort équivalent. On définit un quasi-isomorphisme fort o de X dans X’ comme
étant un quasi-morphisme fort de X dans X’ tel qu’il existe un quasi-morphisme fort ¢’ de X’
dans X tel que o o ¢’ (resp. ¢’ o o) soit équivalent a Ix/ (resp. Ix).
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Exemples : 1 - Supposons qu’il existe un morphisme ¢ : X — X’ compatible avec un
morphisme de groupes algébriques a : G — G, c’est-a-dire que pour tous g € G, x € X, on
a ¢(gr) = a(x)p(x). Soit

¢:X/G— X'/G
I'application déduite de ¢. Alors (¢, ¢) est un quasi-morphisme fort de X dans X’. Clest
I’exemple le plus simple.

2 - Supposons qu’il existe un quasi-isomorphisme fort o : X — X' et soit U un ouvert
G-invariant de X. Soit U’ 'ouvert G’-invariant correspondant de X’. Alors ¢ induit un quasi-
isomorphisme fort U — U’.

Il est clair que si

o: X/G— X')G
est un quasi-isomorphisme (non nécessairement fort), ¢ induit une bijection entre l’en-
semble des ouverts (resp. fermés) G-invariants de X et ’ensemble des ouverts (resp. fermés) G'-
invariants de X’. Si U est un ouvert G-invariant de X, et U’ 'ouvert G'-invariant correspondant
de X', ¢ induit un isomorphisme d’anneaux

oOU)°¢ ~ oW,
Plus généralement, si Y est une variété algébrique, les morphismes G-invariants X — Y
s’identifient de maniere évidente aux morphismes G'-invariants X' — Y.

Proposition 2.2. Si X et X' sont quasi-isomorphes, il existe un quasi-bon quotient de X
par G si et seulement si il existe un quasi-bon quotient de X' par G', et dans ce cas les deux
quotients sont isomorphes.

Démonstration. Supposons qu’il existe un quasi-bon quotient
m: X —M

de X par G. Soit
¢: X/G— X')G
un quasi-isomorphisme. Puisque 7 est G-invariant, il définit un morphisme G’-invariant
7 X — M.

Il est immédiat que c¢’est un quasi-bon quotient de X’ par G'. 0]

Remarque : La proposition 2.2 est vraie pour des bons quotients si on suppose en plus que les
variétés X et X’ sont affines et si tout ouvert affine d’une de ces variétés est le complémentaire
d’une hypersurface (c’est le cas par exemple lorsque X et X’ sont factorielles, ¢’est-a-dire que
leurs anneaux de fonctions régulieres sont factoriels). En effet dans ce cas les ouverts affines
G-invariants (resp. G’-invariants) de X (resp. X') sont alors les complémentaires des hyper-
surfaces G-invariantes (resp. G’-invariantes), et il est aisé de voir que via ¢ les hypersurfaces
invariantes de X correspondent exactement a celles de X’. C’est ce qui se produit dans [2], ou
X et X’ sont des ouverts d’espaces affines.



VARIETES DE MODULES DE COMPLEXES 11

2.3. Lemme de descente

On montre ici que la notion de quasi-isomorphisme fort préserve une propriété importante :
la possibilité de descendre au quotient des G-fibrés adéquats sur X. Rappelons qu'un G-fibré
vectoriel sur X est un fibré vectoriel algébrique F' sur X muni d’une action algébrique linéaire
de G, au dessus de l'action de G sur X. S’il existe un quasi-bon quotient 7 : X — M, on
dit que F' descend a M s’il existe un fibré vectoriel algébrique E sur M et un isomorphisme de
G-fibrés

F ~ 7°(E).

Définition 5. On dit qu’un G-fibré vectoriel F' sur X est admissible si pour tout point x de
X, le stabilisateur de x dans G agit trivialement sur F,.

Il est clair que s'il existe un quasi-bon quotient M = X//G, et si I’ descend a M, alors F' est
admissible. On démontre dans [4] le résultat suivant :

Lemme 2.3. (Lemme de descente) Si le groupe G est réductif et s’il existe un bon quotient
m: X — M, tout G-fibré admissible sur X descend a M.

Une justification de la notion de quasi-isomorphisme fort est le résultat suivant :

Proposition 2.4. On suppose donné un quasi-isomorphisme fort de X dans X'. Soit r un
entier. Alors

1 - 1l existe une bijection canonique entre l’ensemble des classes d’isomorphisme de G-fibrés
vectoriels admissibles de rang r sur X et l’ensemble des classes d’isomorphisme de G'-fibrés
vectoriels admissibles de rang r sur X'.

2 - On suppose qu’il existe un quasi-bon quotient
M = X//G = X'/]/]G.

Alors un G-fibré vectoriel admissible sur X descend a M si et seulement si le G'—fibré vectoriel
admissible correspondant sur X' descend a M, et les fibrés vectoriels associés sur M sont les
memes.

Démonstration. Soit (¢ : X/G — X'/G', (¢; : Uy — X)) le quasi-isomorphisme fort. Soit
F’" un G'-fibré vectoriel admissible sur X’. On va lui associer un G-fibré vectoriel admissible F'
sur X. On commence par construire F' sans sa structure algébrique. Soit e¢: X — X’ une
application au dessus de ¢. On pose F, = €¢*(F’). Si € : X — X’ est une autre application
au dessus de ¢, il existe une application 6 : X — G telle que ¢ = f.e. Puisque F’ est un
G'-fibré on obtient un isomorphisme F, ~ F. qui en x € X est la multiplication par 6(z)
F e’(x) — F 6’,(33). Puisque F” est admissible, I'isomorphisme précédent est indépendant du choix
de €. On peut donc définir sans ambiguité F = F..
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Définissons maintenant I'action de G sur F'. Soient g € G, z € X. Alors €(x) et €(gx) sont dans

la méme G’-orbite, donc on a un isomorphisme canonique
/ /

e(gz) gz

qui ne dépend pas de e. Il est clair qu'on définit ainsi une action de G sur F, et que le
stabilisateur de x agit trivialement sur F.

On définit maintenant la structure algébrique sur F'. Soient ¢ € [ et x € U;. Soit V' un voisinage
de ¢;(x) tel qu’on ait une trivialisation

EIV ~ OV & C".
On définit sur U = U; N ¢; (V) une trivialisation locale
FU ~ qb*(F]lv) ~ OU X CT.

Il faut vérifier que ces trivialisations se recollent algébriquement. Cela découle immé-
diatement de la condition (ii) de la définition d’un quasi-morphisme fort. Le fait que I'action
de G est algébrique découle de la condition (iii).

Les autres assertions sont immédiates et laissées au lecteur. O

Si G est réductif et 'il existe un bon quotient M = X//G, on en déduit que tout G'-espace
fortement quasi-isomorphe a X vérifie le lemme de descente, c’est-a-dire que tout G’-fibré
vectoriel admissible sur X’ descend a M.

3. MUTATIONS CONSTRUCTIVES

3.1. Mutations constructives en termes de faisceaux
3.1.1. Un exemple simple

Soient £, F, G, I' des faisceaux cohérents sur une variété projective X, M un espace vectoriel
de dimension finie non nul. On suppose que le morphisme d’évaluation

'@ Hom(I',G) — G
est surjectif. Soit £ son noyau. On suppose aussi que l'application linéaire canonique
Hom(T", G)* — Hom(&',T)
est bijective, et que la composition
¢:Hom(&,T') ® Hom(I',G) — Hom(&, G)

est surjective.
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Proposition 3.1. Soit
E—2sTreMeaeg L5 rF
un compleze, avec A injectif et B surjectif. Alors il existe un complexe

faf —“ 1N 2 F,
avec N =Hom(I',G) & M, « étant injectif, B surjectif, et ker(8)/Im(a) ~ ker(B)/Im(A).

Démonstration. Le morphisme
a:E®E — T ®(MeHom(T,G))
est la somme d’un morphisme
& —T®(MaHom(T,G))

provenant de A (qui existe car ¢ est surjective), et de l'inclusion & — I' ® Hom(I',G). On a
un diagramme commutatif avec colonnes exactes :

0 0
e e

fog = I'® (M & Hom(T, G))
o A ,(F®'M)@Q
0 0

On en déduit que « est injectif et que coker(a) =~ coker(A). On définit le morphisme [ par le
carré commutatif

I'® (M@ Hom(T,G)) — 2~ F

JT_'

TeM)®g

On en déduit que f est surjectif, Soa =0 et ker(f)/Im(a) ~ ker(B)/Im(A). O
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On a bien str une réciproque :

Proposition 3.2. Soit
Eef — 3TN 5 F
un compleze, avec a injectif et B surjectif. On suppose que 'application linéaire
A:Hom(E',I') — N
déduite de v est injective. Alors il existe un compleze
E—2sTreMaeg 25 F
avec M = coker(\), A étant injectif, B surjectif et ker(B)/Im(A) =~ ker(f)/Im(a).

Démonstration. Analogue a la proposition précédente. ([l

3.1.2. Le cas général

On se place dans la situation du § 3.1. Soient U, V, Gy des faisceaux cohérents sur X. On
démontre comme la proposition 3.1 la

Proposition 3.3. 1 - Soit
0—U—E 25 TM®GDG —2—s F—V —0

un compleze, exact en U, €, F, V. Alors il existe un complexe

[0

0—>U—>€@8’—>(F®N)@QOL>}"—>V—>0,

avec
N = Hom(I',G) & M,
ezact sauf au plus en (I' @ N) @ Gy, et tel que ker(5)/Im(a) =~ ker(B)/Im(A).

2 - Réciproquement, si N est un espace vectoriel, et si on a un complexe du second type exact
enUU, EDE', F,V, tel que que l'application linéaire

A:Hom(&E,I') — N

déduite de o soit injective. Alors il existe un complexe du premier type, avec M = coker(\),

exact en U, £, F, V, et tel que ker(B)/Im(A) ~ ker(8)/Im(a).

3.2. Mutations constructives abstraites

On décrit ici de maniére abstraite la situation de la proposition 3.1 (sans tenir compte de
'injectivité de A et «v et de la surjectivité de B et [3). Il est possible de faire la méme chose dans le
cas plus général de la proposition 3.3. On étudie I'action de certains groupes d’automorphismes
sur 'espace de tous les complexes, et on étudie la relation entre les orbites des deux types de
complexes. Des hypotheses supplémentaires sont faites dans cette version abstraite, par exemple
on suppose que I' est simple.
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3.2.1. Espaces de complezxes de type 1 (version simplifiée)

3.2.1.1 D¢éfinition

Soient 21, Zo, Z3, Zy , H, T, M des espaces vectoriels de dimension finie. On pose
We=(Z1@M)® Zy B (Z30 M*) & Zy.

Soient
c: /19 H — ZQ,

O',SH®Z4—>23,
TiZl®Z3—>T,
T/IZ2®Z4HT

des applications linéaires. On suppose que o est surjective, et que ¢’ induit une inclusion
Z4y C H* ® Z3. On suppose aussi que le diagramme suivant est commutatif :

O'®[Z4
Zl®H®Z4 —_— Z2®Z4

(D) 1| |~
Z1 (059 Z3 s T

Soit Q¢ C W l'ensemble des points (¢1, 2o, ¢3, 24) tels que
T(<p1, d3>) + 7' (20 ® 24) = 0,
<1, p3> désignant 'image de ¢; ® ¢3 par la contraction de M
1M ® Zs @ M* — 7y ® Zs.

Soient G, Gg et Gg des groupes. On suppose que :

G, opere linéairement a droite sur 2y, Zs, T.
G g opere linéairement a gauche sur Z3, Z, T.
GGy opere linéairement a gauche sur Zy, H, et linéairement a droite sur Zj.

On suppose que ces actions sont compatibles entre elles et avec o, o', 7, 7/. Par exemple, on a

o(z19 @ h) = 0o(z1 @ h)gr, o' (goh ® 24) = 0(h ® 2490), (9rt)gL = gr(tyr),
si 21€Z1,246Z4,hGH,tET,gLGGL,gREGRethGGO.

Définition 6. La donnée © de Zy, Z,, Z3, Zy, H, T, M, o, o', 7, 7/, et des actions de G,
Gr et Gy s’appelle un espace abstrait de complexes de type 1, et Q¢ est l'espace total de ©.

3.2.1.2 Dictionnaire

Dans la situation du §3.1, on a
Zy =Hom(&,T), Zy=Hom(&,G),
Z3 = Hom([', F), Z4;= Hom(G,F),
T = Hom(&, F), H=Hom(T,G),
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les applications o, o', 7,7" sont les compositions, et

Gr = Awt(€), Gr=Aut(F), Go=Aut(G).

3.2.1.3 Groupes associés

Les groupes G et G agissent a gauche de maniere évidente sur We, et Q¢ est invariant par
ces groupes. Soit (G le groupe constitué des matrices

(% &)
¢ 9o

avec gy € GL(M), go € Gy, ¢ € M*® H (la loi de composition est évidente). Le groupe
G agit linéairement a gauche sur Wy : cette action provient d’une action a gauche sur
(Z1 @ M) @& Zy et d'une action a droite sur (Zs @ M*) & Zy : si (¢1, 22, 3, 24) € W et
g1 € Gy, on a

91(01, 22, 03, 21) = (91(1, 22), (3, 24) 97 ).
L’action a gauche de Gy sur (Z; @ M) @ Zy est :

(QM 0><¢1):( gMP1 )
¢ 9o 2o o(<d,01>) +goza )
L’action & droite de Gy sur (Z3 @ M*) & Z; est :

(¢35 24) ( gg goo ) = (39 + (I ® 0") (¢ ® 24), 2a90).

En utilisant la commutativité du diagramme (D), on montre aisément que Q¢ est Gi-invariant.
Plus généralement, on montre que I'application

We — T
<¢17 22, ¢37 Z4) — T<<¢17 ¢3>) + T/(ZQ X Z4)
est Gi-invariante. Dans la situation du §2.2.1.2, on a G; = Aut(I' @ M) & G).

On pose
G = GY x Gy xGp,
qui agit a gauche sur Wy et Q¢.

3.2.2. Espaces de complexes de type 2

3.2.2.1 D¢éfinition

Soient 7, Ya, Ts, Zs, T, K, N des espaces vectoriels de dimension finie, et
Wi=(Zi®N)® (Ya®@N)® (Z3 @ N*).
Soient
v: K®Y, — 71,
VKT, — T,
A Yy ® Zs — Ty,
T 21 QZs — T
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des applications linéraires. On suppose que v induit une inclusion K C Z; ® Y* et que A est
surjective. On suppose aussi que le diagramme suivant est commutatif :

vI
KoYa®Zy 222 7,0 7,

(D) I;@Al lr
K®T, — T

Soit Qp C W{ l'ensemble des points (1, 12, 13) tels que
T(<P1,¥3>) = AM(<thg, ¥h3>) = 0,
ol <> désigne la contraction de N.

Soient G, Go, Gr des groupes. On suppose que

G, opere linéairement a droite sur 7', Z; et K,
Gr opere linéairement a gauche sur T', Z3 et T,
G opere linéairement a gauche sur K et linéairement a droite sur 75 et Y5.

On suppose comme pour les complexes de type 1 que les actions des groupes sont compatibles
entre elles et avec les applications v, v/, A et 7.

Définition 7. La donnée ©' de Zy, Y3, Ty, Z3, T, K, N, v, V', \, T et des actions de Gp,, Gy,
Gr s’appelle un espace abstrait de complexes de type 2, et Qi est I'espace total de ©'.

3.2.2.2 Dictionnaire

Dans la situation du §3.1, on a
Zy = Hom(&,T), Yo = Hom(E', 1),
Z3 = Hom(I', F), T, =Hom(&', F),
T = Hom(&, F), K =Hom(E, &),
les applications v, v/, A\, 7 sont les compositions et
G = Aut(€), Gr = Aut(F), Go = Aut(&').

3.2.2.3 Groupes associés

Les groupes G et G agissent a gauche de maniere évidente sur W/, et @}, est invariant par
ces groupes. Soit G} le groupe constitué des matrices

g 0
k9o
avec gr, € Gr, go € Go, k € K (la loi de composition est évidente). Alors G agit a droite sur

Zl@}/gi

0
(21,92) ( gkL 0 ) = (219 +v(k ®y2), Y290)-
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Dans la situation du §3.2.2.2, on a G} = Aut(E @ &').
On en déduit une action a gauche de
G' = GL(N) x G} x Gp

sur W(,. On vérifie comme dans le cas des complexes de type 1 que @ est G'-invariant.

3.2.3. Mutations 1 — 2

3.2.3.1 Mutations d’espaces abstraits de complexes

On considere I'espace abstrait de complexes de type 1 © du §3.2.1. On va en déduire ©', espace
abstrait de complexes de type 2. Les espaces vectoriels Z;, Z3, T' de ©" sont les mémes que
ceux de ©. On prend

N=M®®&H, Yo=H" Ty=(H"®Z3)/Zy, K=Xker(o)CZ; & H.
L’application 7 de ©' est la méme que celle de ©.
L’application A :Y; ® Z3 — T3 est la projection H* ® Z3 — (H* ® Z3)/Z4.
L’application v: K ® Yo — Z; est la composée
KeY,CZ1oH®Y, =210 H® H — Z;.

Pour définir v/ : K ® Ty — T' on part du diagramme commutatif suivant, déduit de (D’)

O'®IZ4

Z1®H®Z4 —)ZQ®Z4

| |

i@ H®Z3;@ HY —— T

TRtr

(tr désignant la trace H ® H* — C et « provenant de U'inclusion Z; C Z3 ® H* déduite de
o'). Il en découle que

(T ®@tr)oalker(o) ® Zy) = {0}.
Donc 7 ® tr induit une application linéaire
ker(o)® (Zs @ H*)/Zy) = KTy, — T
qui est par définition /.
La commutativité de (D’) se vérifie aisément.

Les groupes Gr, G, Gy de © sont les mémes que ceux de O et leurs actions sont évidentes.
L’espace abstrait de complexes de type 2 ©' est ainsi completement défini. On notera

@/ = D0(®)

3.2.3.2 Mutations de complexes

Soit (1, 22, ¢3, 21) € Qc. On va en déduire une orbite G'.(¢1,99,13) de Qf.
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— Définition de ¢; € Z; ® N : on prend vy € Z1 @ H tel que o(1y) = 23, et
Vr=vo+¢1 € (Z1@H)D(Z1@M)=27 ®N.
— Définition de 1, € Yo ® N : on prend
vo=1yp € HRIHCH @ (M® H)=Y,® N.
— Définition de 35 € Z3 ® N* : on prend
Vs=3+2 € (Zs@OM")®Zy C(Z3@M") D (Zs @ H") = Z3 @ N*.

On vérifie aisément que (11,19, 13) est un élément de Q¢ défini a l'action pres du sous-groupe
de G} isomorphe a K, constitué des matrices

1 0
(10, ke

Dy : Qc — Qp/G.

On a donc défini une application

Lemme 3.4. Si v € Q¢ et g€ G, alors Dy(g9x) = Do(x). Donc Dy induit une appli-
cation

DO . Qc/G — QIC/G/

Vérification immédiate.

3.2.4. Mutations 2 — 1
3.2.4.1 Mutations d’espaces abstraits de complexes

On considere 'espace abstrait de complexes de type 2 ©' du § 3.2.2. On va en déduire O,
espace abstrait de complexes de type 1. On doit supposer que dim(N) > dim(Y3). On note
W', le sous-ensemble G’-invariant de W/, constitué des (i1, s, 13) tels que by : Yy — N
soit injective. Soit Q'Y = Qp N W'Y

On définit maintenant ©. Les espaces vectoriels Z;, Z3, T' de © sont les mémes que ceux de
©'. On prend pour M un espace vectoriel de dimension dim(N) — dim(Y3), et

H=Y} Zy=(Z®Y})/K, Zi=ker(\)CYy® Zs.

L’application 7 de © est la méme que celle de ©’.
L’application o : Z; ® H — Zy est la projection Z; ® Yy — (Z; ® Y5 /K.
L’application o' : H ® Zy — Z3 est la restriction de

tT’®IZ31H®H*®Zg—>Zg.
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Pour définir 7' : Zy ® Zy — T on part du diagramme commutatif suivant déduit de (D")

K®Y,® Zs IK—®)\>K®T2

vRlyv,®24 l J,Vl

1Yy Y0243 —— T

Totr
v désignant l'inclusion K C Z; ® Y5* déduite de v. On a donc
(T®tr)o (T Iy,gz) (K ® ker(\) = {0},
et 7®tr induit donc
7 (Z10Yy)/K)®ker(\) =Zy @ Zy — T.
La commutativité du diagramme (D) se vérifie aisément. Les groupes Gy, G, et Gg de © sont

les mémes que ceux de ©' et leurs actions sont évidentes. L’espace abstrait de complexes de
type 1 © est ainsi completement défini. On notera

o = D,@).

Proposition 3.5. On a Do D{(0') =0©" et Djo Dy(0)=06.

Immédiat.

3.2.4.2 Mutations de complexes

Soit (1,19, 93) € Q’OC. On va en déduire une orbite G.(¢1, 22, ¢3,24) de Qc.

— Définition de ¢; € Z; ® M : on fixe d’abord un isomorphisme entre M et un
supplémentaire de I'image de vy dans N :

N = Yy&M.

On prend pour ¢, la composante de ¥ dans Z; @ M.

— Définition de 2z € Z5 : on prend la projection sur (Z; ® Y5 )/K de la composante de
Y9 dans Z; ® Y.

— Définition de ¢3 € Z3 € M* : on prend la composante de 13 dans Z3 ® M™*.

— Définition de z4 € Z; : on prend z4 =<ty 93>€ ker(\).

On vérifie aisément que (¢, 22, ¢3, 24) est un élément de Q)¢ défini a l'action pres du groupe

G;.
On a donc défini une application

Dl : Qe — Qc/G.

Lemme 3.6. Si z€ QY et g€, alors Djy(gx) = Dj(z). Donc D}y induit une appli-
cation
Dy: Q)G — Qc/G.



VARIETES DE MODULES DE COMPLEXES 21

Vérification immédiate.

3.2.5. Théoremes d’isomorphisme

Théoréme 3.7. On a Dyo Dy = Ig./c et Dyo Dy = Igo e
Vérification immédiate.

On a donc obtenu une bijection canonique

Qc/G ~ Q%G

On suppose maintenant que les groupes sont algébriques, ainsi que leurs actions sur les espaces
vectoriels dont il est question. On a alors :

s s . .. . . 0
Théoréeme 3.8. ] existe un quasi-isomorphisme fort canonique de Q¢ vers Q'c, au dessus de
I’isomorphisme précédent.

Démonstration. Le quasi-isomorphisme fort Q¢ — Q' % est défini par une seule carte, obtenue
en utilisant une section de o. Le quasi-isomorphisme inverse est défini par des cartes indéxées
sur la grassmannienne Gry des sous-espaces vectoriels de N de dimension égale a celle de M.
L’ouvert correspondant & My € Grg est 'ensemble des points (41,19, 13) de Q’OC tels que
I'image de 9 : Y;" — N ne rencontre pas M. Les vérifications (fastidieuses) sont laissées
au lecteur. 0

On peut donner une version abstraite de la proposition 3.3, et obtenir des résultats analogues
aux théoremes 3.7 et 3.8.

3.3. Application aux espaces de complexes

Soient X une variété algébrique projective, p > 1 un entier, ny,...,n, des entiers positifs, et

pour 0<i<p, 1<75<n, SJ@ un faisceau cohérent sur X et M J@ un espace vectoriel non

nul de dimension finie. On pose, pour 0 < ¢ < p
1<j<n;

On suppose que les faisceaux 5]@ sont simples, et que

Hom(£\",&4)) = {0}
si t>1i,0ou i=1,j> 7. Soit Q¢ la variété des complexes

& — & — ... — &,
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On pose & =0 sii<0out>p. Soit g un entier, avec 0 <75 < p. On pose
E=Epr, D=8, M=M", G= P EWoM"), F==Eyn,
2<j<n;
de telle sorte que les complexes précédents se mettent sous la forme
i — &g —E—TOM)BG — F — Ejyra —> -+
On suppose que les conditions du §3.1.1 sont vérifiées, ce qui définit le faisceau £'. Soit Q la
variété des complexes du type

=&y — ERE —TON —F —&iyra —> -+

et @ OC l'ouvert de @ constitué des complexes tels que le morphisme & — I'® N induise
une inclusion Hom(&',T)* € N. Le groupe G (resp. G’) opérant sur Q¢ (resp. Q) est le
produit des groupes d’automorphismes des termes des complexes. On généralise sans difficultés
les résultats du § 3.2 a ce cas et on définit de maniere évidente les mutations de complexes de
Qc ou OC (qui sont des complexes de @' OC et Q¢ respectivement), et on obtient 1’analogue du
théoreme 3.8 pour les variétés de complexes.

4. VARIETES DE MODULES DE COMPLEXES

La construction des variétés de modules de morphismes de [5] est une application du théoreme
3.8. On donne ici une autre application de ce théoreme a la construction de variétés de modules
de complexes. On travaille dans le language des faisceaux, ce qui donne des démonstrations
plus explicites. Il est évidemment possible de faire une version abstraite de la construction des
variétés de modules, comme dans [5].

Soient &, Fi, Fa, G des faisceaux cohérents sur une variété projective X, et Ly, My, My, Ny
des espaces vectoriels de dimension finie. On s’intéresse a des complexes du type

EQL — (Fi®@ M) ® (F2 ® My) — G ® Ny.
On fait les hypotheses suivantes :
— Les faisceaux &, Fi, F» et Gy sont simples; et Hom(F,, F1) = Hom(F;, &) = {0}.
— Le morphisme canonique
F1 @ Hom(Fy, Fa) — Fo

est surjectif. On note H; son noyau.
— Le morphisme canonique

51 (024 HOHl(gl, Hl) — Hl

est surjectif. On note Ky son noyau.

—On a
Ext!(Fy, &) = Ext'(&, H1) = Ext' (F, F) = {0},

Ext!(Fy, F1) = Ext'(H1, H1) = Ext'(H, &) = {0}
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Cette derniere hypothese entraine que les faisceaux H; et Ky sont simples.

On se trouve dans la situation de la proposition 3.1 (avec €& =& ® Ly, I' = F, M = M,
G=F,® M et F=G; ®Np). On note Q¢ la variété des complexes du type précédent. Elle
peut donc étre vue comme 'espace total d'un espace abstrait de complexes de type 1. Le groupe
G opérant sur Q¢ est

G = GL(Ly) x Aut((Fy ® My) @ (F2 ® My)) x GL(Ny).
On peut voir Aut((F; ® M) & (Fa ® My)) comme constitué de matrices du type
(%)
¢ g2 )’
avec g1 € GL(M,), go € GL(M,) et ¢ € Hom(Hom(F, F2)* @ M, Ms).

On pose
a = dim(Hom(Fy, F2)), b= dim(Hom(&,H,)).

4.1. Notions de (semi-)stabilité et variétés de modules de complexes

Le groupe GG possede deux sous-groupes importants : le premier est le sous-groupe normal
unipotent maximal évident H, isomorphe au groupe additif Hom(Hom(Fy, F2)* @ My, Ms)).
Le second est le sous-groupe réductif

Grea = GL(L) x GL(M,) x GL(Ms) x GL(Ny),
dont l'inclusion dans G induit un isomorphisme G,.q ~ G/H.

L’action de G,eq est un cas particulier des actions étudiées dans [§]. On considere l'espace
vectoriel

W = Hom(& ® Ly, (F1 @ My) & (Fo ® Msy)) x Hom((Fy @ M) & (Fo ® M), G @ Ny),
dont Q)¢ est une sous-variété fermée. L’action de G sur ()¢ sétend de maniere évidente a W.
Soient A1, 1, p2, 1 des nombres rationnels non nuls tels que

A dim(Ly) + pq dim(My) + po dim(Ms) + v1 dim(Ny) = 0.

Définition 8. Un point (¢,v) de W est dit G,eq-semi-stable (resp. G.q-stable) relativement
a (A1, i, 2, 1) st pour tous sous-espaces vectoriels Ly C Ly, M] C My, M}, C M,y, N{ C Ny,
avec (LY, My, M}, N7) # (Ly, My, My, Ny) ou ({0}, {0}, {0}, {0}), tels que

P& @ L)) C(FL®@ M) & (Fa® M), ¢((F1® M) & (F® M) C G ® N,

on a
Ay dim (L)) + pg dim (M) + pe dim(M3) + vy dim(N7) <0 (resp. < ).

On dit que (A, p1, p2, 1) est une polarisation de laction de G sur W (ou Q¢). On note W2,
(resp. W2 ) Pouvert de W constitué des points G,.q4-semi-stables (resp. Gq-stables). Soient

Cred = Wiea N Qos Qg = Wi N Qo Dapres [§], il existe un bon quotient W5, //G et un
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quotient géométrique lisse W} ;/G. Par conséquent il existe aussi un bon quotient Q,.,//G.
Mais ce n’est pas le quotient que nous recherchons.

Définition 9. Un point x de W est dit G-semi-stable (resp. G-stable) relativement a
(A1, 1, fio, 1) st tous les points de l'orbite H.x sont Greq-semi-stables (resp. Greq-stables).

On note W** (resp. W?) l'ouvert de W constitué des points G-semi-stables (resp. G-stables).
Soient QF = W**NQ¢c, Q& = W? N Q. On cherche a prouver l'existence de quasi-bons quo-
tients Q% //G. De tels quotients seront appelés des variétés de modules de complezes.
On montre aisément que si W* est non vide on doit avoir

AL > 0, v < O, M1 lel(Ml) + 1 dlm(Nl) < O, J7%) dlm(MQ) + 1 dlm(Nl) < 0.

On supposera par la suite que ces inégalités sont vérifiées.

4.2. Mutations et polarisations associées

4.2.1. La premiere mutation

4.2.1.1 - Définition

Soit
) &L L (F oM e (Fe M) 22 6 e N,

un complexe. Une premiere mutation donne un complexe

(06) (S QL) (H o M) 2 Fep —2 6 oN,

avec
Pl = (Hom(]:l,]:g) & Mg) (&) Ml.
Le groupe opérant sur la variété )}, de ces complexes est
G = Aut((é'l 0% Ll) D (Hl & Mg)) X GL(Pl) X GL(Nl)
Le groupe Aut((&; ® L) @ (H1 ® Ms)) est constitué de matrices

S
¢ g2 )’
avec g1 € GL(L1), g2 € GL(M,), ¢ € Hom(Hom(&;, H1)* ® Ly, Ms) (on a Hom(H4, &) = {0},

a cause du fait que Ext'(F, &) = Hom(F}, &) = {0}). Le complexe (%) n’est pas unique,
mais sa G'-orbite l'est.

Décrivons maintenant une mutation du complexe (k). Le morphisme
0 6L — FLQP

est la somme de
&L — FL @M
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et d’un relevement de f5: & ® L1 — Fo ® My en un morphisme
£ ® Ly — F, @ Hom(Fy, F) ® My. Un tel relevement est possible car Ext!(€,H;) = {0}.
Le morphisme

¢23H1®M2—>J—"1®P1
est égal & o ® Iy, ou o est l'inclusion ‘H; — F; ® Hom(F;, F»). Le morphisme ¢ est égal a
g1 sur F; ® My, et sur F; ® Hom(Fy, Fy) ® My, c’est la composée

F1 @ Hom(Fy, Fo) ® My —s Fo @ My —2— G, @ Ny.

4.2.1.2 - (Semi-)stabilité dans Q.

On définit comme pour les complexes de type () une notion de (semi-)stabilité, dépendant
d’une suite (g, as, f1,71) de nombres rationnels telle que
Soient G, les sous-groupe réductif canonique de G’, et H' le sous-groupe normal unipotent
maximal isomorphe au groupe additif Hom(L; ® Hom(&;, Hy), Ms). La G ,-(semi-)stabilité
relativement a (aq, ag, B1,71) est encore un cas particulier des actions étudiées dans [§] : le com-
plexe (xx) est G’ _,-semi-stable (resp. G._,-stable) si pour tous sous-espaces vectoriels L} C Ly,
Mé - M27 Pll C Pl, N{ C Nl, avec (L’l,Mé,Pll,N{) 7é (Ll,MQ,Pl,Nl) ou ({0}, {0}, {0}, {0}),
tels que
(01,02)((E1 @ LY) @ (K1 ® My)) C Fi@ P, ¢(F1®P]) C G ® Ny,

on a

oy dim(M7) + ap dim(My) + Sy dim(P)) + v dim(N7) <0 (resp. < ).
Le complexe (*x) est G'-semi-stable (resp. G’-stable) si tous les points de sa H’-orbite sont
G -semi-stables (resp. G._;-stables).
Soient L} C Ly, M{ C My, M} C My, N] C Ny des sous-espaces vectoriels tels que

(fi. f2)(& @ L)) C(Fr@ M) & (Fa® My), (g1, 92)((F1 @ M) & (F2 @ My)) C G @ Ny,
On pose
P| = (Hom(Fy, Fo) @ My) & Mj.

Le relevement de fo peut étre choisi de telle sorte qu’il envoie & ® L} dans
F1 @ Hom(Fy, Fy) ® M. On a alors

(01,02)((E1 @ L1) & (H1 @ My)) C Fi® P, ¢(F1 @ P)) C G @ Ny

Soit (A1, p1, o, 1) une polarisation de l'action de G sur Q¢. On pose

ap =N, Qg =g —ap, =, N =1

On déduit immédiatement de ce qui précede la

Proposition 4.1. Si le compleze (xx) est G ,-semi-stable (resp. G, -stable) relativement a
(v, g, B1,m1), alors (x) est G-semi-stable (resp. G-stable) relativement a (A1, py, po, V1).

. sz . 1S .
On voit aisément que si (', est non vide, alors on a ps > apy.
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4.2.2. La seconde mutation

4.2.2.1 - Définition

Une seconde mutation donne, partant du complexe (kx), un complexe du type
(***) /C1®M2L>51®Q1L>}"1®Pli>g1®]\h,

avec
Ql = (Hom(ﬁl,’Hl) ® Mg) @ Ll.

Le groupe opérant sur la variété Q7. de ces complexes est
G" = GL(MQ) X GL(Ql) X GL(Pl) X GL(Nl),
qui est réductif. Notons qu’ici la mutation est uniquement déterminée (a partir de (s#x)).

Décrivons maintenant une mutation du complexe (*x). Le morphisme 1 est égal a o’ ® I, ol
o’ est l'inclusion Ky C & ® Hom(&;, Hy). Posons

/ !/
W = 1 Yo
- / !/ Y
Va1 Voo
relativement aux décompositions

Py = (Hom(Fy, F2) ® Ma) @ My, Q1 = (Hom(&, Hi) ® M) @ Ly.

Vg | _
( U ) T
Le morphisme 9], provient de I’application canonique

Hom(&;,H1) ® Hom(&, F1)* — Hom(Fy, Fo),

compte tenu de 'isomorphisme canonique Hom(F;, F3) ~ Hom(Hy, F1)*. On a enfin ¢}, = 0.

On a

4.2.2.2 - (Semi-)stabilité dans Q¢

On définit comme pour les complexes de type () une notion de (semi-)stabilité, dépendant
d’une suite (4, €, 6, p) de nombres rationnels telle que

La G”-(semi-)stabilité relativement & (4, €, 8, p) est encore un cas particulier des actions étudiées
dans [§ : le complexe (** ) est G"-semi-stable (resp. G”-stable) si pour tous sous-espaces
vectoriels M} C My, Q) C Q1, P C Pi, N{ C Ny, avec (M}, @}, P{, N{) # (M, Q1, P1, N7) ou
({0}, {0}, {0},{0}), tels que

V(i@ M) CERQ, V(& ®Q) CFiP, ¢(Fi®P])C g ®N,
on a

ddim(My) + edim(Q)) + 6 dim(P)) + pdim(Ny) <0 (resp. < ).
Soient L} C Ly, M{ C My, M}, C My, N] C Ny des sous-espaces vectoriels tels que
(fi. )& ® L) C (F1 @ M) @ (Fa ® My), (g1, 92)((F1 @ My) @ (Fo ® M3)) C G ® Ny
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On pose
P| = (Hom(Fy, Fo) @ My) & M;, Q) = (Hom(&E, Hy) @ My) & L.

Comme dans le §3.2.1.2, le relevement de f; peut étre choisi de telle sorte qu’il envoie & ® L}
dans F; ® Hom(Fy, F2) ® Mj. On a alors

YKy @ M,y) CE®QY, Y(E®Q) CF®P, ¢(Fi®P)CG ®Nj.

Soit (A1, p1, o, 1) une polarisation de I'action de G sur Q¢. On pose
0= —ap, —bAy, e=X\, 0=pu, p=u.

On déduit immédiatement de ce qui précede la

Proposition 4.2. Si le complexe (x %) est G"-semi-stable (resp. G"-stable) relativement a
(0,€,0,p), alors (x) est G-semi-stable (resp. G-stable) relativement & (A1, pi, f2, V1).

On voit aisément que si Q" est non vide, alors on a ps > ap; + bA;. Notons que si Q% est
non vide, cette condition est plus forte que celle que 'on avait trouvée en supposant que Q';
est non vide.

4.3. Cas d’équivalence des (semi-)stabilités et construction des variétés de modules
4.3.1. Définitions de constantes
On définit ici des constantes qui interviendront par la suite. FElles ont déja été définies et
utilisées sans [5]. On considere I’application canonique
7 : Hom(F1,G1)* @ Hom(Fy, F2) — Hom(Fs, Gy)*.
Pour tout entier positif &, soit
T =T ® Igr - Hom(Fp, G1)* ® (Hom(Fy, Fp) ® C*) — Hom(F,, G1)* @ CF.

Soit G I'ensemble des sous-espaces vectoriels propres K de Hom(F;, F) ® CF tels que pour
tout sous-espace vectoriel propre V C CF, K ne soit pas contenu dans Hom(F;, F) ® V. On
pose

B codim (7, (Hom(F;, Fa) ® K))
a(k) = §§§k< codim(K)

).
On définit de méme co(k), qui correspond a I'application canonique
T HOl’Il(gl, fl)* X Hom(c‘fl, 7‘[1) — Hom(fl, .FQ),

provenant de l'isomorphisme canonique Hom(Fy, F2) ~ Hom(H4, F1)*.

Il est clair qu'on a ¢ (k+ 1) > c1(k), co(k+1) > co(k).

4.3.2. Equivalence des (semi-)stabilités
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Proposition 4.3. On suppose que

s > (b— JA1 — acy(mo)vy.

C2(m2)
Alors le complexe (%) est G-semi-stable relativement a (A, pi1, po, V1) si et seulement si (* * x)
est G"-semi-stable relativement a (0,€,0, p).

Démonstration. D’apres la proposition 4.2, il suffit de montrer que si (* * *) n’est pas G”-semi-
stable, (%) n’est pas G-semi-stable.

On suppose que le complexe (* x *) n’est pas semi-stable. Soient M) C M, Q) C Q1, P| C Py,
N{ C N; des sous-espaces vectoriels, de dimensions respectives mj, ¢}, p}, n}, tels que

YL@ M) CE®Q), Y(E®Q) CFeP, ¢(Fi®P)Cg N,
et
s = omi +eqy +0py +pni > 0.
En faisant agir le sous-groupe unipotent H de G on se rameéne au casou P{ = X @& Mj, X étant
un sous-espace vectoriel de Hom(F, F3) ® M,. En changeant éventuellement le relevement de

fo servant a définir ¢y, on se ramene au cas ou @} = Y @ L}, Y étant un sous-espace vectoriel
de Hom(&y,H1) ® Ms. Soit MY le plus petit sous-espace vectoriel de My tel que

Y C HOI’Il(.Fl,f2> X Mél

Montrons qu’on peut aussi supposer que My est le plus petit sous-espace vectoriel de My tel
que

X C HOIIl(gl,Hl) X Mé/
D’abord on a X C Hom(&;,Hi) ® My : cela découle du fait que pour toute droite L de
Hom(&;, H,), la restriction de 77 & Hom(&;, F1)* ® L est non nulle (ceci résultant du fait
que H; C F; @ Hom(H,, F1)*. D’autre part on peut, puisque € = A; > 0, remplacer X par

Y)Y N (Hom (€, Hy) ® M), ce qui assure la minimalité de Mj.

Soit N = ¢((Hom(Fy, Fe) ® M) @ M]). Alors on a
(fi, )@ L) C(FroM) e (Fo@ M), (91,92)((F1 @ M) & (Fo @ My)) C Gy ® Ny.
Posons [} = dim(L}), m} = dim(M7), n}] = dim(N7), m} = dim(MY) et
t = Ml + pam| + peml + vinf.
Alors on a
t =s+0(my —my) + e(bmy — x) + 0(amy — y) + p(nf —n).
Pour montrer que (x) n’est pas semi-stable, il suffit donc de montrer que
u = 6(my —mj) + e(bmy — x) + 0(amy — y) + p(ny —ny) = 0.
C’est évident si amj —y = 0, car alors n] —n} = 0. On peut donc supposer que ami —y > 0,
ce qui entraine co(mj) > 0. On a alors

1" 7
amsy — Y amsy — Y "

by x> L = < ea(mi) (amly — ).

m// _ m/ >
TS ()

Donc 5
€
u > (amy — y)(a + ———x + 0+ pci(my)),

ca(my)
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c’est-a-dire

124 b 1 14
u > (amf —y)(22 - (2 - i + vier (ml).

On en déduit la proposition. 0

Remarque : En général, on a
a

CQ(TI’LQ)

C’est le cas par exemple si 7/ est stable pour I'action du groupe réductif
SL(HOHI((C/‘l, Hl)) X SL(Hom(Fl,fg))

b —

< 0.

4.4. Projectivité des variétés de modules

4.4.1. Définition d’une constante

Soient
7" Hom(&y, F1)* @ Hom(Fy, G1)* ® Hom(Kq, &))" — Hom(Fz, Gy)*
I’application linéaire définie par :

7-” = TO (T/ ® IHOIH(]:hgl)*)’

et pour tout entier positif &,
" "

T, =T & Ick.

Soit G Pensemble des sous-espaces vectoriels propres K de Hom (K1, & )* @ CF tels que pour
tout sous-espace vectoriel propre V de CF, K ne soit pas contenu dans Hom (K, &)* @ V. On
pose
e(k) = sup (codim(T,g’(Hom(Sl, .7-"1?* ® Hom(Fy,G1)* ® K))
KeG! codim(K)

).

On montre aisément qu'on a c(k) < c¢i(k)ca(k).

4.4.2. Projectivité

Théoréme 4.4. I existe un quasi-bon quotient QF//G, qui est une variété projective, si les
conditions suivantes sont réalisées :

1-0na
p2 — avicr(ma) >0, po —ap — bAy > 0.
2-8i <0 et A\ +viceme) + pica(ms) <0, alors

fo — apty + brie(ms) + buyca(ms) > 0
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Démonstration. Le bon quotient Q"77//G existe et est projectif, car G” est réductif. D’apres

le théoréme 3.8 et la remarque qui suit la proposition 4.3, le quasi-bon quotient Q¢ //G existe
1188

et est projectif si Q"¢ est contenu dans l'ouvert U de ¢, contenant les orbites des mutations
des points de ). Compte tenu des deux étapes de mutations, on va caractériser les complexes
Ky ® M, —w——>51®Q1 —w——>.7:1®P1 —¢——>g1®N1

non contenus dans U. Soit
f:Hom(Ky, &) @ My — @
I’application linéaire déduite de 1. L’application linéaire
g : Hom(Ky, &) ® Hom(&;, Fi)* @ My — Py
déduite de v et ¢’ se factorise de la fagon suivante :
Hom(Ky, £)* @ Hom(&;, F1)* @ My —— Hom(Fy, Fo) ® My —— P,
compte tenu des isomorphismes
Hom(KCy, &) ~ Hom(&y, Hy), Hom(Fi, F2)" ~ Hom(Hy, Fy).
Alors, (v,1', ¢) n’est pas dans U si et seulement si une des deux propriétés suivantes est vérifiée:

— L’application linéaire f n’est pas injective.
— L’application linéaire f est injective, et f’ n’est pas injective.

Supposons que f n’est pas injective. Soit M} le plus petit sous-espace vectoriel de M tel que

ker(f) € Hom(Ky,&)* ® M. Soient
d = dim(ker(f)), p=dim(ker(7") ® M + Hom(&;, F1)* @ ker(f)), mb = dim(M,).
Alors on a
bmiy dim(Hom(&y, F1)) —p = codim((7" @ Iy )(Hom(&r, F1)* @ ker(f))).
Il en découle que
b,y dim(Hom(Ey, F1)) —p < co(mby)(bmy — d).

Soit

F:Hom(&,F) @ @Q1 — P
I’application linéaire déduite de v)’, et

G :Hom(F,G1)" @ P, — Ny
I’application linéaire déduite de ¢. Posons

Q1 =Im(f), P = F(Hom(&, F1)" ® Q).
Alors on a dim(Q}) = bm), dim(Hom(&y, Fy)) — p. Il résulte de la factorisation précédente de
g qu'on a
dim(Py) < co(my)(bmy — d).
De méme, ’application linéaire
Hom(&, F1)* @ Hom(Fp,G1)* @ Hom(Kq, &) ® My — Ny

déduite de ¥, ¢, ¢ se factorise par 7" ® Iy, et il en découle que

dim(N7) < ¢(mb)(bmy — d).
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Posons = = § dim(M}) + edim(Q}) + 0 dim(P]) + pdim(N]). 1l faut montrer que z > 0, ce
qui montrera que (1,1, ¢) n’est pas semi-stable. On a

x> (g2 — apy — bA1)my + (A + vie(my))(bmhy — d) + pq dim(Py).
Il découle aisément des conditions 2- et 3- du théoréeme que x > 0.

Si f est injective, mais pas f’, on déduit de méme de la condition 1- du théoreme que (¢, ¢, @)

n’est pas semi-stable. ([l
4.5. Exemple

Smen n > 2 un entier et V un espace vectoriel de dimension n+1. On va étudier des complexes
sur =P(V), du type

O(-2) — (O(-1)®@ M) 0 — O(1),
ou M est un espace vectoriel tel que 0 < dim(M;) < n + 1.
On a
1) =0, 1)=——, ¢(1)=0.
) =0, o) = —— o)
Compte tenu du théoreme 4.4, en supposant que A; = 1, on obtient un quasi-bon quotient
projectif des que py, uo sont positifs, vy négatif, et
n(n+1)
5

Pour ces valeurs de la polarisation, les quotients sont tous les mémes, On n’obtient donc dans
ce cas qu'un seul quasi-bon quotient projectif.

pr2 > (n+ 1) +

Traitons plus précisément le cas de Py, avec m; =3. On montre aisément que Q¢ est
irréductible. En cas d’existence de points stables, les quotients seront donc des variétés
irréductibles de dimension 6.

Un complexe
O(=2) — (O(-1) e CH o0 — 0(1)
équivaut a une paire
((21, 22, 23, 0), (q1, G2, 43, %0)),
ol z € V* ¢ € S?°V*, et
Qoo + 121 + G222 + q323 = 0.
L’ouvert de Q¢ ou z1, z2, z3 sont linéairement indépendants est non vide. Pour un complexe

dans cet ouvert, on peut se ramener, en faisant agir le sous-groupe unipotent maximal, au cas
ou qo = 0. Il en découle immédiatement que s’il existe des complexes stables, on doit avoir

e > 0.

Il n’existe en fait que trois quotients projectifs distincts, qui correspondent aux cas ou ju; est
négatif, nul, ou positif. Dans les deux cas ou u; est non nul, la semi-stabilité d’'un complexe
entraine sa stabilité.
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Le cas o p; > 0 est celui qu'on peut traiter en appliquant directement le théoreme 4.4. Dans
ce cas un complexe z est stable seulement si le morphisme de gauche est non nul, zy # 0, et si
pour tout complexe dans la H-orbite de x, défini par la paire

((217 22, %3, q6)> <Q17 QQa Qév zO)):

¢1, ¢5 et g sont linéairement indépendants. Le quotient existe et est projectif. Il est non vide,
car si (21, 29, z3) est une base de V*, le complexe défini par

(('217 292, 23)7 (232)7 —Z2%3, Zg — 21%3, Zl))
est stable.

Le cas ou p; < 0 ne peut pas étre traité directement (mais on peut le faire en considérant les
complexes duaux). Dans ce cas, un complexe défini par

((21, 22, 23, qo>7 (qh q2, 43, ZO))

est stable si et seulement si (21, 2o, 23) est une base de V*. On peut donner une description
complete du quotient, qui est isomorphe a la variété X suivante : soient (21, 22, 23) une base de
V*, E le sous-espace vectoriel de S*V* ® C3 constitué des triplets (qi, 2, q3) tels que

z1G1 + 22q2 + 2393 = 0,
H’ le sous-espace vectoriel de V* ® C3 constitué des triplets (¢1, @2, ¢3) tels que
P121 + Pazp + @323 = 0.
On a un morphisme injectif de fibrés vectoriels sur Py = P(V) :
®:0(-1)@H — O®EFE
20 @ (@1, P2, P3) — (2001, 2002, 2093)

On prend alors
X = P(coker(®)).

5. VARIETES DE MODULES DE MORPHISMES

Soient &, &, Fi des faisceaux cohérents sur une variété projective X, et My, My, N; des
espaces vectoriels de dimension finie. On pose

a = dim(Hom(&y,&)), my = dim(M;), me = dim(Ms), ny = dim(NVy).
On s’intéresse a des morphismes du type
¥)  (E M) (Ee M) 2 F e N,
On fait les hypotheses suivantes :

— Les faisceaux &, &, F; sont simples, et

Hom(&>, &) = Hom(Fy, &) = Hom(Fy, &) = {0}
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— Le morphisme canonique
81 X HOIH(El, 52) — 52

est surjectif. On note H; son noyau.
~ On a Ext'(&, &) = {0}, ce qui entraine un isomorphisme canonique

Hom(H,, &) ~ Hom(&y, &)".

On se trouve dans la situation de la proposition 3.1, avec £ =0,'=&,, M = M, G = & @ Mo,
F = F, ® N;. On a dans ce cas

Qc = We =Hom((& @ My) & (& ® My), F1 @ Ny).
Le groupe G opérant sur Wy est
G = Aut((& @ M) @ (€ ® My)) x GL(Ny).
On peut voit Aut((& ® M) & (€2 ® My)) comme constitué de matrices du type

(% o)

¢ 92 )

avec g1 € GL(M), go € GL(M;) et ¢ € Hom(Hom(&, E)* ® My, Ms). Les mutations des
morphismes (k) sont décrites au § 5.2. On les appelle des mutations directes car elles nous
ramenent immédiatement a une action d'un groupe réductif, et permettent de construire les

variétés de modules de morphismes. C’est la méthode appliquée dans [5] (les résultats sont
rappelés dans le §5.2).

On peut appliquer la proposition 3.1 d’une autre maniere. C’est simple a voir si &1, & et F
sont localement libres : les complexes de type (%) sont équivalents a des complexes du type
Fr@ N — (& @ My) @ (& @ M),

et on applique la proposition 2.1 en prenant & =F; Q N{, I' =&, M = M35, G =& @ M7,
F = 0. Les mutations obtenues sont des morphismes de type (*) (avec d’autres faisceaux et
d’autres espaces vectoriels). On peut ensuite appliquer la mutation directe & ces morphismes,
et on obtient de nouveaux quotients (cf. §5.3).

5.1. Notions de (semi-)stabilité et variétés de modules de morphismes

Le groupe G possede deux sous-groupes importants : le premier est le sous-groupe normal
unipotent maximal évident H, isomorphe au groupe additif Hom(Hom(&;, &)* ® M, M,)). Le
second est le sous-groupe réductif

Gred - GL(Ml) X GL(MQ) X GL(Nl),
dont l'inclusion dans G induit un isomorphisme G,.q ~ G/H.

L’action de G, est un cas particulier des actions étudiées dans [8]. Soient A\, A9, p; des
nombres rationnels non nuls tels que
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Définition 10. Un point (fi, fo) de We est dit Geq-semi-stable (resp. G,.q-stable) relative-
ment a (A1, Ao, 1) st pour tous sous-espaces vectoriels M C My, M) C My, N{ C Ny, avec
(M{7 Mé’ N{) 7é (Mla Ms, Nl) oy ({O}a {O}, {O}); tels que

filsi@ M}) C FL® Ny, fa(&a ® My) C Fi1 ® Ny,

on a
Ay dim(L)) + A dim(My) — py dim(N7) <0 (resp. < ).

On dit que (A1, Az, i) est une polarisation de I'action de G sur Weo. On note W, ., (resp.
W ea) Vouvert de We constitué des points Ge4-semi-stables (resp. Gyeq-stables). D’apres [8],
il existe un bon quotient Wy, //G et un quotient géométrique lisse W§, . ,/G. Mais ce ne
sont pas les quotients que nous recherchons.

Définition 11. Un point x de W est dit G-semi-stable (resp. G-stable) relativement a
(A1, A, 1) si tous les points de 'orbite H.x sont Geq-semi-stables (resp. Geq-stables).

On note W (resp. W¢) 'ouvert de W constitué des points G-semi-stables (resp. G-stables).
On cherche a prouver 'existence de bons quotients Wg//G. De tels quotients seront appelés
des variétés de modules de complezes.

On montre aisément que si W* est non vide on doit avoir A >0, Ay >0, p; >0. On
supposera par la suite que ces inégalités sont vérifiées. On peut alors normaliser la polarisation,
¢’est-a-dire supposer que

1

A dim(My) + Aodim(My) =1, puy = m

5.2. Construction des variétés de modules par les mutations directes

La mutation de () est un complexe
() Hio My —2 = & 0P —2 Fio N,
avec
P, = (Hom(&, &) @ My) & M.

Le morphisme ¢, est défini par I'inclusion

Hom(H1, &) ® My = Hom(&1,&) @ My C P
Le morphisme ¢, provient d’une application linéaire

F :Hom(&, F1)" ® P, — Ny,
qui est égale a celle déduite de f; sur Hom(&y, F1)* ® M;. Sur lautre facteur, F' est la composée
Hom(&y, F1)* ® Hom(&, &) ® My — Hom(&Ey, F1)* @ My — Ny,

la premiere application provenant de la composition

o : Hom(&y, &) ® Hom(&,, F1) — Hom(&, Fy),
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et la seconde de fs.
Le groupe opérant sur la variété Q. des complexes (%) est
G = GL(MQ) X GL(Pl) X GL(Nl),

qui est réductif. Une notion de (semi-)stabilité pour les points de Qf est définie par une suite
(e, 8,7) de nombres rationnels non nuls telle que

adim(Ms) + fdim(P;) + v dim(N;) = 0.

Un complexe (¢}, ¢,) de type (xx) est semi-stable (resp.stable) relativement & (a, 8,7) si et
seulement si pour tous sous-espaces vectoriels

M, C My, P/ C Py, NjC Ny,
avec (M4, P/, N|) # (Ma, Pi, Ny) ou ({0}, {0},{0}), tels que
$(Ha® My) CE® P, ¢5(&1 @ Py) CFi® Ny,
on a
adim(Ms;) + fdim(P;) +ydim(N;) <0 (resp. < ).
S’il existe des complexes stables on doit avoir a >0, v > 0.
Soient M| C My, M5 C My, N C Ny des sous-espaces vectoriels tels que
fi(E1 @ M) C FL @ Ny, fo(E;® My) C Fy ® Nj.
On pose
On a alors
gbl(Hl (%9 Mé) C&E® Pll, gbg(é'l (%9 Pll) CFH® N{
On suppose que
a:>\2—a)\1, 5:)\17 Y= —HM1-
On a alors
adim(M;) + fdim(P)) + ydim(Ny) = Ay dim(M]) + Ay dim(M3) — pg dim(N7).

On en déduit immédiatement la

Proposition 5.1. Si le complexe (xx) est semi-stable (resp. stable) relativement a (a, 3,7), le
complexe (*) est G-semi-stable (resp. G-stable) relativement a (A1, A2, f11).

Pour continuer on utilise une constante analogue a celles qui ont été définies au §4.3.1. On
considere ’application canonique

7 : Hom(&, F1)" ® Hom(&, &) — Hom(&Ey, Fi)*™.
Pour tout entier positif k, soit
T, =T ]Ck : Hom(é’l,]:l)* & (Hom(51,52> ® Ck) — Hom(é’g,]:l)* ® (Ck

Soit G I'ensemble des sous-espaces vectoriels propres K de Hom(&y, &) ® CF tels que pour
tout sous-espace vectoriel propre V C CF, K ne soit pas contenu dans
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Hom(&;, &) ® V. On pose

B codim(7,(Hom (&, F1)* ® K))
co(k) = §2£k< codim(K)

).

On démontre dans [5] le

Théoréeme 5.2. 5%

a
)\—1 > a, >\2 > n—1C0(m2),

il existe un bon quotient projectif W //G, et un quotient géométrigue W /G, qui est un
ouvert de W //G.

On montre en fait que sous les hypotheses du théoreme, la réciproque de la proposition 5.1 est
vraie. On peut conclure en utilisant le théoreme 3.8.

5.3. Mutations indirectes

5.3.1. Définition et premieres propriétés

On utilise maintenant la deuxieme maniere d’effectuer des mutations constructives. Comme
indiqué au début du §5, c’est plus facile a voir si &, & et F; sont localement libres. Mais les
constructions étant purement formelles, il n’est pas nécessaire de faire cette supposition. On
fait les hypotheses supplémentaires suivantes :

— Le morphisme canonique
& — & @ Hom(&y, &))"
est injectif. Soit G; son conoyau.
— La composition
o : Hom(&y, &) ® Hom(&y, Fi1) — Hom (&, Fy)

est surjective.
—~On a Hom(]:l,gl) = {O}

Cette derniere hypothese n’est pas strictement indispensable, on le verra plus loin. On a,
puisque Ext'(&, &) = {0}, un isomorphisme canonique Hom(&y,G;) ~ Hom(&y, &)*.
Une mutation d’'un morphisme (*) est un morphisme

(k) E®Q (6o M) e (F e N),

avec
Q1 = (Hom(&,&)* @ M) & M.
Le morphisme 1, est nul sur & ® M,, et sur 'autre facteur c¢’est
ev ® Iy, + € @ Hom(Ey, E)* @ My = & @ Hom(&,, G1) @ My — G @ My,

ev désignant le morphisme d’évaluation. Le morphisme vy est égal a fy sur
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Hom(&;, F1)* ® My, et sur l'autre facteur c’est un relevement de f;, qui existe a cause de
la seconde hypothese supplémentaire. Remarquons que 5 est défini a un élément pres de

Hom(G; ® My, Fi1 ® Ny).
Soit W/, I'espace vectoriel des morphismes de type (x * %), G’ le groupe opérant sur W/, :
G/ = GL(Ql) X Allt((gl ® M1) D (.Fl X Nl))

Si on omet la derniere hypothese supplémentaire, il faut remplacer G’ par un groupe plus
petit. Soient H' le sous-groupe normal unipotent maximal de G’, isomorphe au groupe additif
Hom(G; ® M;, F; ® Ny), et G, le sous-groupe réductif :

red

lea = GL(Q1) x GL(M;) x GL(Ny).

red

Soient 11, 15 des nombres rationnels positifs tels que
vy dim(Ny) + v dim(M;) = 1.

Alors (1/dim(Q1), v2,v1) définit une notion de semi-stabilité pour 'action de G’ sur W.
Rappelons qu'un point (¢, ¢4) de W/l est G -semi-stable (resp. G..,-stable) relativement

red
a (1/dim(Q1),v9, 1) si et seulement si pour tous sous-espaces vectoriels

Q) C Q1, M;C M;, NjC Ny,
avec (@, Mi,Ny) # (Q1, My, N1) ou ({0}, {0}, {0}), tels que
(& ® Q1) C G M, ¥y(E®Q) CFi® N,

on a
di !
diz—égii — vpdim(M7) — vy dim(N7) <0,  (resp. < ).
On dit que (Y1, ¢%}) est G'-semi-stable (resp. G'-stable) si tous les points de sa H'-orbite sont
G -semi-stables (resp. G, -stables).
Soient M C My, M) C My, N C Ny des sous-espaces vectoriels tels que
filei@ M) C FL @ Ny, fo(&,® My) C Fi @ Nj.
On pose
Il est clair qu’on peut choisir la mutation (x * %) de telle sorte que
Di(E @ Q1) CG @M, ¥a(&® Q) CFi@ N

Posons
. 1 Uy — CL)\Q — )\1
dim(Ql)nl)\27 2 dlm(Ql))Q’

V1

de telle sorte qu’on a

dim(Q}) N oy
Im(Q) vo dim(Mj) — vy dim(N7) =

Alors on a d’apres ce qui précede la

Ay dim(M7) 4+ Ag dim(M3) — dim(N7)/nq
/\2 dlm(@l) ’

Proposition 5.3. Si le morphisme (x % x) est G'-semi-stable (resp. G’-stable) relativement a
(1/dim(Q1),v2,11), alors le morphisme (x) est G-semi-stable (resp. G-stable) relativement a

(/\17 A27 1/ dlm(Nl))
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S’il existe des morphismes G’-stables dans W/, on a 14 > 0, c’est-a-dire aly — A1 > 0. On
supposera que c’est le cas dans toute la suite.

5.3.2. Cas d’équivalence des (semi-)stabilités
Soit
o : Hom(&, F1)* ® Hom(&y, &) — Hom(&, Fi)*
une application linéaire dont la composition avec la transposée de la composition
Hom(é’l, gg) (029 Hom(Eg,}"l) — Hom(é’l,]—"l)

est I'identité de Hom(&;, F1)*. On définit ici des constantes analogues a celles du §4.3.1. Pour
tout entier positif k, soit

op = 0 @ Iex : Hom(E,, F1)* ® (Hom(&y, &)* @ C*) — Hom(&y, F1)* @ CF.

Soit G I’ensemble des sous-espaces vectoriels propres K de Hom(&, &)* @ CF tels que pour
tout sous-espace vectoriel propre V C CF, K ne soit pas contenu dans

Hom(&;,&)* @ V. On pose

, codim(ox(Hom(&, &) @ K))
k) =
k)= codim(K)

Il est clair qu'on a ¢j(k + 1) > ¢,(k).

).

Remarque : les constantes précédentes dépendent aussi a priori du choix de o.

Proposition 5.4. On suppose que
co(ma)
Al ’
Si le morphisme (x) est G-semi-stable relativement a (A1, Mg, 1/ dim(Ny)), alors le mor-
phisme (x * x) est G'-semi-stable relativement a (1/dim(Q1), va, 7).

Ao >

Démonstration. Soient Q) C @1, M, C My, N{ C N; des sous-espaces vectoriels tels que
D& @ Q) CG M, a(&®Q)) CFi®N
: dim(Q})
im ) .
X = m — e dim(M7) — vy dim(N7) > 0.

En faisant agir le sous-groupe unipotent H de GG, on peut supposer que ()} est de la forme
Q) = K& M), avec K C Hom(&1,&)*® My et M) C M,. On peut supposer que M est
le plus petit sous-espace vectoriel de M; tel que K C Hom(&, E)* ® M. Soit Ny 'image de
Hom(&, F1)* @ M| par Papplication linéaire

HOHl((c:l,./—"l)* X M1 — N1
déduite de f;. Alors on a

dim(NY) — dim(Ny) < ¢g(mq)(adim(M;) — dim(K)).
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On a
f1(81®M{) C,F1®N{/, f2<(€2®Mé) Cf1®N{,.

On va montrer que

dim(NY)

ny

> 0,

ce qui prouvera que (x) n’est pas semi-stable. On a
X' ~ x4 adim(M]) — dim(K)
dim(Q1) A dim(Q1)

— 11 (dim(N?) — dim(N?))),

donc
X 1 / : / .
Tm(@n > Gm(gyy ~ icolm))(adim(d) — dim(K)),

c’est-a-dire /
X > (= 2" (M) — dim(K)) > 0.

ni

5.3.3. Egalité des quotients et projectivité

On se place dans ’hypothese du théoreme 5.5. On peut se poser la question de ’égalité des
quotients W[5 //G" et WE//G. Soit W[ Pouvert de W/, constitué des morphismes (17, 1))
tels que v} induise une surjection

F: Ql — Hom(é’l,c‘,’g)* ® M;.

Cet ouvert est donc constitué des morphismes dont un élément de la G'-orbite peut étre obtenu
comme mutation d'un élément de We. Si (91, ¢5) € WE\W, il existe un sous-espace vectoriel
Q) C Q1 de dimension ms + 1 contenu dans ker(F'). On a

(& ® Q) =0.

Il en découle que si (1], 1) est G'-semi-stable relativement a (1/dim(Q1, ), v2, 1), on doit avoir

mo —|— 1
S ——— >0
dim(Q,) M=
c’est-a-dire )
Ay <
mo + 1
On en déduit le
Théoreme 5.5. On suppose que
cp(my) 1
Ay > 2 t Ao > :
2= nq ¢ 2 mo + 1

Sl existe un quasi-bon quotient W, //G"  pour la polarisation (1/dim(Qy,),ve,11), il
existe un quasi-bon quotient WE//G pour la polarisation (A1, A2, 1/n1), et il est isomorphe a

WL> /)G
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5.3.4. Cas d’existence d’un quasi-bon quotient projectif

On fait ici la synthese du théoreme 5.2, du théoreme 7.6 de [2] et des résultats précédents.

Pour pouvoir employer le théoreme 7.6 de [2], il faut faire les hypotheses supplémentai-
res suivantes :

— Les morphismes
51 — .Fl & Hom(gl,Fl)*, 82 — .F1 (024 Hom(é'g,fl)*

sont injectifs. On note H;, Hsy leurs conoyaux respectifs.

~ Ona Ext'(F, &) =Ext'(F,&) = {0}.

Soit
(E1@ M) @ (& @ M) — F1 @ Ny
un morphisme tel que I'application linéaire associée
gb : (Hom(&,fl)* (029 Ml) D (Hom(é'g,]-"l)* & MQ) — N1

soit surjective. On définit dans [2] un autre type de mutation associant au morphisme précédent
un morphisme

Fi @ ker(¢) — (H1 @ My) & (Hae ® My).
En appliquant le théoreme 5.2 a ces nouveaux morphismes, on obtient de nouveaux cas
d’existence de quasi-bons quotients.

On aura besoin de deux types de constantes supplémentaires. Soit k& un entier positif. On note
c1(k) la constante analogue a ¢o(k), obtenue en considérant ’application linéaire

Hom(&,, F1) ® (Hom(Ey, &) ® C*) — Hom(E, Fi) ® C*

au lieu de 75, (cf. §5.2). On note cy(k) la constante analogue a co(k), obtenue en considérant
I’application linéaire

Hom(&,, F1)* ® (ker(o) ® C*) — Hom(&,, &) ® C*.
On pose
hll = dim(Hom(Sl,fl)), h12 = dim(HOl’Il(gg,]:l)), CL/ = ah12 — hu.

Toutes méthodes confondues, on obtient le

Théoréme 5.6. [l existe un quasi-bon quotient projectif W //G dans les cas suivants :

1-0na \
=2 > a, )\2 > —Co(mg)
)\1 1
2-0na " ) ,
)\1 —11, )\2 ﬁ, CL)\Q — )\1 > a—, h11 — )\177,1 > cl(ml)a.
nq s s
3-0na
f 1 1
Ag > CO(ml), Ay > , aly — A\ > a’.Max(cz(ml))\Q, —)

nq meo + 1 nq
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On peut montrer que dans la situation du théoreme 5.6, 'ouvert du quotient correspondant
aux points stables est lisse.

5.4. Exemples

Si (A, A2, 1/n) est une polarisation de I'action de G sur W¢, on notera

Ao

N

Notons que la polarisation est entierement déterminée par p, ou par un des nombres A, As.

p:

Dans les exemples qui vont suivre, on utilise implicitement des calculs de constantes cq(k) ou
¢y (k) qui proviennent de [5],

5.4.1. Exzemple 1

Soit n un entier, avec n > 2. On considere des morphismes
(0(-2)eC*) e 0(-1) — Ox C"*
sur P,. Cet exemple a déja été traité dans [B], pour n = 2. L’application directe du théoréeme
5.2 montre qu’il existe un bon quotient projectif Wg°//G si
p > n+ 1.
En utilisant des mutations indirectes on se ramene a des morphismes
O(-1) @ C*"" — (Q(-1) ® C*) ® (O ® C").
L’application des théoremes 5.2 et 5.5 permet de montrer qu’il existe un quasi-bon quotient
projectif Wg*//G des que
2
p > 24+ —.
n

Si n >4, on obtient ainsi des variétés de modules de morphismes supplémentaires.

5.4.2. Fxemple 2

On considere les morphismes
(f1,f2) : O(=2) @ O(-1) — O ® C"*?

sur P,,. C’est un exemple déja donné dans [2]. On sait construire des bons quotients (en
utilisant le théoreme 5.2)) des que

p>n—+ 1.
Mais dans ce cas le quotient est vide. En effet, il existe toujours un sous-espace vectoriel
H c C"*? de dimension n + 1 tel que Im(fy,) C O ® H. On doit donc avoir, si (f1, f2) est
G-semi-stable relativement a (A1, Ao, 1/(n + 2)),
n+1
n+2

2 — <0,
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c’est-a-dire p < n + 1. L’application des théoremes 5.5 et 5.2 permet de construire un quasi-bon
quotient projectif W //G des que
p > 1.

On améliore légerement le résultat de [2] dans le cas ou n est impair. Les valeurs singuliéres
de p sont par définition celles pour lesquelles la G-semi-stabilité n’implique pas la G-stabilité.
Ces valeurs sont exactement les nombres

k
n+2—k
pour 1 <k <n+1. Dans ce cas un morphisme (¢1, ¢2) G-semi-stable non G-stable est con-
struit de la facon suivante : on considére un sous-espace vectoriel H C C"*? de dimension k,
et on prend pour ¢, un morphisme tel que Im(¢py) C O ® H et que H soit le plus petit sous-
espace vectoriel ayant cette propriété. On prend pour ¢; un morphisme tel que I'application
linéaire induite

Pk =

H°(O(2))* — C"t?
soit surjective. Toutes le polarisations telles que p soit situé entre p et pri1 donnent la méme
notion de (semi-)stabilité.

Notons M, le quotient obtenu pour p = py, et M} celui obtenu pour px_1 < p < pg. On sait
donc construire My et MY pour [2]+2 <k <n+1. Les quotients M} construits dans [2],
c¢’est-a-dire pour [”T%] +1 <k <n+1, sont des quotients géométriques.

5.4.3. Ezemple 3

C’est une généralisation de I'exemple précédent. Soit n > 2 un entier. On considere sur P,
les morphismes

(f1, f2) 1 O(=2) 2 O(~1) — O ® Ny.

5.4.3.1 Conditions d’existence de points stables

Pour qu’il existe des points stables (pour au moins une polarisation), on doit avoir

(n+1)(n+2)
2 o

Si ny; >n+1, il existe toujours un sous-espace vectoriel Ni de N; de dimension n + 1 tel
que I'image de fy soit contenue dans O ® Nj. Il en découle que s’il existe des points stables
relativement a la polarisation définie par Ao, on doit avoir

1
)\2<n+.

ny

Si c’est le cas on montre aisément qu’il existe toujours des morphismes stables.
Les valeurs de Ay pour lesquelles il existe des morphismes semi-stables non stables, ainsi que
des morphismes stables, sont les

k
arp=—, 1<k< Inf(n,n; —1).
ni
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Posons m =1+ Inf(n,n; — 1) et
n+1

s )
Si 1<k< Inf(n,ng —1), et ax_1 < Ay < oy, le morphisme (f1, f2) est stable si et seulement

ap =0, = Inf(1,

si
— 1 - Silimage de f; est contenue dans O @ N{ C O ® Ny, on a dim(Ny) > k.
— Pour tout (f1, f5) € H.(f1, f2), si 'image de f] est contenue dans O ® N; C O ® Ny,

ona dim(N{)>n; —k+ 1.

5.4.3.2 Les constantes
Pour appliquer le théoreme 5.6 on a besoin des constantes ¢y(1), ¢;(1), ¢1(1) et ca(1). On calcule

aisément que
n+1 2n

co(1) =0, (1) =c1(1) = 5 ea(1) = "t

5.4.3.3 Application du théoréme 5.6, 1-
On obtient un quotient si
A2
A1
c’est-a-dire si

n+1

Ay > .
2 n -+ 2
si ngy <n+1,et aucune si ny >n—+ 1.

> n+1,

On obtient la seule variété de modules M,,,

5.4.3.4 Application du théoreme 5.6, 2-

On doit avoir . (1)
n(n +
Ay > ing < 1
2 n+2+2n1(n—|—2) stng < n+1,
1
Ay > 1—n+ sing >n+1.
277/1

Dans le premier cas, on obtient la construction de M, si
n n(n+1)
nt2  2nt2)

Ceci donne des variétés de modules supplémentaires si

n
ny > [5] + 2.

kE >

n+1

Dans le second cas, puisque Ay < oo on doit avoir

3
n < 5(71, + 1)
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On obtient alors les variétés de modules Mj, pour
n+1

< k < 1.
5 < n+

ny —

5.4.3.5 Application du théoréme 5.6, 3-

On obtient les mémes variétés de modules que précédemment si n; < n + 1.

Si ni; > n+ 1, on sait construire le quotient si

Ny > S
2 2 Topz 4

On sait dans ce cas construire M} pour
1 n
(s +5—
15+ 527
On obtient donc d’autres variétés de modules de morphismes si n+ 3 < n; < 2n et si n est
assez grand.

< k <n+1

5.4.3.6 Polarisations pathologiques. Cas ot Ay < 1/2

On suppose que ny est pair : n; = 2p, et que ny < 2n+ 2. Soit (z1,...,2,41) une base de
H°(O(1)). On considere le morphisme
(fi. fo) : O(=2) & O(—-1) — O ® C*

ou fs, f1 sont définis respectivement par les matrices

Z1 Z%
2
ZP Zpgl
O ) Zl
0 21729
0 212p

Alors, si Ay < 1/2, il est aisé de voir que (f1, f2) est stable. Cependant son stabilisateur dans
G n’est pas réduit a C*. Il ne peut donc pas y avoir de quotient géométrique de W¢ par G
dans ce cas.
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5.4.3.7 Polarisations pathologiques. Cas ot Ao = 1/2

On suppose que n est pair et n; = n + 2. Soient K7, K, des sous-espaces vectoriels de H°(O(1))
de dimension 22, et D une droite de H°(O(1)). Soient
(21, .. ,ZnT-ﬁ—Q), (215 vy 2Znsz), 2
2

des bases de K1, K5 et D respectivement. Alors I’élément de W défini par les matrices

Z1 0
Zn+2 0
2 , /
0 Zz)
) /
0 zzn+2

2
est semi-stable et sa G-orbite est fermée et ne dépend que de K;, Ky et D. On la note
¢(Ky, Ky, D). Remarquons que si (K}, K}, D') # (K;, K, D), on a

O(KI, K5, D) # 6Ky, Ky, D).
Une mutation de ¢(Ky, Ky, D) dans W/, est un morphisme
Y :0(-1)®C"? — Q(—1) ® (0O ® C"?).
L’adhérence de sa G'-orbite contient le morphisme somme directe des morphismes
V1 :O(=1) — ORC™2, 9y : O(=1) — ORC"™2, 93: O(-1) @ C" — Q(—1)

définis respectivement par Ki, Ky, D. La G’-orbite de ce morphisme est notée (K, K, D).
Notons qu’elle est contenue dans le complémentaire dans W’¢; de l'ouvert contitué des orbites
des morphismes mutations de morphismes de WZ°. On a

w<K17 K, D) = w(K%KhD)-

Ceci prouve qu’on ne peut pas obtenir par des mutations indirectes un quotient séparant les
orbites de ¢(K, Ko, D) et ¢(Kz, K1, D).
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