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1. INTRODUCTION
1.1. Variétés de modules de morphismes

Soient X une variété algébrique projective sur le corps des nombres complexes, et £, F des
faisceaux algébriques cohérents sur X. Soit

W = Hom(&, F).

Alors le groupe algébrique
G = Aut(E) x Aut(F)

agit d’une fagon évidente sur W. Si deux morphismes sont dans la méme G-orbite, leurs
noyaux sont isomorphes, ainsi que leurs conoyaux. C’est pourquoi il peut étre intéressant, pour
décrire certaines variétés de modules de faisceaux, de construire des bons quotients d’ouverts
G-invariants de W par G. On s’intéresse au cas particulier suivant : soient r, s des entiers
positifs, &,...,&,,, Fi,...,Fs des faisceaux cohérents sur X, qui sont simples, c’est-a-dire que
leurs seuls endomorphismes sont les homothéties. On suppose aussi que

Hom(&;, &) = {0} sii >, Hom(F;, Fy) = {0} sij>j
Hom(F;, &) = {0} pour tous i, j.
Soient My, ..., M,, Ny,..., Ny des espaces vectoriels complexes de dimension finie. On suppose
que

E=PEoMm), F= P FEoN.

1<i<r 1<I<s
1
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Les éléments de W sont appelés morphismes de type (r,s). Le groupe G n’est pas réductif
en général. On a considéré dans [6] le probleme de I'existence de bon quotients d’ouverts G-
invariants de Hom(&, F). On introduit une notion de semi-stabilité pour les morphismes de
type (r, s) qui dépend du choix d’une suite (A1, ..., Aq, i1, .- ., fts) de nombres rationnels positifs
tels que

> Ndim(M;) = )y dim(N) = 1.

1<i<r 1<i<s
On appelle cette suite une polarisation de ’action de G. 1l existe un bon quotient de I'ouvert des

points semi-stables pour certaines valeurs de (A1, ..., A, p1, ..., is) (ces résultats sont rappelés
au §5.4).

Les morphismes de type (2, 1) sont utilisés dans [2] pour décrire certaines variétés de modules
de faisceaux semi-stables sur P. Dans un certain nombre de travaux (cf. par exemple [10],
[14]) des faisceaux semi-stables ou des faisceaux d’idéaux de sous-variétés de I’espace projectif
sont décrits comme conoyaux de morphismes de type (r, s).

Le but du présent article est de décrire et d’étudier certaines transformations, appelées muta-
tions, associant a un morphisme de type (r,s) un autre morphisme, pouvant étre d’un autre
type (mais la somme 7 + s reste constante). On obtient en quelque sorte une correspondance
entre deux espaces de morphismes W et W', sur lesquels agissent respectivement les groupes en
général non réductifs G et G'. Ceci permet de définir une bijection de ’ensemble des G-orbites
d’un ouvert de W sur I’ensemble des G’-orbites d’un ouvert de W'.

On associe de maniere naturelle a chaque polarisation o de I'action de G sur W une polarisation
o' de laction de G’ sur W’. Soit W** (resp. W'*?) l'ouvert de W (resp. W’) constitué des
morphismes semi-stables relativement a o (resp. ¢’). Dans certains cas on montre qu'un point
de W est semi-stable relativement a o si et seulement si la mutation de ce point est semi-stable
relativement a ¢’. On verra alors qu’il est possible (sous certaines conditions) de déduire de
'existence d’un bon quotient W**/ /G celle d'un bon quotient W'*°//G’. C’est I'intéret principal
de I’étude des mutations de morphismes.

1.2. Motivation

La définition des mutations s’introduit naturellement lorsqu’on étudie les fibrés vectoriels
algébriques sur P, au moyen des suites spectrales de Beilinson généralisées (pour la définition,
les propriétés et I'usage des suites spectrales de Beilinson généralisées sur les espaces projectifs,
voir [1], [2], [3], [5],[7]). On associe une telle suite spectrale a un fibré £ sur P, et a une base
d’hélice o de fibrés exceptionnels sur P, (cf [1] et [7]). Si le diagramme de Beilinson correspon-
dant a & est suffisamment simple, et sous certaines conditions, on obtient £ comme conoyau
d’un morphisme injectif du type

P Eecm) — HEocm),
1<i<r 1<i<s

la base d’hélice o étant (Ey, ..., E,., Fy,..., Fs) (et doncr + s =n+ 1). On peut, en changeant
judicieusement la base d’hélice, obtenir d’autres représentations semblables de £. On peut
changer de base d’hélice en faisant subir a celle dont on part une série de transformations
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élémentaires appelées mutations, d’ou la terminologie employée pour les transformations de
morphismes étudiées ici.

Soient W = Hom( @ (E; @ C™), @ (F, ® C™)), et w € W le morphisme précédent. Soient
1<i<r 1<I<s

Win; C W Touvert constitué des morphismes injectifs, ¢/ le conoyau du morphisme universel

évident sur Wy,; x P,. On adonc U, ~ &. Il est facile de voir que le morphisme de déformation

infinitésimale de Kodaira-Spencer de U en w

W — Ext!(€,€)

est surjectif, et que son noyau est l'espace tangent a l'orbite Gw. Il est donc clair que les
déformations de £ sont en quelque sorte les G-orbites dans W au voisinage de Gw. On a
une représentation analogue des déformations de £ si on parvient a décrire celui-ci comme un
conoyau d’un morphisme injectif en utilisant une autre base d’hélice : on obtient un autre
espace de morphismes W’ sur lequel agit un groupe G’. Il y a donc une correspondance entre
les G-orbites d’'un ouvert de W et les G’-orbites d’'un ouvert de W’. On peut alors espérer
décrire cette correspondance explicitement, et 1’étendre formellement & des morphismes plus
généraux.

On va décrire dans cet article une telle correspondance, qu’on pourrait appeler mutation non
constructive. En effet, ce procédé a déja été utilisé dans [4] : on définit plus généralement
des mutations de complexes permettant de se ramener a des actions de groupes réductifs. On
peut ainsi construire des quotients d’ouverts de W par G en travaillant sur ’espace sur lequel
opere le groupe réductif, en employant la géométrie invariante classique. C’est pourquoi les
mutations décrites dans [4] sont dites constructives. La construction des quotients d’espaces de
morphismes de [0] en est un cas particulier.

1.3. Mutations de morphismes
1.3.1. Définition succinte

Soient Uy, Us, Vi, T' des faisceaux cohérents sur X. On suppose que I' est simple et que le
morphisme canonique

ev” : Uy — I' @ Hom(Us, I')
est injectif. On note Vs, son conoyau. On suppose que
Hom(T,U,) = Ext'(T,U,) = {0}.
On suppose de plus que
Ext' (U, Uy) = Ext'(T, V) = Ext'(U,T) = Ext'(W, V) = {0}.

Soit & :U; DUy — (' ® M) @V, un morphisme injectif induisant une surjection
A Hom (U, I')* — M. On montre dans le théoreme qu’il existe un morphisme injectif

o' - Z/{1 D (F X ker()\)) — VQ S5, Vl

tel que coker(®’) ~ coker(®). On donne au §3.2.2 une description précise du passage de ¢ a
®’. Cette description est a la base de I’étude abstraite faite ensuite.
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Dans le chapitre 4 on définit les mutations dans un cadre plus abstrait. On définit des actions de
groupes sur des espaces vectoriels modelées sur les cas étudiés dans le chapitre précédent, c’est-
a-dire qu’on formalise le passage de ® a &’ étudié au chapitre 3. Une mutation apparait alors
comme une correspondance entre une telle action d'un groupe G sur un espace vectoriel V et
une autre action d’un groupe G’ sur un espace vectoriel V', de telle sorte qu’on ait une bijection
VG ~ %4k /G', pour des ouverts adéquats V° et V' % non vides de V et V' respectivement.
C’est un cas particulier de quasi-isomorphisme entre variétés sur lesquelles operent des groupes
algébriques (cette notion introduite dans [4], ainsi que celle de quasi-isomorphisme fort sont
rappelées au §4.4.2 et des compléments sont apportés au §4.4.3 dans le but de construire des
bons quotients).

Soient N un C-espace vectoriel tel que dim(M) + dim(N) = dim(Hom(Us, I')), et
W = Hom(bﬁ & Us, (F ® M) NP Vl), W' = Hom(Lﬁ S5 (F ® N), Vo & Vl)

Soient Wy (resp. W) louvert de W (resp. W’) constitué des morphismes induisant une
surjection Hom(Us, I')* — M (resp. une injection N — Hom(I",V%)). Soient enfin

G = Auwt(Uy ®lp) x Aut((T @ M)dVy), G = Auwt(Uy @ (T'®@ N)) x Aut(V2 @ V).

Il résulte de I’étude abstraite du chapitre 4 que 'association de & & & induit une bijection
Wo/G ~ W{/G'. En fait on montre dans le théoréme qu'on a un quasi-isomorphisme
fort, ce qui pour résumer signifie que cette bijection est fortement compatible avec 'action
(algébrique) des groupes. La transformation réciproque (celle qui fait passer de @ & @) est
formellement identique a la transformation directe (c’est encore plus clair si on suppose que tous
les faisceaux cohérents qui interviennent sont localement libres). La mutation des morphismes
est donc une transformation involutive.

1.3.2. Le cas des morphismes de type (r,s)

Dans le § 3.3 on obtient le résultat suivant : soit
1<i<r 1<i<s

un morphisme injectif, U son conoyau et p un entier tel que 0 < p < r — 1. On suppose que
pour p+ 1 < 5 < r le morphisme canonique

(c:j — HOm(gj,fi)* & -Fl
est injectif. Soit G; son conoyau. Soit
fp : @ (HOHI(Ej,Fl)* & MJ) — N1
p+1<j<r

I'application linéaire déduite de ®. On suppose que f, est surjective. Alors on montre que sous
certaines hypotheses il existe une suite exacte

0— (@ (&@Mi)) & (Fir®ker(f,)) —>( @ (Q]@Mj))@( @ (ﬂ@NZ))—w{ — 0.

1<i<p p<j<r 2<i<s
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On a donc associé a un morphisme de type (r, s) un morphisme de type (p+ 1,7+ s —p —1).
Il suffit bien entendu d’appliquer les résultats du chapitre 3 avec

U, = @(&‘@Mi), Uy = EB (& @ M),

1<i<p pH1<i<r

r=7r, V=@ FHEeN)

2<I<s

On associe naturellement au §5.5 a toute polarisation o de I’action de G sur W une polarisation
o' de l'action de G’ sur W'. Soit W** (resp. W'**) Pouvert de W (resp. W’) des points G-
semi-stables relativement & o (resp. G’-semi-stables relativement & ¢’). On montre que sous
certaines conditions un point de Wy est G-(semi-)stable relativement & o si et seulement si les
points correspondants de W/ sont G’-(semi-)stables relativement a ¢’ (proposition 5.2). On
en déduit dans les théoremes 5.6, 5.7 et 5.8 que sous certaines conditions I’existence d’un bon
quotient W'*°/ /G’ découle de celle d'un bon quotient W*//G.

Ceci permet d’étendre les résultats de [6] concernant les variétés de modules de morphismes de
type (2,1) (théoreme 5.9). C’est-a-dire qu’on peut trouver d’autres polarisations telles qu'un
bon quotient de I'ouvert des points semi-stables existe et est projectif.

1.4. Plan des chapitres suivants

Dans le chapitre 2 on donne un exemple simple et bien connu de mutations dans le cas des
morphismes de type (1,1). C’est ce type de résultats qu’il s’agit de généraliser.

Dans le chapitre 3 on donne la définition des mutations de morphismes en termes de faisceaux.
On montre que si un faisceau cohérent peut étre représenté comme conoyau d’un morphisme
injectif de faisceaux, on peut dans certaines conditions le représenter aussi comme conoyau d’un
morphisme injectif d'un autre type. On donne aussi une description précise des mutation de
morphismes, qui sera formalisée ensuite.

Dans le chapitre 4 on décrit les espaces abstraits de morphismes qui sont des modélisations
des espaces de morphismes étudiés au chapitre 3, avec 'action des groupes d’automorphismes.
On décrit de maniere abstraite la mutation d’un espace abstrait de morphismes, qui en est un
autre. Les principaux résultats sont les théoremes de quasi-isomorphisme 4.7 et 4.11.

Dans le chapitre 5, on applique les résultats qui précedent dans le but de trouver d’autres cas
ou on sait définir des bons quotients d’espaces de morphismes de type (r,s). Dans le cas des
morphismes de type (2,1), le théoreme 5.9 étend les résultats obtenus dans [6].

Dans le chapitre 6 on donne des exemples d’applications des résultats précédents. On s’intéresse
ici aux morphisme du type

(O(-2)C™)d (0O(-1)C™) — O C™

sur P,,. La construction de bons quotients d’espaces de tels morphismes nécessite le calcul de
certaines constantes dont on a donné des estimations dans [6]. Elles sont calculées exactement
dans le §6.1. Ceci permet d’obtenir le théoreme 6.4 qui donne les polarisations pour lesquelles
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on sait construire un bon quotient W**//G pour les morphismes du type précédent, aussi bien
en utilisant directement les résultats de [6] que les mutations. On donne ensuite des exemples
plus concrets. En particulier dans le §6.4 on étudie les morphismes

O(-2) @ (0(-1) ® C*) — O @ C"*H!

sur P,. L’application directe de [6] ne donne que le bon quotient trivial, qui est un fibré en
grassmanniennes sur la variété de modules des morphismes stables O(—1) ® Ck — O @ Cr*+1,
En utilisant des mutations on peut construire d’autres quotients.

Remerciements. Je tiens a remercier G. Trautmann pour de nombreuses discussions qui
m’ont beaucoup aidé, ainsi que I’Université de Kaiserslautern pour son hospitalité durant la
réalisation d’une partie de ce travail. Je remercie aussi A. Rudakov pour ses suggestions (je lui
dois en particulier le lemme 4.2).

2. UN EXEMPLE SIMPLE

Les résultats de ce chapitre sont démontrés dans [2]. Soient L, M et N des espaces vecto-
riels complexes de dimension finie, avec dim(L) > 3. On pose ¢ = dim(L), m = dim(M),
n = dim(N). Les applications linéaires

LM — N
sont appelées des L-modules de Kronecker. Soit
W =Hom(L ® M, N).
Sur W opere de maniere évidente le groupe algébrique réductif
G = (GL(M) x GL(N))/C*.
L’action de SL(M) x SL(N) sur P(W) se linéarisant de fagon évidente, on a une notion de
point (semi-)stable de P(W) (au sens de la géométrie invariante). On montre que si f € W, f

est semi-stable (resp. stable) si et seulement si pour tous sous-espaces vectoriels M’ de M et
N’ de N, tels que M’ # {0}, N'# N, et f(L® M')C N',on a

dim(N’) < dim (V)
dim(M’) — dim(M)
Soit W** (resp. W?*) l'ouvert des points semi-stables (resp. stables) de W. Alors il existe un
bon quotient (resp. un quotient géométrique)
N(L,M,N)=W?*//G (resp. Ns(L,M,N)=W?/G),
N(L, M, N) est projective, et Ny(L, M, N) est un ouvert lisse de N (L, M, N).

On pose m' =¢gm —n. On suppose que m’ > 0. Soit M’ un espace vectoriel complexe de
dimension m/. Soit f: L ® M — N un L-module de Kronecker surjectif. Alors

(resp. > ).
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dim(ker(f)) = m'. Soient
f L @ker(f) — M

la restriction de 'application

trly: L@ LM — M
(tr désignant I'application trace), et

A(f): L*®@ M* — ker(f)”
Papplication linéaire déduite de f’, qu’on peut voir comme un élément de

W' = Hom(L* ® M*, M"), en utilisant un isomorphisme ker(f)* ~ M’. Soit W, l'ouvert de W
constitué des applications surjectives, W/ 'ouvert analogue de W', et

G' = (GL(M*) x GL(M"))/C*. On démontre aisément la
Proposition 2.1. 1 - En associant A(f) a f on définit une bijection

2 - La bijection précédente induit un isomorphisme
N(L,M,N) ~ N(L*,M*,M")
(induisant un isomorphisme Ng(L,M,N) ~ Ny(L*, M* M")).

On note plus simplement, si ¢ = dim(L), m = dim(M) et n = dim(N),
N(q,m,n) = N(L,M,N), Ns(qg,m,n)= Ny(L,M,N).

3. MUTATIONS EN TERMES DE MORPHISMES DE FAISCEAUX

On va d’abord démontrer un résultat général (prop. , qu’on appliquera ensuite dans le §
a la définition des mutations de morphismes. Dans le §[3.1] on étudie des faisceaux cohérents
pouvant étre représentés comme conoyaux de morphismes injectifs de faisceaux d’un certain
type. Une étude similaire pourrait sans doute étre faite sur les noyaux, ou dans un cadre encore
plus général.

3.1. Résultat général

Soient £, &', F, F' et I des faisceaux cohérents sur une variété projective irréductible X, avec
I' simple. On suppose que le morphisme canonique

ev:I'®Hom([', F) — F
est surjectif. Soit & son noyau. On suppose que le morphisme canonique
ev' : & — T ®@ Hom(&', T)*
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est injectif. Soit Fy son conoyau. On suppose enfin que
Hom(&', &) = Ext' (&', &) = Ext!(Fo, F') = Ext! (€, &) = {0}.

De la suite exacte
0— & — I'®oHom(I'F) — F — 0
on déduit un isomorphisme
Hom(&', F) ~ Hom(Hom (&', T)*, Hom(T', F)).
Si A € Hom(Hom(&',T')*, Hom(T', F)), le morphisme & — F correspondant est la composée
£~ T @ Hom (&', T)* 25T @ Hom(T', F)—=— F.

Proposition 3.1. Soient
P:EDE — FoF

un morphisme injectif de faisceauz et
A:Hom(&', T)* — Hom(T', F)

Uapplication linéaire déduite du morphisme & — F défini par ®.

1 - On suppose que X est surjective et que BExt'(E,T) = {0}. Alors il eviste un morphisme
injectif

(I)I:S@SOEB(F@keI‘(A)) —)./_"()EB.F/
tel que coker(®’) ~ coker(®).

2 - On suppose que X est injective et que Ext'(T',Fy) = Ext’ (T, F') = {0}. Alors il existe un
morphisme injectif

Q" EdE — (I @ coker(N)) & Fo @ F'
tel que coker(®”) ~ coker(®).

Démonstration. On considere le morphisme A: & — (I' ® Hom(&', I)*) @ F' = A dont la
premiere composante est ev* et la seconde provient de ®. On a un diagramme commutatif avec
lignes et colonnes exactes :

0 0
00— & ——T ®Hom(&,I')* Fo 0
|
0 & 4 A coker(A) —0
F F
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Puisque Ext'(Fp, F') = {0}, on a un isomorphisme coker(A) ~ F' & F; .
On suppose maintenant que les hypotheses de 1- sont vérifiées. Soit

m:I'®Hom(&E', 1) — F
le morphisme composé I' ® Hom(&, F)*ﬂﬁ ® Hom(T, F)—=—F. Alors on a
ker(m) ~ & @ (ker(A\) @ I).

Soit V le conoyau du morphisme injectif & — F @ F' déduit de ¢. On a un diagramme
commutatif avec lignes et colonnes exactes :

0 0
0—¢& —FaF 1% 0
T
0—=& —"—A F & Fo—>0
ker(m) ker(m)
0 0

On a une suite exacte

0— & —V — coker(®) — 0,

et le morphisme & — V se reléve en un morphisme & — F' @ Fy (car Ext'(£,&) =
Ext'(£,T) = {0}). On note W le conoyau de ce morphisme. On a alors un diagramme commu-
tatif avec lignes et colonnes exactes, dont la ligne verticale du milieu provient du diagramme
précédent :

0 0
0 & 1% coker(®) —=0
|
0—E&8—F @ F w 0
ker(r) ker(m)
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On en déduit une suite exacte

0 — & dker(r) — F & Fy —> coker(d) — 0.
Ceci démontre 1-.
Supposons maintenant que les hypotheses de 2- soient vérifiées. Soit

B = (I'® Hom(I", 7)) & F'. On considere le morphisme injectif B : & — B dont la premiere
composante est la composée

£ —" 3T ® Hom(&',T)*—2 T ® Hom(T', F)

et dont la seconde provient de . On a un diagramme commutatif avec lignes et colonnes
exactes :

0 0
0 fﬂ’ A Fo® F' 0
0 &' & B coker(B) —0

[' ® coker(\) ==T" ® coker(\)

Puisque Ext!(I", Fy) = Ext!(I", 7/) = {0}, on a un isomorphisme
coker(B) =~ (I'® coker(\)) & Fy & F'.
Le carré commutatif
&—=—n8

[ LEUEBI}—/

Epl -2 FaF

induit un morphisme surjectif p : coker(B) — coker(®), et une suite exacte
0— & — ker(p) — & — 0.

Comme Ext'(£,&) = {0}, on a un isomorphisme ker(p) ~ £ @ &. On a donc une suite
exacte

0—EdE — (I @ coker(N)) & Fy & F — coker(P) — 0.

Ceci démontre 2-. O
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3.2. Mutations de morphismes

3.2.1. Application de la proposition [3.1

On va appliquer ce qui précede aux cas ou & =0 ou Fy =0. Dans ce cas des symétries
apparaissent qui justifient le changement de notations qu’on va effectuer. Soient U, Us, Vi, T’
des faisceaux cohérents sur X. On suppose que I' est simple et que le morphisme canonique

ev* 1 Us — I' ® Hom(Usy, T')*
est injectif. On note Vs, son conoyau. On suppose que
Hom(D,Uy) = Ext’(T,Uy) = {0}.
Ceci entraine qu’on a un isomorphisme canonique
Hom(T',V,) ~ Hom(U,,I')"
et une suite exacte
0——Us —>T @ Hom(Us, T)* ~ T @ Hom(L, V5) - Vy — 0 -
On suppose de plus que
Ext' (U, Uy) = Ext([,V)) = Ext'(U,T) = Ext'(Vy, V1) = {0}.

Soient enfin M, N des C-espaces vectoriels de dimension finie. On a a alors le

Théoréme 3.2. 1 - Soit ®: Uy GUs — ('@ M) BV un morphisme injectif induisant une
surjection X\ : Hom(Us, I')* — M. Alors il existe un morphisme injectif

O Uy & (T Rker(N) — VoV
tel que coker(®’) ~ coker(®).
2 - Réciproquement soit @' :U; & (T @ N) — Vo @ Vy  un morphisme injectif induisant une
injection X : N — Hom(T',Vs). Alors il existe un morphisme injectif
QU ®Uy — (I' @ coker(N)) &V,
tel que coker(®) ~ coker(®’).

Démonstration. Pour démontrer 1- on utilise la proposition 3.1, 1-, avec
E=U, E'=Uy, F=T M, F' =V,.
Pour démontrer 2- on utilise la proposition 3.1, 2-, avec
E=U, E=TQN, F=V,, F' =V,
O

On peut sans peine généraliser le résultat précédent a des morphismes non nécessairement injec-
tifs (’hypothese d’injectivité simplifie les démonstrations). On associe en fait & un morphisme
® un morphisme &’ ayant mémes noyau et conoyau que ®. On dit que @’ est une mutation de
¢ (et & une mutation de ¢’).
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3.2.2. Description des mutations de morphismes

On donne maintenant une description des transformations de morphismes dont il est question
dans le théoreme 3.2. Ceci a pour but de justifier les constructions abstraites du chapitre 4.
Formellement les deux transformations sont identiques (c’est encore plus clair si on suppose
que les faisceaux Uy, Us, Vi, Vs et T sont localement libres). On ne décrira que la premiere.

Soient M, N des C-espaces vectoriels tels que
dim(M) + dim(N) = dim(Hom (U, I)).
Soit
O U U — (T@M) DV
un morphisme injectif, défini par la matrice

( U Py )
o1 G2 )
Vi Uy — T QM, ¢ U — V)
pour ¢ = 1,2 (les notations suivent celles du chapitre 4). Soit
A Hom(Us, )" — M
I’application linéaire déduite de ¢o. On suppose que A est surjective. Soit

A= (61)*,¢2> IUQ — A = (F (024 HOHI(Z/{Q,F>*) @Vl,

Comme dans la proposition [3.1] on montre que
coker(A) ~ V, @V, en considérant le diagramme commutatif

0 0

avec

On a donc un morphisme
0: A= ®@Hom(Up, D)) BV, — VoV
qu’on va décrire. D’apres le diagramme commutatif précédent, la composante
0o : T' @ Hom (U, T')* — Vs
est le morphisme canonique, la composante V; — V, est nulle, et la composante
0, : A= ('@ Hom(U, T)*) V) — V)
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est de la forme (u,ly,), ot w € Hom(Us,I') ® Hom(I',V,). On a (u,ly)oA=0, douil
découle que I'image de u par le morphisme de composition

o : Hom(Us, T') @ Hom(T', V;) — Hom(Us, V1)

est —¢o. Réciproquement, étant donné ' € Hom(Us, I') ® Hom(I',V;) dont I'image dans
Hom(Us, V) est —¢s, le morphisme

I'® HOIH(Z/{Q, F)* — Vo ® W

‘922

défini par la matrice ( o ) induit un isomorphisme coker(A) ~ V, &V, qui differe

0
Iy,
du précédent par I'action de 1’élément de Aut(V, @ V) défini par la matrice ( " VQU, [O ),

_ W
u—u' étant vu comme un élément de ker(c) >~ Hom(V,,V;). On va maintenant décrire le

morphisme
U PTRN)— VoV
associé a ®. Il est donné par la matrice
( ¢y U )
o v )

pour i = 1,2. On fixe un isomorphisme ker(\) ~ N. Le morphisme I'®@ N — V5, @ V; induit
par &' provient du diagramme commutatif

0 0

avec

0—=U -2~ T MoV % 0

(Ir @\ @Iy,

0 Us A A 6 Vo ®V, —— 0

(avec V = coker(¢), ¢ étant défini par ¢, et ;). Il en découle que le morphisme
Py :T@N — Vs
est induit par U'inclusion N C Hom(Us, I')* = Hom(I', V,). Le morphisme
P TN —V
est la restriction de w: ' ® Hom(Us, I')* — V;. 1l reste a définir
(61, 05) : Uy — V1 & s

On part du morphisme composé
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V1,01
Ml(—>)(F®M)@V1—>V7

(le second morphisme étant le morphisme quotient). Comme Ext'(U;,T') = Ext! (U, Us) = {0},
ce morphisme se releve en un morphisme (¢}, ¢,) : Uy — V1 @ Vs, qui lui-méme se releve en
un morphisme

U:Uy — A= (I ®@ Hom(Us, T)*) & V)
On peut décrire ces relevements en utilisant le diagramme commutatif précédent. La com-
posante v :U; — I' @ Hom(Us, I')* est un relevement de oy :U; — I'®@ M, et ¢, est la
composition

U —>T @ Hom(Usy, T)* =T @ Hom(T, V) -V,
Le morphisme ¢} est la composition
Z/{l _\I/) A L Vl
On a donc
925/1 = <U7U> + ¢17
ou <u,v> est obtenu de la fagon suivante : rappelons que wu € Hom(I',V;)® Hom(Us,T")

et v € Hom(U;,I') ® Hom(Usy, I')*. La contraction de u et v donne donc un élément de
Hom(T', V;) ® Hom(U;, '), et <u,v> est obtenu par composition.

3.3. Application aux morphismes de type (r, s)

Soient X une variété projective, r, s des entiers positifs, et &;,...,&,,,F1, ..., Fs des faisceaux
cohérents simples sur X tels que

Hom(&;, &) =0 sii >4, Hom(F;, F;) =0 sij>j,
Hom(F;, &) = {0} pour tous i, j.
On suppose que pour 1 < ¢ < r le morphisme canonique
& — Hom(&;, F1)* @ F
est injectif. Soit G; son conoyau. On suppose que
Ext'(Fy, F;) = Ext!'(F1, &) = Ext' (&, F1) = Ext' (&, &) = Ext'(G;, F;) = {0}
si 1<i<k<r 2<j<s. Duthéoreme[3.2on déduit le

Théoreme 3.3. Soient My, ..., M,, Ny,..., N; des C-espaces vectoriels de dimension finie et
p un entier tel que 0 <p <r —1.

1 - Soient

1<i<r 1<I<s
un morphisme injectif et
fp : @ (Hom(gj,}"l)*@)Mj) —>N1

pF+1<j<r
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Uapplication linéaire déduite de ®. On suppose que f, est surjective. Alors il existe un mor-
phisme injectif

v (@ Eom) o sk —( @ Gem)o( BEen)

1<i<p p<j<r 2<I<s

tel que coker(®’) ~ coker(®).

2 - Soient Py un espace vectoriel de dimension finie,

v (@ (5i®Mi)> o (FL®P) —>< @ (%@Mﬂ)@( @(ﬂ@Nl))

1<i<p p<j<r 2<I<s

un morphisme injectif et

gIPl — @ (Hom(}-l,gj)®Mj)

p+1<j<r

lapplication linéaire déduite de W. On suppose g injective. Alors il existe un morphisme injectif

U @ (& @ M;) — (F; ® coker(g)) & <@ (Fi® Nl))

1<i<r 2<i<s

tel que coker(W) ~ coker(¥’).

Bien siir on peut donner comme dans le §[3.2.2] une description complete des transformations
faisant passer de ® a @' et de &’ a .

4. MUTATIONS ABSTRAITES

4.1. Espaces abstraits de morphismes

4.1.1. Motivation

On décrit ici de fagon abstraite le théoreme [3.2] c’est-a-dire la transformation qui fait passer
des morphismes du type
U, Uy — (F@M)@V1

aux morphismes du type
U1@<F®N) — Vo BV

(avec dim(M) + dim(N) = dim(Hom(&’,T")), ainsi que la transformation réciproque. On dira
qu’un de ces morphismes est une mutation de I'autre. On remarquera que formellement les deux
types de morphismes sont semblables (c’est encore plus clair si les faisceaux en question sont
localement libres et si on considére les transposés des morphismes du second type). D’autre
part, une fois qu’on a réalisé cette similitude, il est facile de voir que la transformation inverse
(d’un morphisme du second type & un morphisme du premier type) est formellement identique
a la transformation directe.
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On supposera pour simplifier que
Hom(Us,U;) = Hom(T',U,) = Hom(Vy, Vs) = Hom(Vy,T') = {0}.
Soient
W = Hom(U) @Us, TR M)®Vy), W' = Hom(Uy & ('@ N),Vo @ V).

Soient Wy 'ouvert de W constitué des morphismes induisant une surjection

Hom(Us, I')* — M, et W louvert de W' constitué des morphismes induisant une injection
N — Hom(T',V,). Soient Gg le groupe agissant a droite sur W, constitué des automor-
phismes de Uy @& Uy, et G le groupe agissant a gauche sur W constitué des automorphismes
de (T®M)®V, . Soit enfin G =G% x G qui agit de facon évidente sur W. Soit G’ le
groupe analogue agissant sur W’. On va construire de maniere abstraite une bijection entre
Wo/G et W{/G" (théoreme [4.7). En fait on montrera dans le théoréme qu’on obtient un
quasi-isomorphisme fort Wy /G ~ W/ /G" (cf [4], §2). Dans les applications aux morphismes de
type (r, s) et sous certaines conditions on obtient en fait ’existence de bons quotients d’ouverts
G-invariants de W, a partir de celle de bons quotients d’ouverts G’-invariants de W/ (cf. chapitre
5).

Une des raisons pour lesquelles une traduction abstraite du théoreme |3.2| est utile est la suivan-
te : il est théoriquement possible que toutes les hypotheses du § 3.2 ne soient pas vérifiées par
les faisceaux intervenant dans les morphismes du premier type, et qu’on ne puisse donc pas
construire des mutations de ces morphismes comme morphismes du second type, mais que les
mutations soient cependant définies de maniere abstraite (comme éléments d’un espace vectoriel
W' associé a W, obtenu comme indiqué dans ce qui va suivre). Mais je n’ai pas encore trouvé
d’exemple réellement intéressant de cette situation.

Plan de la suite du chapitre 4 :

Le reste du §4.1 est consacré a la définition d’un espace abstrait de morphismes. C’est une
structure assez compliquée qui comporte en particulier la donnée dun espace vectoriel W
appelé espace total sur lequel agit un groupe GG. La correspondance entre les espaces abstraits
de morphismes et les morphismes de faisceaux étudiés précédemment est donnée au §4.1.6.

Dans les §4.2 et 4.3 on définit la mutation d’un espace abstrait de morphismes, qui est un autre
espace abstrait de morphismes, comportant un autre espace total W’ sur lequel agit un groupe
G'. Ce n'est rien d’autre que la formalisation de la description du §3.2.2l On en déduit une
bijection W,/G ~ W{/G', W, étant un ouvert G-invariant particulier de W et W un ouvert
G'-invariant de W’. Ceci généralise et améliore le théoreme [3.2]

Dans la suite du chapitre 4 on s’intéresse a la construction de bons quotients par des groupes
algébriques. Dans ce cas on montre que la bijection précédente est en fait un quasi-isomorphisme
fort. Cette notion est rappelée au § 4.4.2, ainsi que des résultats de [4] concernant les quasi-
morphismes et les quasi-morphismes forts entre variétés sur lesquelles operent des groupes
algébriques.

L’étude des quasi-isomorphismes forts et leur utilisation pour construire des bons quotients est
poursuivie dans le §4.4.3. Les résultats du § 4.4.3 seront utilisés au chapitre 5 pour déduire
'existence d’un bon quotient par G’ d’'un ouvert G'-invariant de W de celle d'un bon quotient
par G de I'ouvert G-invariant correspondant de Wy, dans le cas des morphismes de type (r, s).
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On prouve au §4.4.4 que la bijection Wy/G ~ W[/G' est un quasi-isomorphisme fort (théoréme
111).

On applique ce résultat au § 4.4.4 a la construction de quasi-bons quotients d’ouverts G’-
invariants de W} a partir de quasi-bons quotients d’ouverts G-invariants de Wy (la notion de
quasi-bon quotient est rappelée au §4.4.2). On utilise uniquement ici le fait que la bijection
précédente est un quasi-isomorphisme, ce qui est plus facile a démontrer que le théoreme (4.11}
Dans le contexte des morphismes de type (r,s) on peut cependant obtenir des bons quotients
en utilisant ce théoreme et les résultats du §4.4.3.

4.1.2. Notations

Soit k un corps commutatif. Pour tout espace k-vectoriel K, on note trx: K @ K* — C le
morphisme trace. Si E, F' sont des k-espaces vectoriels, ¢ € E® K, ¢ € K*® F, on notera

<P RY>g = <, p>r = (Ipgr @ tri)(¢ @ V)
(s’il n’y a pas d’ambiguité). On notera aussi <¢ ® > ou <¢,¥> s'il n’y a pas de risque de
confusion.

On note L(F, F') 'espace vectoriel des applications linéaires de £ dans F.

4.1.3. Définition générale

Soient N7, Ny, My, Mo, M . Ay, By des espaces vectoriels sur k, de dimension finie, avec
dim(M) < dim(N3). On pose

W=WMNeM)&d N @M)d M; & M,.

Les éléments de W seront généralement représentés par des matrices ( gl gQ ) , avec
1 92

¢; € My, 0, € Ny @ M pouri=1,2.

Soient L, R, B des groupes. On suppose que :

L opere linéairement a gauche sur My, Ms, By.
R opere linéairement & droite sur N;, M, Ay.
B opere lindairement & droite sur Ny, My, et a gauche sur Aj.

Les notations s’expliquent ainsi : le groupe L n’agit qu’a gauche (L pour Left), R qu’ a droite
(R pour Right), et B des deux cotés (B pour Both). Avec les notations du §4.1.1, L, R, B
jouent le role de Aut(Vy), Aut(U;) et Aut(Us) respectivement.

On suppose que ces actions sont compatibles, c¢’est-a-dire que si deux de ces groupes G,
G, operent sur un meéme espace vectoriel Z, a gauche et a droite respectivement, pour tous
9o € Go,gp € Gget z€ Zona g,(293) = (gaz)gs. On suppose aussi que le groupe {1, —1} est
contenu dans L, R et B, et agit comme on le pense sur les espaces vectoriels sur lesquels ces
groupes agissent (c’est-a-dire que —1 agit par multiplication par —1).

Soient
p1: By @ Ni — My,
Jo Bo ®N2 — MQ,
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V:NQ@AO —)Nl,
e Mo ® Ay — My

des applications linéaires. On suppose que le diagramme suivant (D) est commutatif :
IBO Rv

80®N2®.A0 BO®N1
p2®IA0l Lpl
My ® A m M,

On suppose aussi que ces applications linéaires sont compatibles avec ’action des groupes. Par
exemple R opere & droite sur ) et Ay, donc pour tousr € R, ag € Ag et I, € Ny on a

V(lg X (aor)) = l/(lg X ao).r.

De méme, B opere a droite sur Ny et a gauche sur Ay, donc pour tous b € B, ay € Ay et
ly € Nyona
I/(lgb & ao) = V(lQ & bO[O)

On suppose aussi que py est surjective, et que 'application linéaire
v:Ag— Ny QM

déduite de v est injective.

Définition 1. On appelle espace abstrait de morphismes et on note © la donnée de Nv, My,
Noy, Mo, Ao, By, M, L, R, B, v, i, p1 et ps. L’espace vectoriel

W=NM) &N @M)d M; & M,
est I'espace total de ©.

4.1.4. Groupes associés

On va construire deux nouveaux groupes associés a © : G et Gg. Le groupe Gy est constitué

des matrices ( 01: 10) ) avecr € R, b € B, oy € Ay. La loi de groupe de Gy est
0

r 0 r 0 B rr/ 0
ap b ) '\ a; b )]  \ ay+ba; bb |-

Le groupe G, est constitué des matrices ( gg[ 2 ) avec gy € GL(M), £ € L, p € M* ® By.
La loi de groupe de G, est

gu 0 gu 0\ _ gugy 0

8 e)\ B ¢ Bai + 48 €€

(GL(M) agit de maniere évidente a droite sur le premier facteur de M* ® By, et L a gauche
sur le deuxieme facteur).
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4.1.5. Actions des groupes associés sur l’espace de morphismes

Le groupe Gg opere a droite sur W : si ¢y e N1 Q@ M, 1y e N @ M, ¢y € My, ¢o € Ma,
rcR,beBetayc Ayona

1 o r 0\ _ [ tr+@elu)(:®ay) i¢ob

1 P2 ap b P11 + (P2 ® ) pob )
Le groupe G opere & gauche sur W : si ¥ e N1 @ M, 1y € No @ M, ¢y € My, ¢9 € Mo,
LeL, gy € GL(M)et B e M*®Bon a

<9M 0) (%01 %) _ ( (Iny @ gar) (Y1) (Iny ® gar) (¥2) >
gL 1 @2 £o1 + pi(<B,1>n) Ls + po(<B,h2>m) )

Les actions de ces groupes sont compatibles, c¢’est-a-dire que si g; € G, gr € Gr et w € W,
on a gr(wgr) = (grw)gr. On obtient donc une action & gauche du groupe

G = G%)XGL
sur W.

On note H le sous-groupe de G constitué des paires

((a8) (5 1))

(Ofl (a7 EA(), BGM*@)B())

4.1.6. Dictionnaire

Soient I', Uy, Us, V1 et Vs, des faisceaux cohérents sur X possédant les propriétés du §3.2.1] et
M un C-espace vectoriel non nul dels que dim(M) < dim(Hom(Us, ). On en déduit un espace
abstrait de morphismes qu’on décrit ci-dessous. On considere

M, = Hom(Uy, Vy), My =Hom(Us,Vy), Ao = Hom(U;,Us),
Ny = Hom(U;,T), No=Hom(Us,T'), By=Hom(T,)V)).
Les applications py, p2, p et v sont les compositions. On a
B = Aut(Uy), L =Aut(Vy), R = Aut(lh)

opérant de facon évidente sur les espaces vectoriels précédents. L’espace total de cet espace
abstrait de morphismes est

W = Hom(U; ®Us, (I @ M) d V).
Si de plus on suppose que
Hom(Us, U,) = Hom(I',Uy) = Hom(V, Vs) = Hom(Vy,T') = {0}
ona Gp=Awt(l'®M)®Vy), Gr=Aut(Uy ®U,) opérant eux aussi de la facon évidente.
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4.2. Mutation d’un espace abstrait de morphismes

Soit N un k-espace vectoriel tel que dim(N) = dim(N3) — dim(M). On va définir un nouvel
espace abstrait de morphismes D(©) associé a ©.

4.2.1. Les espaces vectoriels

Posons
N =By, Ny=No", Mj=M,, By=N.
On définit M5 et Aj par les suites exactes
0— A) — By @ Ny —2— My — 0,
0— Ay —2— No* @ N — M5 — 0.

4.2.2. Les morphismes
Lemme 4.1. L’application
protra, : By @ Na @ Ny @ N1 — M,

s’annule sur Ay ® Ay.

Démonstration. Le morphisme v se factorise de la fagcon suivante :
I, ®1

NQ@AO L)NQ@NQ ®M1 —>M1

On en déduit avec le diagramme (D) un autre diagramme commutatif :

By @ Ny @ Ay By @ No @ Ny @ Nq
P2®La, l Lpl ®tray
My ® Ay m M,
On en déduit immédiatement le lemme. U

Lemme 4.2. Soient
O—>Xo—>E®K—>X°—>O

0—Y Y KoF 2 y' g
des suites exactes d’espaces vectoriels. Soit ¢ : E® F — C' une application linéaire telle que
po(Ip@trgRIp) : EQKQK" @ F — C
s’annule sur X, ® Yy. Soient
=(IgRtrg @ Ir)o (Ipgx ®i")  EQKQ®Yy — EQ®F,
=(IgRtrg @1Ir)o (' @ Ixgr) : EQK®Yy — EQ F.
Alors il existe des applications linéaires uniques
XY, —C, ¢ XYY" —C
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telles qu’on ait un diagramme commutatif
E®K®Y,—>E®F "Xy K*®F
p'®ly, l qu lfxo ®@p"

X' ® Yy " C 7 XoY?

Démonstration. Lunicité de ¢’ découle de la surjectivité de p’. Son existence découle du fait que
¢ or' gannule sur ker(p’ ® Iy,) = Xo ® Y. L'existence et I'unicité de ¢” sont analogues.  [J

On applique les lemmes précédents aux suites exactes du Le diagramme de gauche est
(D) (cf , et celui de droite, écrit convenablement, est (D’) :
IB/ ®I/l
By @ Nj @ Aj, & B, @ N
Po®IL 41 l L o

M@ A, M,

ce qui définit les applications v/, pl,, p} et 1.
Les morphismes v/, pl,, p} sont définis plus simplement de la fagon suivante :
pr = pr1.
ph est la projection N3 @ N7 — (N5 @ N7)/T(Ao).
v/ est 'inclusion  ker(py) C By ® Na.

4.2.3. Les groupes

On pose L'=R? R =L%° B =B%. Les actions de ces groupes se déduisent
immédiatement de celles des groupes LR et B. Par exemple, R agit a droite sur A, et
N1, et cette action est compatible avec v : Ny ® Ay — N;. On obtient donc une action a
droite de R sur (N2* ® N7)/ A, c’est-a-dire une action a gauche de L' sur M.

4.2.4. Mutation d’un espace abstrait de morphismes

/ / /

Définition 2. On note D(O) l’espace abstrait de morphismes défini par N, N3, M}, M}, Aj,
0, N*, L', R, B, v, i/, pi/ et ps/. On Uappelle la mutation de ©.

Proposition 4.3. On a« D(D(0)) = 6.

Immédiat. Cela découle notamment de la symétrie du diagramme commutatif du lemme [4.2]

On définit comme pour O les groupes G’ = GR™ x G, et H' correspondant a D(0O).
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4.2.5. Dictionnaire

Avec les notations du §3.2.1, dans la situation du §[4.1.6/on a
M| = Hom(Uy, V1), My =Hom(U,Vs), Ay = Hom(Vy, V),
N{ =Hom(T,V,), N, =Hom(T,V,), B, = Hom(U,T).
Les applications p}, ph, i/ et v/ sont les compositions.

En ce qui concerne les groupes la situation est un peu plus compliquée. Pour obtenir une
représentation exacte il faudrait supposer que tous les faisceaux qui interviennent sont locale-
ment libres et que les mutations sont des morphismes V&V — (I ®@ N*) @ U;. Si on
néglige cette subtilité on a

B’ = Aut(V,), L'=Aut(lfy), R =Aut(Vy)

opérant de facon évidente sur les espaces vectoriels précédents. L’espace total de cet espace
abstrait de morphismes est

W/ = Hom(bﬁ ) (F & N), VQ D Vl)
Ona G}, =Aut(th ® (T ®N)), G =Aut(V,®V;) opérant eux aussi de la fagon évidente.

4.3. Mutation des morphismes

4.3.1. Définition

On note W’ I'espace total de D(0), c’est-a-dire
W'= (N @ N*)® (N; @ N*) & M) & M,,.

On note W° louvert de W constitué des (gl gQ > tels que l'application linéaire
1 92

1y : No* — M déduite de 1, soit surjective. On définit de méme Pouvert W' de W,

Soit b
_ 1 2 0
w_<¢1 ¢2) W

On va en déduire un élément de W' (pas de maniére unique). On choisit d’abord un isomor-
phisme o
ker(ig) ~ N.
On note ¢} I'élément de N ® N* provenant de I'application linéaire
Py Ny* = Ny — ker(iy)* = N*,
qui est la transposée de I'inclusion de ker(v;) dans N5*.

On considere le diagramme commutatif avec ligne exacte :

0 >.A6 Vl)Bo@Nz L)M2—>O

I@@l

N ® N*
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Soient o
u € pyt(—dy) C Bo@Ny, et ) =(I@P,)(u) € N]®@ N*
Notons que u est défini a un élément pres de Aj,.

On considere le diagramme analogue au précédent, mais correspondant a D(0).

0 — Ay —— By@N, 25 M), —— 0

1®%J
N1 QR M
Soient o
v e (I®) (1) C By®N;, et ¢ =pv) € M,
Notons que v est défini a un élément pres de N ® Bj,.

Soient enfin

¢ P
On emploiera aussi la notation z(w) = z(w,u,v), bien que cet élément de W*° ne dépende pas
uniquement de w.

! /
O] = o1+ pr(<v,u>p,), et z(w,u,v) = ( s ) cw”.

4.3.2. Propriétés

Proposition 4.4. Soit w € W°. Les éléments z(w,u,v), pour tous les choix possibles de u et
v, constituent une H'-orbite de W'°.

Démonstration. On vérifie aisément que si on remplace u par u+ ag et v par v+ ' (avec
aj € Aj et f' € N ® B)), I'élément obtenu de W' est

(o) (6 8 ) (e 1)
g1 ¢ b a 1)

Proposition 4.5. Pour tout w € W°, on a z(z(w)) € Gu.

Démonstration. On part de

_ [ V1 e 0
w—<¢1 ¢2)€VV7

et on prend comme précédemment u € py = (—¢y), v € (I ®1)5) " (¢1) pour définir
/ /
z(w) = ( Zi{i Zﬁ,z ) ew"”.
On cherche maintenant ' € py' ' (—¢4) et v € (I @ 5) "1 (¥}) pour définir 2(2(w)). On a

p2'(—v) = —¢), donc on peut prendre u' = —v. D’autre part, on a (I ® ¥})(u) = 4, et on
peut prendre v’ = u.
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Soit
" "
z(z(w)) = ( Qyil ¢,§, ) e W
I’élément, de WO défini par v/ et v'. On a évidemment 1§ = 1, et
U =T @) (W) = —(I®¥s)(v) = —,
y = pa(V') = pa(u) = =,
/! / / !/
1= gbl + :01(<U y U >N2) = gbl + p1(<vau>/\/2> - p1(<U7U>N2) = le.

) = ()

(O Y)

Donc

Proposition 4.6. Soient wi, w, € WY des points qui sont dans la méme G-orbite. Alors z(w,)
et z(ws) sont dans la méme G'-orbite.

Démonstration. On vérifie aisément que c’est vrai si

Il reste a traiter les cas

(10 B 10
Wo = 6 1 Wy, ou Wy = Wy a0 1 y

avec ag € Ay, f € M* ® By. On ne traitera que le premier cas, le second étant analogue.

Posons
_ [ " e
= < b1 P2 ) ‘

W — ( U1+ (v @ In) (Y2 @ ag) 12 )
? ¢1 + 1(d2 @ ) P2 )

= (5 )

est défini par u; € By @ My et v; € No* @ V. On va chercher des éléments us, v convenables
pour définir z(wsy). On doit avoir us € py~'(—¢3), donc on peut prendre wus = u;. On doit
avoir

Alors on a

On suppose que

(I ®%)(U2> = 9251 + (7/ ® ]M)('lbg & OC()).
Posons vy = v; + vy. On doit donc avoir

(I ®¥2)(v0) = (v ® Ing) (1h2 @ axg).
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Pour cela il suffit de prendre vy = ag (vu comme élément de N5* ® N7, & I'aide de 7). On a
alors
" /
=% %)

[ = @) (u) = (I @) (wr) =y,
¢y = pa(v2) = p2(v1 + o) = pa(v1) = ¢b,

avec

/!

1 = ¢1+p1(<02,u2>/\/2)
= @) — plag @ pa(u2)) + p1(<vo, us> s, )

Mais on a p(og ® pa(uz)) = p1(<vo, uzs>as), si on se souvient que vy = (), & cause du
diagramme commutatif (D) du §}4.1.3. On a donc ¢} = ¢} et finalement z(wy) = z(wy). O

4.4. Théoremes d’isomorphisme

4.4.1. Correspondance entre les ensembles d’orbites

Le théoreme suivant découle immédiatement des résultats des §[4.2) et [£.3]:

Théoreme 4.7. L’application associant a Uorbite d’un point w de W° Uorbite de z(w) définit
une bijection

Do :W°/G ~ W"/G

dont l'inverse est Dp(e).

4.4.2. Quasi-isomorphismes et quasi-bons quotients

Les définitions et résultats de cette partie proviennent de [4].

Soit G un groupe algébrique. On appelle G-espace une variété algébrique X munie d’une action
algébrique de G. Rappelons qu’on appelle bon quotient de X par G un morphisme

m: X —M
(out M est une variété algébrique) tel que :
(i) Le morphisme 7 est G-invariant, affine et surjectif.
(ii) Si U est un ouvert de M, alors on a O(U) ~ O(z~Y(U))¢.
(iii) Si Fy, Fy sont des sous-variétés fermées G-invariantes disjointes de X, alors 7w(F}) et mw(F5)
sont des sous-variétés disjointes de M.
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Définition 3. On appelle quasi-bon quotient de X par G un morphisme
. X — M

(ot M est une variété algébrique) qui est G-invariant, surjectif et tel que les conditions (ii) et
(iii) précédentes soient vérifiées.

On dit parfois par abus de language que M est le quasi-bon quotient de X par G. On note
comme dans le cas des bons quotients M = X//G. 1l est clair qu'un bon quotient est un
quasi-bon quotient.

Soient G, G’ des groupes algébriques, X un G-espace et X’ un G’-espace.

Définition 4. 1 - On appelle quasi-morphisme de X vers X' une application
¢: X/G— X')G
telle que pour tout point x de X il existe un ouvert de Zariski U de X contenant x et un

morphisme U — X' induisant ¢. On appelle quasi-isomorphisme de X wvers X' une bijection
¢: X/G— X'/G' qui est un quasi-morphisme ainsi que son inverse.

2 - On appelle quasi-morphisme fort de X wvers X' la donnée d’un quasi-morphisme
¢: X/G— X'/G', d’un recouvrement ouvert (Us;)ier de X, et d’une famille (¢;)ic; de
relevements de ¢ , ¢; : Uy — X', telle que :

(i) pour tout j € I et g € G, le morphisme
ng — X'
T ¢;(g " )
appartient a la famille (¢;).

(i1) Pour tous i,j € I, et tout = € U;NU; il existe un voisinage V de x dans U; NU; et un
morphisme X;j : V. — G’ tel que (bj\v = Nij®ipy,

(iii) Pour tout i€l et x €U, il existe un voisinage V de (e,x) dans G x U; et un
morphisme v :V — G tel que ~(e,x) =e et que pour tous (g,y) €V, on ait gy € U; et
0i(9y) = 1(9,¥)9i(y)-

On appelle quasi-isomorphisme de X vers X’ une bijection ¢ : X/G — X'/G’ qui est un
quasi-morphisme ainsi que son inverse.

Il est clair que si ¢ : X/G — X'/G’ est un quasi-isomorphisme (non nécessairement fort), ¢
induit une bijection entre I’ensemble des ouverts (resp. fermés) G-invariants de X et ’ensemble
des ouverts (resp. fermés) G’-invariants de X’. De plus, si X est lisse, les hypersurfaces G-
invariantes de X correspondent aux hypersurfaces G'-invariantes de X’. Si U est un ouvert
G-invariant de X, et U’ 'ouvert G’-invariant correspondant de X', ¢ induit un isomorphisme
d’anneaux

U

OW)¢ ~ OWHY.
Plus généralement, si Y est une variété algébrique, les morphismes G-invariants X — Y
s’identifient de maniere évidente aux morphismes G'-invariants X' — Y.



ESPACES ABSTRAITS DE MORPHISMES ET MUTATIONS 27

Définition 5. Soit 0= (¢: X/G — X'/G',(¢; : Ui — X)) un quasi-morphisme fort. On
appelle carte de o un relévement local f:U — X' de ¢ (U étant un ouvert non vide de X )
tel que pour tout x € U les propriétés suivantes soient vérifiées :

(i) Pour tout i € I il existe un voisinage V' de x dans U NU; et un morphisme \; : V — G’
tel que fly = Ny,

(i) Il existe un voisinage V de (e,x) dans G x U et un morphisme ~:V — G’ tel que
v(e,z) =e et que pour tous (g,y) € V, on ait gy € U et ¢i(gy) =v(9,v)0(y).

On dit que deux quasi-morphismes forts de X dans X’ sont équivalents si les cartes de I'un
sont aussi des cartes de l'autre. On définit aussi dans [4] la composition de deux quasi-
morphismes forts : si un quasi-morphisme fort de X dans X’ (resp. de X’ vers X”) est
défini par (¢; : Uy — X')ier (vesp. (¢; : V; — X")jes), on définit un quasi-morphisme fort
de X vers X" par (¢; 0 ¢; : ;' (V;) — X")(ijerxs. On définit de maniere évidente le quasi-
morphisme fort identité Ix de X dans X. Il est clair que la composition a droite ou a gauche
d'un quasi-morphisme fort avec Iy donne un quasi-morphisme fort équivalent. On définit un
quasi-isomorphisme fort o de X dans X’ comme étant un quasi-morphisme fort de X dans
X' tel qu’il existe un quasi-morphisme fort ¢’ de X’ dans X tel que o o ¢’ (resp. ¢’ o o) soit
équivalent a Ix/ (resp. Ix).

Proposition 4.8. Si X et X' sont quasi-isomorphes, il existe un quasi-bon quotient de X
par G si et seulement si il existe un quasi-bon quotient de X' par G', et dans ce cas les deux
quotients sont isomorphes.

(prop. 2.2 de [4]).

Rappelons qu'un G-fibré vectoriel sur X est un fibré vectoriel algébrique F' sur X muni d’une
action algébrique linéaire de GG, au dessus de 'action de G sur X.

Définition 6. On dit qu’un G-fibré vectoriel F' sur X est admissible si pour tout point x de
X, le stabilisateur de x dans G agit trivialement sur F,.

On suppose qu'il existe un quasi-isomorphisme fort entre X et X’. On montre dans [4], § 2.3,
qu’il existe alors une bijection canonique entre I’ensemble des classes d’isomorphisme de G-fibrés
vectoriels admissibles sur X et ’ensemble des classes d’isomorphisme de G’-fibrés vectoriels
admissibles sur X’. De plus, il est aisé de voir que si F' est un G-fibré vectoriel admissible sur
X et F' le G'-fibré vectoriel admissible sur X’ correspondant, on a un isomorphisme canonique

HY(X,F)¢ ~ HX' F)¢.
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4.4.3. Actions de groupes sur des espaces affines

Soient GG, G’ des groupes algébriques agissant linéairement sur des espaces vectoriels F, E’
respectivement, de dimension finie positive. Soient X un ouvert G-invariant de E, X’ un
ouvert G’-invariant de E’. On suppose donné un quasi-isomorphisme fort entre X et X'.

Soit x un caracteére non trivial de G. Soit E**(x) l'ouvert de E constitué des points x tels qu'il
existe un entier k£ > 0 et un polynéme homogene y*-invariant f tel que f(z) # 0. On note £,
le G-fibré en droites sur E induit par x (le fibré en droites sous-jacent est trivial et I'action de
G induite par ). Alors les polynomes x*-invariants sont exactement les sections G-invariantes
de LF, et L, est admissible sur £%*(x). Si f est un tel polynéme, on note Ey 'ouvert de E*(x)
constitué des points ou f ne s’annule pas. On emploie des notations analogues pour £’

Proposition 4.9. On suppose qu’il existe un bon quotient M de E**(x) par G, et que les
propriétés suivantes sont vérifiées :

(1) Toute fonction réguliere inversible sur G est le produit d’un caractére par une constante.

(2) Ona E*(x) C X.

(3) On a codim(X\E**(x)) > 2.

(4) 11 existe un recouvrement de M par des ouverts affines dont l'image inverse dans E**(x)
soit de la forme E; (ou f est un polynéme x*-invariant, pour un entier k > 0).

Soit X|, Uouvert de X' correspondant a E**(x). Alors le G'-fibré en droites admissible sur X
correspondant a EX‘ESS(X) est de la forme 'Cx’|x(')7 on a X§j=FE"(x') etle quasi-bon quotient

E"™*(X")//G est un bon quotient.

Démonstration. 11 découle de la propriété 1 et de la proposition 14 de [2] que tout G'-fibré en
droites sur un ouvert G'-invariant U de E’ est de la forme EX/‘U, pour un caractere y’' de G'.
Ceci prouve la premiere assertion de la proposition [4.9]

Montrons que X{ = E’**(x’). Remarquons d’abord que codim(E"\X]) > 2. En effet dans le
cas contraire X'\ X contiendrait une hypersurface de X’ qui correspondrait a une hypersurface
de X\ E**(x), ce qui est impossible. Les sections G’-invariantes de EX/| xy S¢ prolongent donc a
E’. Comme pour tout point x de E**(x) il existe un entier & > 0 une section G-invariante de
L, ne s’annulant pas en x, on en déduit que pour tout point 2’ de E'**(x’) il existe un entier
k > 0 et une section G'-invariante de £, ne s’annulant pas en 2. On a donc X = E™(x').

Montrons maintenant que M est un bon quotient de X{, par G'. Soit U un ouvert affine non vide
de M, dont I'image inverse dans E**(y) est de la forme F;, f étant un polynéme y*-invariant.
Alors f est une section G-invariante de £,x. Soit f’ la section G'-invariante correspondante de
L x. Alors l'ouvert de E' **(x’) au dessus de U n’est autre que E%, qui est affine. O

Remarques : Les propriétés de la proposition vérifiées par le quotient X*5(y) — M le
sont aussi par le quotient associé X'**(y') — M.

Proposition 4.10. On suppose qu’il existe un bon quotient de X par G et que les propriétés
sutvantes sont vérifiées :

(1) Toute hypersurface G-invariante de E contient E\X.
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(2) Toute hypersurface G'-invariante de E' contient E'\X'.

Alors le quasi-bon quotient X'//G' ~ M est un bon quotient.

Démonstration. Soit U un ouvert affine de M, X, 'ouvert affine de X au dessus de U. Alors
Xy est le complémentaire d’une hypersurface G-invariante dans F. Il en découle que 'ouvert
correspondant X, de X’ est aussi le complémentaire d’une hypersurface G'-invariante H' dans
X'. Comme I'adhérence H’ de cette hypersurface dans E’ contient E'\X’, on a X, = E'\H’,
qui est affine. O

4.4.4. Théoreme d’isomorphisme fort

On suppose maintenant que les groupes L, R, B sont algébriques sur k et que leurs actions
sont algébriques.

On reprend les notations des §4.1, 4.2 et 4.3 et 4.4.1.

Théoreme 4.11. La bijection
Do : W°/G ~ W"°/¢
est un quasi-isomorphisme fort, ainsi que son inverse Dpe).

Démonstration. La démonstration comporte six étapes.

Etape 1 - Définition de quelques applications linéaires

Soit

To ! MQ — BO X N 2
une application linéaire telle que py o 19 = Iy, (son existence découle de la surjectivité de po).
Soit My un sous-espace vectoriel de N5 tel que dim(My) = dim(M). Soit Uy(My) lou-
vert de Ny ® M constitué des applications linéaires surjectives f: Ny — M  telles que

ker(f) N My = {0}. Soit W (My) 'ouvert de W constitué des éléments dont la composante
de Ny @ M est dans Uy (My).

Pour tout vy € Ny ® M, on note 1) : Nj —+ M Dapplication linéaire déduite de . Si
e € Us(My), %I M, st un isomorphisme My ~ M, et on note 7y (1)2) I'application linéaire
M — N5 qui est la composée

(%|M0)71

M€ N; -
On a g 0 7ag (Ya) = L.

Soit maintenant

sip(P2) 1 Ny — ker(ihy)
r o & — 71 (Y2) 0 ()
On a alors sMO(l/Jz)‘ker(@) = Iker(%) et

<TMy (1/}2) ® ¢2>M + <SMy (¢2) & i’/’2>ker(%) = INQ,
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iy, désignant l'inclusion ker (i) — N5

Soit Ng C N5 un sous-espace vectoriel supplémentaire de M. On fixe un isomorphisme
€0 : N —> Np. La projection sur Ny associée a la décomposition Ny = M, @ No induit un
isomorphisme p : ker(ty) ~ Ny. On note g = q(My, Ny, €0, %) = €5 o p : ker(hy) ~ N.

Etape 2 - Définition des cartes et du quasi-isomorphisme

Soit I ’ensemble des triplets (M, Ny, €9) comme précédemment. On va définir un recouvrement
ouvert (U;);er de Wy, et pour tout ¢ € I un morphisme

au dessus de Dy. Si i = (M, Ny, €p), on prend U; = W(M,). Pour définir A; on suit le §.

Soit
= ( b ) € W (M),

avec 'lbl €N1®M, ¢2 €N2®M, ¢1 GMl, ¢2 € Mg. Soit
w_é : /; = N2 — N*
I’application linéaire composée

t —1

Ny — ker(13)* —— N* -
Soit 1, € N @ N* I'élément associé a . Soient u = —ry(¢) € By @ Ny et
v = (I, ® %) (u) € N] @ N*.
Soient v = (I @ 1y, (12))(¢1) € By @ N3 et
¢y = ph(v) € Mj.
Soit enfin
lel = ¢1+ p1(<v,u>/\/2).

v = (5 1)

Pour satisfaire & la condition (i) de la définition [4]2, il faut considérer la famille plus large
(X)) (i,9)c1xa, ot pour tout (i, g) € I x G, i = (My, No, €),
N o gW(My) — W

T — Ni(g ')

On définit A\; par

On va vérifier les propriétés (ii) et (iii) de la définition [4 2-, pour montrer que la famille
(AY) définit un quasi-morphisme fort de Wy vers Wj. On montrera ensuite que c’est un quasi-
isomorphisme fort.
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Etape 3 - Compatibilité avec l'action des sous-groupes laissant W (My) invariant

On considere le sous-groupe Go de G dont la composante dans B est I'identité. Alors il est clair
que pour tout i = (My, Ny, €y) € I, Gy laisse invariant 'ouvert W (M) de Wy. On va montrer
qu’il existe un morphisme

Yi - G() X W(M()) — G
tel que pour tous (g,z) € Gy x W (M) on ait

Ai(gr) = (g, 2)Ai(@).
On a un isomorphisme de variétés

R x Ay x GL(M) x L x (M*® By) ~ Gy

(&%)

qui a (r,oq, g, ¥, B) associe le produit des éléments (8 (;)’ ( 1 ?)7 (984 (1))7

0e¢)\p1
GL(M)°?; L, M* ® By un morphisme
YK - K x W(Mo) — G

( L0 ) t ( 10 > Il suffit donc de construire pour tout sous-groupe K parmi R, Aj,

tel que pour tous (g,z) € K x W(M,) on ait

Ailgr) = Yr(g,)Ni(@).
On peut éliminer déja le cas de GL(M )%, car \; est GL(M )°P-invariant (on prend
Yoraner = 1). Si w € W(My), on notera u, v les éléments de By @ N>, v € Bj @ N respec-
tivement servant a définir \;(w) (cf. étape 1), et ug, vg les éléments analogues servant a définir
Ai(gw).

On ne donnera que les définitions des morphismes 7, les vérifications étant laissées au lecteur.

Définition de yror - Soit r € R°?. On prend
B Iy 0
e = (115 0)).

Définition de .4, - Soit ay € Ag. On prend

Vo (00, w) = (L ( 5/&10) (1)))7

'élément 3'(a) de N ® Nj étant défini par :

Blaw)(N) = —v(a @ su,(¥2)('a(N)))
pour tout A € N* (¢ est défini a la fin de I'étape 1).

Définition de g, - Soit £ € L. On a

([(1 O)) (% ¢2):(¢1 %)
"\ 0 ¢ ‘1 P2 £py Lpy )
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Il en découle que vy =v et uyg = —r2(€ps). On a donc po(ug — Lu) = 0, ce qui entraine que
uy — lu = V'(ay), pour un oy, € Af, uniquement déterminé. On prend alors

s = (& 2)1)

Définition de vyy+en, - Soit f € M* @ By. On prend

,YM*(X)B()(ﬁ)w) - (( (116 (1) )71)7

ou I'élément oy, de Aj, est défini comme suit : on a

(1(1 0)) (wl %)Z( U Wy )
"\ B 1 o1 P b1+ p1(<B,Vi>n) G2+ pa(<B,ba>n) )

Il en découle que ug=u— 130 pa(<B,1e>n), donc ugy s’éerit ug = u— <B,Py>pr +1/(atf),
pour un o € Aj, uniquement déterminé.

Etape 4 - Compatibilité avec ’action de B

Soit b € B. Soient io = (Mo,N0,€0), 1= (Ml,N1,€1> el AIOI'S, siw= ( Zl $2 ) € Wo,
1 2

ona w € W(My) Nb™'W (M) siet seulement si ker(ipy) N My = ker(p,) Nb(M;) = {0}. Soit
U(Mo, M) ouvert de Wy x B constitué des points (w, b) tels que w € W (M) N bW (M).
On montre comme dans I’Etape 3 qu’il existe un morphisme
digiy : U(Mo, My) — G’
tel que pour tout (w,b) € U(My, M;) on ait
iy (bw) = 6;0i, (b, w) N\, (w).

Etape 5 - Vérification des propriétés (i) et (i) de la déﬁm'tion

Le fait que la famille (X)) gerxe définie dans 'étape 2 vérifie les propriétés (i) et (ii) de la
définition [] découle immédiatement des étapes 3 et 4. On a donc défini un quasi-morphisme
fort de Wy vers W/ au dessus de Dy.

Il 1:este a montrer que c’est un quasi-isomorphisme fort. Pour cela on définit la famille
(A ) (gyeaxar, ot J est I'ensemble des triplets (Mg, Ny, €), ou Ny @ Mg est une décomposition
en somme directe de Ny avec ldim(Né) =dim(N), et €, : M* — M] un isomorphisme. Pour
tout j = (Mp, Ny, €p) € J, A] est un morphisme de g'U’(NNg) dans Wy au dessus de Dp),
U'(N§) étant 'ouvert de W] constitué des éléments ( Z;,i Zﬁé ) tels que ker(y4) N N} = {0}.
La définition des )\?l est semblable & celle des A de Iétape 2.
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Etape 6 - (M) (ig)cixa est un quasi-isomorphisme fort
Soient (i,g9) € I x G et (j,¢') € J x G, avec j = (N{, M, €,). 1l suffit de montrer que
6 = X oMV = () (gU(Ng) — W

est une carte de Iy, c’est-a-dire qu’il existe un morphisme ~:V — G tel que pour tout
w eV onait ¢(z)=v(x).xz. Cela se démontre comme dans les étapes 3 a 5 et est laissé au
lecteur. 0

4.4.5. Correspondance entre les quotients

On déduit du théoreme et de la proposition [4.§) le

Théoréme 4.12. Soient U un ouvert G-invariant de W{ tel qu’il existe un quasi-bon quo-
tient U/ /G et U’ louwvert correspondant de W{. Alors il existe un quasi-bon quotient U'//G’
canoniquement isomorphe a U//G.

Pour obtenir des bons quotients il faut faire des hypotheses supplémentaires, pour appliquer les
propositions ould.10, C’est ce qu’on va faire au chapitre suivant pour étudier les morphismes
de type (r, s).

5. LE CAS DES MORPHISMES DE TYPE (1, $)
5.1. Introduction

On applique les résultats du chapitre 4 aux cas décrits au § 3.3.

5.1.1. Mutations des morphismes de type (r, s)

Soient X une variété projective, r, s des entiers positifs, et &, ...,&,,F1, ..., Fs des faisceaux
cohérents simples sur X tels que

Hom(&;, &) =0 sii >4, Hom(F;, F;) =0 sij>j,
Hom(F;,&;) = {0} pour tous 1, j.
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On suppose que pour 1 < ¢ < r le morphisme canonique
51' — Hom(&-,}"l)* X ./T"l
est injectif. Soit G; son conoyau. On suppose que
Ext'(Fi, F;) = Ext'(F1, &) = Ext' (&, F1) = Ext'(&;, &) = Ext'(G;, F;) = {0}

si 1<i<k<r 2<j<s. Soient My,...,M,, Ny,..., Ny des C-espaces vectoriels de dimen-
sion finie mq,...,m,,nq,...,ng respectivement. On s’intéresse aux morphismes

P Eem)— B (FeMN).

1<i<r 1<I<s

Soit p un entier tel que 0 < p <r — 1. On pose (cf.
=P EoM), U= P M)

1<i<p p+1<j<r
I=F, M=N, Vi=PFEReN).,
2<I<s

de sorte que les morphismes précédents peuvent s’écrire sous la forme
U U, — (F@M) @Vl,

comme dans le chapitre 4. On suppose que dim(M) < dim(Hom(Us,T")). Soit N un C-espace
vectoriel tel que dim(M) + dim(N) = dim(Hom(Us, I')). On s’intéresse maintenant aux muta-
tions des morphismes précédents. Ce sont des morphismes du type

Lﬁ@(r@N) — Vo BV,
c’est-a-dire

(@(&@Mi)) ©(F1®N) —>( b (%@Mj))@( EB(E@NO)-

1<i<p p<j<r 2<I<s

Remarque : Les morphismes de départ ne dépendent pas de p, mais les mutations de
morphismes vont en dépendre.

Définition de l’espace abstrait de morphismes O,

Il correspond aux morphismes U; & Us — (I'® M) @ V;. On pose
Hli = Hom(&-,]—"l), Aji = Hom(&,gj), Bml - Hom(f'lw’rm>
Ona ny =dim(N;) < Z dim(Hy;)m;. On pose

1<i<r

M = @ (Hu® M) = Hom(Uy, ), No= P (Hi;® M) =Hom(U,T),

1<i<p p+1<j<r

Ml = @ (Hh@MZ*@NZ) = Hom(ul,Vl),

1<i<p,2<I<s
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My= P (H;®M;®N) =Hom(lh, V),
p+1<j<r2<I<s
./40 == @ (Ajz ® Mz* ® M]) = HOm(Z/{l,UQ),
1<i<p,p+1<j<r
M=N, By= & (Bu®N)=Hom, ).
2<i<s

On définit de meéme les groupes L, R, B, et les applications v,u,p1, et ps. On obtient ainsi un
espace abstrait de morphismes noté ©,, d’espace total de morphismes noté W,. On a

W,=W= € (Hi®M oN),

1<i<r,1<s<l
mais en général W) # W si p#q.
Soit
w = (Mi)lgz‘gr,lgsgs e W.
Alors, par définition, on a w € Wg si et seulement si ’application linéaire

> Wi P (Hf @ M) — Ny

pF1<j<r pF+1<j<r

déduite de w est surjective. On a donc W, Cc W2, C---Cc WJ C W.

5.1.2. Plan de la suite du chapitre 5

Dans les § et 5.3} on donne la description de l'espace abstrait de morphismes D(©,). On
note W'(p) son espace total, et G(p) le groupe qui agit sur W’(p). L’espace abstrait D(©,)

correspond en fait & un espace de morphismes de type (r+s—p—1,p+ 1) (les morphismes
obtenus dans le théoreme .

On rappelle au § des résultats de [6] permettant de construire des bons quotients de certains
ouverts G-invariants de W. On obtient une notion de (semi-)stabilité sous I'action de G en
fixant une suite de nombre rationnels, appelée polarisation : A = (A1,..., A, 11, .., its). On
définit au § une polarisation A7 de I'action de G(p) sur W'(p) naturellement associée a la
précédente.

Dans le § on donne des conditions pour qu’il y ait équivalence entre la (semi-)stabilité d'un
morphisme de W relativement a A et la semi-stabilité relativement a A} des mutations de
ce morphisme. On en déduit, a l'aide des théoreme et des résultats du §[4.4.3] les
théorémes [5.6] 5.8 et 5.9, ce dernier étant une amélioration du théoreme [5.1] obtenu dans
[6]. On peut ainsi construire des variétés de modules de morphismes pour d’autres polarisations
que celles qui sont indiquées dans [6]. De nombreux exemples sont donnés au chapitre 6.
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5.2. Description des mutations d’espaces de morphismes abstraits

L’espace de morphismes abstraits D(0,) correspond a un espace de morphismes de type
(p+ 1,74+ s—p—1). Rappelons qu’il s’agit des morphismes
Z/[1@(F®N) — Vo BV,
c’est-a-dire
<@ (&@Mi)) ® (F1® N) —>( P ®Mj))ea< o, (E@Nz)).
1<i<p p<j<r
On les notera plutot
(+) D e — B FHeon)
1<i<p+1 1<I<r+s—p—1
par analogie avec les morphismes de départ.
On a donc
E =& sil<i<p, &, =7,
‘F"j/':gj—‘,-p Sllﬁ]ﬁr—pa ‘/—-;:E—r—i-p—i-l Slr—p‘l‘lﬁjﬁr—i—s—p_l»
MP =M, si1<i<p,
dim(MISi)l) = ( Z m; dim(Hlj)> — ny,
p+1<j<r

NP =My sil<i<r—p, NP =N py sir—p+1<I<r+s—p—1,

1

On pose
HY =Hom(E, F|), AY =Hom(&, &), BY) = Hom(F,FL,).
On a donc
AV = Ay si1<i<j<p, AP =H; si1<i<p,
Bz(gL) = Alipmip i1 <m <1 <r—p,
B = Bioyipitmripss SiT—pF+1l<m<I<rt+s—p-—1,
Bz(f%) =ker(Biriptr11 @ Himip — Hiripiimap)
sir—p+1<I<r+s—p—1,1<m<r—p,
Hl(ip) =(Hu®H{ ) /Ay si1<i<p 1<I<r—p,
HY = Hy_pipp1s sil<i<pr—-p+1<Ii<r+s—p—1,
HY  =H;,, sil<l<r—p, H"” =B,y sir—p+1<I<r+s—p—1

La description des compositions est laissée au lecteur. On note
W' (p) = @ L(Hl(f)* ® Mi(p)7 Nl(p))
1<i<p+1,1<I<r+s—p—1

I'espace total de morphismes de D(0,), W{(p) l'ouvert correspondant, G(p) le groupe agissant
sur W/(p). Le théoréeme dit qu’on a une bijection

W) /G =~ Wi(p)/G(p).
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Rappelons que W((p) est I'ouvert des morphismes de type (*) précédent tels que I'application
linéaire associée
_ 1s® () (p)
N =M — @ Hjpin @ Njpia
1<j<r—p

soit injective.

5.3. Description des mutations de morphismes

Cette description n’est utilisée que dans la démonstration de la proposition [5.2]
Soit
w = (0h)1<i<ri<ics € Wz? - @ L(H}; ® M;, N,),

1<i<r,1<I<s

avec 0, € L(H}; ® M;, N;) = Hom(&; ® M;, F; ® N;), et
Y1 = (01:)1<i<p € Hom(Us, I' @ M), 2 = (61))p+1<j<r € Hom(Us,I' @ M),

¢1 = (Ou)1<i<p2<i<s € Hom(Uyi, V1),  ¢2 = (01)pr1<i<r2<i<s € Hom(Us, V).

On va décrire
=5 )

(les notations sont en accord avec celles du §[3.2.2 et du chapitre 4). On construit d’abord les
éléments u et v des §[3.2.2] et [£.3] On doit prendre pour u un élément de

By @ Ny = @ (Hi; ® Bn @ M7 @ Ny)

p+1<j<r,2<I<s

tel que le diagramme suivant soit commutatif :

G M) ——@N

p+1<j<r2<I<s 2<I<s

D ;o5 eM)

p+1<j<r,2<I<s

La fleche verticale est induite par les compositions By ® Hy; — H;; . Le diagramme précédent
traduit le fait qu’on doit avoir ps(u) = —¢2 (cf. §[4.3).

On prend pour v un élément de
MON; = P (H; e H @M @ M)
1<i<p,p+1<y<r

tel que le diagramme suivant soit commutatif :
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P (H;; ® M) Ny

1<i<p

GB (Hj; ® M;)

p+1<j<r

La fleche horizontale provient de ¢;. Le diagramme précédent traduit le fait que
(In, ® o) (v) =1y (cf. §.
Déterminons maintenant ¢}, ¥%, ¢ et ¢,. On fixe un isomorphisme N =~ ker(v,), et N

s’identifie donc a un quotient de @ (H}j; ® Mj). Alors ¢y est 'image de v dans
p+1<j<r

D <((Hfj ® Hu)/Ajz) ® M; ® Mj) = B HoM N,
1<i<ppH1<i<r 1<i<p1<I<r—p

cela tradwt le tait que = py(v), ct. §4.3), est l'inclusion
1 duit le fai 5 5 f. §4.3 5 I'inclusi
ker(ys) € D (Hj; ® M;),

pH1<j<r

et ¢} est la restriction a ker(¢;) de I'application linéaire

P = oM) — B (BueN)

pH1<j<r 2<1<s

provenant de u (cela traduit le fait que ¢, = (I, ® 1) (u), cf. §. Pour obtenir ¢}, on fait
la somme de ¢; et de la composée

P w0 M)y—— P (H; e M)—— P (BuoN)

1<i<r p1<j<r 2<I<s

(cela traduit le fait que @] = ¢1 + p1(<v,u>ny)).

5.4. Construction des variétés de modules de morphismes de type (7, s)

Les résultats de cette section provienne de [6].

5.4.1. Notions de (semi-)stabilité

On veut définir une notion de (semi-)stabilité pour les points de

W = Hom( (P (& @ M), P (Fi® Ny)).

1<i<r 1<I<s
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On identifie les éléments de G, a des matrices

U21 g2 . .. 0
Uy g
Ur1 . . N ¢

avec ¢; € GL(M;) et w;; € Hom(E; ® M, & ® M;), et on a une représentation analogue des
éléments de Gg.

On ne peut pas appliquer la géométrie invariante a I'action de GG sur W sir > 1ous > 1 car le
groupe G n’est pas réductif. On va définir deux sous-groupes canoniques de G. Soit Hj, (resp.
GL.rea ) le sous-groupe de G, formé des matrices du type précédent telles que g; = I, pour
1 <i<r(resp. u;; =0 pourl<j<i<r). Alors Hj est un sous-groupe unipotent normal
maximal de G, G yeq €st un sous-groupe réductif de G, et l'inclusion Gy ¢ C G, induit un
isomorphisme G, req >~ G, /H. On définit de méme les sous-groupes Hi et G eq de Gr.

Maintenant soient H = Hy X HY | Grea = GLrea X G poq- Alors H est un sous-groupe unipo-
tent normal maximal de G et G,.q est un sous-groupe réductif de G.

L’action de G, g sur W est un cas particulier des actions traitées dans [9]. Soient Ay,..., A,
I, .., lbs des nombres rationnels positifs tels que

S am= 3 e

1<i<r 1<I<s

Définition 7. On dit qu’un élément (0;;) de W est G,eq-semi-stable (resp. Greq-stable) relative-
ment 4 (A1, ..., A\, fl1,- ., phs) Si la propriété suivante est vérifiée : soient M! C M;, N] C N,
des sous-espaces vectoriels tels que l'un au moins des N] soit distinct de N et que pour1 <i <,
1 <1 <s, on ait
0;(Hy; @ M) C Nj.
Alors on a
Z N dim(M]) < Z i dim(N])  (resp. <) .

1<i<r 1<I<s

Définition 8. On dit qu’'un élément x de W est G-semi-stable ( resp. G-stable) relativement
a (Aiy ooy Apy i1y .oy pis) Si tous les points de Uorbite H.x sont Geq-semi-stables ( resp. Greq-
stables) relativement a (A1, ..., Apy i1, fs)-

On note W5 (A1, ..., A, i1, - -+, i) (resp. W3(Aq, ..o Apy i1, - - -, fts)), ou plus simplement W**
(resp. W#) si aucune confusion n’est a craindre, 'ouvert de W constitué des points G-semi-
stables ( resp. G-stables) relativement a (Ay, ..., Ay, i1, ..., fhs)-
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5.4.2. Cas d’existence d’un bon quotient projectif

On donne dans [6] des conditions suffisantes portant sur Ay, ..., A, p1, ..., s, pour qu'il existe
un bon quotient

T W — M =M1,y Ay i1y -y )
par G avec M projective. Dans ce cas M est normale et la restriction de 7
We — M?* = n(W?)
est un quotient géométrique. Le résultat le plus général est assez compliqué. Rappelons sim-
plement ici le cas des morphismes de type (2,1), le seul qu’on utilisera ici (dans le chapitre

[6).
On s’intéresse donc a des morphismes
(&1 @ M) ® (& ® My) — F1 @ Nj.
Il faut d’abord définir certaines constantes. Soit k£ > 0 un entier. Soient
T Hy) ® Ay — H

Papplication linéaire déduite de la composition His ® Ay —> Hiq, et

7 =7® Iox : Hiy ® (Ay ® C*) — H}, ® C*.
Soit K I'ensemble des sous-espaces vectoriels propres K C Ay @ CF tels que pour tout sous-
espace propre ' C C*¥, K ne soit pas contenu dans Ay; ® F. Alors posons

B codim(7,(Hy; ® K)
o(r k) = [S}lé%< codim(K) )

Dans le cas des morphismes de type (2, 1), les notions de semi-stabilité sont définies a partir de

triplets
1
)‘ 7)‘ y
(2, )
tels que Aiymq + Aomg = 1. Elles dépendent donc essentiellement d’un parametre. On les
exprimera donc en fonction de
t = mg)\Q

qui est un nombre rationnel dans 'intervalle |0, 1. Le résultat suivant est démontré dans [6] :

Théoréeme 5.1. I existe un bon quotient projectif W*°//G dés que
mgy

m, dim(Hom(&,, &) et t > dim(Hom(&y,&)).c(T,ma)—.

t
” dim(Hom(&y, &)) + my Ny

Remarque : il découle de la construction des quotients W**//G dans [6] que si les hypotheses
du théoreme précédent sont vérifiées, alors il existe un caractere xy de G dépendant de la
polarisation tel que W* = W*(y) (cf. . De plus il existe un recouvrement de W*//G
par des ouverts affines dont I'image inverse dans W** est de la forme Wy, f étant un polynome

x"-invariant (pour un entier k > 0).



ESPACES ABSTRAITS DE MORPHISMES ET MUTATIONS 41

5.5. Polarisations associées
Soit (A1, ..., Ar, i1, ..., fts) une polarisation de l'action de G sur W. On va en déduire une
polarisation de I'action de G(p) sur W'(p).
Soient M| C M;, N C N; ,1 <i<r,1<1<s des sous-espaces vectoriels. On pose
m; = dim(M), n; = dim(N}),
M; = M, sil<i<p,
Ny=M, , si 1<I<r—p, N=N_, . si r=—p+1<I<r+s—p—1,

m; =dim(M;) sil<i<p, m, = ( Z dim(Hlj)m;) —n,

p+1<j<r
n=dm(,) sil<I<r+4+s—p-—1.
Remarquons que My, ..., M,, N;,... N,4, , ;1 sont des sous-espaces vectoriels de
Ml(p), o ,Mép), Nl(p), . ,Nfﬁ)s_p_l respectivement. On définit une suite
(o, ... ,a;H,,B{, . »57/»+s—p—1) de nombres rationnels par les identités
D Ami= Y mp= ) ami— Y fm
1<i<r 1<I<s 1<i<p+1 1<i<r+s—p—1
On a donc
;=N sil<i<p, o, =,
B = pr dim(Hy ) — Ngp si 1 <1 <1 —p,
Bl = tiyrpr1 sir—p+1<I<r4+s—p—1
On normalise ensuite, pour obtenir la suite (o, ..., ap1.01, - .., Bris—p—1) vérifiant
Z Q; dim(Mi(p)) = Z B dim(Nl(p)) =1
1<i<p+1 1<Ii<r+s—p—1
On a donc ) )
o
a; = _Za 6l - @7
c c
avec
c = Z Aimy; + g (( Z m; dim(Hy;)) —n1>.
1<i<p p+1<j<r
Définition 9. On appelle (ay,...,0p11,01, ..., Bris—p—1) la polarisation associée a

(Ady ooy Apyftay ooy pis). Clest une polarisation de Uaction de G(p) sur W(p).

Hypothese : Dans toute la suite on supposera que les «; et les §; sont positifs.

5.6. Comparaison des (semi-)stabilités

On veut comparer la (semi-)stabilité d'un élément de W) avec celle des éléments de Wg(p)
associés.
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Proposition 5.2. On suppose que

Si w e Wg n'est pas G-(semi-)stable relativement a (A1,..., A\p i1, ..., pis), alors

z(w) € Wl(p) n'est pas G(p)-(semi-)stable relativement a (..., 0ps1,01, -+ Bris—p1)-

Démonstration. On ne traitera que le cas de la semi-stabilité, la stabilité étant analogue

€= Z A\ dim (M) — Z i dim(N)) > 0

1<i<r 1<I<s
et Yu(Hj;® M]) C N/ pour 1 <i<r, 1<1<s. On peut supposer que
Ni= ) 4y(H;; @ M).
p+1<j<r
En effet, supposons que
k= codimy (Y n;(Hy; @ M))) > 0.

p+1<j<r

On a, en posant m} = dim(M/), n; = dim(N/),

Z A, —p(nf — k) = e— Z i + kg + Z g

p1<i<r 1<i<p 2<I<s

par hypothese. On peut donc au besoin remplacer (Mj,..., M/, N{,...,N!) par
(0, 0, M) ML Y hy(Hy @ M)),0,...,0).

p+1<j<r

Soient M; = M! C M” pour 1 <i<p,

My = ker( Y ¢1j)m< &y (Hfj®M;)> C MY =ker( Y 4y

pF+1<j<r p+1<j<r pH1<j<r

. Posons

Nl:Ml'+pCNl(p) sil<li<r-—p, I\Il:]\fl'ﬂdrlﬂrl sir—p+1<i<r+4+s—p-—1.

Il faut s’arranger pour trouver

/ /
z(w) = ( R ) = (V) 1<i<pti1<i<rts—p-1

21 92
de telle sorte que

U (HP" @ M) CN, pour 1<i<p+1,1<I<r+s—p—L1
On peut prendre u tel que

u( D (H{‘j®B;‘1®M;)) c @

p+1<j<r,2<I<s 2<i<s
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et v tel que

v(@(H;@M;)) c @ #Hy;eM)

1<i<p p+1<j<r

(car N = ¢of @ (Hi; ® M;)) ). Dans ce cas z(w) possede les propriétés voulues.

pFH1<j<r

Corollaire 5.3. 5i

1
a ny+ 1
et siw e W) est tel que z(w) n'est pas G(p)-(semi-)stable relativement a
(01, ..., Qpi1,B15 - oy Bras—p—1), alors w nest pas G-(semi-)stable relativement a

(Ala--'a)‘rnula"'vﬂs)

Démonstration. . On applique la proposition précédente a la mutation inverse.

Le résultat suivant est immeédiat :

Proposition 5.4. Si

> amy

< p+1<j<r
1 )
ny — 1
alors on a W* C WS.
Corollaire 5.5. 53
> Amy
p+1<j<r
> ;
H ny + 1

alors on a W'(p)** C W{(p).

5.7. Construction de quotients

5.7.1. Quasi-bons quotients

On déduit de ce qui précede et du théoreme le

Théoréme 5.6. Si

1 > A
p+1<j<r
R 1-— Z )\jmj) < <

p+1<j<r

Max(

Y

ny n1—1

43

alors il existe un quasi-bon quotient W'(p)**//G(p) si et seulement si il existe un quasi-bon

quotient W**//G, et dans ce cas les deuz quotients sont isomorphes.
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Cas particuliers :

1-Sip=0, la condition du théoreme précédent se réduit a
1
nq =+ 1 '

=
2 - Si s =1, la condition du théoreme précédent se réduit a

ny — 1
Am; > .

pF+1<j<r

3-Sip=0ets=1,lacondition du théoreme précédent est toujours vérifiée.

5.7.2. Bons quotients
On déduit du §[.6| de la proposition [£.9]le

Théoreme 5.7. On suppose que les propriétés suivantes sont vérifiées :

> Am;

pFH1<j<r

1

(1) On a Max(n1+1,

1-— Z /\jmj) < <
p+H1<j<r

(2) Il existe un bon quotient W*°//G.

(3) Il existe un caractére x de G tel que W™ = W*5(x).

(4) On a codim(W\W#*) > 2.

(5) Il existe un recouvrement de W**//G par des ouverts affines dont l’image inverse dans
WS soit de la forme Wy (o f est un polynéme x*-invariant, pour un entier k > 0).

711—]_

Alors il eziste un bon quotient W'(p)**//G(p) qui est isomorphe a W*//G.

Remarquons que les propriétés 3 et 5 sont vérifiées si W**//G est un des bons quotients
construits dans [6]. Enfin, on déduit de la proposition le

Théoreme 5.8. On suppose que p =10, p; > 1
n

1
Alors il eziste un bon quotient W'(p)**//G(p) qui est isomorphe a W**//G.

et qu’il existe un bon quotient W*//G.

Démonstration. Dans ce cas les mutations de morphismes de type (r,s) sont de type
(I,74+s—1). 1l suffit de prouver que toute hypersurface G-invariante de W contient le
complémentaire de WI?, et que toute hypersurface G(p)-invariante de W'(p) contient le
complémentaire de Wj(p). Rappelons que dans ce cas W£ est 'ouvert de W constitué
des morphismes @ (& @ M) — @ (F; ® Nj) tels que l'application linéaire induite
1<i<r 1<j<s

@ H}, ® M; — N; soit surjective. Il est immédiat que pour tout choix de la polarisa-
1<i<r

tion, les points de W\WI? sont non semi-stables. Soit Z; une hypersurface G-invariante de W.
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Alors son équation f est un polynome xo-invariant, yo étant un caracteére non trivial de G' (cela
découle du fait que toute fonction réguliere inversible sur G est le produit d’un caractere de G
par une constante et de la proposition 14 de [2]). A ce caractere correspond une polarisation A’
de l'action de G (cf. [6] et [9]) telle que les points de W\ Zj sont G,..q-semi-stables relativement
a A’. On a donc W\W]E C Zp. On montre de méme que toute hypersurface G(p)-invariante
de W'(p) contient le complémentaire de W{(p). O

5.7.3. Variétés de modules de morphismes de type (2,1)

On suppose maintenant que r = 2 et s = 1, c’est-a-dire qu’on veut construire des variétés de
modules de morphismes du type

(&1 @ M) @ (& ® My) — F1 @ Ny.
On utilise les notations du §[5.4.2] Soient
7" Hig ® Ay — Hyy
la composition, et
T: Hi} @ Ay — Hy,y

I’application déduite de 7*. On déduit de ce qui précede 'amélioration suivante du théoreme

B

Théoréme 5.9. Si r =2 et s=1, il existe un bon quotient projectif W*//G dans chacun
des deux cas suivants :

1-0na
mgy

my dim(Hom (£, &,)) |
dim(Hom(&,, &) + et ¢t > dim(Hom(&,&)).c(r, ms) o~

2 - On a, en posant b= dim(Hom(&;, &) dim(Hom(Ey, F1)) — dim(Hom(&;, Fy)),

ms . ma bmy + ny
t < n—ldlm(Hom(é’g,fl)) , ot > n_l'dim(Hom(El,Eg))ml e
et
t > 1- % (dim(Hom(Sl,]—"l)) — dim(Hom(&y, &) )ce(77, m1)>.
1

Démonstration. Les cas 1 sont ceux du théoreme [5.1} Pour obtenir les cas 2, on emploie le
théoreme [5.8| et on applique le théoreme a l'espace W’(0) des mutations de morphismes. [
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6. APPLICATIONS

6.1. Calcul de constantes
Soient E, H, F' des espaces vectoriels de dimension finie et
T:EFEQH —F
une application linéaire. Soit M un espace vectoriel de dimension m > 0. On note
Tm=7RIy:EQ(HR®M)— F & M.

On dit qu'un sous-espace vectoriel K de H @ M est générique s’il est propre et si pour tout
sous-espace vectoriel propre M’ de M, K n’est pas contenu dans H ® M’. On note K I'’ensemble
des sous-espaces vectoriels génériques de H ® M. Si K est un sous-espace vectoriel générique
de H ® M on note

- e
On pose
cr(m) = ;13(5(17())-

Nous aurons besoin des constantes correspondant aux applications 7 suivantes :
00: SV RV —V,
o VeV — S%V,
On posera
ci(m) = cg,(m)

pour ¢ = 0,1. On montrera aux §|6.1.2] et la

Proposition 6.1. On a

m(m — 1) . n+1 :
= < 1 = > 1
co(m) mn 1) - 1) siom<n+l1, co(m) 2T 9) siom>n+1,

_ (n+1D)(m(n+2)-2) (n+D(n+3) .
c1(m) = mn+ 1) = 1) siom<n+1, ci(m) = CE) siom>n+1.

6.1.1. Propriétés générales

On considere 'application
T:EFE®H —F

et les 7, dérivées. Soit v € H ® M non nul. On appelle longueur de u le plus petit entier d
tel qu’il existe des éléments hq,...,hg de H, x1,...,x4 de M tels que

u = h@x+-+hg®ag.
C’est aussi la dimension du plus petit sous-espace vectoriel M’ C M tel que v € H® M'.
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Proposition 6.2. Soit K € K tel qu’il existe un élément non nul de K de longueur m' < m.
Alors on a
codim(7,,,(F ® K))

COdlm(K) S Sup(CT (m/)v CT(m - m/))

Démonstration. Soient u € K un élément de longueur m’ et M’ le plus petit sous-espace
vectoriel de M tel que H ® M’ contienne u. Soient p: H® M — H ® (M /M') la projection et

K'=KnHeM), K'=pK).

Alors M’ (resp. M /M) est le plus petit sous-espace vectoriel M” de M’ (resp. M/M’) tel que
KCH®M" (resp. K" C H® M"). On a donc

codim(7,,/(E ® K')) < ¢, (m') codimpgenr (K'),
codim(7,— (E @ K")) < ¢;(m —m') codimpga/nry (K").
Comme dim(K) = dim(K’) 4+ dim(K”) on obtient le résultat voulu. O

Corollaire 6.3. Si m > dim(H) on a c¢.(m) = ¢, (dim(H)).

Démonstration. Cela découle de la proposition précédente et de [6], lemma 7.1.1. 0]

6.1.2. Calcul de co(m)

D’apres le corollaire [6.3] il suffit de montrer que

m(m — 1)
2(m(n+1)—1)
si 1<m<n+1. Soit m=dim(M), avec 1 <m < n+ 1. On vérifie aisément que la formule
précédente est la valeur de §(K) lorsque K est de dimension 1 et engendré par un élément de
longueur m. D’apres la proposition [6.2] il suffit de montrer que si tous les éléments non nuls de

K sont de longueur m et si d = dim(K) > 1, alors on a 7,,(S*V ® K) =V @ M. 1l suffit de
considérer le cas d = 2. Solent (z1,...,%,) une base de M et

co(m) =

/ /
(Z1®:B1+"' ,Zm®.17m,21®1:1,“‘ 7Zm®$m)

une base de K. Alors

/
m

dim(<z1, ..oy Zmy 21 -y 20 >) > M

car dans le cas contraire K contiendrait des éléments de longueur inférieure a m. On
peut donc supposer que z/ n’appartient pas au sous-espace vectoriel de V' engendré par

21y ey Zmy 1y ey 2 4. On procede maintenant par récurrence sur m. Pour m = 1, on a

déja 7(S?*V® <2z>) =V, donc a fortiori 7(S?V ® K) = V. Supposons donc que le résultat

soit vrai pour m — 1. Soient W =2/ " et ¢ €V tel que 2, (/) =1 et orthogonal

. . N 1 . .
2y Zmy2yy ey 2h 4. On identifie W* & e ©. Soit M' =<z1,...,2Z,_1>. Soit K’ le sous-

espace vectoriel de W* ® M’ engendré par

x1®zl+"'+xm—l®zm—17 x1®zi+"'+xm—l®z:n_1-
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Soient maintenant v; = v} + el € V, 1 <i < m, avec v, € W’'. On peut d’apres ’hypothese
de récurrence trouver qo,q) € S*W tels que
qo(zi) +qo(z;) = v;
pour 1<i<m—1. Soient u,u’ €V et
q=dqo+ue,, q¢=q+ue,
On veut obtenir ¢(z;) + ¢'(2}) = v; pour 1 <1i <m. Ces équations équivalent a
zi(u) +z(uW) =a; pour 1<i<m-—1,
u + qo(zm) + (Zm(u) + 20 (u'))e) = vy,

La seconde équation permet (en fixant z,,(u) = 0) de déterminer u’ et les autres permettent
alors de déterminer u. On a donc bien prouvé que 7(S?*V @ K) =V @ M.

6.1.3. Calcul de c1(m)

D’apres le corollaire [6.3] il suffit de montrer que
n+1)(m(n+2) —2
) — B D £2) =)
2(m(n+1) —1)
si 1 <m < n+1. Soit m=dim(M), avec 1 <m < n+ 1. On vérifie aisément que la formule
précédente est la valeur de §(K) lorsque K est de dimension 1 et engendré par un élément de
longueur m. D’apres la proposition [6.2]il suffit de montrer que si tous les éléments non nuls de
K sont de longueur m et si d = dim(K) > 1, alors on a
(n+1)(m(n+2)—2)
2(m(n+1)—1)
Supposons d’abord que m = 1. Alors on a K CV, nn(V® K)=V.K C S?V. Donc
codim(r(V ® K)) = dim(S*(V/K)) et

IK) <

dim(V/K) n+1

IK) = <
(K) 5 5
On suppose maintenant que m > 1. On va montrer que la restriction de
T:VR®K— S?V®M est injective. Supposons le contraire. Soient wy,...,u, des élé-
ments de K linéairement indépendants et vq,...,v, € V non tous nuls tels que
Tm(V1 @ Uy + -+ - v, ®u,) = 0. On suppose que p est minimal, ce qui entraine que vy, ..., v,
sont linéairement indépendants. Soit V' C V' le sous-espace vectoriel engendré par vy, ..., v,.
Posons pour 1 <7 <p
U = Wy QT+ Wy, @ Ty,

avec wj eV, (z1,...,xy) étant une base de M. On a alors pour 1 < j <m

1 Do

nw; + .. Wy = 0.

Ceci entraine que w§ € V'. 1l existe donc une combinaison linéaire non nulle de (wq, ..., w})
et (wi, ..., wh) qui n’est pas contituée de vecteurs linéairement indépendants. En changeant la
base (x1,...,2,) de M on peut donc se ramener au cas ou wy, ..., w} ne sont pas linéairement

indépendants. Comme uy,...,u, le sont, ceci entraine qu’on peut trouver dans K un élément
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non nul de longueur strictement inférieure a m. Ceci est contraire a I’hypothese. Donc la

restriction de 7 a V ® K est injective. On a donc, en posant d = dim(K),
dim(7,(V ® K)) = (n+1)d,
et on vérifie aisément que
(n+1)(m(n+2) —2)
2(m(n+1) —1)
Ceci acheve la démonstration de la proposition [6.1

IK) <

6.2. Variétés de modules de morphismes m;O(—2) & myO(—1) — n,O sur P,

On applique le théoreme [5.9] aux morphismes
(O(2)xC™) e (0O(-1)C™) — O C™,

compte tenu des calculs du §[6.1] On pose

my mo

m = —, e = —.
ni ny

On obtient le résultat suivant, qui généralise celui du §10.2 de [6] :

Théoréme 6.4. [l existe un bon quotient projectif W*//G dans chacun des deux cas sui-

vants :

1-0na

(n+ 1)ne
(n+ 1) +m’
(n+ 1)mg(my — 1)
2(ma(n+1) —1)
(n+ 1)

—_— ) > 1.
2(n+2>772 s Mo >n+

m2 st 2<mp<n+l,

2-0na

+1
—n(n )771 +1
t 2 ,
(n+1)2 41
2
n(n+1)
2(mi(n+1)—1) "

st mp <n+1,

t St m n—+ 1.
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La partie 1- s’obtient directement a partir de [6] et des calculs de constantes du §, et la
partie 2- en utilisant des mutations des morphismes.

6.3. Exemple 1

On considere les morphismes
(f1,09) : O(=2) 2 O(—1) — O ® Cn+2
sur P,,.

On sait d’apres les résultats de [6] (résumés dans le théoreme (6.4}, 1-) construire un bon quotient
W/ /G dés que

n+1

n+2

Mais dans ce cas le quotient est vide ! En effet, il existe toujours un sous-espace vectoriel
H c C"*2 de dimension n + 1 tel que Im(¢) C O ® H. On doit donc avoir, si (¢1,ps) est

G-semi-stable relativement a (A1, Ag, 1), Ag — Z—E <0.

t:>\2 >

On emploie maintenant le théoreme . On peut construire un bon quotient W**//G dés que
n+3

2(n+2)

Les valeurs singulieres de t sont par définition celles pour lesquelles la G-semi-stabilité

n’implique pas la G-stabilité. Ces valeurs sont exactement les nombres

k
n+ 2
pour 1 <k <n+1. Dans ce cas un morphisme (¢1, ¢2) G-semi-stable non G-stable est con-
struit de la facon suivante : on consideére un sous-espace vectoriel H C C"*? de dimension k,
et on prend pour ¢, un morphisme tel que Im(¢py) C O ® H et que H soit le plus petit sous-
espace vectoriel ayant cette propriété. On prend pour ¢; un morphisme tel que 'application
linéaire induite

t >

ty

H°(O(2))" — C"*?
soit surjective.

On obtient donc au total n quotients distincts et non vides, dont ["T“] sont singuliers. Ils sont

2)(n? -2 . N . . .
%, sauf celui correspondant & £,,1, qui est de dimension 2.

de dimension 5

On peut généraliser ce qui précede et obtenir des bons quotients projectifs d’espaces de mor-
phismes du type

O(—p—q) ®O(—p) — OxC"?
sur P,,, p, q étant des entiers positifs.
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6.4. Exemple 2

On considere les morphismes
O(-2) @ (0(-1) ® CF) — O @ C"*H!
sur P,,.

On sait d’apres les résultats de [6] (résumés dans le théoreme (6.4}, 1-) construire un bon quotient
W# /]G dés que

1
t > 1— ———— =1;.
1+ (n+1)k
Si on utilise le théoreme 6.4} 2-, on peut construire un bon quotient W*°//G dés que
n+1
t > 1— = =t
2 nk+1) °

On s’intéresse maintenant aux valeurs singulieres de ¢, c’est-a-dire a celles pour lesquelles il
peut exister des morphismes semi-stables non stables. Si (A, A2, 1/(nk + 1)) est la polarisation
correspondant a ¢, ce dernier est singulier si et seulement si il existe des entiers k', p, avec
1<k <k, 0<p<nk, tels que

nk —p
Mok! = .
2 nk +1
On a alors
_ k(nk —p)
K (nk+1)
. R k(nk — p) . ,
Les valeurs singulieres de ¢ sont donc les nombres de la forme ———= (ou 1 <k <k,
K'(nk+1)
0 < p < nk) compris strictement entre 0 et 1.
Lemme 6.5. La plus grande valeur singuliere de t est t,,4. = YR
n

Démonstration. On peut obtenir t,,,, en prenant p = n(k — k), donc c’est bien une valeur
singuliere de t. Il reste a montrer que c’est la plus grande. Pour cela il suffit de prouver que
k(nk — p)

—— (avec 1 <K <k, 0<p<nk),etsi 0<t<l1, alorsona 1—t> :
Fnk g 1) @veels Sp<nk) = k11

/

si t=

k
L’inégalité ¢t <1 équivaut a p > n(k—Fk') — = Ceci entraine que p > n(k — k'), et cette

O

derniére inégalité équivaut & 1 —¢ > )
& 4 “nk+1

On vérifie aisément qu’on a

to < thae <11.
La variété de modules M, = W?*//G obtenue pour t > t,,,, est décrite dans le §10.2 de [6]:
c’est un fibré en grassmanniennes sur la variété N(n + 1, k,nk + 1) (cf. chapitre 2). Cest la
seule que 'on puisse construire en utilisant directement les résultats de [6]. En utilisant les
mutations de morphismes on peut donc obtenir les deux variétés de modules supplémentaires
suivantes : My (pour t = ty4:) €t M_ (pour t < e, proche de t,q,). Il est possible de décrire
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completement les variétés My et M_, ainsi que le passage de M, a M_ en termes de flips,
comme dans l'exemple du §10.1 de [6].
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