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1. INTRODUCTION

Le but de cet article est I’étude de certaines structures géométriques rencontrées dans la théorie
des fibrés exceptionnels sur les espaces projectifs (cf. [3], [4]). Le point de départ est la donnée
d’un C-espace vectoriel W de dimension finie n 4+ 1, n > 3, muni d’une forme bilinéaire non
dégénérée. Dans I'étude des fibrés exceptionnels sur P, on considere W = K(P,) @ C (K(P,)
désignant I’anneau de Grothendieck des classes de faisceaux cohérents sur P,,), muni de la forme
bilinéaire définie par

VELIF) = 3 dim(Exti(E, F))
i=0
pour tous faisceaux cohérents E, F' sur P,. L’étude de cette forme bilinéaire et des géné-
ralisations ont été effectuées dans [8], [17]. Le cas de Pj est traité avec beaucoup de détails
dans [13], [14]. Les articles précédents étaient plutot consacrés aux propriétés arithmétiques de
x sur K(P,,). On s’intéresse ici uniquement a des formes bilinéaires complexes.

Soit ¢ : W — W* un isomorphisme non antisymétrique. On en déduit la forme bilinéaire
non dégénérée définie par

(u,v) = w.d(v).
On note Q(¢) C P(W) la quadrique des points isotropes. Si X est un sous-ensemble de
P(W), on note X+ (resp. +X) le sous-espace linéaire de P(W) constitué des points y tels que
(z,y) = 0 (resp. (y,z) = 0) pour tout = dans X. Soit T(¢) ='¢p~' o € GL(W), appelé ici la
translation associée & ¢ (dans [8], T(¢)~! est appelé I'opérateur fondamental associé a la forme

bilinéaire précédente). On rappelle au chapitre 2 quelques résultats classiques, et notamment
1
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celui-ci : la GL(W)-orbite de ¢ est entierement déterminée par celle de T(¢) (cf. [8], et les
ouvrages [12], [11] cités dans cet article). On donne au §2.2.2 la liste des orbites des T(¢) et
celle des ¢ correspondants dans le cas o n = 3.

Soit V' un C-espace vectoriel de dimension n. On suppose que W est un sous-espace vectoriel
de H°(P(V),O(2)). On appelle congruence quadratique un morphisme rationnel

o:P(V)— P(W)

tel que o*(O(1))=0(2), que o*:W*— H(P(V),0(2)) induise un isomorphisme
o* : W* ~W et que pour tout point P de P(V') ou ¢ est défini on ait P € o(P) (o(P) étant
vu comme une quadrique de P(V)). Soit ¢ = (¢*)~'. On munit alors W de la forme bilinéaire
non dégénérée induite par ¢. L’étude des congruences quadratiques dans le cas général est faite
dans le chapitre 3. Dans le chapitre 4 on s’intéresse au cas n = 3 (on parle alors de congruences
quadratiques planes).

Le cas le plus intéressant est celui ou P(W) est 'espace des quadriques de P(V') contenant
une quadrique fixe C(¢) d’'un hyperplan H(c) de P(V). On dit dans ce cas que o est une
congruence quadratique normale, et on montre qu’on a alors rg(C) =rg(Q(¢)) —2, que o
induit un isomorphisme birationnel P(V) =~ o(P(V)) et que o(P(V)) = Q(¢). On note

T(oc) = o 'oT(¢) oo,
qui est un automorphisme birationnel de P(V'), qu’'on appelle la translation associée a o.

La restriction de o & H(o) est constante. C’est une quadrique dégénérée dont I'une des com-
posantes est H(c). On note L(o) autre composante. On montre que T(o) est linéaire si et
seulement si on a L(o) = H(o).

On donne au § 3.5 une construction géométrique des congruences quadratiques normales. On
part d'un espace vectoriel abstrait W de dimension n + 1 et d’un isomorphisme non anti-
symétrique ¢ : W ~ W* tel que Q(¢) soit non dégénérée. Soient O un point lisse de Q(¢), To
I'hyperplan tangent a Q(¢) en O et

7 : P(WO\{O} — P,

la projection de centre O. Soit
C = n(ToNQ(9))

qui est une quadrique de l'hyperplan 7(7p) de P,_;. Soit Wy le sous-espace vectoriel de
H°(P,_1,0(2)) constitué des équations de quadriques contenant C'. On définit alors un iso-
morphisme P(W) ~ P(W,) en associant & P I'image par 7 de Q(¢) N PL. Si Q est un point
général de P,,_;, on note n(Q) I'unique point de Q(¢) N7 1(Q). Alors

o: P4 — P(Wy)
Q r— 7w(Q(e)N"n(Q))

est une congruence quadratique. On montre (théoréme 3.5.5) que toute congruence quadratique
normale peut s’obtenir de cette facon (modulo I'action de PGL(n)).

Dans le chapitre 4 on suppose que n = 3. Dans ce cas C' est constitué de deux points distincts
de Py, ou c’est un point double d’une droite de Py. Soient G¢ le sous-groupe de GL(3) cons-



GEOMETRIE ORTHOGONALE NON SYMETRIQUE 3

titué des isomorphismes laissant C' invariant et Cong(C') 'ensemble des congruences quadra-
tiques o : Py — P(W), ou W est l'espace des équations de coniques de Py contenant C'. Alors
I’application
Cong(C) — Isom(W,W*)
o — (o*)~1
est compatible avec un morphisme de groupes G¢ — GL(W). On montre (théoreme 4.4.1)
que I'application quotient

Go/Ge — Tsom(W, W*)/GL(W)

a des fibres finies. On donne au chapitre 6 la liste des G¢-orbites de Cong(C') correspondant
aux GL(W)-orbites des T(¢) correspondantes.

Dans le chapitre 5 on montre (théoréme 5.3.1) que pour toute congruence quadratique normale
o:P(V)=P,.1 — P(IW) telle que 'image de o contienne au moins une quadrique de rang
maximal de P(W) il existe un morphisme rationnel R :P(V) — PGL(V) et une quadrique
Co de P(V) tels que pour un point général P de P(V) on ait o(P) = R™'(Cy). Cela découle
du fait qu’il existe des sections rationnelles de la restriction a P(1W) de la quadrique universelle
Q C P(S?V*) x P(V) (prop. 5.2.5). Dans le cas ot n = 3, on montre que si L(c) = H(o), on
peut définir R par des formes de degré < 2.

2. ISOMORPHISMES, QUADRIQUES ET TRANSLATIONS ASSOCIEES

2.1. Définitions
Soit W un C-espace vectoriel de dimension finie n + 1 > 4. Soit
T: Isom(W,W*) — GL(W)
¢ > ‘97l
Dans [4] on appelle T(¢) la translation associée & ¢. Dans [8] on appelle T(¢)™! Iopérateur

canonique. Le groupe GL(W) agit sur lui-méme a droite par conjugaison et sur Isom (W, W*)
par :

¢.9 = 'gogoyg
pour g € GL(W), ¢ € Isom(W,W*), et T est un GL(W)-morphisme.
Si ¢ € Isom (W, W*), on note

1 1,
b5 = §(¢+t¢)a $a = §(¢ —'9)

qu’on appelle respectivement la partie symétrique et la partie antisymétrique de ¢. On utilise
les mémes notations pour les éléments de Isom(W*, W).

On notera souvent de la méme fagon un point de P, et un point de W au dessus du précédent,
ce qui donne par exemple un sens a la définition suivante : si ¢ est non antisymétrique, on note

Q(¢) la quadrique de P, = P(W) d’équation z.¢(x) = 0.
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Si X C P, on note Xt (resp. +X) le sous-espace linéaire de P, constitué des points y tels que
xo(y) = 0 (resp. yo¢(x) = 0) pour tout point = de X.

2.1.1. Lemme : Soit P un point lisse de Q(¢). Alors les quatre propriétés suivantes sont
équivalentes :
(1) On a ¢(P) ="'¢(P) dans P(W*).

(2) Ona P+-=1P.
(3) Ona T(¢)(P)=P dans P(W).
(4) L’espace tangent de Q(¢) en P est PL.

Immédiat

2.2. Etude de laction de GL(W)

La GL(W)-orbite d'un élément ¢ de Isom(W, W*) est entierement déterminée par la GL(W)-
orbite de T(¢) :

2.2.1. Proposition :  Pour tout ¢ € Isom(W, W*), on a
T-(T(¢)) © GL(W).6.

(Proposition 3.1.1 de [8]).

2.2.2. Le cas ou dim(W) =4

On donne ci-dessous la liste des orbites des T(¢) et la forme des ¢ correspondants dans le cas
ou dim(W) = 4.

Cas 1.1:
A0 0O 0 X 0 0
01 00 A X 0 0 0
_ A _
TO=1odpo] = 0 0 0 v
0 0 0 i 0 0 uY 0
avec N2 #£ 1, p#1, Au#1, X#p, XY #0. Ona rg(Q(¢)) = 4.
Cas 1.2:
A0 00 0 X 0 T
o xo00 A 0 X2 o
T(¢) = 00 X O | ¢= 0 0 Y
000 1 AT 0 udY 0

By
avec A2 #£ 1, XY —ZT #0. On a rg(Q(¢)) = 4.
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Cas 1.3 :
T(¢) = Iw, ¢ = matrice symétrique,

Ona rg(Q(9)) = 4

Cas 1.4 :
T(¢) = —Iw, ¢ = matrice antisymétrique,
Cas 1.5 :
1 0 0 0 a X 0 0
o100 X B8 0 0
T(¢) = 00 X O 0O 0 0 Y
000 3 0 0 XY 0
avec A # 1, (af — X?)Y #0. Ona rg(Q(4)) =4 si A # —1 et sinon

Cas 2.1:

-1 1 0 O 0 0 0
0 -1 0 0 0 —a
=10 o -1 1] |0 o -2
0 0 0 -1 —a 2o —%-—
avec a# 0. On a rg(Q(¢)) = 3.
Cas 2.2 :
—1 0 0 2a0
0 0 —2a « —u—v
T(¢) = 0 — 1 0 U+ v
0 —u—v —2p
avec 4afi — (u+v)2#0. Ona rg Q(gb
Cas 2.3 :
A1 00 0 0 0
0O A0 0 0 0 «
T(¢) = 0 0 % 1 | ¢= 0 Ao 0
000 & —Ma =Xa+A3 0

X
avec A2 # 1, a#0. Ona rg(Q(¢)) =

Cas 2.4 :
1 100 0 O 0 @
0100 6= 0 € —a B-a
0011’ - 0 —a 0 0
0 001 a [ 0 v
avec a# 0. Ona rg(Q(¢)) =
Cas 2.5 :
100 0 a 0 0 B
o110 oo 0o 4
TO={oo011] =00 — 0
0001 By v e
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avec ay#0. Ona rg(Q(¢)) = 4.

Cas 2.6 :
A0 0 O 0 —a 0 O
0o+ 0 o0 Axc 0 0 O
_ A _
T(¢) = 0 0 —1 1 ’ ¢ = 0 0 0 —p
00 0 -1 0 0 B -4
avec N2 #1,aB#0. Ona rg(Q(¢)) = 3.
Cas 2.7 :
-1 0 0 0 0 —a 0 O
- 0O -1 0 0 | a 0 0 ~v
T =1 o o -1 1| o o0 o 3
0 0 0 -1 0 —y -8 &
avec aff #0. Ona rg(Q(¢)) = 1.
Cas 2.8 :
10 0 0 a c 0 0
01 0 O c d 0 0
T(¢) = 00 —1 1 ’ ¢= 00 0 «
00 0 -1 00 —a

avec a(ad —c*) #0. On a rg(Q(¢)) = 3.

Les cas 1.x sont ceux ou T(¢) est diagonalisable les cas 2.x sont ceux ou elle ne 'est pas. Dans
le cas général les résultats de [8] permettent de déterminer toutes les GL(WW)-orbites des ¢ et
T(¢) correspondants.
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3. CONGRUENCES QUADRATIQUES (CAS GENERAL)

3.1. Définition

Soient n > 3 un entier, V' un C-espace vectoriel de dimension n, et P,_; = P(V). Soit W un
sous-espace vectoriel de dimension n+1 de H°(P,_;, O(2)). On appelle congruence quadratique
un morphisme rationnel

(2 Pn—l — P(Wg) = Pn
tel que :
(1) o*(O(1)) = O(2) .
(2) o* : Wy — H°(P,_1,0(2)) induit un isomorphisme W; ~ W, aussi noté ¢*, non
antisymétrique.
(3) Pour tout point P de Py ot ¢ est défini, on a P € o(P), o(P) étant vu comme une
quadrique de P,_;.

Si de plus ¢ induit un isomorphisme birationnel P, 1 ~ o(P,_1), et si ¢g est de rang au moins
n on dit que o est régulicre. Si n =3 on dit que o est une congruence quadratique plane.

Soit ¢ € Isom(W,W*). On dit que o est une réalisation géométrique de ¢ par des quadriques
de Wy 8’1l existe un isomorphisme 7 : W ~ W, tel que ¢ soit la composée
U (o) « ' X
W — Wy —— Wy — W

On identifie dans ce cas W et Wy, o* et ¢~ 1.

3.1.1. Lemme : 1 - Le morphisme o est a valeurs dans Q(¢), et pour tous points P,Q de
P,._1 ot o est défini, on a Q € o(P) si et seulement si ¢(o(P)).c(Q) =0 .

2 - L’image de o est dense dans Q(¢), et ¢g est de rang au moins 3.

Démonstration. La démonstration de 1- est la méme que celle de [4], lemme 2.5. Puisque
I'image de Q(¢) n’est pas contenue dans un hyperplan, 2- en découle immédiatement. 0

3.2. Congruences quadratiques normales

Le cas le plus intéressant est celui ou Wy est I'espace des formes quadratiques s’annulant sur
une sous-variété fermée C' de P,,_; de codimension 2 en chacun de ses points. Dans ce cas C'
est nécessairement une quadrique d’un hyperplan de P,,_;, en vertu de la

3.2.1. Proposition : Soit C une sous-variété fermée de P,_1 de codimension 2 en chacun
de ses points. Alors les 2 assertions suivantes sont équivalentes :

(1) II existe un hyperplan H de P,y tel que C' soit une quadrique de H.
(2) L’idéal de C contient n + 1 formes quadratiques linéairement indépendantes.
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Démonstration. Je pense que ce résultat est classique. J’en donne cependant une esquisse de
démonstration. Il est immédiat que 1- entraine 2-. Prouvons la réciproque. Supposons que 2-
soit vraie.

Soit W = H°(Zc(2)), qui est de dimension > n+ 1. Supposons que P(IW) contienne une
quadrique @) de rang r > 5. Alors C est une hypersurface de ). D’apres le théoreme de Klein
(cf. [10], Ex. I1.6.5), C est l'intersection complete de @ et d’une hypersurface S de P, ;.
L’idéal de C est donc engendré par des équations q et ¢ de (), S respectivement. Il en découle
d’apres 2- que ¢ doit étre de degré 1, ce qui démontre 1-.

On peut donc supposer que toutes les formes quadratiques de W sont de rang < 4. Soit r leur
rang maximal. On voit aisément que les quadriques associées ont un P,,_, en commun, et on
se ramene ainsi au cas ou r =n et n = 3 ou 4. Traitons par exemple le cas le plus difficile :
n = 4. On prend une quadrique lisse @ ~P; x P; de P(W). Alors C est une section d’un fibré
O(a,b) dans @, avec a + b < 4 (car C est contenue dans I'intersection de deux quadriques). On
montre ensuite que le seul cas possible est (a,b) = (1, 1), en remarquant que dans les autres cas
I'idéal de C' ne contient pas 5 formes quadratiques linéairement indépendantes. Ceci démontre
1-. O

Les congruences quadratiques P,,_; — P(W}) sont dites normales. Ce sont les seuls types de
congruences quadratiques que 1'on étudiera ici. Il en existe d’autres (cf. 4).

Soient C' une quadrique d’un hyperplan H de P,_;, W l'espace vectoriel de dimension n + 1
des quadriques de P,,_; contenant C. Soient o : P, ; — P(WW) une congruence quadratique,
¢ W ~ W* lisomorphisme associé, et r le rang de Q(¢). On notera H(c) = H et C(o) = C.

On pose m =rg(C(c)). On peut supposer que P, ; est muni des coordonnées xi,...,,,
que H(o) est défini par I'équation =z, =0, et C(o) est défini dans H(o) par I’équation
24 +22 =0. On munit W de la base (z1z,,...,22, 27+ --+22). On considere la

matrice (n +1) x (n+1)

10 . 0 0
010 0

0

. : 0

0 10 0

Jn = | 0 00 0
o . . ... ... 0 0

0o . . ... . .0 0 —3

0O . . .. . . .0 =0

2
dont les seuls termes non nuls de la diagonale sont les m premiers termes, égaux a 1. Alors on
voit aisément qu’il existe une matrice (n + 1) x (n + 1) antisymétrique M telle que la matrice
de ¢! relativement & la base précédente de W soit, & un scalaire multiplicatif pres de la
forme M + J,,. Le rang de qﬁgl est alors m + 2, ainsi donc que celui de ¢g. On en déduit
immédiatement la
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3.2.2. Proposition : Le rang de C(o) est r — 2, (¢~ 1)g ne dépend que de W et o induit un
isomorphisme birationnel P, 1 ~ o(P,_1).

On déduit aussi de ce qui précede le

3.2.3. Lemme : La restriction de o a H(o) est constante, et o(H(0)) est une quadrique
dégénérée, dont une des composantes est H (o).

On notera L(o) autre composante de o(H (¢)). C’est un hyperplan de P,,_;. Avec les notations
précédentes, si M = (a;;), 'équation de L(o) est

Zan+1,iXi - %Xn = 0.

=1

3.3. Caractérisation des congruences quadratiques

3.3.1. Proposition : Soient Wy un sous-espace vectoriel de dimension n+ 1 de

HOP,_1,0(2)) et o:P,_1 — P(Wy) un morphisme rationnel dont 'image n’est pas contenue
dans un hyperplan, et tel que pour tout P € P,y général on ait P € o(P). Si P € P,_1, on
note F,(P) l'adhérence du lieu des points Q) tels que o soit défini en Q et P € o(Q). Alors o
est une congruence quadratique si et seulement si pour tout point général P de P,,_y, F,(P) est
un point de de P(Wy).

Démonstration. Posons L = o*(O(1)), et soit o* : Wi — H°(L) Dapplication linéaire as-
sociée a o. Solent x € V au dessus de P, et ¢, € Wy défini par ¢.(q) = q(z). Alors o*(¢,)
s’annule exactement sur F,(P). Il en découle d’apres la condition 2 de 3.1 que si o est une
congruence quadratique, alors F,(P) est une quadrique élément de P(W).

Réciproquement, supposons que pour un point général P de P,_1, F,(P) soit une quadrique
appartenant a P(Wp). Il faut prouver que les propriétés 1- et 2- de 3.1 sont vérifiées. En

choisissant n + 1 points z1,...,2,41 de V tels que (¢,;) soit une base de W on se rameéne au
cas ou relativement a une base convenable de W, o est de la forme
_ (4P P
o = (¢, ns)

p étant un entier positif et ¢1,...,p1 € Wp.
Montrons que p = 1. Le morphisme

P(V) — PW)
Cx +— Co,

a pour image une quadrique. Il en découle qu’il existe une quadrique Q de P, telle que pour
tout (Aq,...,Apq1) € Q il existe un ¢ € Wy tel que

M+ Al = O
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Puisque I'image de o n’est pas contenue dans un hyperplan, ¢7,...,¢" ; sont linéairement
indépendants dans S?V*. La quadrique @ contient des droites. Cela signifie qu’il existe des
éléments linéairements indépendants 11, 1o de Wy tels que toute combinaison linéaire de 7
et ¢} soit de la forme 9?, avec ¢ dans Wy. Ceci est impossible si p > 1, comme on peut le
voir par exemple en se restreignant a des droites de P,_;. Il est maintenant immédiat que les
conditions 1- et 2- de 3.1 sont vérifiées. 0

3.3.2. Proposition : Avec les notations de la proposition 3.3.1, le morphisme rationnel

P,y — PW)
P +~—— F,(P)

est une congruence quadratique.

Démonstration. Notons 7 le morphisme précédent. Il suffit de vérifier que les conditions de la
proposition 3.3.1 sont vérifiées par 7. Il est immédiat que pour un point général P de P,,_; on
a F.(P)=o(P), donc F,(P) est bien une quadrique. D’autre part, si x € V est au dessus de
P on a vu que 0*(¢,) est une équation de F,(P). Comme o* est un isomorphisme de W sur
Wy et que les ¢, engendrent W, on voit que I'image de 7 ne peut pas étre contenue dans un
hyperplan de P(W,). O

3.3.3. La congruence quadratique de la proposition 3.3.2 est appelée la transposée de o et est
notée ‘o. Notons que I'isomorphisme Wy ~ W associé a ‘o est le transposé de celui qui est
associé a 0. On a (‘o) = o.

3.4. Translation associée

Soit o une congruence quadratique induisant un isomorphisme birationnel P, _; ~ o(P,_1).
Soit ¢ = (¢*)~!. On note
T(o) = o~ o T(¢) 0o,

qu’on appelle la translation associée a o.
3.4.1. Lemme : Soit P est un point de P,_1 ot o est définie. Alors o est aussi définie en
T(o)(P) et T(o)(P) € o(P).

Démonstration. Immeédiat. O

3.4.2. Proposition : Soient o0 une congruence quadratique réquliére ou normale,
¢ : Wy =~ W§ Uisomorphisme associé. Alors ‘o est aussi réguliére, et on a

T(‘oc) = T(o)".
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Démonstration. Le cas ou ¢ est normale découle du § 3.5. Supposons donc ¢ réguliere. Soit
¢ = (%)t : Wy~ W{. Si Pest un point de P,,_; ou ¢ est définie, on note W (P) le sous-espace
vectoriel de Wy constitué de u tels que ¢(u)o(P) = 0. Puisque ¢g est de rang au moins n
et I'image de o dense dans Q(¢) (d’apres le lemme 3.1.1), pour un P générique W (P) est un
hyperplan de Wy et ¢g est non dégénérée sur W (P). Il faut montrer que ‘o est injective sur un
ouvert de IP,,_;. Supposons que ce ne soit pas le cas. Alors il existe deux points distincts QQo,
@1 de P,,_; ol o est définie, tels que pour i = 0,1 W(Q;) soit un hyperplan de Wy, que ¢g soit
non dégénérée sur W(Q;) et 'o(Qoy) ='0(Q1). Cela entraine que les quadriques de la forme
o(Q) qui passent par Qo sont les mémes que celles qui passent par ;. D’apres le lemme 3.1.1,
ceci équivaut & Q(¢) NW(Qo) = Q(¢) N W(Q1). Puisque ¢g est non dégénérée sur W(Qy) et
W(Q1), on en déduit que W (Qy) = W(Q1). Puisque ¢g est non dégénérée, ceci entraine que
Qo = Q1. Donc ‘o est injective sur un ouvert de P,_;. Le reste de la proposition 3.4.2 est
évident. O

3.5. Construction géométrique des congruences quadratiques normales

Soient n un entier tel que n > 3, W un C-espace vectoriel de dimension n+1, ¢ : W — W*
un isomorphisme. On suppose que la quadrique Q(¢) est non dégénérée. Soit r > 3 son rang.
Si X C P(W), rappelons qu’on note X+ (resp. +X) le sous-espace linéaire de P(W) constitué
des points Cy tels que z¢(y) =0 (resp. y¢p(z) = 0) pour tout point x de W au dessus d'un
point de X.

Soient O un point lisse de Q(¢) et
=m0 : PWN\{O} — P,y

la projection de centre O. Plus concretement, on peut considérer que P,_; est un hyperplan de
P(W) ne contenant pas O et pour tout point P de P(W) différent de O, w(O) est 'intersection
de P,,_; et de la droite OP.

3.5.1. Lemme : Soit Tp Uhyperplan tangent a Q(¢) en O. L’image par m de Q(¢) N Tp est
une quadrique C' de I’ hyperplan w(Tp) de P,_1. Le rang de C' est égal a r — 2.

Démonstration. On peut choisir des coordonnées indépendantes z, ..., x, dans P(W) de telle
sorte que I'équation de Q(¢) soit z2 +---+ 22, =0, et que O soit le point (1,4,0,...,0).
L’équation de Ty est alors xp+ix; = 0. On peut aussi supposer que P, _; est I'hyperplan

d’équation zo = 0, muni des coordonnées x1,...,z,. Dans ce cas, 7(Tp) est 'hyperplan de
P, d’équation z; = 0, et C' la quadrique d’équation x3 + --- + z2 | = 0, qui est bien de rang
r—2. O

Notons que si P € Q(¢) NTp et P # O, alors toute la droite OP est contenue dans Q().
On note W, l'espace vectoriel de dimension n + 1 des quadriques de P, ; contenant C. Il
est immédiat que si H est un hyperplan de P(W), m(Q(¢) N H) est une quadrique de P,
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contenant C, qu’on notera S(H). On a des isomorphismes
T: P(W) — P(W)
P — S(Ph)

et
T P(W) — P(W)
P — S(*P)

Notations : On notera pour simplifier de la méme facon un point P d’un espace projectif, et
un point de I'espace vectoriel correspondant au dessus de P. Si u est un élément d’un espace
vectoriel et f un élément de son dual, on notera u.f ou f.u le scalaire image de u par f.

Si @ est un point de P,_;\C, on note n(Q) le point commun & la droite OQ et a Q(¢) autre
que O. On a
n(@Q) = (Q-9(Q)0 —(Q-¢(0) +0.6(Q))Q
= (Q-95(Q))0 — (Q-95(0) + 0.95(Q))Q-

Si P € P(W),onadonc @ € 7(P)sietseulement si P.¢(n(Q)) =0, et Q € 7/(P) si et seulement
si. Plo(n(Q)) = 0.

On considere les morphismes rationnels
c: P,_1 —
Q — S(*n(Q))
—

et
o . Pnfl

Q +— Sn(@

Si P, @ sont des points généraux de P,,_; on adonc P € o(Q) (resp. P € ¢/(Q)) si et seulement
si. n(P).¢(n(Q)) = 0 (resp. n(Q).¢(n(P)) = 0).

3.5.2. Proposition :  Les morphismes o et o’ sont des congruences quadratiques. On a
o' ="to et lisomorphisme Wy~ W associé a o est ¢.

Démonstration. Pour tout point P de P, 1, on note ®p la forme linéaire ¢+— g(P). On
commence par évaluer o*(®p), pour tout point P de P, 1\C. Soit @ € P,,_;. Alors on a

o (Pp)(Q) = n(P).0(n(Q)).

Donc 7(n(P)) = c*(Pp). On a d’autre part pour tout w e W, 7(Pp)(w) = w.¢(n(P)). 1
en découle, les ®p engendrant W§, que o* est a valeurs dans Wy et que ‘7o (0*) o7 =¢. La
proposition 3.5.2 s’en déduit immédiatement. 0

On a donc H(o)=n(Tp) et C(o)=C.

3.5.3. Proposition : On a L(o) =7w(01).
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Démonstration. Si P est un point général de H (o), on a n(P) = O, donc 7(O*') C o(P). Si
Ty # O+ onadonc L(c)=m(O1). Le cas Ty = O+ s’en déduit par continuité. O

La translation T(o) s’interprete de la fagon suivante : si P € P, 1, on a

On en déduit la

3.5.4. Proposition : Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) On a Ty = O*.
(2) Ona L(o)= H(o).
(3) La translation T(o) est linéaire.

Démonstration. L’équivalence des deux premieres propriétés précédentes découle du lemme
3.5.3. Supposons que 1- soit vérifiée. Soit K un hyperplan de P,,_;. Alors les points n(Q),
Q € K sont dans K’ NQ(¢), ou K' =7~ 1(K) est un hyperplan de P(W) passant par O. On
a T(o)(K) = 7(T(o)(K'NQ(p)), et T(¢)(K' NQ(¢)) est contenu dans T(¢)(K’), qui est un
hyperplan de P(W). Son image par 7 est contenue dans un hyperplan de P, _; car puisque
To = O*, on a d’apres le lemme 2.1.1, T(¢)(O) = O, d’out O € T(¢)(K’). 1l en découle que
T(o) est linéaire. Réciproquement, si T(o) est linéaire, le raisonnement précédent montre que
pour tout hyperplan K’ de P(IW) passant par O général, T(¢)(K’) passe aussi par O, d’ou il

découle que T(¢)(0) = O dans P(W) et Ty = Ot d’apres le lemme 2.1.1. O
3.5.5. Theoreme : Toute congruence quadratique normale peut s’obtenir par la méthode
précédente.

Démonstration. On emploie des notations légerement différentes de celles de 3.2. On munit

P, de coordonnées indépendantes xq,...,z,+1. On suppose que P, ; C P, est 'hyperplan
d’équation z,,1 = 0, muni des coordonnées x1, ..., z,, que Q(¢) est la quadrique d’équation
2 2
Th—m+1 +eeet LTpy1 = 07

et que O =(0,...,i,1). Alors Tp est I'hyperplan d’équation iz, + 2,41 = 0. L’hyperplan
7(To) de P, est défini par I’équation x, =0 et C est la quadrique de 7(7Tp) d’équation
Ty o an = 0.

L’isomorphisme ¢ a une matrice du type

0 O
(0 [m+1) +A7
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ou I,41 est la matrice identité (m+1) X (m+1) et A= (a;;) une matrice antisymétrique.

Si P = (z1,...,2,) € P,, on calcule aisément qu’on a, en posant s(P) =x2_, .+ +25_,,
—21T12,
n(p) = :
—NTp_ 1%,
is(P) —ix?
s(P) +

On va montrer que toute congruence quadratique o :P, ; — P(W,) peut s’obtenir
par la construction géométrique décrite précédemment en utilisant un ¢ convenable (c’est-
a-dire une matrice antisymétrique A convenable). On munit W; de la base

_ 2 2 2
(ph s 7pn+1) - (le’ﬂn sy T—1Tn, T,y xn—m+1 +-eet xn—l)'

—th

Alors o est définie par une matrice (n+ 1) x (n+ 1) de la forme

Soit

0 0 0
0 —4L,_y 0 | + (by)
0 0 N

ou (b;;) est antisymétrique. C’est-a-dire que si P et () sont des points de P,,_1, ona P € 0(Q)
si et seulement si

Y bunk(P)pi(Q) = 0.

1<k,j<n+1

En utilisant le fait que P € o(Q) si et seulement si 7(Q).¢(n(P)) = 0, on voit qu’on doit avoir
bij =—4ay; si 1<k j<n-—1,
bin = =20, — 2t pe1 si 1<k <n-—1,
bint1 = 20k, — 2i0 1 i 1<k <n-—1,

bn,n—l—l = 2ian,n+1-
Il est donc clair qu’on peut bien choisir une matrice antisymétrique A adéquate. O

3.6. Equivalence de congruences quadratiques

Soit o:P,_ 1 =P(V) — P, =P(W;) une congruence quadratique. Donc Wy est un sous-
espace vectoriel de dimension n + 1 de H°(P,_;, O(2)). On note Gyy, le sous-groupe de GL(V)
constitué des éléments qui laissent Wy invariant. On note Cong(W;) I'ensemble des congruences
quadratiques a valeurs dans P(W;). On a une action de Gy, sur Cong(W,) définie par :

(a.0)(P) = a™'(o(a(P)))
pour PP, ; et a € Gy,.
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Le morphisme
Py, : Cong(Wy) —  Isom(Wy, W)
o — () t=9¢

est compatible avec le morphisme de groupes évident Gy, — GL(Wj).

Si Wy est 'espace des équations de quadriques contenant une quadrique C' d’un hyperplan de
P,,—1 (autrement dit si on s’intéresse a des congruences quadratiques normales), Gy, est le
groupe des éléments de GL(V') laissant C' invariante. On notera alors

Go = GWm COHg(C) = COng(WO)a Qo = CI)Wo'

On montre au §4.4 que si n = 3, les fibres du morphisme quotient
Cong(C)/Ge — Isom(Wy, W) /G L(Wy)

sont finies. J’ignore si c’est le cas si n > 3. Il est vraisemblable que non car si n > 3, et
¢ € Isom(Wy, W(), on a en général dim(G,) < dim(Q(¢)) (cf. [8], 3.5.2), G, désignant le
stabilisateur de ¢ dans GL(W,), c’est-a-dire le groupe des isométries de la forme bilinéaire
induite par ¢.

4. CONGRUENCES QUADRATIQUES PLANES

On reprend les notations de 3.

4.1. Classification des congruences quadratiques

4.1.1. Proposition : Soit o :Py — P(W) wune congruence quadratique. Alors on est dans
['un des trois cas suivants :

1) P(W) est l’espace des coniques passant par deuz points fizes distincts de Py.

2) P(W) est l’espace des coniques passant par un point fize de Py et tangentes a une droite fize
de Py en ce point.

3) P(W) est lespace des coniques invariantes par une involution non triviale de Psy.
Dans les cas 1 et 2, o induit un isomorphisme birationnel Py ~ Q(¢).
(cf. [4], prop. 2.6).

Dans le cas 1 (resp. 2,3) on dit que o est une congruence quadratique de type 1 (resp. 2,3).
Dans les cas 1 et 2 on est en présence de congruences quadratiques normales (cf. 3.2). 1l est
facile de trouver des exemples du cas 3, qui montrent qu’il existe des congruences quadratiques
non normales.

Dans ce qui suit on s’intéresse exclusivement aux cas 1 et 2.
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Soit
T S*W — H'(Py, O(4))
la restriction du morphisme canonique S?*(H°(Py, O(2))) — H°(Py,O(4)). Dans les 3 cas
de la proposition précédente, ker(¢) est de dimension 1. Un générateur 1) de ker(¢) est une
équation de 'image de Q(¢) par I'isomorphisme P(W) ~ P(W*) déduit de ¢ (c’est la quadrique
de P(W*) d’équation z.¢~*(z) = 0). On a aussi
o= (07)s.

On en déduit le résultat suivant, qui découle aussi du théoreme 3.5.5 :

4.1.2. Proposition : Soit ¢ € Isom(W,W*). Alors

1 - ¢ admet une réalisation géométrique par des coniques de type 1 si et seulement si Q(¢) est
de rang 4.

2 - ¢ admet une réalisation géométrique par des coniques de type 2 si et seulement si Q(¢) est
de rang 3.

Démonstration. Soit o : Py — P(WW) un congruence quadratique de type 1 ou 2. On peut
donc trouver des coordonnées indépendantes X, Y, Z dans V' de telle sorte qu’on ait la base
suivante (eg, €1, €, e3) dans W :

Cas1:eg=XY,e1=YZ, es=X7, e3=7? ker(r) =<egez — e1e3>.
Cas2:eg=XZ,e1=Y?% ea =YZ, e3= 77 ker(r) =<e3 — e1e3>.

On en déduit immédiatement que si ¢ admet une réalisation géométrique par des coniques de
type 2, alors Q(¢) est de rang 3 et si ¢ admet une réalisation géométrique par des coniques de
type 1, alors Q(¢) est de rang 4.

Réciproquement, on munit V' de la base duale de (X,Y, Z). On considere les matrices

0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 -1 0 0 0 0 —1

A= 1 00 %2=|l0o 0 2 0 |’
1 0 0 0 0 -1 0 0

Soit ¢ € Isom(W, W*). Si rg(Q(¢)) = 4, relativement & une base convenable de V', la matrice
de ¢! s’exprime sous la forme de la somme de A; et d'une matrice antisymétrique :

0 a b c+1

1 —a 0 d—1 e
o= L a1 o0 f
—c+1 —e —f 0

On définit alors o par
o(<z,y,2>) = <(—ayz—brz+ (1 —0c)2*)XY + (axvy — (d+ 1)xz — e2?)Y Z
+(bry + (d — Vyz — f2H)XZ + ((c + Vay + eyz + fr2)Z%> .
et on obtient ainsi une réalisation géométrique de ¢ par des coniques de type 1. L’autre cas est
analogue, en utilisant la matrice A,. O
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4.2. Translation associée

Supposons que 7g(Q(¢)) = 4, et que la matrice de ¢! relativement & XY, YZ, XZ, Z? soit

0 a b c+1

-1 —a 0 d—1 e
e A N
—c+1 —e —f 0

Soit 6 =af + cd — be. On a alors
T(o)(w,y,2) = (L1Lla, LaLs, LaLy),

avec
Li = O4+c+d+1)x+2ez, Ly = —2bx+(0—c—d+1)z,
Ly = (@0—c+d—1)y—2fz, Ly = 2ay+ (0 —d+c—1)z.

Supposons que 7g(Q(¢)) = 3, et que la matrice de ¢! relativement a X7, Y2 Y Z, Z? soit

0 a b c
-1 —Qa 0 d e—1
o=y 4 2 f
—c —e—1 —f 0

Soient 6 = af + cd — be, A = det(¢!). On a alors
T(U) (:IZ', Y, Z) = (‘/17 L1L27 L%)?
avec
Ly = (0+by+2cz, Ly = —2ay+ (0 —0)z,
Vi = Axz —2(0d — 2ae + 2a + bd)y* — 4(0e — af +cd + b)yz — 2(0f — 2ec — bf + 2¢)z*

On en déduit apres quelques calculs le cas particulier suivant de la proposition 3.5.4 :

4.2.1. Lemme : La translation T(o) est linéaire si et seulement si on est dans un des deux
cas suwants :

(1) Ona rg(Q(¢)) =4, a=b=0 et
T(x,y,2) = (d+1)((c+ )( ) +2e2), (d = 1)((c +1)(d = 1)y — 2fx), (c = 1)(d* — 1)2).
(2) On a rg(Q(e)) =0 et
(

T(z,y,2z) =

, a

ex —4(e* — 1)y —2(f(e+1) + %)z, (e — 1)y — %cz, (e+1)z).
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4.3. Lieu des coniques dégénérées

Soit o : P(V) — P(W) une congruence quadratique de type 1 ou 2. L’espace de coniques
W contient des coniques dégénérées. On munit W de la base décrite dans la proposition
4.1.2. Pour le type 1, une conique d’équation uXY +vYZ +wXZ +tZ* =0 est dégénérée
si et seulement si on a u(vw — ut) = 0. Dans ce cas le lieu des coniques dégénérées est donc
la réunion d’un plan et d’'une quadrique de P(W). Pour le type 2, une conique d’équation
uXZ +vY?2 +wYZ +t7% =0 est dégénérée si et seulement si on a wv = 0. Dans ce cas le
lieu des coniques dégénérées est la réunion de deux plans de P(W).

On note D(0) le lieu des points P de P(V) tels que o(P) soit dégénérée.

Supposons que ¢ soit de type 1. Alors en général D(o) est la réunion de 6 droites de P(V).
On choisit des coordonnées indépendantes z,y,z sur P(V') de telle sorte que Py = (1,0,0),
P, = (0,1,0). Supposons que pour ces coordonnées o soit définie par la matrice

0 a b c+1
—a 0 d—1 e
—b —-d—1 0 f
l—c¢c —e —f 0
Alors en général D(o) est constitué de L(o) et des 5 droites définies par 1'équation
(—ay — br + (1 —c)2)(ay® + (c — d)yz + f2°)(ba® + (c + d)xz + e2®) = 0.

Supposons que o soit de type 2. Alors en général D(o) est la réunion de 4 droites de P(V).
On choisit des coordonnées indépendantes x,y,z sur P(V') de telle sorte que Py = (1,0,0) et
que ¢ soit la droite d’équation z = (0. Supposons que pour ces coordonnées o soit définie par
la matrice

0 a b c
—a 0 d e—1
b —d 2
—c —e—1 —f 0
Alors en général D(o) est constitué de L(o) et des 3 droites définies par I’équation
(ax —dy — (e + 1)2)(ay® + byz + cz*) = 0.

Il existe néanmoins des cas ol toutes les coniques de 'image de o sont dégénérées.

4.4. Equivalence de congruences quadratiques planes

Soit C' une quadrique d’un hyperplan ¢ de P(V') = Py, c’est-a-~dire que C' est constituée de deux
points distincts, ou est donné par un seul point double F de ¢. Soit Wy I'espace des équations
de coniques de Py contenant C'.

4.4.1. Théoréme : Les fibres du morphisme quotient déduit de ®¢c
Cong(C)/Ge — Isom(Wy, W) /G L(Wy)

sont finies.
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Démonstration. Pour j = 3,4 soit I;(W,) la sous-variété localement fermée de

Isom(Wy, W) constituée des ¢ tels que Q(¢) soit de rang j. Ces sous-variétés sont G'L(Wj)-
invariantes. On utilise les descriptions de I4(W,))/GL(W,y) et I3(Wy))/GL(Wy) découlant du
théoreme 2.2.1, dans les deux cas possibles pour C'. Par exemple dans le premier cas, on
considere des matrices

0 a b c+1
1 _ —a 0 d—1 e
o =M=1 4 41 0
—c+1 —e —f 0

(cf. la démonstration de la proposition 4.1.2). Tout élément de I4(Wp) est dans l'orbite d'une
telle matrice, relativement a la base indiquée dans la démonstration de la proposition 4.1.2. Le

a 0 u
groupe G¢ est constitué des matrices g=| 0 8 v avec afy # 0. Alors on a
0 0 ~v
0 aq b1 c1 + 1)
—aq O d1 — (5 €1
M =
g b —h—=5 0 f
—c1+90 —e —fi 0

avec 0 = afvy. On peut supposer que 6 =1 pour que gM soit du méme type que M, c’est-a-
dire qu’on considere 'action du sous-groupe Gy constitué des g tels que afy=1. On a

a1 = av’a, by = BY*h, ¢ =c— ayav — fybu, di = —pybu + ayav + d,
e1 = —afcu — afBdu + o*fe + pbu?, fi = af*f + aav® — aBcv + afBdv.
On est alors amené a considérer quatre ensembles Gp-invariants de matrices M :
My = {M;a#0,b#0}, My ={Ma=0b+0}
Ms={M;a#0,b=0}, My={M;a=0,b=0}.

Supposons que M appartienne au premier ensemble. En faisant agir Gy on se ramene au cas
ou a=b=1,e=f =0. On obtient donc

0 | 1 e+l
1 0 d—1 0
M = 1 —d-1 0 0
e+l 0 00

On montre alors (en utilisant éventuellement un programme de calcul formel de type Maple)
que sauf si ¢ =d =0, T(¢) est diagonalisable, et si ¢ =d = 0, on est dans le cas 2.5 de 2.2.2.
Dans tous les cas on peut mettre ¢ et d de maniere unique sous la forme

1= p—1
LN 1+

(cela découle du fait que ¢ et d sont différents de 1 et —1 car M est non singuliere). On montre

Cc

1 1
alors que A, % p et — sont des valeurs propres de T(¢). Ceci montre que 'application quotient

o
M, /Gy — Li(Wo(Po, P1))/GL(Wy(Fo, P1)) a des fibres finies. Les autres cas se traitent de la

meéme maniere. O
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5. CONGRUENCES QUADRATIQUES OBTENUES PAR TRANSLATION D’UNE QUADRIQUE

5.1. Exemples

5.1.1. Ezemple 1

Cet exemple apparait dans I’étude des fibrés exceptionnels sur P; x Py (cf. [15], [16]). Au
point P de coordonnées x, y, z de Py on associe la conique o(z,y, z) d’équation

(2X — (x—2)2)(2Y — (y — 2)2) — 2*°Z* = 0.
On obtient alors une congruence quadratique de type 1. Si on se limite au plan réel R? C Py,

on associe au point P = (z,y) la translation de vecteur (z — 1,y — 1) de ’hyperbole d’équation
XY =1 (voir la figure 1 ci-dessous).

Figure 1
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5.1.2. Exemple 2

Cet exemple apparait dans 1’étude des fibrés exceptionnels sur Pz (cf. [4]). Au point P de
coordonnées x, y, z de Py on associe la conique o(z,y, z) d’équation

2 2, Y2\ 2 Y 4, 2 4 2
—2*X7Z + (2 +7)Y +(—§—2yz—§z WZ A+ (zz+y +§yz)Z = 0.

La congruence quadratique de type 2 ainsi obtenue devient plus explicite si on fait le changement
de coordonnées (non linéaire) suivant :

1
0:(X,Y,2) — (YZ* + 6X3,XZ2, 7Z3).
Alors 071 (a(0(x,y, 2))) est la cubique d’équation
1 2
—2Y 7~ é(zX — (v +22)2)% + ngZz(zX — (v +22)Z) +y2*Z% = 0.

Si on se limite au plan réel R? C Py, on associe au point P = (z,y) la translation de vecteur
(z +2,y) de la cubique d’équation ¥ = —2X3 —2X (voir la figure 2 ci-dessous).

Figure 2
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Dans ce systeme de coordonnées, T(o) est la translation de vecteur (4,0) : dans la figure
précédente, (x +4,y) = T(o)(z,y).

5.1.3. Ezemple 3

Soient a, b des nombres complexes non nuls tels que a + b # 1. Au point P de coordonnées =z,
y, z de Py on associe la conique o(z,y, z) d’équation

2XY —awz2YZ —byzXZ + (a+b—DayZ* = 0.
Si z, y et z sont non nuls, c’est I'image inverse de la conique d’équation
(X —aZ)(Y —=bZ)— (1 —a)(1 -0)Z% = 0
(qui ne dépend pas de (x,y, z)) par 'automorphisme de Py
(XY, Z) — (yzX,x2Y, 2y Z).

Si on se limite au plan réel R?* C Py et si a et b sont réels, on associe & (z,y) (z et y étant non

nuls) I'image de I'hyperbole d’équation (X —a)(Y —b) = (1 —a)(1 — b) par 'automorphisme

de R?

Y
).

(X,Y) —( Y

8| >

)

5.2. Sections de la quadrique universelle

Soient V' un C-espace vectoriel de dimension n > 3. Soit Q C P(S?V*) x P(V) la quadrique
universelle. 1l est bien connu qu’il n’existe pas de section rationnelle P(S*V*) — Q. Si
W C S?V* est un sous-espace vectoriel de dimension n + 1, on note Qy la restriction de
Q a P(W). On va s’intéresser a l'existence de sections rationnelles P(W) — Qp,. On com-
mencera par traiter le cas n = 3, ol on sait caractériser les sous-espaces vectoriels W tels qu’il
existe une telle section rationnelle. On traitera ensuite les cas oun > 3 et ou W est ’espace des
équations de quadriques contenant une quadrique fixe d’un hyperplan de P(V'). On prouvera
(par récurrence sur n) l'existence d’une section rationnelle de Qyy .

On suppose maintenant que n = 3.

5.2.1. Lemme : Soient U,S,T des coordonnées indépendantes sur V. On considére le sous-
espace vectoriel H de S*V* constitué des coniques d’équation aU? + bS? 4 cT? = 0. Alors il
n’existe pas de section rationnelle P(H) — Q.

Démonstration. 11 faut montrer qu’il n’existe pas de polynomes non nuls homogenes P,Q) et
R en a, b, ¢, de mémes degrés tels que aP? + bQ? + cR? = 0. Supposons qu'il en existe. On
peut supposer qu’ils sont premiers entre eux. En se restreignant a I’hyperplan a = 0 on obtient
I'équation bQ? = —cR? qui est impossible si ) et R sont non nuls sur a = 0, car dans le terme
de gauche le facteur premier ¢ apparait avec un exposant pair et dans le terme de droite il
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apparait avec un exposant impair. Il en découle que @) et R sont divisibles par a, et de méme
b divise P et R, et c divise P et ). On peut donc écrire

P=bcP', Q=acQ', R=abR

et on obtient ’équation
beP”? 4+ acQ” + abR? = 0.

En se restreignant a 'hyperplan a = 0 on voit encore que P’ est divisible par a, et de méme @)’
est divisible par b et R’ par ¢. Finalement P, @ et R sont divisibles par abc, contrairement a
I’hypothese. 0

Il existe 6 orbites distinctes de laction de PGL(V) sur la grassmannienne Gr(4,S5%V*) des
sous-espaces vectoriels de dimension 4 se S?V*. On le voit plus facilement en considérant la
grassmannienne Gr(2, S?V') des sous-espaces vectoriels de dimension 2 se S?V. On trouve alors
la liste suivante, V' étant muni d’une base (z,y, 2) :

Cas 1 : <x?,y*> — espace des coniques de P(V*) qui sont des paires de droites contenant
le point (0,0, 1), 'une étant I'image de l'autre par l'involution de 'orthogonal de ce point
(r,y) — (x,—y). Le sous-espace de S?V* de dimension 4 correspondant est un espace de
coniques de type 1.

Cas 2 : <a? zy> — espace des coniques de P(V*) qui sont des paires de droites contenant
le point (0,0,1) et dont I'une est la droite x = 0. Le sous-espace de S?V* de dimension 4
correspondant est un espace de coniques de type 2.

Cas 3 : <xy,zz> — espace des coniques de P(V*) qui sont des paires de droites dont 'une est
la droite x = 0 et I'autre passe par le point (0,0,1). Le sous-espace de S?V* de dimension 4
correspondant est un espace de coniques de type 3.

Cas 4 : <zxy,z(r +y+ z)> — espace des coniques de P(V*) passant par les points (0, 1,0),
(0,1,-1), (1,0,0) et (1,0, —1). C’est le cas générique.

Cas 5 : <y, z(x + y)> — espace des coniques de P(V*) passant par (1,0,0), (0,1,0) et (0,0,1)
et dont la tangente en (0,0, 1) est la droite d’équation = +y = 0.

Cas 6 : <y, 2> — espace des coniques de P(V*) contenant les points (1,0,0), (0,1,0), dont la

tangente en (1,0,0) est la droite d’équation y = 0 et la tangente en (0, 1,0) la droite d’équation
r=0.

5.2.2. Proposition :  Dans les cas 1,2 et 6 ci-dessus il existe des sections rationnelles
P(W) — Qw de la conique universelle, et dans les autres cas il n’en existe pas.

Démonstration. Les cas 1 et 2 sont immédiats. Dans le cas 6, on considere la base
(XZ,YZ,X%Y?) de W ((X,Y, Z) étant la base de V* duale de (z,v, z)). Le morphisme

P(W) — P(V)
aXZ+bYZ+cX?+dY? — (a+b,a+b,—c—d)

définit une section rationnelle P(W) — Qyy.

Il reste a montrer que dans les cas 3,4 et 5 il n’existe pas de section rationnelle. Une telle
section induirait une section rationnelle de la conique universelle sur tout hyperplan de P(W).
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Notons que dans les cas 3,4 et 5 il existe toujours des coordonnées U, S, T sur V telles que
P(W) contienne toutes les coniques d’équation aU? + bS? + ¢T* = 0 (a, b et ¢ parcourant C).
Le résultat est donc une conséquence du lemme 5.2.1. U

Soit W C S?V  un espace de coniques de type 1 ou 2, de dimension 4. Rappelons (cf. chapitre
4) qu’on dit que W est un espace de coniques de type 1 (resp. 2) s’il existe deux points distincts
Py, P, de P(V) (resp. un point Py et une droite ¢ de P(V') passant par ) tels que W soit
I'espace des équations de coniques passant par Py et P, (resp. passant par Py et tangentes a ¢
en Py). On note WY louvert de W constitué des coniques lisses.

5.2.3. Proposition : La restriction Qyo de Q a P(W?) est un fibré en espaces projectifs
trivial.

Démonstration. Pour le type 1 on considere une conique d’équation
uXY +vYZ +wXZ +tZ* = 0.
La condition de lissité pour cette conique est wu(vw — ut) # 0. La matrice

uw(vw —ut) 0 v(vw — ut)
0 U w
0 0 ovw—ut

définit un automorphisme de P(V') qui induit un isomorphisme entre la conique précédente et
la conique d’équation XY — Z2? = 0. La proposition 5.2.3 en découle immédiatement. Le cas
du type 2 est analogue. O

5.2.4. Le cas n >3 . On suppose ici que V est de dimension n > 3. Le résultat suivant
généralise une partie des propositions 5.2.2 et 5.2.3 :

5.2.5. : Proposition : Soient C' une quadrique d’un hyperplan de P, 1, W le sous-espace
vectoriel de dimension n+ 1 de S?V* constitué des équations des quadriques contenant C, et
WO louvert de W correspondant auz quadriques de rang mazimal. Alors il existe des sections
de Qwo. Ce dernier est un fibré en quadriques trivial sur P(W0°).

Démonstration. 11 suffit de montrer qu’il existe un morphisme
d:P(WY) — Aut(P,_,)

et une quadrique Qg de P, _; tels que pour tout Q € P(W?), Q (vu comme quadrique) soit
I'image réciproque de Qg par ®(Q). On se rameéme aisément au cas ou les quadriques de P(W))
sont de rang n.

Si n = 3, en modifiant la proposition 5.2.3 on voit que la quadrique d’équation

X3+ X7+ Xo(aXo +bX) +cXy) = 0
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est de rang 3 si et seulement si § = a® + b* — 4¢ est non nul, et que dans ce cas cette quadrique
est 'image réciproque de la quadrique d’équation X2 + X? — X2 = 0 par 'automorphisme de
Py donné par la matrice

i(6—1) 3(6(a—1ib)+a—+ib)

i(6—1) —30+1) 1i(6(a—1ib) —a—ib)
0 0 10

Cette matrice permet aisément de construire ® dans ce cas.

Supposons le résultat prouvé pout n — 1. La quadrique d’équation

X2 +X2 2+Xn 1(0[0X0+ +C¥n71Xn71> =0

est de rang n si et seulement si a3 —|— -+a? , —4a, 1 # 0. Supposons que ce soit le cas.
Soit v un nombre complexe tel que o + -+ ozn_g — 4~ # 0. Ceci implique que la quadrique
d’équation Xg -+ X2 g+ X, 1(a0X0 +- 4, 3X3+7X,-1) =0 est derang n — 1.
D’apres l’hypothese de récurrence, il existe une matrice M = (a;;)o<i j<n—3 non singuliere, et
des scalaires g, . .., tn_3, 3, dépendant algébriquement de «y, ..., a,_3,7 et tels que
n—3 n—3
Z ZGUX +,ul n— 1) 52 =
i=0 j=0
Xo+ -+ X2 o+ Xy (o Xo+ -+ an 3X, 3 +7X,1).
Soient i, 9, p1,—1 des nombres complexes. Alors on a
n—-3 n—3
Z(Z aij X + ﬂan—l)Q + (Xpo + :un—QXn—l) - Hn 1)(2 =
i=0 j=0

Xg o+ Xo o+ (B2 = oy + oy + )Xoy
Xn—1(ooXo + -+ + 3 X3 + 22X, 2).
On prend maintenant

2
ay

—2
T
Remarquons qu’on a bien af + -+ a?_5 — 4y # 0. On prend ensuite g, 1 = 3. On a alors

Y = Op—1 —

n—3 n—3
DO ai X+ miXn 1) + (Xao 4 2 Xa1)? —ph X2, =
i=0 j=0
Xo+ -+ X2 o+ Xoo1(awXo+ -+ a1 Xno1),
ce qui définit le morphisme voulu &. O

5.3. Congruences quadratiques obtenues par translations d’une quadrique

Soit V' un C-espace vectoriel de dimension n.
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5.3.1. Théoreme :  Soient C une quadrique d’un hyperplan de P(V), W le sous-espace
vectoriel de dimension n+ 1 de S*V* constitué des équations des quadriques contenant C et

o:P(V) — P(W)

une congruence quadratique dont l'image contient au moins une quadrique de rang maximal de
P(W). Alors il existe un morphisme rationnel

R:P(V) — PGL(V)
et une quadrique Cy de P(V') tels que pour un point général P de P,_1, on ait

R(P)"(Co) = o(P).

Démonstration. Découle immédiatement de la proposition 5.2.5. 0

5.3.2. Remarque : L’image de o contient toujours une quadrique de P(W) de rang maximal
si le rang de C' n’est pas maximal. Dans le cas contraire il se peut que toute quadrique de
I'image de ¢ ne soit pas de rang maximal.

5.3.3. Cas des congruences quadratiques planes. On va donner une formule explicite
pour R dans le cas n = 3. Soit o une congruence quadratique de type 1. On choisit des
coordonnées indépendantes X,Y,Z sur P(V) de telle sorte que P, = (1,0,0), P, = (0,1,0).
Supposons que pour ces coordonnées o soit définie par la matrice

0 a b c+1
—a 0 d—1 e
-b —-d-1 0 f
l—¢c —e —f 0
Posons

¢XY(:C7y7Z) = —ayz — brz + (1 - 6)227 QSYZ(:E,?/;Z) = ary — (d+ 1)ZEZ - €Z27
Oxz(w,y,2) =bxy + (d — 1)yz — f22, Gz2(w,y,2) = (c+ V)zy + eyz + faz.

On a alors
O'(ZL', Y, Z) = QSXY(‘%') Y, Z)XY + Qbyz(l’, Y, Z)YZ + QSXZ('I" Y, Z)XZ + ¢Z2 (ZE, Y, Z)Z2
Soit
A = dyzdxz — dxydze.
Soit R le morphisme rationnel P(V) — P(End(V')) défini par la matrice

dxyA 0 dyzA
0 oxy 2oxz
0 0 22A

Alors on vérifie immédiatement que R posséde la propriété du théoreme 5.3.1.
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Le cas des congruences quadratiques de type 2 est beaucoup plus simple. On choisit des
coordonnées indépendantes X,Y,Z sur P(V') de telle sorte que Py = (1,0,0) et que I'équation
de ¢ soit Z = 0. Supposons que pour ces coordonnées o soit définie par la matrice

Posons
2

qbXZ(xaya Z) = _ay2 - byZ — Ccz7, ¢Y2($ay>z) = arz — dyZ - (6 + 1)Z2a
by z(T,y,2) = brz + dy* + 2yz — f2%, ¢z(z,y,2) = cxz + (e — 1)y* + fyz.
On a alors
U(.T,y,Z) = ¢XZ(‘ray7Z>XZ + ¢Y2(']:7y7 z)YQ + ¢YZ($,%Z)YZ + ¢Z2<x7yaz>Z2'

On définit alors R par la matrice

¢XZ ¢YZ ¢Z2
0 0 —c¢ys
0 ¢y2 O

Remarques :

(1) Dans ce qui précede les polynémes définissant R pour les congruences quadratiques de
type 1 sont de degré 6 (cf. 5.3.4).

(2) Le lieu des points de P(V) ou les morphismes R précédents ne sont pas définis est
exactement D(o) (cf. §4.3).

5.3.4. Proposition : Soit
0:Py=P(V) — Py =P(IV)

une congruence quadratique plane telle que L(o) = H(o). Alors il existe un morphisme ra-
tionnel

R:P(V) — PGL(V)
défini par des formes quadratiques et une conique Cy de P(V'), tels que pour un point général
P deP(V) on ait o(P)= R Q).

Démonstration. Soient «g, a1, By, (1, €,f des nombres complexes tels que
ap # a1, af —4dagag +ad — By — B = 2.
Soient
0 = Z((Bo+ )Y = f2), @ = Z((b1+ )X —eZ),
so = (BoB —agal) XY — BoeY Z — B1fXZ +ef 22,
si=(=Bo—pPr—ap—a)XY +eYZ+ fXZ,
sy = —(pai +agay + agfy + a1 )XY +aeY Z + agfX Z.
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On définit R par
Oé%Qo 04%91 S0
R(X7 Y? Z) = qo q1 S1
QpGo Q1q1 S2

se Cy est la conique déquation XY — Z? = 0. Dans ce cas o est défini par la matrice

0 0 0 c+1
0 0 d—1 e
0 —d—1 0 f
—c+1 —e —f 0

avec
c=1-(w—)? d = 1+Pb—af+2ap.
Pour le voir on calcule le produit

T X(]
z Z()

L’équation de o(X,Y,Z) n’est pas exactement XyYy— Z2 =0. On constate en fait que
Uz, y,2) = XYy — Z2 est divisible par (8y + a?)Y — fZ et (f1 + )X —eZ :

¢(l’7ya Z) = ((60 + Og%)y - fZ)((Bl + O{S)X - GZ)Q(m7ya 2),
et 'équation de o(X,Y, Z) est q(x,y,z) =0. O

5.3.5. Remarque : Dans certains cas il est possible que R puisse étre défini par des formes
linéaires. Soient v, ag, a;,w des nombres complexes tels que

1
a Far, V=, wFO.
(a0 — )

On définit R par
valZ oiZ —valX —alY +wZ

R(X,Y,Z) = vZ 7 -vX-Y
voagt ot —vopgX — oY
(Cy étant la conique déquation XY — Z? = 0). Dans ce cas o est défini par la matrice
0 0 0 1
0 0 —1 —w
0 -1 0 ~ la?
1 w - 0

(avo—a1)?

5.3.6. Conjecture : Dans le cas général, une congruence quadratique normale
o:P,1 — P(W) provient d’un morphisme R:P, y — PGL(n) défini par des formes
quadratiques si et seulement si on a L(o) = H(o).
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5.4. Congruences quadratiques planes obtenues par fixation d’une tangente

5.4.1. Fxemple

Au point P de coordonnées z, y, z de Py on associe la conique o(x,y, z) d’équation

_22 2 _ _392 2
yz X7 EY + (yz —22)YZ 52 = 0.

On obtient ainsi une congruence quadratique de type 2. On a

T(o)(z,y,2) = (x—2z,y,—2).

Cette congruence quadratique peut s’interpréter de la fagon suivante : o(x,y, z) est I'unique
conique passant par les points (1,0,0), (x,y, z), T(o)(z,y, 2), dont la tangente en (1,0,0) est
la droite Z =0, et la tangente en (z,y,z) la droite d’équation Xy — (x +y)Y =0. Plus
concrétement, on se limite & R? C Py, les coordonnées réelles étant X et Z. Au point P
de R? de coordonnees z, z on associe l'unique hyperbole dont 1'une des asymptotes est la
droite d’équation Z = 0, qui contient P et (x — 2, —2), et dont la tangente en P est la droite
d’équation X = x (cf. figure 3 ci-dessous).

X=x-2

Figure 3
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5.4.2. Cas général

On ne s’étendra pas sur le sujet. On peut completement décrire une congruence quadratique o
en spécifiant pour tout point P de Py, un point de o(P) autre que P (par exemple T(c)(P)) et
la tangente & o(P) en P. On peut obtenir de telles descriptions en utilisant le théoreme 5.3.1.

6. LISTE DES TYPES DE CONGRUENCES QUADRATIQUES

On donne ci-dessous la liste des valeurs possibles des orbites de o correspondant aux transla-
tions énoncées en 2.2.1, pour les deux premieres situations de la proposition 4.1.1. Pour les
réalisations géométriques par des coniques de type 1, on considere les orbites par le groupe
laissant { Py, P1} invariant.

6.1. Réalisation géométrique par des coniques de type 1

Cas 1.1. On obtient 3 orbites principales. On obtient d’autres orbites en remplacant A par
1/X ou p par 1/u. Les matrices o* = ¢! sont les suivantes :

2 2
gb_l _ —1 0 — 0 qb_l _ 0 0 — 0
1.1a -1 _% 0 0 ) 1.1b 0 _ﬁ 0 0 )
2\ 2\
0 1 0 2
2\ +p+2)
bl = -1 0 peEs ) 0
1le — 0 — 2(Ap—1) 0 4
(A+1)(p+1) (A+1)(p+1)
0 0 N 0
(A+1)(p+1)

Cas 1.2. On obtient 3 orbites principales. On obtient d’autres orbites en remplacant A par
1/X. Les matrices o* = ¢~ sont les suivantes :

01 0 2 0 0 I
-1 0 =2 0 0 0 _22
-1 _ 5 -1 _ A+1 7
P1.20 00 0 a5p ¢ 0 -3 0 0
0 0 — 0 20 0 0

(1+2)2 A1
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2

0 0 0 4
¢—1 _ O 0 _)\2_j\1 1
1.2¢ 0 _)\L—&—l 0 0
- | 0 0

Cas 1.5. On obtient 9 orbites principales. On obtient d’autres orbites en remplacant A par
1/X. Les matrices o* = ¢! sont les suivantes :

0 1 11 0 1 1 4
bl -1 0 —535 0 bl = -1 0 -1 0
1.5a -1 _/\2_Ji\1 0 0 ’ 1.5b -1 -1 0 0 ’
A
10 0 0 20 0 0
0 1 0 2 0 0 0 =
-1 0 =2 9 0 0 -1 0
gb_l _ A+1 ¢_1 —
15c — 0 2=l 0 2 |- 1L5d — 0O -1 0 O ’
+1 ) A+1 21
0 0 -5 0 &2 00 0
0 0 0 5 0 0 0 %5
61 = 0 0 -1 1 5l = 0 0 -1 1
1.5¢ 0 -1 0 0 ’ L5f 0 -1 0 1 ’
2A 2\
0 0 0 1 0 0 0 1
2) 2
Oisg = ’ 02 I o rsn = O 02 i ’
1 0 0 0 1 —1 0 0
0 0 0 1
0 0 -1
925__12- _ 9 A+1
L5 0 -3 0 1
1 -1 =1 0

Cas 2.3. On obtient 5 orbites principales. On obtient d’autres orbites en remplacant A par
1/X. Les matrices o* = ¢~ sont les suivantes :

2
oo W S0
gb;éa = 1 2 6+1 0 ) ¢2_§b = 0 21 6+1 4 )
;A T+ A+1 (1+))2
i O 0 0 0 0 —maz O
2
SR IR
6ol — EYE 1 —i1
2.3¢ -1 9 0 1 , 2.3d 0 _ALH 0 1 ’
4\ 2)
0 —g&s -1 0 20 -1 0
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2
0 0 0 pwE]

3e — 2
2.3 0 3 0 1
21 -1 0

Cas 2.4. On obtient 2 orbites. Les matrices o* = ¢! sont les suivantes :

0 1 0 2 0 0 0 1
. 10 -2 0 . 0 0 —1 1
Praa = 000 0 1] %®=1]09_-1 0 o0
0 0 —1 0 1 =1 0 0

Cas 2.5. On obtient 3 orbites. Les matrices o* = ¢! sont les suivantes :

0o 1 1 1 o 0 1 2
6L = -1 0 -1 0 sl = 0O 0 0 1
250 — -1 =1 0 o |’ 256 -1 -2 0 1 |’
1 0 0 O 0 -1 -1 0
0 0 0 1
_ 0 0 —-11
1 _
P25 0 -1 0 1
1 -1 -1 0
6.2. Réalisation géométrique par des coniques de type 2
Cas 2.1. On obtient 2 orbites. La matrices o* = ¢! sont les suivantes :
O 1 0 O 0O 0 0 1
-1 0 0 -1 0O 0 1 -1
-1 _ -1
Pola = o 0 2 1 I 0 -1 2 0
0 -1 =1 0 -1 -1 0 O

Cas 2.6. On obtient 3 orbites principales. On obtient d’autres orbites en remplacant A par
1/X. Les matrices o* = ¢~ sont les suivantes :

0 1 0 1 0 0 1 0

-1 0 0 -1 0 0o 1 -2
-1 _ . -1 _ A+1
Q00 = | 0 0 2 BN e T | 3 9

1 -1 0= 0 0 —%= 0 0

A+1
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o 0 1 0

1 0 0 0 —&
¢2.6c = —1 0 2 0
0 -3 0 0

0 1 0 1 0 0O 1 0
1 -1 0 0 -1 _1 0 0 1 -1
D280 = 0O 0 2 0 o Damy = -1 -1 2 0 ’

-1 -1 0 O 0O -1 0 O

0 0O 1 0

1 0 0O 0 -1

¢2‘80 - —1 0 2 O

0O -1 0 0
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