Introduction a la théorie des courants. Examen.

Les questions avec (*) sont plus difficiles. Les exercices ne sont pas complétement
indépendants.

Exercice 1. 1. Soit ¢ : [—00,00[— [—00,00[ une fonction non constante.
Rappeler une condition nécessaire et suffisante pour que la fonction ¢ (log )
soit sousharmonique sur C ~ R? ou 7 = |2|.

2. Montrer que si ¢(z) = ¥ (logr) est sousharmonique non constante alors il
existe € > 0 tel que ¢ — elog™ || n'est pas bornée supérieurement.

3. Soit ¢ une fonction psh non constante sur CV. Posons ¢(z) = sup, ¢()
avec ||z|| = ||z||. Montrer que 1 est psh non constante.

4. Montrer qu’il existe ¢ > 0 tel que ¢ — elog® ||z|| n'est pas bornée

supérieurement.

Exercice 2. 1. Soit T un O-courant fermé sur un ouvert U C RY. Mon-
trer que T est défini par une fonction constante. Indication : utiliser une
régularisation.

2. Trouver un courant F dans RY défini par une demi-droite tel que dF = d.
3. Rappeler la définition de convolution de deux courants.

4. Soit T' un p-courant fermé & support compact dans RY. Montrer que
d(F«T)=T.

5. Soit T le 2-courant d’intégration sur un disque de R%. Déterminer dT'. Soit
S un 2-courant d’intégration sur une couronne dans R?. Déterminer dS.

6. Soit X = R?\ {a, b} olt a,b sont deux points distincts de R?. Définissons

~ {T: 1-courant fermé a support compact dans X }

H!(X):= :
(X) {dS, S : 0O-courant a support compact dans X }

Soient C, et (', deux petits cercles de centre a et b, respectivement, orientés
dans le sens positif. Montrer que la classe du courant [C,] (resp. [Cy]) dans
H!(X) ne dépend pas du choix de C, (resp. C3). Indication : utiliser 5.
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7. Soit T un 1-courant fermé a support compact dans X. Posons S = F T
Soit D, un petit disque de centre a, D, un petit disque de centre b et D
un grand disque de centre 0. Montrer qu’il existe des constantes A, \,, Ay
telles que S = A\, sur D,, S = )\, sur Dy, et S = \ hors de D.

8. Posons S’ = S — A\[R?\ D] — \,[Da] — \y[Dy). Déterminer dS’.

9. Montrer qu’il existe des constantes \, A\,, A, telles que T soit cohomologue
a A[C] + N[Cu] + M[Ch).

10. Montrer que les classes de [C], [C,], [Cy] sont dépendantes.
11. En déduire la dimension de H!(X).
12. (*) Déterminer dim H¥1(X) lorsque X = RV \ {a,b}, N > 3.

Exercice 3. Soit T un (1,1)-courant dans X C C?. Soient K un compact de X
et x une fonction lisse a support compact dans X égale a 1 au voisinage de K.

1. Supposons que T' est a support compact. Calculer (dd°T’,1). Montrer que
si dd“T < 0 ou si dd“T' > 0, on a dd°T" = 0.

2. Supposons que T est positif a support compact et dd“l" = 0. Calculer
(T, dd"||z||*). Montrer que T' = 0.

3. Supposons que T est positif et dd°T" < 0. Montrer que ||T'||x < cx||T||x\x
olt ¢x¢ > 0 est indépendante de T'. On peut calculer (T, dd*(x||z|?)).

4. (*) Supposons que T est positif et dd“T" > 0. Montrer que ||T|x <
ci|| T x\k ot cx > 0 est indépendante de T'.

Exercice 4. Soit T un (1, 1)-courant positif fermé sur C3. Supposons supp(7T’) C
{|z1* + |22]* < 1}. On veut montrer en particulier que 7' = 0. Pour les questions
1., 2., on suppose que T est lisse.

1. Montrer que la restriction de T" a tout hyperplan d’équation z3 = az;+bzs+c
est nulle.

2. Montrer que 7' = 0.
3. Montrer que 7' = 0 dans le cas général.
4. Généraliser ceci aux courants positifs T" avec dd“T" positif ou négatif.

5. Déterminer les fonctions psh sur C* & support dans {|z1|> + |22|* < 1}.



Exercice 5. (Théoréme du support de Federer)
Soient H T'hyperplan {z; = 0} de RY et i : H — R¥ l'inclusion canonique. Soit
T un p-courant d’ordre 0 sur RV & support dans H.

1.

Trouver un exemple d’un courant 7" tel que T" # i,(.S) pour tout courant S
sur H (ici on considére H comme une variété indépendante de RY).

Supposons que d1’ est d’ordre 0. On veut montrer que, si p > 1, il existe un
courant S sur H tel que T' = i,(5).

2.

3.

Montrer 'existence du courant S dans le cas ou p = N.
Supposons que p < N. Montrer que ;7 = 0 et x1dT = 0.
En développant d(x;T) montrer que dxqy AT = 0.

Si p = 0, montrer que T = 0.

Supposons que p > 1. En écrivant T comme forme a ” coefficients mesures”,
montrer qu’il existe un courant R tel que T'= dz; A R.

Montrer existence du courant S.

Généraliser le résultat pour une sous-variété H de dimension quelconque.

. (*) Soit T un (p,p)-courant d’ordre 0 sur C¥. Supposons que dd°T est

d’ordre 0 et que supp(7’) est contenu dans une sous-variété complexe H de
dimension m. Montrer que T'=0si m < N —p. Sim > N — p, montrer
quil existe un courant S sur H tel que T = i,(S) on i : H — CV est
I'inclusion canonique.

Exercice 6. Soit D un domaine strictement convexe, non nécessairement borné
de C2. Soit T un (1, 1)-courant positif fermé a support dans le bord de D. On
veut montrer que 1" = 0. Supposons que T # 0.

1.

Montrer qu’on peut trouver un systéme de coordonnées tel que 0 € supp(7')
et D C {Rez < 0}.

Soit 7(2) = z1. Montrer que 7,.(7T") est bien défini et est un (0, 0)-courant
positif fermé.

Montrer que 7,(T) = 0. En déduire T' A dd°|z|* = 0.
Montrer que 7¢(T) = 0 ou 7¢(z) = 21 + €29, € petit.
Conclure.

Montrer que tout (1,1)-courant positif fermé & support dans D est nul.



Exercice 7. On consideére sur C? les coordonnées (z,w), w = u + it. On se
propose de décrire les (1, 1)-courants positifs fermés a support dans H = {u = 0}.
On définit o : H — R par o(z,w) = t. Soit i : H — C? I'inclusion canonique.

1.

Soit 4 une mesure positive localement finie sur R. Posons S = [[o~*(¢)]dpu(t).
Montrer que 7' = 4,(S) est un (1, 1)-courant positif fermé.

. On veut montrer la réciproque. Soit 7" un (1, 1)-courant positif fermé a

support dans H. Montrer qu’il existe un courant S sur H tel que i,(S) = T.
Quel est le degré de S' 7

(*) Vérifier que S = o*(u) ou p est une mesure positive localement finie
sur R.

Trouver tous les (1, 1)-courants positifs fermés T a support dans H qui sont
extrémaux, c.-a-d. que si 7" est positif fermé, 7" < T', alors T" = ¢T ou ¢
est une constante.

Exercice 8. (Théoréme d’Oka-Fornaess-Sibony)
Soit D le polydisque de C? défini par

D= {’Zl‘ <1, ’22| < 1}

Soit H une figure d’'Hartogs dans C? définie par
H = {|Zl| < (51, |22| < 1} U {|Zl| < 171 —52 < |ZQ| < 1} avec 0 < 51,52 < 1.

Considérons un compact K de D et un (1, 1)-courant positif 7" sur D vérifiant
dd“T < 0.

1.

Montrer que la fonction |22 + |21 +€29] 2 =2 — € avec 0 < € << € << 1,
est strictement psh au voisinage de D\ H, strictement positive au voisinage
de K\ H et strictement négative sur {|z;| =1} N D.

(*) Montrer qu’il existe une fonction y > 0, lisse, & support compact dans
D, psh au voisinage de D \ H, et strictement psh au voisinage de K \ H.
Indication : utiliser 1. pour construire d’abord une fonction continue.

Montrer que ||T'||x\g < ck||T'||m# ot cx > 0 est indépendante de T'. Indica-
tion : utiliser dd°x A T'.

Montrer que ||T||x < || T || ot ¢ > 0 est indépendante de T.

Montrer que toute sous-variété de dimension 1 de D rencontre H.

. (*) Soit ¢ une fonction psh sur D localement bornée sur H. Soit S un

(1, 1)-courant positif fermé sur D. Montrer que ddp A S est bien défini sur
D et est une mesure positive.

(*) Généraliser les résultats aux courants de bidegrée quelconque sur un
polydisque de CV.



