ITERATION D’APPLICATIONS RATIONNELLES
DANS LES ESPACES DE MATRICES
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ABSTRACT. The iteration of rational maps is well-understood in disien 1 but less so in higher dimensions.
We study some maps on spaces of matrices which present a weagMdexity with respect to the ring struc-
ture. First we give some properties of certain rational maps simplest example is the rational map which
sends the matrix M onto Rifor which we exhibit some dynamical properties. Finally vembwith some small
perturbations of this map.
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INTRODUCTION

Litération des applications rationnelles est trés biempdse en dimension un, un peu moins en dimension
deux et encore moins en dimension plus grande. Nous nousgwog d'étudier ici des applications spéciales
sur les espaces de matrices qui présentent une « faible exitdpt par rapport a la structure d’anneau. Par
souci de simplicité nous travaillons sur les matrices2, bien que la plupart du discours se laisse généraliser
sans probleme.

Dans un premier temps nous nous intéressons aux transfonsaompatibles a la conjugaisare. aux
applications rationnelle®: ar (2;C) --» a (2;C) telles que AP(M)A~1 = ®(AMA ~1) pour tout A dans
GL(2;C) et tout M la ou cela a un sens. Un exemple de ce type d’apmitagst donné par les polynbmes
de matrices. Nous commencgons par présenter des propréigfites par ces transformations comme par
exemple : I'invariance du groupe diagonalou encore le fait qu’'une telle transformation est biratelten

si et seulement si sa restrictionzal'est. Au centrec = {Ald \)\ € C} on peut associer la fibration en
2-plans définie comme suit : si M désigne un élémentd@;C) \ ¢, on définite (M) comme l'unique plan
contenant M et : le 2-plan® (M) n’est rien d’autre que I'ensemble des matrices qui comntiétdn. Cette
fibration est invariante fibre a fibre par toute applicaticiormelle compatible a la conjugaison. Bien sir on
peut considérer I'application Inv de (2;C) dansC? qui & une matrice M associe ses invariants de similitude
(trM,detM). Par définition une application rationnelle compatible a la conjugaison laisse invariant le
feuilletage associé a la fibration Inv; plus précisémenkiste une application rationnelle 8 C? — C?
telle que Invo ® = Sq® o Inv. Réciproguement on peut se demander a quelle conditienapplication
rationnelle deC? se reléve am (2;C), question a laquelle nous répondrons. Evidemment la wemsk
tion Sg® contient une grande partie de la dynamique de I'applicatidiale ®.

Nous nous intéressons ensuite tout particulierement @litagtion ®ig: ¢ (2;C) — M (2;C), M — M2,
exemple typigue d’application compatible a la conjugaiggurés avoir donné quelques propriétés satisfaites
par cette application, nous décrivons I'adhérence de satsgaEriodiques ainsi que le bord du bassin d'attrac-
tion de la matrice nulle qui donne naissance a une intérieshgpersurface Evi-plate. Une fagon de mesurer
la complexité d'une transformation est d’examiner sonredisateur. C’'est dans cette optiqgue que nous dé-
terminons le groupe Agds (2;C); dyq) des automorphismes holomorphesadé?2;C) qui commutent &g
ainsi que Bifa (2;C); ®yq) le groupe des transformations birationnellesad¢2;C) qui commutent a8 ;
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le premier est engendré par les applications de conjugaisoM — PMP~1 ot P appartient a G2;C), et
la transposition M— ‘M. Pour obtenir le second il faut ajouter I'application «énse » : M— M1,
Proposition 1. Le groupeAut(a (2;C); ®q) estisomorphe ®GL(2;C) x Z/27Z.

Le groupeBir (a1 (2;C); dyq) est engendré paiut(a (2;C); D) et par l'involutiont: M — ML,

Enfin nous considérons des déformations spéciale®glePa: o (2;C) — a (2;C), M — AM? avec A
dans Gl(2;C). Ce sont les applications « monomiales » les plus simpleBest®ont en général non com-

patibles & la conjugaison. Alors qu’a une variable les fansationsz — 72 et z— aZ sont linéairement
conjuguées, la situation ici est plus complexe. Nous poésisout du moins pour A génériques. pour A de

o 4
)
Proposition 2. Pour A générique I'adhérence des points périodiquesideest constituée
— d'un toreS* x St contenu dans y= z=0;
— de dews? x C, précisémentSt x C x {0} x {0} et{0} x {0} x C x AS! (en identifiantas (2;C) =
X .
{[ ; ﬂ} aCt={(xyzt)|xy,zteC});

— de la matrice nulle.

la forme [ A0 ] , 'ensemble des orbites périodiques et 'adhérence denseinable :

Alors que pourz— 7 'adhérence des points périodiques (différent de 0) esbtd du bassin d’attraction

de l'origine, nous déduisons de la Propositibgue ce n’est pas le cas ici. Nous donnons aussi des exemples
d’orbites bornées, non périodiques et non contenues dapaskn d’attraction de l'origine. Le cas ou A
est une matrice quaternionique est particulierement ridoes effectuons quelques expériences numeériques
afin de mieux comprendre le bassin d’'attraction de la matridke, son bord ainsi que la dynamique de
ce type de transformations. En particulier nous nous iagémes a la restriction déa a I'ensemblet; des
quaternions de module 1 qui est décrite fiar (x,y) — (€7 (x* +[x|2 — 1),€y(x+X)) ; remarquons qu’'elle
laisse la famille de cercles paramétrée par (x,ye€") globalement invariante. La premiére composafigte

de fy indique comment passer d’'un cercle a l'autre ; elle s’idiendi une application d&? dans lui-méme

ce qui nous permet de déterminer quelques-unes de sesépéspiiies applicationfy préservent le disque
unité deR? et c’est la dynamique dans ce disque qui nous intéresse. dlaus par exemple réalisé des
expériences numériques visant a mesurer la fagon dontbésos’approchent du bord du disque unité et a
guelle vitesse :

=1
Comme dans le cas spécial ot=Ald nous déterminons le sous-groupe des transformatiordanitorphes
deas (2;C) qui commutent 3.

Proposition 3. Si A est un multiple de l'identité alor$, est conjugué abq, sinon Aut(as (2;C); Pp)
est formé dewp ol op désigne I'applicationM — PMP~! et P une matrice qui commute A. En fait
Aut(a (2;C); ®a) s'identifie &C* agissant surv (2;C) de la fagon suivante (x,y,zt,a) — (x, ay, é,t).
Les orbites de cette action sont aussi celles du champ deursdhvariant 39% — za%.
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Remarquons que le bord du bassin d’attraction de l'origineasit ®, est invariant par I'action de ce groupe.
Beaucoup de questions concernant ces transformatianeestent ouvertes ; nous listons celles qui nous
paraissent les plus pertinentes, tant sur le plan théoggael’un point de vue numérique.

Remerciements. Nous remercions M. BKER, D. BOUCHER S. CANTAT, G. CASALE, S. GOUEZEL et F.
LORAY pour leur disponibilité.

1. GENERALITES
Rappelons quelques définitions.

Définitions. Une application méromorphé: X --+ Z entre deux variétés complexes compactes est défi-
nie par son graph&(f) C X x Z; ce graphe est une sous-variété irréductible pour laqlelfrojection
m: [(f) — X sur le premier facteur est une application holomorphe stivge propre dont la fibre géné-
rique est un point ). Le lieu d’indéterminationde f est 'ensemble des points aa n'admet pas d’inverse
local, on le note Ind. L'application f estdominantesi la seconde projectior,: I'(f) — Z est surjective.
Notons Exat, I'ensemble des points atip n’est pas une application finie ; on définiefisemble exceptionnel
de f par Excf = iy (Excry).
Dans le cas particulier ofi: C"*1 — C"! est une application polynomiale homogéne ad-hoc reprasent
la transformation rationnelle

P(f): P"(C) --» P"(C),
un point[m) = (mp : ... : my) est un point d'indétermination d&(f) si f(m) = 0. Une sous-variété irréducti-
bleV c P"(C) estcontractéeparP( f) sila dimension d&(f)(V \ IndP(f)) est strictement inférieure & celle
deV. Une telle sous-variété est contenue dans I'ensembl&Exc
Une application homogeéng: C™* — C"* respecte la fibration de &F par les droites passant par I'ori-
gine : une droitel est envoyée pafr sur une autre droité(d) & moins que s’annule sud. L'applicationP(f)
expligue comment sont échangées ces droites par
Nous travaillerons aussi avec des applications ratioesé&ll C" — C" qui sont simplement les applications
dont les composantefs sont rationnelles,e. des quotients de polynémes. Pour ces applications on alaussi
notion de sous-variétés contractées et d’ensemble dé&ndéiation qui coincide avec I'union des péles des
composantes.

Soita (2;C) = {{ 2 g

Notons Inv I'application dev (2;C) a valeurs dan€? qui & une matrice associe ses invariants de similitude
Inv: o (2;C) — C2, M — (trM, det M)

a,b,c,deC; ~ C*I'ensemble des matrices»22 a coefficients complexes.

avec les notations habituelles. La sous-algébrgrd@;C) des matrices diagonales sera natée

o[ & nec)

)61 }?2 } de et par0 la matrice nulle dia¢p,0).

Soit ®: a1 (2;C) --» a (2;C) une application rationnelle dominante. Si I'on identifie(2;C) a C* que
'on voit comme carte affine d&*(C), alors ® induit une application rationnelle notée de P*(C) dans
lui-méme. Dans le cas spécial dliest homogénedf(sM) = s'd(M)), ® induit une application rationnelle
notéeP(®): P3(C) --» P3(C).

Désignons par did@1,A2) I'élément [



4 DOMINIQUE CERVEAU AND JULIE DESERTI

Définition. Une applicationd®: ar (2;C) — o (2;C) sera ditemonomiale(relativement a la multiplication)
si elle est du type
D(M) = A;MA,M ... ApMA 1

ou les A sont des éléments de @;C) fixés.
Exemple 1.1. L'application ®q: o (2;C) — a (2;C) définie par®g(M) = M? est monomiale. Un cal-

s : : Xy X2 +yz  Yx+t)
cul élémentaire montre que si M { 7 1 ] alors®g(M) = { Ax+1) 24y
génériquement finie au sens suivant : pour M génériqaqjd]#M) = 4. Si M est une matrice nilpotente,
i.e. Inv(M) = (0,0), alors®,4(M) = 0 de sorte quéM] est un point d’indétermination d&(d,q). En fait
'ensemble IndP(®d,q)) des points d’indétermination d&®,4) est exactement le projectivisé de I'ensemble
N (2;C) = {M € a (2;C) | Inv(M) = (0,0)} des matrices nilpotentes ; c’est donc une conique plane. liss
Remarquons que I'image dgq est précisément

w={0}U <M (2;@)\9\5(2;(:)).
La sous-algebrel(2;C) = {M € a (2;C) | trM = 0} est contractée papq sur le centre- = {Ald|A € C}.

}. L'application @4 est

Remarquons que les matrices triangulaires supérieurggefdrun sous-espace invariant g, de méme
gue les matrices triangulaires inférieures, et bien®qui est leur intersection. Leurs projectivisés sont
invariants paiP(®,q). De la méme facon la quadriqug = {M EM (2;(C)| detM= O} est complétement
invariante pa®,4. On peut aisément vérifier que le déterminant jacobie? dest

detjac®iy,,, = 4(tr M)2det M;

de plus, lorsque det M 0 nous avon®P,4(M) = (trM)M. En résulte que le projectivisé des matrices de trace
nulle P({M € 2 (2;C) |trM = 0}) est la seule surface d&(C) contractée paP(®ig). Nous reviendrons
plus tard (&) sur la dynamique de I'applicatio®,q qui se réduit peu ou prou a celle de+ Z2 dans le
plan complexe (ne serait-ce que via la formule dé&M(detM)? qui induit une « semi-conjugaison ») mais
produit des objets intéressants.

Définition. Soit ®: a1 (2;C) --» o (2;C) une application rationnelle. On dit que estcompatible a la
conjugaisorsi
ADM)A~=d(AMA 1)
chaque fois que M et AMA! sont dangi (2;C) \ Ind .
Notons que sfP est compatible a la conjugaison, alors #ést invariant sous I'action adjointe AMA.

Ainsi I'application @,y définie précédemment est compatible a la conjugaison ; ilsenlee méme des po-
lynédmes d’endomorphismes. Plus généralementssi= P(s)/Q(s) est une fonction rationnelle en une va-
riable s, alorsr(M) = P(M)Q(M)~! définit une application rationnelle compatible a la conjsga. Une
application compatible & la conjugaison induit une apfpibitade I'espace quotients (2;C)/conjugaison.
Tout ceci se généralise évidemment en dimension quelconque

Remarque 1.2.Une application monomiale compatible a la conjugaison esype®q ¢(M) = aMd, a dans

C*. L'algébres((2;C) n’est pas toujours contractée [y q; par exemple pour M= [ )z( _yX ] etd =3 nous

avons

M3 = (X +y2) [ )z( _yX }
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Dans ce cas les matrices de trace nulle sont fixes pour l@gighP(P, 3) induite suiP3(C) =P (a1 (2;C)).
On constate que I'ensemble d'indéterminationPd@, 4) est encore le projectivisé dg (2;C). Plus géné-
ralement nous avons en restrictionlé2;C)

M = (x*+y2)%ld, M2+ — (2 4 yz)IM.

Remarque 1.3. Soit ® I'application monomiale définie pab(M) = A1M...A\MA 1, n > 2. Quitte a
conjuguerd par un automorphisme d& (2;C) du type M— PMQ on peut supposer que,A- Id. On en
déduit apres cette conjugaison que I'ensemple;C) des matrices nilpotentes est aussi contract®sur

A conjugaison prés par M pM on peut se ramener a defM) = (detM)". En particulier les hypersurfaces
quadratiques{M eM (2;C) \ detM= s} sont invariantes par I'itéré®P pour chaque racing® — 1)—ieme de
Iunité. Evidemment les quadriqug € a7 (2;C) | detM=0} et SL(2;C) = {M € o (2;C) | detM =1}
sont invariantes pab.

2. APPLICATIONS COMPATIBLES A LA CONJUGAISON PROPRIETES ET EXEMPLES

2.1. Premiéres propriétés. Il est a peu prés clair qu'une application compatible a Igugaison est déter-
minée par sa restriction aux matrices diagonales. Précissla.

Lemme 2.1.Soit®: a (2;C) --» o (2;C) une application rationnelle compatible & la conjugaisotford »
est invariant par®, i.e. ®(» \ Ind®) C D.

Démonstration.Remarquons que, par densité des matrices diagonalisablesst pas contenu dans Idd
Soit M un élément de \ Ind®; en particulier M commute a diady, 2) d’ou

®(M) = d(diag(1,2) Mdiag(1,1/2)).
Puisqued est compatible avec la conjugaison nous avd(ldl ) = diag(1,2) ®(M)diag(1,1/2); cette égalité
assure qué(M) appartient & . O

Remarque 2.2. Si ® est dominante, nous avons I'égalité o \ Ind®) = » ou I'adhérence est prise au sens
ordinaire.

Si ® est compatible & la conjugaison nous avéridiag(A1,A2)) = diag($1(A1,A2),$2(A1,A2)) ou lesd; sont

rationnels (Lemmé.1). Mais comme les matrices di@g,A2) et diagAz2,A1) sont conjuguées p{rcl) é ]
nous avons

®(diag(Az, A1) = diag(91(A2, A1), 92(A2, A1) = diag(92(A1, A2), §1 (A, A2)).
Par suite
®(diagA1,A2)) = diag(d1(A1,A2),91(A2,A1)).
Inversement soit!: C2 --» C une fonction rationnelle ; si M est une matrice< 2 générique, M s’écrit
PdiagA1,A2) P~ et on définit
®(M) = Pdiag W(A1,A2), W(A2,A1)) P L.

Cette définition ne dépend ni du choix de P, ni de 'ordre chpmar énumérer les valeurs propres. Par stite
s’étend en une application rationnelle ¢e(2;C) dansas (2;C).

Les propriétés et la dynamique desont essentiellement codées par celles de I'applicatio®gmondante
(W(A1,A2), WY (A2,A1)). En particulier nous avons la :

Proposition 2.3. Soit®: ar (2;C) --+» o (2;C) une application rationnelle compatible & la conjugaisoh ;
est birationnelle si et seulement si sa restrictln= ®,, : © --» D l'est.
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Démonstration.Supposons qui = @, soit birationnelle, ou ce qui revient au méme génériquerirent
jective. Soient A, B dangs (2;C) diagonalisablesi.e. A = PdiagA1,A\2)P~1 et B= Qdiagpy, p)Q L. Si
®(A) = ®(B), nous avons

Pdiag W(A1,A2), W(A2,A1)) P~1 = Qdiag W (g, h2), W (o, 1)) Q2.

Par suite!(A1,A2) vautW(py, t2) ou W (L, k). Quitte & modifier Q nous pouvons supposer &lig1,A2) =
W, l2) etW(Az,A1) = (e, ). Puisqued = @, est injective nous avon@ i, Az) = (M, ke). Ainsi

A = PdiagAy,\) P2 et B= Qdiagp, 2) Q.

L'égalité d(A) = ®(B) implique Q1P diagW(A1,A2), W (A2,A1)) P1Q = diag(W(A1,A2), W(A2,A1)); il €n
résulte que QP est une matrice diagonale D. Par suite

A = Pdiag)1,A2) Pt = QDdiag)1,A2) D'Q = QdiagA1,A2) Q * =B.
Ainsi si W est birationnelle, alor® I'est. O

Dans le méme ordre d’idée on peut se demander si une trarsfompolynomiale (resp. un automorphisme
polynomial) dep dans lui-méme du typ@P(A1,A2), W(A2,A1)) induit une transformation polynomiale (resp.
un automorphisme polynomial) équivariantesdg2;C) dans lui-méme.

Désignons par l'involution de C? définie part(A1,A2) = (A2,A1).
Proposition 2.4. Soitn: » — © une transformation polynomiafeéquivariante,.e. du type
N(A1,A2) = (W(A1,A2), P(A2,A1)).
Alorsn s’étend en une applicatio®: as (2;C) — o (2;C) polynomiale et compatible a la conjugaison.

Démonstration.SoitA C a4 (2;C) I'hypersurface discriminantex = {M € 91 (2;C) | (trM)%—4detM= 0}.
Satrace sup est constituée des multiples de l'identité NA = {}\Id | S C*}. Comme nous l'avons vu on
peut étendre) en une application rationnell®: a7 (2;C) --» ¢ (2;C). Par constructior est holomorphe
en restriction av (2;C) \ A. Soit Mg = Agld un point dep NA; cette méme construction assure gueeste
bornée sur un petit voisinage(Mg) de My privé deA. Il résulte du théoreme d’KRTOGSqued s’étend ho-
lomorphiquement & (My). Ce raisonnement montre qu’en fditest holomorphe sur un voisinage denA.
Mais si M appartient &, I'orbite adjointe de M coupe ce voisinage. Par conségdesi&tend holomorphi-
quement av (2;C). Comme®d est rationnelle nous obtenons le résultat annoncé. O

Les Propositiong.3 et 2.4impliquent I'énoncé suivant.

Corollaire 2.5. Un automorphisme polynomiatéquivariant dep dans lui-méme s’étend de fagon unique
en un automorphisme polynomial d¢(2;C) dansa (2;C) compatible a la conjugaison.

Définitions. Soientf: X --» X une application rationnelle dominantetun feuilletage suk; on dit que

F estinvariantpar f si f*# = #. Plus précisément sn est un point générique d¢, alors¥ est régulier en
m, i.e.donné par les niveaux d’une submersion logale’ (m) — CX d’'un voisinage dendansCX; de méme
mest générique pour, i.e. mest une valeur réguliére de Par suitego f est une submersion en chaque point
de f~1(m) ce qui permet de définir les feuilles localesfdg comme les niveaux dgo f. Supposons que

soit défini par une fibration,e. la feuille générique dg est la fibre générique d’une application rationnelle
g: X --»Y; on dit quef préserve la fibrationr si f*# = #. On dit quef préserve la fibrationr fibre a
fibresigo f =g.
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Définitions. Un automorphisme élémentaide C? est, & conjugaison prés (dans le groupe des automor-
phismes), de la forme suivante

(ax+P(y),By+Y), a,peC*,yeC,PeCly.

Unetransformation deHENON est par définition une transformation de la for(geP(y) — 6x) ou d désigne
un élément d&€* etP un élément d€[y| de degré supérieur ou égal a 2.

Remarque 2.6. Les automorphismes élémentaires correspondent préciséme automorphismes polyno-
miaux qui préservent une fibration rationnelle.

Etant donné un automorphisme polynomiade C2, nous avons l'alternative suivantes])

— f est conjugué a un automorphisme élémentaire ;

— f est conjugué a un produit de transformations @ EIN; dans ce cas on dit queest detype HENON

généralisé

Soitn un automorphisme polynomial équivariant dedans lui-mémei.e. n commute a la permutation=
(A2,A1). En particulier sa ligne de points fixgs= x est préservée par qui du coup posséde une courbe
algébrique invariante. Il s’en suit qugne peut étre de type BNON généralisé (un tel automorphisme ne
préserve pas de courbe algébriqud).[ll est nécessairement élémentaire ; nous en déduisang tpisse
invariante une fibration, d’ou le résultat suivant.

Théoréme 2.7.Soit®: o (2;C) — a (2;C) un automorphisme polynomial compatible a la conjugaison.
Alors @, est un automorphisme élémentaire ; en particulieipréserve une fibration : a7 (2;C) — C
polynomiale transverse & au sens ou|, : © — C est non constante.

Exemple 2.8. L'automorphisme polynomialAi,A2) — (A1 4+ (A2 —A1)%, A2 + (A1 — A2)?) de » dansD se
releve en

Xyl X+ (t —Xx)2 + dyz y
z t z t+ (t—x)2+4yz |-

Ici la fibration invariantec est(x—t) = cte. Notons que I'hypersurface discriminatitd € a7 (2;C) | (trM)? —
4detM= 0} est fixée paF ; on peut vérifier que c’est exactement 'ensemble des piigs FixF deF.

Remarquons que la fibratignz = cte est invariante ; nous verrons plus loin que ceci est tigéaméral.

La proposition qui suit se vérifie par un simple calcul forntgle donne en particulier une version effective
des énoncés.3, 2.4et 2.5,

Proposition 2.9. L'application rationnellet-équivarianten : (A1,A2) --» (W(A1,A2),W(A2,A1)) se reléve en
l'application ®: ar (2;C) --» a (2;C) compatible a la conjugaison définie par

2 7]

OUA=/(t—x)2+4yz,&1 = J(t+X+A) et& =3 (t+x—A).

Dans les formules ci-dessus nous choisissons une détdionirge la racine dét —x)? +4yz Un calcul
de monodromie élémentaire montre que les composant@ssoat uniformes. Elles sont rationnelles (resp.
polynomiales) si 'est.

3 (W(Er82) + W(E2 80) + 30 (W(E2 81) — W(EL ) £ (W(Er82) -~ W(E8)
2 (WiEr8) - WE2 E)) 3 (WL &)+ W(E2 81 + (P (W(ELED) — WIE2ED))




8 DOMINIQUE CERVEAU AND JULIE DESERTI

2.2. Exemples.

Applications de la Proposition2.9.  — Les applications): » — D linéairest-équivariantes sont du type
N(A1,A2) = (ak1+bAy,bA; +aAy). Une telle application se reléve en

e ]

Ces transformations forment une algébre commutative derion 2. Remarquons qgeest inversible
si et seulement si® — b? # 0; les inversibles constituent un groupe abélien.
— Une transformation homographiqgecommute a l'involutiort si et seulement si elle est de la forme

aA1+bAo+c aha+bAi+cC )
AML+A2) +C AAML+A2)+C /-

N(A2) = (

Elle se reléve en

7z t z(a—b) at+bx+c
A(x+t)+C  A(x+t)+C

b —b
[ X Y} [ /S();itt)i(c:: A{)Ej—t)—i)-C ] .

L'ensemble de ces relevés (inversibles) forme un groupessfuie projectivisé du groupe G engendré
par les matrices inversibles

a b c O 0

b a c 0 0

A AC O 0 :
0O 0 0a-b O

0 0O 0 a-b

son algebregy est engendrée par les matrices X, Y, Z, U et V données par

11 0 00 00100 0000O0TO
11 0 00 00100 0000O0TO
X=|l0 0 -2 0 0], Y=|0 0000 z=|1 1000
00 0 00O 0000O0O 0 000O0TO
00 0 00 00000 0000O0O
[1 0 0 0 0 010 0 O

01000 100 0 O
Uu=|{00 0 0 0 v=l0 00 0 O

00010 000 -1 0

L0000 1 000 0 -1

L'algebre engendrée par X, Y et Z est isomorphe(@;C). On peut vérifier qug est un produit semi-
direct de I'algebre commutative engendrée par U, V et de ezlgendrée par X, Y et Z.

Le Théoreme.7, ou le fait qu'il n’y ait pas d’automorphisme de typeENON généralisé commutant(, x),

ne permet pas de construire un automorphism& d2;C) compatible a la conjugaison dont la restriction a
soit de type HENON généralisé. Par contre on peut construire des transfansatiirationnelles compatibles
dont la restriction ap est birationnellement conjuguée a un automorphisme Hrdil. Dans I'exemple
qui suit nous «tordons » un automorphisme denigN afin d’obtenir une transformation birationnelle qui
commute &, transformation qui s'étend# (2;C).
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Exemple 2.10.Soitn la transformation birationnelle définie par
n(xy) = <3x3—x2y+ 5xy? + Y2 — 10x% — 4xy— 10y? 4+ 12x+ 12y — 8
’ (X+y—2)(x—y)?
X3+ 5x%y — xy? + 3y° — 10¢% — 4xy— 10y° + 12X+ 12y — 8\ _
(X+y—2)(x—y)? >
notons que) ett commutent. Pour obteniy nous avons conjugué I'automorphisme denonNh= (y,y3 — x),
automorphisme qui commute(ax, —y), par la transformatior("%*l, "*Lx‘l) qui conjugue(—x,—y) at.

9

Cen se reléve en I'applicatio® de # (2;C) dans lui-méme donnée par
3x3+13-4 5xt2 -+ 8xyz—x2t —Axt—10(t2+x2) — 16yz+12(t+x)—8
Xy
e

((t—x)2+4yz) (t+x—2) t+x—2

2z X3+3t3 —xt?+ 55t +8yzt—10(x2+t2) —4xt—16yz+12(t+X)—8
x—2 ((t=x)2+4y2) (t+x—2)

La transformation birationnellé hérite des propriétés de I'automorphisme denidN : en particulier I'en-

semble de JLIA deh induit un ensemble de « typ@UiA » invariant pard et I'action adjointe de GI2;C)

suraf (2;C).

2.3. Fibrations, feuilletages, tissus, coniques invariants etpplication squelette. Revenons encore®y(M) =

M? pour laquelle nous allons dégager un ensemble de fibratwasiantes pour certaines « universelles ».

Comme on I'a vu, le pinceau d’hyperplans associé a la fibwatia est invariant pamq fibre a fibre, ce fait

se généralise a toute application compatible a la conjagdiBropositior?.9) :

Proposition 2.11. Soit®: a1 (2;C) --» a (2;C) une application rationnelle compatible & la conjugaison.
La fibration donnée par les niveaux dézyet le feuilletage associé au chan‘% Ve za% sont invariants parb.

Remarque 2.12.Sous les hypothéses de la proposition précédente le piddegerplans associé a la fibra-
tion y/z est invariant pab fibre a fibre,.e. les orbites deb sont contenues dans les hyperplg/is= cte.
Le flot du champ de vecteu13s§—y - za% est donné patx,ye®,ze S;t). Ses trajectoires sont les fibres de la

fibration en coniquess (2;C) — C3, (x,y,zt) — (x,yzt). La fibration précédente est conservée globalement
par® mais pas fibre a fibre.

Notons quebq laisse aussi la fibratioiS*Vt = cte invariante fibre a fibre.

Considérons dans/ (2;C) la droite ¢ = {Ald|A € C}, i.e. le centre dex (2;C) pour sa loi d'algébre.
A ¢ on peut associer la fibration en 2-plans définie comme suit : si M appartient&2;C) \ ¢, on
définit #(M) comme l'unique plan contenant M et Si M est un élément des (2;C), alors 2 (M) est
exactement I'ensemble des matrices qui commutent & M. Ohaaessi remarquer que le plan générique
2 (M) est un conjugué de : si P diagonalise Mi.e. PMP~! appartient &, alors» (M) est inclu dans
Pp P~1 et donc égal. Ceci induit un feuilletage singulier en 2-plgni est invariant pa®,q feuille a feuille.

En effet soitsM +tld dans? (M) ; on constate que

Dy (sM +tld) = M2 + 2stM + t2Id

commute visiblement a M. Par suite les orbitesigesont dans les 2-plans du pinceauAinsi I'application
P(dg): P3(C) --» P3(C) laisse invariante la fibration en droitBé2) : ce sont les droites d&*(C) passant
par[ld] = (1:0:0: 1. Nous avons des propriétés analogues pour les transformab, 4 homogénes
compatibles a la conjugaison.

Si M est un point générique de (2;C) 'adhérence de ZriSKI de son orbite patb|q est un 2-plan (car c’'est
le cas pour un élément génériqued}® Par conséquent il N’y a qu’une seule fibration en surfacegriante
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fibre a fibre pardq, la fibration . Notamment la fibratiorr est donnée par les niveaux de I'application

. y X*t y . .
ratlonnelle(z, T) ce que I'on peut voir de facon directe.

En fait I'invariance der se généralise a toutes les applications compatibles a jagaison.

Proposition 2.13. Soit®: o (2;C) --» 4 (2;C) une application rationnelle compatible & la conjugaisch ;
préserve la fibration e@-plans fibre a fibre.

Démonstration.D’aprés le Lemme.1 nous avonsP(p \ Ind®) C ©. Comme un plan générique(M) de
2 est un conjugué de, » (M) est invariant paf®, d’'ou le résultat. O

Remarque 2.14.Comme on I'a vu, par définition de la fibratian ® préserver fibre a fibre si et seulement
si ®(M) commute a M pour tout M dansf (2;C). Ceci permet de vérifier qu'il existe des applications
préservani? qui ne sont pas compatibles a la conjugaison.

La proposition qui suit est conséquence directe de la définite la compatibilité.

Proposition 2.15. Soit®: ar (2;C) --» ¢ (2;C) une application rationnelle compatible & la conjugaison.
Alors @ laisse invariant le feuilletage associé a la fibratibmv. Plus précisément il existe une application
rationnelleSq®: C? --» C? telle que I'on ait le diagramme commutatif suivant

M(2,C)— - "= — > M (2;C)

Invl llnv
2 2
Ciiiisa¢7ii>(c

Remarque 2.16.Les fibres de Inv sont des surfaces quadratiquest. = cte,xt — yz= cte.

Remarque 2.17.1l'y a des applications qui préservent la fibration Inv sans @mpatible a la conjugaison :
par exemple soit M~ P(M) une application polynomiale def (2;C) dans lui-méme telle que detz 0.
Alors I'application M (P(M))~tMP(M) respecte la fibration Inv mais n’est pas, en général, cotvipaii
la conjugaison.

Inversement on peut se demander a quelle condition unecappti rationnelle d&? se reléve v (2;C)
via Inv. La réponse est donnée par I'énoncé suivant :

Proposition 2.18. Soit W: C? --» C?, (u,v) --» (S(u,v), T (u,V)) une application rationnelle. Alors W s’écrit
Sq® pour une certaine application rationnell@: a1 (2;C) --» o (2;C) compatible a la conjugaison si et
seulement siS” — 4T) o Inv est un carré dans le corps des fonctions rationnell¢s, v).

Démonstration.Par restriction aux matrices diagonales il suffit de réseetV :
S(A1+A2,A1A2) = W(A1,A2) +W(A2, A1), T(A1+A2,A102) = WAL, A2)W(A2,Aq).
Par élimination déP(A2,A1) nous obtenons
W2(A1,A2) — SAL+ A2, MA) WAL A2) + T(A1L+A2,A102) =0
d’'ou le résultat. O

Exemple 2.19. L'application Scbyq est donnée par Sbig(u,v) = (U2 — 2v,v2). Alors que I'extensiordg
de @y aP*(C) n'est pas un endomorphisme (puisque la quadrifMec a7 (2;C) |Inv(M) = (0,0)} est
d’indétermination), celle de Spyq alP?(C) I'est.
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Notons que la conique= “742 est invariante par S§4 : c’est I'image par Inv de I'hypersurface discriminante
{M € 9 (2;C)| 4det M— (trM)? = 0};

c’est donc aussi I'image de l'orbite sous I'action adjoidte2-plan :
01
0 0|/

{}\Id—ku{g H ‘)\,uec}:?<

Ses tangentes définissent un « 2-tissu » compléetementanvgrar S@pq (i.e. invariant par images directe
et réciproque) :

Exemple 2.20.Considérons cette fois I'applicatiah compatible & la conjugaison définie pbfM) = M +
M~1. Son extensiof?(®): P4(C) --» P4(C) est la transformation de degré trois

P(®): (x:y:z:t:w) = (xd+tw?: y(5—wW?) : Z(5—W?) : 18+ xwP : W), d=xt—yz

elle préserve la fibratiop/z = cte. Iy a un seul point d’indétermination a distance finid¢indini I'ensemble
d’indétermination est donné par= w = 0. Une matrice de déterminant nul va a I'infini sur sa matriee d
cofacteurs.
La restriction deb a» induit I'application(A1,Az2) — ()\1 +)\Il,)\2 +}\gl). Nous en déduisons I'application
Sqd: C? --» C? donnée par
2
(U,v) — <E +u,v+ il —2+}> .
v v v

Elle se prolonge en I'endomorphisnge, v,w) > (u(v+w) : (v—w)2 +u? : vw) deP?(C) qui préserve uni-
guement deux droites (celle d’équatian= 0, resp.w = 0). Ceci donne un autre exemple qui montre que
I'application Sq peut avoir une extension holomorpti#éC) alors que I'extensio® de® aP4(C) est seule-
ment rationnelle. La courbe d’équationv = “742 est encore invariante par &jComme dans 'Exemple.19
la famille des tangentes@est un 2-tissu invariant par 8y La famille des fonctions rationnellés(z+ %)

surP!(C) a été étudiée en détail dartd.[Pour deux valeurs d\espéciales()\ = i'i) il s'agit d’un exemple de

LATTES. L'application induite correspondantg : 97 (2;C) --» a1 (2;C) définie par{,(M) =A(M+M1)
hérite de ses propriétés ; par exemple pour +3 'ensemble Pef, des points périodiques dg est dense
dansa (2;C).

Exemple 2.21.Soit¢.: a (2;C) — o (2;C) définie parg.(M) = M? + cld. La restriction deg; & o induit
I'application (A1,A2) — (A2 +c,A3 + c) d’ou I'application rationnelle
Sqge: C? --» C2, (U,v) = (U2 — 2v+ 2¢,V2 + c(U? — 2v) + ¢2);

elle se prolonge en un endomorphismePdéC). La coniquec d’équationv = “742 est invariante par Sg et
la dynamique de Sgy. est conjuguée a— % + 2c qui est conjuguée Z— 72+ ¢ (via z— %)
De plus, comme toute application compatilijelaissey/z = cte ete invariantes fibre a fibre.
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Ici encore I'hyperplarsl(2;C) est contracté sur la droit@- 1d; plus précisément;(x,y,z, —X) = (x> +yz)ld
et la restriction de. 4 C - 1d se traite évidemment commnze— 7%+ C.

Au vu des exemples précédents on peut se demander si leddd qaurber d’équationv = “742 soit invariante
par Sgb est un fait général. La proposition qui suit donne une répgastielle.

Proposition 2.22. Soit®: a (2;C) — o (2;C) un automorphisme polynomial compatible a la conjugai-
son; 'hypersurface discriminantd = {M € a (2;@)|4detM— (trM)? = 0} est invariante par® d'ou

. . . 2
linvariance de la conique v 4- par Sqd.

Démonstration.Raisonnons par I'absurde : supposons que I'hypersudfiace soit pas invariante. Il existe
donc My non diagonalisable damstel que®(My) soit diagonalisable d’oul I'existence dejMansA tel que
®(Myp) soit diagonale. L'ensemble My ~1 est de dimension supérieure ou égale a 1 et, pour tout D dans
D, nous avonsP(DMyD 1) = DO(M{)D 1 = ®(Myp) : contradiction. O

Remarques 2.23.Cette démonstration s’étend aux applications polynomi@lde 9/ (2;C) dans lui-méme

qui ne contractent pas de courbe sur un point. Remarquosesausne application de la formﬁ%,
ou P désigne une application polynomiale compatible a la caigan, n'est pas bien définie siir

L'Exemple2.20montre que cette conique peut aussi étre invariante dams lean injectif.

Proposition 2.24. Soit®: a (2;C) --» o (2;C) une transformation compatible & la conjugaison. Aldrs
est birationnelle si et seulementSgd I'est.

Démonstration.Supposons S§ non (génériquement) injective. Ceci signifie ghenvoie (au moins) deux
orbites de I'action adjointe sur une seule et ceci génénigunt ; en particulierd est non injective.
Réciproquement on sait qu est birationnelle si et seulementd;j,, I'est. Si on identifie®,, a une appli-
cation rationnellg: (x,t) — (a(x,t),b(x,t)) de C? dans lui-méme, I'injectivité de 3g se traduit par celle
de(x.t) — (a(xt) +b(xt),a(xt)b(x,t)) et donc celle dé ; la transformatiorb est donc birationnelle. O

Remarque 2.25.Soit®: ar (2;C) --» o (2;C) une transformation compatible a la conjugaison. Si I'appli
cation Sgp est triviale, alorsp est triviale oud: M — (detM)M L. En effet si Sqp = id, alors®,,, coincide
avec(x,t) — (x,t) ou (x,t) — (t,X); la Proposition2.9 permet de conclure.

3. DYNAMIQUE DE @4

Soit®: ar (2;C) --» ¢ (2;C) une application rationnelle ; notong &) le corps des fonctions rationnelles
invariantes pag. Un élément de K®) est une fonction rationnelle: a7 (2;C) --» P(C) telle quef od = f.
Revenons a l'applicatio®yq: ¢ (2;C) — a (2;C), M — M?

xyl ., X2 +yz Yx+t)

z t z(x+1) t?+yz
Commedq laisse le feuilletage en 2-plamsinvariant, chacune de ses orbites est contenue dans uimcerta
plan de?. Au niveau algébrique ceci se formalise de la fagon suivante

Théoreme 3.1.Les fonctions invariantes pap,q sont engendrées pdret !, i.e. K(®yq) = C (¥, %1).

Démonstration.Soit f une fonction rationnelle invariante pdxgq. Il suffit de montrer quef est constante
sur chaque 2-plan de. Plus précisément il suffit de I'établir pour un ensemblesdede tels 2-plans, par
exemple sur les 2-plans du type suivant

n(P) = {Pdiaqx,t) Pfl((x,t) c @2}
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ou P est une matrice inversible fixée. La condition d’'invac&implique les égalités suivantes
f (Pdiag[xzn,tzn)P‘l) = f (Pdiagx,t)P1), pour toutn dansZ.

Ainsi f est constante sur 'orbite (P diagxo,to) P~1; ®1q) de Pdiagxo,to) P~ par ®ig qui, pour un choix
générique déxo,tp), est Zariskl dense dan§l(P). Par suitef est constante sur chaqUKP) et donc sur
chaque 2-plan de. O

Sid: o (2;C) --» v (2;C) est compatible & la conjugaison, sa dynamique hérite de cettpatibilité. Par
exemple si M est périodique pody, i.e. ®<(M) = M pour un certairk, alors toute I'orbite

{AMA~*|A € GL(2;,C)}

de M est bien sdr périodique. De méme tout enser8bigariant par® a son saturéASA*l | Ac GL(Z;C)}
invariant pard.

3.1. Points fixes, points périodiques.Nous nous intéressons aux points périodiques de l'apjaicaty.

Commed,y est compatible avec la conjugaison il suffit de tester lesioestde HRDAN du type[ Ao O ]

0 A
Al e . :
]. On vérifie que les points fixes d&yg

(c’est-a-dire étudier les points périodiques dg,) et [ 0 A\

sont0, Id et les matrices conjuguées{z‘a[l) 8 ] ; autrement dit les points fixes sont

{0,1d} U{M € ar (2;C) |Inv(M) = (1,0)}.

L'étude dedmdw repose sur celle dg,: z— 7 dans le plan complexe. Rappelons que I'ensembleuder]
dex est le cercle unité et que le point O est super-attractart<Siz| < 1 les itérés de convergent vers 0;
si|z| > 1 les itérés de tendent vers I'infini (si on compactifié, I'infini est aussi super attracteur). Les points
périodiques autres que Oetsont donc sur le cercle unité. Pour décrire I'orbite §&esous I'action dex»

on choisit d’écrirey sous forme 2-adiqued = ¥~ 58 avece, € {0, 1}. On peut ainsi coder un point &
par la suites = (g1, €2,...). L'action dex» dans I'écriture 2-adique des angles est le diftes, e3,...) —
(€2,€3,€4,...). Un point deS! associé a une suitepériodique est lui-méme périodique poyr; tous les
points périodiques sont de cette forme. Ce sont aussi le®es@" — 1)-ieme de I'unité qui sont bien sar
denses dans le cercé. Sizest un point générique &, alors I'orbite dez par, est dense dans le cercle.

En identifiantp a C? et dyq, & (x*,t?) les points périodiques d@yq,, sont, outre(0,0), de I'un des types
suivants

(Xt ) (%:,0), (0,t,)
ou lesxy, etty, parcourent les racing®" — 1)-iéme de I'unité. Notons que I'ensemble
{(xt) estxSHx¥1=t1=1neN}

estdense dans le tde x S*. Les ensembleS’ x {0}, {0} x S* etS* x S sontdyg , -invariants, de méme que

les ensemble$§|x| <1, |t| <1}, {|x| <1, |t|=1}, {|x| <1, |t|>1} etc. Si M est une matrice diagonalisable,
alors I'orbite 0 (M; ®,4) de M coincide avec celle de di@g,A2) ou lesA; sont les valeurs propres de M

de sorte que la description de 'orbite de M ne dépend que slwaleurs propres. En particulier tous les
éléments conjugués aux dixg,tx,) sont périodiques de périod€ 2 1. Dans le méme ordre d’idée si les
valeurs propreai, A de M sont en module strictement inférieures, alibrskjin (M) = 0.
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Reste a décrire I'orbite des matrices de t;{p% A } =A [ é i ] dont I'itération nieme par®,q donne

Ma(A) = A2 [ N
Aucune valeur d@ non triviale ne produit ici de point périodique :
— si|A| < 1, alors My(A) — 0,
— si|A| > 1, alors My(A) « s’échappe » dans un sens que nous précisons maintenantc&mnpactifie
M (2;C) = C* parP*(C) = {(x:y:z:t:w)}, alors My()) correspond a

n L on n 1 1 1
2 3204321y 10 = -
()\ .)\ 2n.o.)\ .1)—<%.1.0.%.W>
qui pour|A| > 1 tend verg0:1:0:0: 0, point d'indétermination de I'extension @y aP*(C).
Nous déduisons de ce qui précéde Quest un point super attractant. En effet si M est proch8,@ors M

M0 } avec|Ai| <1lou a[ A avec|A| < 1. En particulier

A
0 A 0 A
les matrices nilpotentes sont « pré-super attractives >hassin d’attraction \(0) de O est constitué¢ des
matrices ayant leurs deux valeurs propres de module strécteplus petit que 1. Son bord est I'ensemble
des matrices M ayant une valeur propre de module 1 et 'agnmadule plus petit ou égal a 1. C’est une
hypersurface Evi-plate’ que nous allons décrire. Nous utiliserons la propositiavestte dont la preuve est
élémentaire.

est conjuguée a une matrice deRbAN [

Proposition 3.2. Soit P(z) = > — bz+ ¢ un trinbme du second degii, c) désignant un élément d&. Alors
P a une racine de modulket I'autre de module plus petit quesi et seulement si on a

lcf? — 3Ib|* — 3[b? —4c[ +1=0 (i)
I <1 (if)

Démonstration.Désignons pak; etA; les deux racines de. La premiére condition se traduit par
(A1 = 1)([A2f* ~ 1) = 0;
en exprimant led; & l'aide deb etc nous obtenons I'égalité); quant &(ii) elle est évidente. O

’ensembleX ¢ C? décrit par(i) et(ii) est un ensemble semi-algébrique connexe dont voici une présen-
tation

2 2
(]c\z—%\b\erl) —%‘b2—4c‘ 0 (ix)
1 .
o - 2bP+120 (o)
<1 (i)

Cette presentation est polynomiale en les parties rédlliesaginaires de et c. L'ensembleZ est invariant
sous l'action deS' surC? donnée pate?,b,c) — (be?,ce??). Vérifions que> est LEvi-plat ; considérons
I'application

§:S1xC—C? (€% +u,é%u).
1. Rappelons qu'une sous-variété réallele codimension 1 dar€" = R?" est dite LEvI-plate si son champ d’hyperplans

tangents complexes$V = TV NiTyV est intégrable. Ce champ induit alors un feuilletage/den sous-variétés complexes de
dimensionn— 1.
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L'ensemble décrit pafi;) et (ip) est précisément I'image dg; il est LEvi-plat puisque les droiteg —
(¥ +u,e%u) sont contenues dedans. Ces droites font partie d’'un 2-iséaire deC? que nous avons
rencontré dans 'Exemple.19: le tissu des tangentes a la parabole u?/4. Quant a I'ensembl& c’est
image de I’applicationg, restriction de€ aS! x D(0,1) ouD(0,1) est le disque unité d€. Remarquons
queg est injective suS* x D(0,1) et (2 : 1) sur le bordS! x St. Par suite> s'identifie topologiquement a
I'espace compac$' x D(0,1) ou I'on a identifié les pointge?®, €?) et (€%,€¥). Son intérieur est un tore
plein ST x D(0,1) et son bordz le quotient du tordl? = St x S par l'involution (st) — (t,s); c’est une
bande de MBIUS. Nous en déduisons que le bord du bassin d'attradtibf (0) de0 de ®|q est 'ensemble
semi-algébrique Inv}(X). Il est décrit cette fois par les inéquatioRspolynomiales suns (2;C) :

2 2
(\ det|? — 3|tr?| + 1) - %‘trz - 4det‘ =0
|det]?— 3|tr?[+1>0

|det <1

Il est LEVI-plat au sens ou il contient un ouvert dense (remplacer laiéterinégalité pafdet| < 1) LEVI-

plat : les variétés complexes contenues dag,(0) sont les images réeciproques par I'application alge-
brique Inv des disqueB(0,1) > ur (€% +u,e%u), 9 étant fixé. C'est un ensemble évidemment non borné
puisque W, (0) ne I'est pas (il contient un voisinage des nilpotentes).i €zé I'encontre du cas des applica-
tions homogeénes génériques. Rappelons a cet effet queidoisqCN — CN est une application polynomiale
homogeéne, le bassin d’attraction de 0 est borné désfqtigd) se réduit a 0 ce qui est le cas générique-
ment (P]). En dimension 1 pour une transformation homogene Z le bord du bassin d'attraction de 0 est
évidemment le cercle uni@' et tous les points périodiques sont contenus dans ce choriig le point 0) ;

de plus ils y sont denses. D’autre part notons que les orbiEses de* sont contenues dans la fermeture
de ce bassin d'attraction. Dans le contextefgienous avons la :

Proposition 3.3. Les points périodiques d&,q, excepted, sont contenus dans le bod¥V},;(0) du bassin
d’attraction deO.

Démonstration.C’est une application directe de la description des poiétiogiques debq),, . O

Nous nous intéressons aussi a I'adhérence des points iggiesdled 4 (exceptéd). Cet ensemble a plusieurs
composantes. Rappelons les faits élémentaires suivants :
— M a une valeur propre de module 1 et l'autre nulle si et seefgrsi M est dans 'ensemble

N ={M € 9 (2;C) | detM= 0, [trM| = 1};
— M aune valeur propre double de module 1 si et seulement sigdréent a
A'={M € a (2;C) |trM? — 4detM= 0, |detM| = 1};
— enfin M a deux valeurs propres de module 1 distinctes si é&treemt si M est dans

trM)?
A2=IMear(2; ((— 0,4], |detM =1 .
{m e @) |\ € 0.4 detm =1
Pour I'applicationz — 72 'adhérence des points périodiques coincide avec le botwhdsin d’attraction de
I'origine auquel on ajoute l'origine. L'énoncé qui suit diéd’adhérence des points périodiques @g et
montre via des arguments de dimension que cette adhéreardiéfé@ente du bord du bassin d’attraction.

Proposition 3.4. L'adhérence des points périodiquesdg est 'union de{0} UA°UATUA?,
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jO

Démonstration.Le seul point & noter est qu’un élémentAfeest conjugué a une matri({e 0 &

] , avec

€ € {0,1} ; une telle matrice est limite de matrices diagonalisat{le%<n t:n } qui sont périodiques pour

Dyq. O

Cette adhérence est encore un semi-algébrique décritpaon’ disjointe

(trM)?
detM

{O}I_I{]tr\:l,]detM\:O}l_l{ e[O,4],|detM\:1}.

Proposition 3.5. Les orbites bornées d&4 sont contenues dand/y,(0) ; tout élémentM de W};(0) a son

orbite bornée a I'exception des matricksayant pour type d6ORDAN { A avec|A| =1.

1
0 A

Remarque 3.6.L'image réciproque par Inv du ruban deddius 0 est exactement I'union

1 a2 [ (rM)? _
AUA _{ dethi €[0,4], |detM =1,

l'image réciproque du bord(0%) de cette bande de &BIus étant précisément I'ensembie.

Remarque 3.7.Notons quex et 0 sont invariants par S§4 et sont bornés (ceci résulte des présentations
(i) et(ii) de la Propositiors.2).

Probléme 1. Il serait intéressant de décrire les automorphismes haiones de I'ouvert W (0). Parmi
ceux-ci on trouve les transformatioms: M — PMP 1 et les transformations linéair&: M — %M ; dit
autrement nous avons une actionStex PGL(2;C). Peut-étre serait-il plus facile de décrire les automor-
phismes holomorphes de (2;C) ~ C* qui préservent \§{(0) ? De tels automorphismes vont en effet pré-
serverdWy, (0) et sa structure Evi-plate et donc le tissu image réciproque par Inv du tissuategentes a la
parabolev = U?/4.

3.2. Quelgues complémentslLes dynamiques d&g etP(®yq) se déduisent plus ou moins facilement de
celle ded,y. La description dabq se fait dés que l'on connait celle d&q: 97 (2;C) — a7 (2;C) plus celle
sur I'hyperplan a l'infini qui est u®3(C). Mais sur I'hyperplan a I'infini qui est complétement imamt la
dynamique est exactement celle de

P(dg): P(a1 (2;C)) ~ P3(C) --» P(91 (2;C)) ~ P3(C).
L'applicationP(®,4) est définie en coordonnées homogeénes par
P(Dig): (X:y:z:t) = 0@ +yz:y(X+1):z(x+1) 1 yz+1?).

Récapitulons ses propriétés

— le lieu d'indétermination d&(®d,q) est le projectivisé de I'ensembie (2;C) des matrices nilpotentes ;

— le projectivisé des matrices de trace nulle (privé?de’ (2;C))) est contracté sur le poiiL. : 0:0: 1)
correspondant a la matrice identité et ce point est fixe;

— les autres points fixes sont le projectivisé de la quadritpte- O, privé deP(« (2;C));

— la fibre générique dB(®yy) a deux éléments;

— la fibration en 2-plang qui est invariante fibre a fibre est maintenant la fibratiorP&(C) radiale en
(1:0:0: 1) dansP3(C);
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— la droite spécialdA,A,0,A), A £ 0O, représente & conjugaison pres les matrices non diagdriabsa
(inversibles) et donne un seul point bien sir d&AEC), la « matrice unipotente $1:1: 0 : 1). Nous
obtenons I'orbite spéciald/2": 1:0:1/2"). C’est une orbite discréte qui converge vi@s1:0: 0 qui
représente la matrice nilpotente standard. Autremenesdlittérés des matrices unipotentes convergent
vers les matrices nilpotentes qui sont d’'indétermination ;

— la dynamique hormis les problémes de type points d’indétetion et ensembles contractés se com-
prend aussi essentiellement via la dynamiqugdeP!(C) — P1(C), z— Z2. Par exemple dans ' (C)
des matrices diagonalés; : 0: 0 :\y) I'application s'écrit(A2: 0: 0:A3) c'est-a-direu— u?.

Comme pourd4 on sait décrire la dynamique des polyndmes de matrices ;xean@e celle de&. (points
périodiques, ensembles invariants) s’obtient essestielht a partir de% en faisant agir I'action adjointe ;

celle dec% se déduit quant a elle directement de celleztie c. Si on notes. C C I'ensemble de ULIA

deZ + ¢, 'ensembles. x 9. C D est invariant pace. La fermeture de son satutd Jc x J¢; Gc) par I'action
adjointe est un fermé invariant pey dans lequel on a densité des points périodiques. Il y a @adérmés
invariants, comme par exemple le saturé ferméde C C o, toujours par I'action adjointe. De méme que
sigest un point fixe de? +c, alors le saturé fermé ge x {q} est encore invariant. La description des orbites

bornées est relativement raisonnable (mais zoologiqudjaigon avec celles o€ + c.

3.3. Centralisateurs. Une fagon de mesurer la complexité d’'une transformationl’esaminer son centra-
lisateur,i.e. son groupe des commutateurs. La transformagigrde méme que les— Z, a un réle spécial
dans la dynamique a une variable ; comme les polyndmesaEFYCHEV elle a son ensemble desd
LIA lisse et son centralisateur n'est pas réduit a ses prognes.tll est donc naturel d’examiner « certains
centralisateurs » d@®q.

Soit f: X --» X une transformation rationnelle ; introduisons les grougégants

Bir(X; f) = {g: X --» X transformation birationnell¢go f= fog},
Aut(X; f) = {g: X — X automorphisme holomorph]ego f= fog}.
3.3.1. Caractérisation deAut(a/ (2;C);®y4). Les transformationp définies parop(M) = PMP~1 sont

dans Autas (2;C); di4) et sont compatibles a la conjugaison. Notons que est compatible a la conjugai-
son, alors par définition lese sont dans Autv (2;C); ®). L'application de transposition

pwaoswnn (1[5 ]

commute a®yq; ainsi Aut(a (2;C); dq) contient des éléments non compatibles a la conjugaison bien
quedyq le soit. De méme la transformation

: : . Xy ty
1191 (2:C) = 2 (2,C), {Z t]H ' X}
commute &by4 et n’est pas compatible & la conjugaison ; notons gi) = *(op(M)) oli P= { 2 é } :

Proposition 3.8. Le groupeAut(as (2;C); ®q) est engendré par la transpositian et lesop; plus précisé-
ment

Aut(a (2;C); dg) ~ PGL(2;C) x Z/27.
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Démonstration.Soit ¢ un automorphisme der (2;C) qui commute &biy4. Puisquel est le seul point fixe
de ®4 ou la différentielle ded)y est identiquement nulle) est fixe parp. On écritd = ¢, + do+... le
développement deAvLOR de ¢, chaquedy étant holomorphe de degké Notons que la partie linéairg,
de ¢ est dans Autv (2;C); dq) de sorte qued = ¢ oq)Il aussi. Supposons gu ne soit pas trivial;
écrivonsW sous la formeé¥ = Id + Wy + W1 + ... avecWy homogene de degié> 1 et W non nul. La
commutation déV et d,q implique I'égalité suivante

M2+ W (M?) + Wy, 1(M?) + :<M+w(|v|)+w (M) + )2:M2+Mw(|v|)+w(|v|)|\/|+
k k+1 k k+1 k k

Pour des raisons de degré nous avons pour tout M I'égal&(M) + W (M)M = 0. Ecrivons M (resp.

W(M)) sous Iaforme[ )z( )tl] (resp.[ >Z(E:/I/I§ \T{%; }); alors MY (M) + W (M)M = 0 se réécrit

2XX+YyZ+2Y=0
XY +yT+yX+tY =0
ZX+tZ+xZ+2zT=0
ZY+yZ4+2AT =0

(3.1)

On peut voir 8.1) comme un systeme linéaire, les inconnues étarX&§ Z, T, dont on noterdd = A(M) le
déterminant. Nous constatons gMéd) = 16; par suité) est non identiquement nul. En résulte queY, Z, T,
et doncWy, sont identiquement nuls. Nous en déduisons @yued; est nécessairement un automorphisme
linéaire.
Remarquons que Id est I'unique point fixe@g en lequel la différentielle d&,y4 est 2Id. Il s’en suit que Id
est fixé parp; et la droitec = {Ald|A € C} est invariante point par point pa. En particulier; envoie le
plan (Ald + pM) dans le planAld + p$(M)). Ceci implique que la fibratiom est invariante pap;. Pour M
générique, M eb1(M) sont diagonalisables : M QDQ 1, ¢1(M) = Q'D'Q'~1. En composand; a gauche
et a droite par desp ad-hoc nous nous ramenons donc au cas;a@specte la fibratiom et le groupep. Si

. X(M) Y(M)
on écrit¢(M) sous la forme[ Z(M) T(M)

ona:

] ou cette fois les transformation§ Y, Z et T sont linéaires

Y(x,0,0,t) = Z(x,0,0,t) = 0, X(x2,0,0,t%) = X3(x,0,0,1), T(x%,0,0,t%) = T?(x,0,0,t).
Puisqued, est un automorphisme, ceci entraine par un calcul dirdgdfeative suivante :
ou bienX(x,0,0,t) = xetT(x,0,0,t) =t; ou bienX(x,0,0,t) =t etT(x,0,0,t) = x.

Quitte a composep; par I'involution 7, nous pouvons supposer que nous sommes dans la premiét@situa
Finalement
¢l = (X+€l(y7 Z)7gz(y7 2)763(y7 Z)7t +€4(y7 Z))

les ¢; étant linéaires e, z. En réécrivant qu&d,y et §; commutent on constate aisément due= /4 =0
etlol3 = yz Ainsi aprés ces modificationfs, est de I'un des deux types suivants

z y
=1 X 7_>t ) h: X, Za_at .
d < b P ) < P p >

Remarquons que siP [ \(/)ﬁ g } , alorsg = op et que, modul@p, I'applicationh est la transposition. [
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3.3.2. Description deBir (Pas (2;C);P(d1g)). Dans la carté =1 on remarque qué(®d,q) s’écrit de la fagon
suivante

X2 +yz y(x+1) z(x+1)
1+yz’ 14yz’ 14yz )’

La fibration en 2-plan®, invariante paid,q, initialement donnée par les niveaux @@ X—;t) , produit main-

tenant la fibration en droites donnée cette fois par les fiﬂmeg%, X;Zl) Nous allons trivialiser cette fibration

en conjuguanP(®4) par la transformation birationnelle: (x,y,z) — (xz+ 1,yz z). On vérifie que

e B Z(2+x2)
G=f"P(dyg)f= <x,y, TiyZ ) :

Le fait quer soit I'unique fibration en surfaces invariante fibre a fibre g implique que la fibration en
droites(x,y) = cte est I'unique fibration en courbes préservéeGadr en résulte que gt est une application
birationnelle commutant &, alorsF est nécessairement du type

a(x,y)z+b(xy)
(e v aton )

Visiblement la transformatiorix,y) --» (X(X,y),Y(x,y)) doit étre birationnelle. Si 'on considéfe et G
comme des applications rationnelles €ifrx P! on constate qu’elles sont fibrées et holomorphes en res-
triction aux fibres génériques. Les points fixes@esont les trois surfaces irréductibles= 0, z= « et

yZ —xz— 1= 0. SiF commute &G, alorsF préserve dans leur ensemble les points fixe§ delus précisé-
mentF laisse invariante la surfage? — xz— 1 = 0 et fixe ou permute les plamzs= 0 etz = c.

i. Supposons, dans un premier temps, yide- xz— 1 =0, z= 0 etz = o soient fixés paF. Alors F est du
type suivant

a, b, c,deC{xy},ad—bc#0.

F(Xy.2) = (X(xY),Y(xy),a(xy)2).
Maintenant(yZ — xz— 1) o F = Y&z — Xaz— 1 est donc un multiple (comme élément @éx,y)[z)) de
yZ — xz— 1, de sorte que nous pouvons préciser

X y
F(x,y,2) = <—,7,a(x,y)z> .
a(x,y)’ &(x.y)
On peut d’ailleurs remarquer gue toute transformatioronaille comme ci dessuse. pour tout choix de,
commute &G. Le fait queF soit birationnelle impose des restrictions suEn effet siF est birationnelle

alorsH: (x,y) — <a(>)éy)’W)>/<w) I'est aussi. En conjuguard par (x,x%y) on constate qu{ﬁ,y) est
birationnelle ce qui fOI’C%(X))((—Zw a étre une transformation ded#1us enx a paramétrg. Nous en déduisons

que

o (52) x+B ()

V() x+3(3%)

ou lesa, B, y, 6 sont dan<C(t) etad — By # 0. Le groupe des transformations birationnelles
{(a(:((,y) , az(i/(,y) ,a(x,y)z> | avecadu type(3.2)}

commute & et est isomorphe a PG2;C(t)).

ii. Maintenant considérons I'éventualité &ufixe yZ — xz— 1 et permute les plarns= 0 etz = . Alors

F est du type(X(x,y),Y(x,y), a(LZy)) Comme(yZ —xz— 1) oF = Yazi# nous obtenons par le méme

a(xy) = x (3.2)
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argument que précédemment

B X 1 aixy)\ .
F(X’y’z)_<_a(><7y)y’a?(x,y)y’ z >

un telF ne commute jamais @. Nous pouvons donc énoncer la :
Proposition 3.9. On a:

Bir(Pa (2;C);P(Pyg)) = {f <ﬁ,m,a(x,y)z> f*1‘ avec a du typé3.2), f = (xz+ 1,yz,z)};

en particulierBir(Pas (2;C); P(dyq)) est isomorphe #GL(2;C(t)).

3.3.3. Le groupeBir (a1 (2;C); Pi4). Donnons un exemple de transformation appartenant(@Big;C); ®q).
L'application

12 M (2;C) — M (2;,C), M— M1

est dans Bif (2;C); dyq); elle est compatible & la conjugaison. Remarquons qu’elkencute aux applica-
tionsaop ainsi qu'a7 . On constate que la restriction daux matrices diagonales s'identifie a I'involution de
CREMONA standard en dimension degxt) — (£, 1). )
Soit f un élément de B (2;C); diq). Commef (M?) = f(M)f(M) nous avons det(M?) = (detf(M)) .
Ce type de propriété est décrit dans le lemme qui suit.

Lemme 3.10. Soit ¢: o (2;C) --» PL(C) une fonction rationnelle satisfaisant 'équation fonctielle
W(M?) = (M)? pour toutM dansas (2;C).
Alors  est de la formév --» g(detM)* ol k désigne un entier relatif etun élément d¢0,1}.

Démonstration.Quitte & changeb en 1/ nous pouvons supposer que I'hyperpi&f2;C) n'est pas contenu
dans les pdles dés. Ainsi Y est rationnelle en restriction<i(2;C) et pour, y, z génériquesi(X, Y, z, —X)
est bien défini. Par suite)((x? +y2)ld) est rationnel, bien défini et don®: t — W(tld) aussi. L'hypo-
thésey(M?) = ¢(M)? implique qued(t?) = (6(t))2, i.e. lapplication & commute & +— $°; par conséquent
3(t) = €'t pour un certairk’ dansZ et poure’ dans{0,1}. Autrement dit pour tout M dansi(2;C) nous
avons(qJ(M))2 = P(M?) = Y(detM)ld) = ¢/(detM)¥. La restriction de¥ asl(2;C) est donc donnée par
W(M) = g(detM)X pour un certairk dansZ et poure dans{0,1}.

Soit M dansar (2;C) tel que M appartienne &[(2;C). D’une partyy(M?) = g(detM)% et d’autre part
P(M?) = (l]J(M))Z; nous en déduisons qugM) s’écrit ausse(det M)k. On peut répéter cet argument avec
tous les éléments M d& (2;C) pour lesquels ¥ appartient &[(2;C) pour un certaim. L'ensemble de ces
matrices est ZrRISKI dense d’ou I'énoncé. O

Soit f dans Bifas (2;C); ®q); on peut appliquer le Lemm&10ay = detf : il existek tel que def (M) =
g(detM)k, € € {0, 1}. Commef est birationnellee ne peut étre nul et la fibration det cte est invariante
sous I'action def. Nécessairement ceci implique gkie- +1 et, quitte & composerpart: M — M1, nous
supposerons dans la suite due 1, i.e.detf(M) = detM.

Supposons qué € Bir (a1 (2;C); ®iq) ait un polej.e. f s’écrit 2 avecg, h polynomiales eh non constante.
Nous pouvons bien évidemment nous ramener au cgebh n’ont pas de facteur commun.

Lemme 3.11.L’hypersurface h= 0 est completement invariante.
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Démonstration.Plagons-nous darig*(C); notons®yg (resp.f) le prolongement d@q (resp. f) aP4(C).
Désignons I'hyperplan & l'infini paft... Puisquedg(X:y:z:t:s) = (@+yz:y(x+t) : z(x+1) 1 t2+yz: )
I'hyperplan #,, est complétement invariant p@rﬂj

Soit M un point générique de= 0. D’une part M n’est pas d'indétermination pofird’autre parti‘v(M) ap-
partient &, ; la compléte invariance de, assure qu&(f(M)) aussi. Commé et®,y commutentf (dg(M))
est surH,, ; il s'en suit quedfbﬂj(M) appartient & = 0.

Par ailleurs soit M tel quéTd(M) soit contenu dans= 0, M générique pour cette propriété ; aI&?(SiJTd(M))
appartient &, et, par commutation dé et Dy, ﬂj(f(M)) aussi. La compléte invariance dg, partﬂj

assure qué (M) appartient &/c. O

Le Lemme3.11assure que I'hypersurfate= 0 est complétement invariante phg. D’aprés ] il existe une
2
constante non nulle telle queh(M?) = c<h(M)) . Mais quitte & changdr enh/c nous pouvons supposer

dans la suite qua(M?) = h(M)?. En particulier il existe un certain entisrc N tel que, pour tout M dans
M (2;C), nous ayons(M) = (detM)s.

En considérant I'adhérence dexZiski de l'orbite d’une matrice générique M on constate duiaisse
invariante la fibration en 2-plans, i.e. 2 (f(M)) = f(#(M)). Quitte & changef enopfog avec P, Q bien
choisis nous pouvons supposer guest rationnelle et bien définie sur et que? est invariant parf.
Ceci signifie que la restriction dea » induit une application birationnellé,, : © --» D. Evidemmentfw
commute a la restriction d&g a». Le lemme qui suit se démontre facilement.

Lemme 3.12.Soitn: C2--» C2 une transformation birationnelle commutang aC2 — C?, (x,t) ~ (x2,t?).
Alorsn est de I'un des types suivants

o (GGG G () ()

Autrement diBir(C?;€) est engendré par les involutiorg, t) et (t,x).

L'énoncé 3.12 s'applique évidemment &, puisque®yq, s'identifie a(x.t) — (x2,t?). Mais nous avons
supposé que détM) = detM, ce qui n'autorise que les deux premiers modéles du Leffii& nous en dé-
duisons, apres les adaptations précédentes, que I'dgtida, est soit I'identité, soit diagt) — diag(t, x).
-
miere éventualitéi,e. a f, =id,. Récapitulons, nous pouvons supposer que

— detf(M) = detM;

- f|@ = id|@ ;

— sif aun pole alord s'écrit f(M) = %
On constate qud est alors définie holomorphe au voisinage de l'identité agtiium point fixe dedy et
de f. La partie linéaire d&y au point fixe Id est la multiplication par 2. En fait I'applitan exponentielle
exp: M (2;C) —  (2;C) linéarise I'applicatiorn®q

dg(expM) = (expM)? = exp(2M).

Mais quitte a modifier encoré en composant par: nous nous ramenons a la pre-

Maintenant les seules transformations holomorphes qunuatent a M— 2M sont les transformations li-
néaires. Ceci implique que $isatisfait les propriétés qui précédent, exp linéafise voisinage de l'identité

f(expM) = expfi(M) (3.3)
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ou f; = Df(q) est la partie linéaire dé en Id. Notons que I'application M- f(expM) est partout définie
holomorphe puisque

f(expM) — gexpM) _ g(expM)

S S
<det exp M) <exptr M)
Il s’en suit quef;, déterminef et que l'identité 8.3) est en fait globale.
Nous allons maintenant décrife en utilisant les propriétés de Puisquef est I'identité surp, nous avons

f1(x,Y,2t) = (X+ a1y + b1z apy + bpz, agy + baz,t + agy + bs2).

Comme det est invariant pdret que infinitésimalement le déterminant en Id s’identifia &&ce (via exp),
I'application f; préserve la trace c’est-a-dieg + a4 = by + by = 0. Soient P une matrice inversible gtq
dansZ;on a

Id = P-exp(diag(2imtp, 2iry)) - P~ = exp(P- diag(2imtp, 2irq) - P~ )
et en utilisant §.3)
Id = f(1d) = f (exp(P- diag(2imp, 2itg) - P~ 1)) = exp( f, (P- diag(2imp, 2img) - P1)).

En particulier f (P- diag(2imp, 2im) - P~1) est un conjugué d'un certain digjmp’, 2ing’). Ceci signifie
gu'il y a un ensemble dénombrable d’orbites de I'action eud@qui sont envoyées pdy sur d’autres orbites
de cette méme action. Par passage a I'adhérencendesikl nous en déduisons quie envoie orbites (de
I'action adjointe) dans orbites. En particulier la fibratipar Inv= (tr,det) est invariante paf;. SoitQ la
forme quadratiqu€) = detf; :

Q= (Xx+ay+b12)(t —ary — b12) — (agy+ boz)(azy + bsz).
PuisqueQ doit étre constant sur les niveaux de Inv nous obtenons ksantiun argument de3]
Q= ¢(tr,det) (3.4)
avec¢ un germe d'application holomorphe en 0, I'égalifé4f étant comprise au voisinage de 0. Mais en
développant en série et en utilisant I'expression @amous constatons qu@ = det et par suitey =b; = 0

:2 EZ est I'une des matrices Id o 2 é . Dans le premier ca$ = Id et doncf(M) = M; le
3 D3

second cas montre que¢ est la différentielle de I'application transposition, ar gonséquent coincide elle-
méme avec cette transposition (nous utilisons la comnoutaie®,y avecT et le fait que la partie linéair
déterminef). Finalement nous avons la

Proposition 3.13. Le groupeBir(a¢ (2;C); ®q) est engendré pafut(a (2;C); Pyg) ~ PGL(2;C) x Z/2Z
et par l'involutiont: M — M~1,

Remarque 3.14.D’un point de vue abstrait Bins (2;C); ®iq) s'identifie a(PGL(2;C) x Z/2Z) x 7] 27Z.

et

Remarque 3.15.L’'ensemble des transformations rationnelles qui comntidtény contient Bia/ (2;C); ®yq)
mais aussi les transformations suivantes

M — M, M — (detM)¥id, M — (detMo) H 8], keZ.

Remarque 3.16.0n vérifie que sib appartient a Bifas (2;C); ®yq), alors® commute a toutes les transfor-
mations®y: M — MX, autrement dit on a les inclusions

Bir(a (2;C); ®yg) C Bir(a (2;C); Py), k> 2.
Ces inclusions ne sont pas des égalités-+M-M commute abz mais pas abq.
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Remarque 3.17.Soit®: a1 (2;C) --» o (2;C) une application compatible a la multiplicatio®(M1M2) =
®(M1)P(M2). Un tel ® commute &by et est donc dans Binr (2;C); dq) dés qu'il est inversible. Visible-
ment tous lesip et M — tM~1 ont cette propriété ; par contre les involutiomset | ne I'ont pas. Tous les
éléments de Bimv (2;C); dq) dont la décomposition en lexp, 7 et font apparaitre autant de fois et
satisfont cette propriété.

Probleme 2. Quelles sont les transformations rationnelles qui comnde,q ?

4. « FERTURBATIONS SPECIALES» DES APPLICATIONS MONOMIALES COMPATIBLES A LA
CONJUGAISON

Nous considérons dans ce qui suit quelques transformatméales susceptibles de posséder un centralisa-
teur suffisamment « gros » tout en présentant une dynamigse<piche » que celle dgq.

Les applications monomiales de degré deux-MA1MA>MA 3 sont conjuguées a celles du type AR/
(Remarquel.3); nous allons nous concentrer sur le cas spécial IB. Soit A dans GI(2;C). Considérons
I'application monomialeba de s/ (2;C) dans lui-méme définie paba (M) = AM?2. Remarquons que

(0pt®a0p)(M) = (P IAP)M2,

Nous pouvons donc prendre A sous forme d&JAN. Dans un premier paragraphe nous allons considérer
le cas ou A est diagonale, dans le suivant nous traiteronsd’&ventualité.

4.1. Cas diagonalisable.Ecrivons A sous la forme did,\»); remarquons que 9i; = A,, alors®, est
conjuguée @by par une homothétie. Dans la suite nous supposerons doric, @i, sont distincts. Quitte

a conjuguerd,, toujours par une homothétie, nous pouvons supposer que-ddiAe. A\;A», = 1. Posons
A=A et = %; la conditionA1 # A, implique A% # 1 ce que nous supposerons dans la suite. La quadrique
de dimension 2 formée des matrices nilpotentes est envayée gar dp et I'algébres((2;C) est encore
contractée, cette fois spA | e C} qui est contenu dans.

La restriction deba a D est conjuguée dew, ce que 'on voit sur I'expression déy :

Xy AOC+y2)  Ay(x+1)
{ z t ] { F2Ax+1)  {(+y2) ] '

Bien qued, , soit conjuguée ébmw nous allons voir qué, n’est pas holomorphiguement conjugué®,a

En effet, les points fixes d@a sont puisqué\? # 1

o et {[28]eee){[33]ec)

alors qued®,y admet un ensemble de points fixes de dimension 2 : ceci esthsteiction & la conjugaison
entre®q et Pp.

y
t

Néanmoins sH o ®,q = H, nous avonsH o ®4 = A?H : il y a donc seulement deux fibres fixes, celles
correspondant aux matrices triangulaires supérieursg, ieférieures. Le feuilletage associg%%— za% est
encore invariant paby ; en faitd, commute a toutes les transformatidrse®y, e 5z,t), sc C. En particulier
'ensemble des points périodiques, les ensembles intarimaximaux (resp. minimaux) sont eux-mémes
invariants par le floy% — za%. Il en résulte que la seule possibilité pour que les point®g@i&ues (de méme
période) soient isolés est qu'ils soient confinés danslotons que la fibration det cte est invariante.

4.1.1. Fibrations et fonctions invariantesComme pourd®q la fibrationH : [ )z( } — lz’ est invariante.
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Comme nous l'avons fait pouP,q nous nous intéressons au corps des fonctions invariant®s Kpour
A =diag(3,A) générique. Pour cela nous étudishgs au voisinage du point fixe digg,A). On vérifie que
la matrice jacobienne dé&a en ce point fixe est

2 0 0 0
0 A(A+3%) 0 0
0 0 $(A+3) 0
0 0 0 2

Ainsi, pourA non résonant (on demande qua2(A + %)r =1,(p,q,r) € Z ait une seule solution, la solution
triviale (p,q,r) = (0,0,0)), le germe debp en diag()\, %) est formellement linéarisable. Nous en déduisons
gu'a conjugaison formelle pres les fonctions méromorpli@snelles) invariantes par le germe dg en
diag(3,A) sont les fonctions du typ(x/t), h rationnelle. Soit maintenarft dans K®,) non constante. Il
n'est pas difficile de voir, en vertu de ce qui précéde, f@st non constante sur le 2-plgr= z= 0. Mais
dans ce 2-plan la restriction dea est donnée pafx,t) — (Ax%, 3t?) qui est conjuguée &A,t2). Or les
fonctions invariantes pax?,t?) sont constantes. Il s’en suit la

Proposition 4.1. Pour A non résonank (®a) = C.

Remarque 4.2. Pour certaines valeurs spécialesXdk corps K®a) ne se réduit pas aux constantes. En
effet comme on I'a viH o ®5 = A?H ; en particulier si est une racinekiéme de I'unité, alors la fonction
(y/2)¥ est invariante pa®a.

Probleme 3. Décrire le corps Kda) pour toutes les valeurs de

4.1.2. Etude des points périodiques polirgénérique. Suivant la nature da le comportement des points
périodiques s'avere différent, et différent aussi du @asétudié précédemment. Supposons duge soit
pas racine de I'unité. Puisqiieo @4 = A?H les points périodiques dea sont contenus dans les hyperplans

z=0ety=0. Larestriction®,, , est conjuguée ®(x,y,t) = (xz,y(x+)\2t),t2); on constate que

Wh(xy,t) = (xz”,y_nri(x?i +A2t2‘),t2").
L

Notons que six,y,t) est périodique pou¥, alors(x,t) I'est pouryz ; il y a donc quatre possibilités pox,t) :
a) (X,t) = (Ov 0);
b) xett sont des racine@" — 1)-iéme de l'unité ;
¢) x=0 ett est une raciné2" — 1)-ieme de l'unité ;
0) t =0 etx est une racing2" — 1)-iéme de l'unité.
Examinons ces possibilités au cas par cas.
a) Notons que six,t) = (0,0), alorsy = 0.
b) Considérons I'ensemble dénombrablgdéfini par

n—1 ) .
Ap = {(x, tA) eCq =1, 1=1,A |‘L (xz' +)\2t2') _ 1}
i=
et 'ensemble\ = pr;(Un/\n) OU pr3 désigne la troisiéme projection.
n—1 ) '
Un argument de BIRE assure que pour générique on a"1 |_!) ()_(2 +)\2§2> = 1 pour tout choixx ett de
i=

racines(2" — 1)-ieme de I'unite. Par suite, poarn’appartenant pasA, les points périodique&,y,t) de W



ITERATION D’APPLICATIONS RATIONNELLES DANS LES ESPACES DEIATRICES 25

tels quext # 0 sont exactement I'ensemble

U{eon|ezt=n?1-1].

n>0

Lorsque(x,t,A) appartient &\, (en particulierA appartient &\), (x,y,t) est périodique pou¥, pour touty.
Par exempléj,j2, 2) appartient a\; et (j,y,0,j2) est un point périodique de période 2 de I'application cerres
pondante.

¢) Passons maintenant au cas ou par exeinpl® etx? ~1 = 1. On vérifie qué¥™(x,y,0) = (x,y,0).

?) Lorsquex = 0 ett?’~1 = 1 on constate qu#’(0,y,t) = (0,A%y,t).

Bien sdr tout ce qui est dit pour la restriction @g az = 0 peut étre répété pour la restrictioly & 0. Nous

en déduisons la :

Proposition 4.3. Pour A générique(i.e. A n'appartient pas a\) 'adhérence des points périodiques da
est constituée

— d'un toreS* x St contenu dans y= z=0;

— de dews?! x C, précisémentSt x C x {0} x {0} et{0} x {0} x C x AS! (en identifiantar (2;C) =

{[ Xy } } aC*={(xy.zt)

7z t X7yvzvt€<c});

— de la matrice nulle.

En particulier lorsque\ n’est pas dang\ les points périodiques sont d’'adhérence deriBKI {y =z=
0} U{z=t=0}U{x=y=0} alors que les points périodiques @ sont ZarIskI denses. La description
des points périodiques de, dans le cas non générique (par exeniptacine de I'unité) semble délicate.

Remarque 4.4.La dynamique d&a: o (2;C) — o (2;C) peut étre précisée par I'étude de ses points fixes
ou plus généralement périodiques a l'infini. Pour cela a#sins I'applicationb, : P4(C) --» P4(C) définie
par

Z(x+1) : t2+yz:sz).

(x:y:z:t:s)H()\(x2+yz):)\y(x+t): S S

On vérifie queda s'exprime de la fagon suivante dans la carte 1

(y(l+t) z(1+t)  t?4yz & >
1+yz 'N(1+y2) ' N(1+y2) ' AN1+y2) )

Dans I'hyperplany = 0 qui est invariant, le poinz= 0,t = 0,s= 0) est un attracteur $\| > 1. Dans la
cartet = 1, oud, s’exprime cette fois sous la forme

N(X2+y2) N2y(1+X) Z(1+X) A
1+yz ° 1+4+yz ' 1+4+yz’'1+yz)’

on voit quez = 0 est invariant et dans ce 3-plan le pdirt= 0,y = 0,s= 0) est un attracteur $A\| < 1. Ainsi
si|A\| # 1 on trouve un hyperplan invariant contenant un point fixeetant dans cet hyperplan. De méme on
peut préciser la nature des points périodiques a l'infinit tu moins dans ces hyperplans invariants.

Probleme 4. Décrire les points périodiques des applicatidnspour toute valeur da.
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4.1.3. Etude de quelques orbites non périodiquékus allons maintenant préciser la nature de quelques
orbites non périodigues. Dans toute étude de systémes dynesron s’intéresse a des problémes de stabi-
lité, de « non-explosion », ce qui conduit a caractériseargujue faire se peut les orbites bornées. L'idéal
serait d’en avoir une description compléte pour chadue Nous allons simplement en donner quelques
constructions. Puisque nous pouvons nous ramehgk2= 1 nous avons des (M) = (detM)? et par suite
detd% (M) = (detM)Z. Il en résulte que pour M tel qualetM| > 1, la suite (dK (M)), tend vers linfini.
Pour A fixé considérons le bassin d'attractior} W) de la matrice nulle ; c’est un domaine disqué, si M
appartient & \§/(0), alors le disque{pM | |p| < 1} est lui aussi dans R(0). Le fait qued®s commute aux
applications linéaireds(x,y,zt) = (x,€%,e °zt) implique que W (0) est non borné. Désignons par| la
norme sup sus/ (2;C). SoientK = sup(A, %) et M dans le polydisqué(p) de rayornp ; nous avons l'inéga-

lité ||k (M)]| < 2Kp? et par conséquent®X (M)|| < (2K)#~1p%. Il en résulte Inclusion du polydisque

A (5 ) dans W, (0) ainsi que de son saturéfs (A (5 )) par le flot fs. Ceci donne d'ailleurs une preuve du
fait que W, (0) est ouvert. Il est assez simple de produire des orbites esmigns les plans invariants= 0

et z= 0. Placons-nous par exemple dans I'hyperplan invarzaatO ; nous travaillons de nouveau avt
dont I'itéré n-ieme s’écrit poux non nul

n—1

Wi(x,y,t) = (xzn,yxzr’*1 D) <1+)\2 ()E() 2i> ,t2”>.

En particulier les orbites des poinfs,y,0) sont faciles a decrire et produisent des orbites bornésguer

[oe] 2I
IX| =1 (ou 0). Remarquons quesett sont fixés tels qué| < |x|, alors le produit infinirlJ <1+)\2 (;() )
i=
converge vers un nombge= (). Considérons I'applicatio définie paro(x,y,t) = (x%,xyt?) (i.e. qui
correspond au cas= 0). Nous avons

9= wiell = - ] (1007 (1)) -3

En particulier pount| < |x| < 1, nous avons Emw”(x,y,t) = 0 indépendamment de Ainsi 'ensemble
— 00

{(xy,t) | |t| < |x| < 1} est contenu dans le bassin d’attractiorOgmur I'application® ce qui donne un ren-
seignhement supplémentaire pouf W). Lorsquelx| = 1, |t| < 1 ety quelconqueo ((x,yt); Wo) est contenue
dans|x| =1, |y| = |y| alors que Ii+m t?' = 0. Dans cette situation on constate d4"(x,y,t) — Wo(x,y, )]

4 i 4 b

est bornée et donc que((x,y,t); W) est bornée.

Remarquons que le plan=t (qui est dans le bord du domaift¢ < |x|) est invariant pakV. La restriction
de W a ce plan s'écritP(x,y) = (x2,(1+ A?)xy) ; elle est conjuguée via I'application birationne(be xy) a

d = (%2, (1+A?)y) dont l'itéré nieme est(x?', (14 A?)"y). Pour toutx non nul, la nature des orbites GV
peut se déduire de celles die plus précisémenp contractex =t = 0 (I'axe desy) sur la matrice nulle. En
dehors dex = 0, (X2, (1+A?)xy) est holomorphiquement conjugué>®, (1+A?)y). Par exemple lorsque
est de module 1 générique et-A? est aussi de module 1 générique, les orbitegxd@ sont d’adhérence
des tores réels de dimension 2.

Une fagon plus précise d’appréhender I'étude de I'appéiodt ~ ®, .o est de la conjuguer par une trans-
formation birationnelle bien choisie. Par exempl&siC3 — C? est I'application d’éclatement de I'origine
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définie parE(x,u,v) = (X,Xu,xv) nous avons le diagramme commutatif
©

c——C

c? c?

avecO(x,u,v) = (x%,u(1+A%v),V?). Litéré n-ieme de® est donné par
n—-1

©"(x,uV) = (& UTA (W), V), T = []@+3).

Controler lesv appartenant &' pour lesquels les produiﬁ{‘;ol(1+)\2v2i) restent bornés permet d’exhiber

des orbites bornées @et une orbite bornée de induit une orbite bornée d&. En particulier chaque fois
que I'on sait borner I’ensembl{eTnA (V)| n € N} pour certaines valeurs deetv on sait construire une orbite
bornée de¥. Voici un exemple : supposons giesoit un réel, 0< A < 1, et quev soit une racine cubique de
l'unité, par exemple j. Nous avons

T2 () = (L+2%), T2() = (L+N)(L+M2),  T3() = (L+A%)*(1+A%),

T2() = (L+A%)%(L+ N2,
Une induction élémentaire montre que pour toat 0 les|T.(j)| sont strictement plus petits que 1. Par suite
si|x] <1, alorso ((x,y,j);d)A) est bornée (toujours sous la conditior:Q < 1).
Probléme 5. Pour fixé donner les de module inférieur ou égal & 1 pour lesquTg'(v) | n€ N} est borné.

Soit M dansi (2;C); supposons que (M; @, ) soit bornée. Alors les points limites d&M; ®4 ) sont encore
a orbites bornées. $iletM| = 1, alorso (M; ®a) est contenu danéM € a1 (2;C) | detM = 0}, tandis que
si|detM| < 1 ces points limites sont dans I'hypersurfadd € o (2;@)| detM= 0}. Il est donc naturel de
rechercher les orbites bornées dans les deux ensembles

{M € 2 (2;,C) | detM=0} et {Mea(2;,C)||detM = 1}
ce que nous aborderons dans ce qui suit.

t
nul; on constate qu&a(M) = (x+t) (Ax,Ay, £,5). L'application P(®a): P3(C) --» P3(C) coincide en
restriction & la quadriquéM € o/ (2;C) | detM=0} avec(x:y:z:t) — (Ax:Ay:z/A: t/A) qui est linéaire.
Plus généralement nous avons

4.1.4. Orbites bornées danfM € 91 (2;C) | detM=0}. Soit M = [ )z( y } dansas (2;C) de déeterminant

n—1 t 2n—i—l

z t i
q)R(M) :Pn' (}\nx7)\ny7ﬁ7ﬁ>7 Pn: H(Alx—i_ ﬁ)
En particulier on constate le phénomene de résonance suigM = [ )z( H dansa/ (2;C) satisfait
xt—yz=0 et AKx+ % = 0 pour un certairk, alors®} (M) = 0 pourn > k. Nous obtenons donc, tout du

moins pour\ générique (précisément pounon racine de l'unité), une infinité de surfaces quadratique

Q(A) = { [ > } € 9 (2;C) | detM=0, )\kx+t/)\kzo}
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gui sont envoyées suir aprés un nombre fini d’itérations. Comme le bassin d’'aftvacie O est ouvert, il
existe des voisinages ouverts de ces surfaces quadratignesus dans Y(0), ce qui produit évidemment
des orbites bornées. Rappelons que d%:Mse M (2;@)| detM = O} il y a des orbites non bornées (celles
de(x,y,0,0) avec|x| grand) et des orbites bornées non contenues dgr®Mpar exemple celles des points
(x,y,0,0) avec|x| = 1/A qui sont toutefois dans le bord de\D).

Sur http ://math.cmaisonneuve.qc.ca/alevesque/chaat/Julia/Julia.html on trouve un programme permet-
tant de tracer I'ensemble deiA d’une application holomorphe d&(C) dans lui-méme. Nous proposons
une « adaptation » de ce programme a certaines transformaat@ynomiales réelles. Plus précisément no-
tonsD(0,r) C R? le disque de rayon centré en 0 eA(p) le polydisque de rayop :

A(p) = {(y.t) e R?|ly| <p, [t| < p}.

Soit f une transformation polynomiale du pl&?. Soientm = (Xo,x;) un point deA(p) et Kk un entier
strictement positif. On appelle temps de soNign;r, p,K), relatif aux données de contréiep, K, du pointm
de l'intersectiom(p) NID(0,r) le plus grand entien dans|o0, ... K] tel que

f*(m) e D(O,r) vo<k<n

Considérons le spectre (continu) des couléwsge. .. orange..jaune...vert...bleu...indigo...rouge que
I'on discrétise erx + 1 intervalles|l,...,l¢] = [rouge...jaune...bleu...rougd. Soit (r,p,K) un triplet de
contréle. SIN(m;r,p,K) =k, on colore le poinim de la couleur Cadlm) = lx. Commelg = Ix = rouge, les
points colorés en rouge sont ceux pour lesquels le tempssiaga est 0 (sortie immédiate) vipas de
sortie au bout de itérations) ; sur les figures le bord de I'ensemble G¢ly) est approché par la couleur
I, ~ orangé.

Nous allons appliquer cette procéduré)&(xﬂ), t(XA“)), application qui décrit la dynamique de la restric-

tion de®p & {M € a4 (2;R)| detM=0}. Nous obtenons poy = 10,r = 30

N\ \\ B

K=10,A=1 K=75A=1 K=10,A=15 K=75A=15

Les deux premieres figures représentent une approximagida projection sur le plan desg,t) du bassin
d'attraction deO par ®q intersecté ave¢M € 97 (2;R) | detM = 1}. On vérifie en effet que, dans ce cas,
la bande|x+t| < 1 est exactement le bassin d’attraction de I'origine poapplication considérée. Le do-
maine « étoilé » des troisieme et quatrieme dessins refiedsemme précédemment la projection sur le plan
des(x,t) de W4 0 intersecté ave¢M € a7 (2;R) | detM = 0}. On distingue ici quelques droita$x+ =0

et leur voisinage contenus dans le bassin d’attraction. Adevces figures on peut penser que le bord du
bassin d'attraction \}/(0) n’est plus LEVI-plat.

4.1.5. Orbites bornées dangM € a7 (2;C) | |detM| =1}. Ladynamique dan§M € a7 (2;C) | |detM] = 1}
semble difficile d’abord pouk quelconque. Nous nous contentons de quelques remarquEsicant I’hyper-
1

surface invariant¢ M € o (2;C) | detM= 1}. La matrice M = [ % ;.\ } est fixe pour la transformatioha
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et appartient a la quadriql{eM e M (2;C) \ detM= 1}. La matrice jacobienne dé en M, est la suivante

2 0 0 0

0 ANA+4 0 01|,
JaC((DA)(MO): 0 (0 )‘) %()\—i-%) ol

0 0 0 2

on constate un phénomeéne de résonance entre les valeursprBgmarquons que si 'argument Xep-
partient a] — 1i/4,1/4], alors les valeurs propres de (&g ), sont en module strictement supérieures
a 1. Sous cette hypothése le point fixg &t un répulseui,e. il existe un voisinage”’ (Mo) de My tel que

7 (Mp) € ®a(7 (Mp)). Mais ce fait n’est pas universel puisque pour certainesualde\ on trouve des
valeurs propres de module plus petit que 1.

En appliquant la « procédur&UiA » introduite précédemment a

(t2+xt—1)
=)

qui décrit la dynamique de la restriction dg a {M €M (2;R) \ detM= 1}, nous obtenons par exemple les
figures qui suivent pouyp = 10,r = 3 et les paramétres= 1 et 15.

N

K=10,A=1 K=75A=1 K=10,A=15 K=75A=15

<)\(x2 +xt—1),

Notons gu'il y a une similitude certaine avec les figures gdéntes.

4.1.6. Précisions sur la dynamique dans le cas quaternioniquersque la matrice A est une matrice de
guaternions nous pouvons préciser le discours précédent.

L'itération des transformations polynomiales du corps giegternions a été abordée darkdu les auteurs
proposent une adaptation de la théorie dedu JULIA.

b
agir une homothétie réelle M pM sur ®, nous pouvons supposer que detA, i.e.que A est un quaternion
de module 1. Mieux en conjuguant par une transformatiorsMMB ~! ou B est encore un quaternion ad-
hoc nous pouvons supposer que A est diagoriaeA = diag€®,e ™). On constate donc, modulo ces
modifications, que le cordd des quaternions

- {[ % ¥l ez}

est completement invariant pa, ; il en est de méme pour I'ensemtiiy des quaternions de module 1
Hy = {M € H| detM=1}.

Notons queHl.; = {M € H||detM| < 1} est contenu dans le bassin dattractio} {®) de I'origine. Etant
donné quéi]; est invariant, ceci produit des orbites bornées non costedan®W3; (0) mais dans son bord.
Puisque lesp: M — DMD ™1, avec D diagonale, commutent avég les ensemblesp(H), op(H;) sont
invariants. Ceci donne deux autres exemples d’ensemblasants non bornés :

Considérons une applicatiobs : M — AM?2 avec cette fois A= [ _a_ ; } guaternionique. Quitte a faire
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— I'ensembles de dimension réelle 5 qui est I'union deg(H) :

5{:{{ _Xg E)_(y] I(X,)/)GCZ,«EGC*}:HO(Xy %’] |(X,Y)€CZ,O(€]R<0};

— ainsi que I'ensembler; de dimension réelle 4 qui est I'union deg(H) :
x &
5{1:{[ ’ )_(y] IS GCZ,EGC*}.

Chaque élément d&; a son orbite bornée contenue dans le bord du bassin d'@itratf; (0). Les matrices

de la forme dia¢g®,€?) ont aussi une orbite bornée pax et pour la plupart ne sont pas dass.

Nous avons réalisé quelques expériences numeérigues nantda restriction dap, a Hj. Avant de les
présenter faisons quelques remarques élémentairesdé’dwila restriction dé, aH se raméne bien sdr a
celle de I'application analytique réelle @ ~ R* dans lui-méme (on garde la méme notation) induite par
les deux premieres composantes :

Ot (xY) = (€7 (¢~ |y), e y(x+%)).
SurHj nous avon$x|? + |y|> = 1 de sorte que,,, est fibrée

Pp, : (6Y) = (€2 08+ X2 — 1), €y (x+)) = (65(x), €7y (x+X)),

i.e.la premiére composante ne dépend qug.de '
Notons que la famille des cercles verticaux paramétrée)par(x,ye") est globalement invariante. La se-
conde composante d@;lH a pour argumen) + k9 avecy = pe?® qui est aussi 'argument de l'itéiéiéme

1

dey suivant la rotation d’anglé€. La premiere composante indique comment fait passer d’'un cercle a
l'autre. Par exemple si est un point périodique de périottede ¢y alors I’applicationc])!; est une rotation
d’anglekd sur le cercler = {()_(, y) € Hl} deH; ~ S3. Nous allons nous intéresser a cette premiére compo-
santepy que I'on identifie viax = x; 4 ix2 a I'application toujours notéés :

Bg: (X1,%2) — (COSH (G — 1) — 2SiNIx1 X2, 2COSIX X2 + SIS (2 — 1)).

Les applicationghy respectent toutes le disque unité0, 1) deR? et c’est la dynamique dans ce disque qui
nous intéresse. Dans toute la suite nous considéronsiietiestdeds au disque ferm®(0,1) en gardant la
méme notatiorpy. On vérifie sans peine que tous igs, : St — St sont conjugués a I'applicatian— 2% du
cercle dans lui-méme. Le diaméfrel, 1] va sur le diamétré—e? €?] et est en particulier invariant lorsque
9 = 0. Le diamétre verticak; = O est contracté sur le pointeé®. Ainsi un point de type(0,x;) va a la
premiére itération sur-€? puis reste par itération sur le cer@é ou, génériquement sur, son orbite est
dense. Remarquons que les courbes « algébriques » ré@fles'([—i,i]) présentent une propriété analogue
apresk+ 1 itérations. La description digy: (X1,X2) — (2x§ —1,2x1x) est relativement raisonnable. Sur le
cercle unitépo coincide avex — x? et est induite par M+ M? restreinte &;. On se souvient que(M; ®y4)

est tracée dans le 2-plan engendré par M, ldlet En se restreignantlid; nous en déduisons que les orbites
de®q), sont tracées sur les cerclesgfeobtenus comme intersection du 2-plan, réel cette fois apagmr
M, Id et —Id (excepté lorsque M est Id odld). Les orbites d& sont donc tracées sur les projections (par
(x,y) — (x,0)) de ces cercles; ce sont les ellipses passant par les pbifjet (—1,0) et tangentes au cercle
unité en(1,0) et(—1,0) :
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On vérifie facilement que la restriction dig & chaque ellipse est conjuguéerd x2, sauf évidemment dans le
cas spécial ou I'ellipse dégénére sur lintervallel, 1]. Dans ce cas on constate qp , , est 'application

X, — 2x2 — 1 qui n'est rien d’autre que la célébre application « logisti » & conjugaison présAfJ. En

fait comme nous I'avons dit 'applicatio®y est compatible & la conjugaison. Sifr~ H? les classes de
conjugaison sont déterminées par la tragex = 2x; et sont donc des 2-sphéres = cte) N S3. Par exemple

si M € Hj est périodique poupq alors toute la sphéi®? = classe de M est formée d’éléments périodiques ce
gue I'on peut voir directement sur I'applicatigg ; celle-ci respecte les droites verticales dans leur enkemb

m

m

On peut déduire d'ailleurs de fagon directe la dynamiquéagmplication logistique (qui se fait usuellement
de facon combinatoire via un codage RL@ijr [4]) de la dynamique de I'application du cercke— x°

(qui elle se fait en utilisant I'écriture diadique des asyleSi on s’'intéresse aux points périodiques de pé-
riode 2 dedo on trouve (outre le point & (1,0)) le segmentj,j?]. La restriction depo a [j,j] est donnée
par (—3,%) — (—3,—%2) qui est évidemment une involution. Son point fike3,0) correspond au point
fixe —% de I'application logistique. Remarquons que I'ensemble plgints périodiques dgy est une union
dense de segments verticdux '], les segments passant par les points périodiques-€g’. Commed; est
conjugué apg par (X1, %2) — (—X1, —X2) tout ce que nous avons dit popg S'adapte via la conjugaisondg;.
Nous conjecturons que pour les applicatidsavecd générique les points périodiques de période donnée
sont en nombre fini a I'inverse dg). Par exemple I'application

Oryz: (X1, %) — (— 20X, 2G — 1)
ales points fixes suivant®, —1), (3,—32), (—3.—3) et ses points 2-périodiques sont en nombre fini contrai-
rement & ceux deo. En effetd? ,: (x1,x2) = (4xuxe(2x¢ — 1),8x3x5 — 1) a pour points fixes les trois points

202
Nous avons essayé de préciser les points 2-périodiquagrgtiéurcations en utilisant la technique des bases
de Grobner qui fonctionne bien lorsque

A(D) = (4cog9 —3)(2coS9 — 3cogd +2)(2coS 9 +3cogd — 2)(cosd — 1)(cosd + 1)

gui précédent auxquels s’ajoute(n@, —%) <—£3 l) qui sont les deux racines 3iéme de l'unité jet j

est non nulle. Sous cette hypotheAéY) # 0) I'applicationds a sept points périodiques de période 2, tous
réels,i.e. dansR?, qui sont les suivants :

a. le point fixe €'® ~ (cosd, —sind);

b. les deux points fixes

b ~lcost-1 ot b 1 cos?+1),
o+ 2’ 2sind =27 2sim )°
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. les deux points 2-périodiques de la restrictign : z— %2 qui sontje'® et jfe 9 ;
S
0. deux autres points 2-périodiques donnés par

3 <\/1+4co§8—1 sinS(\/1+4co§8+1)> 0 <_\/1+4co§8+1 sinS(l—\/1+4co§8)>

4c0sY ’ 4c0% 9 4c0sd ’ 4c0%9d

Remarquons que lorsquetend vers 0, les points fixes de typetendent respectivement ve(rs%, 0) qui est
point fixe deg et vers «(%,oo) ». Lorsqued tend vergtle phénoméne inverse se produit : un point fixe tend
vers(3,0) (point fixe dedy) et l'autre s’échappe.

Un point de typeb.1., resp.b.2. est dans le disque unité fermé si et seulement%i <9< %” resp. si

et seulement sf <9 < %” Notons que les points fixes dg ne sont jamais contractants. Les points 2-
périodiques de type. sont dans le disque unité fermé si et seulement}sik 8 < 7 ou 37” <9< 57” etilsle
sont simultanément.

Nous avons appliqué la procédure typslh évoquée précédemment aux applicatiggsdans le disque
unité en choisissant une donnée de contpdfgus petite que 1 mais trés voisine de 1. Les figures suivantes
mesurent donc la fagcon dont les orbites s’approchent dudhodisque et a quelle vitesse. Par exemple dans
la premiére figure ou nous appliquons la procédulg),des points périodiques non situés sur le bord ne
s'en approchent pas ce qui produit les lignes verticalesligin~ rouge ». Remarquons dans ce cas spécial
la liaison avec le probléme suivant : pour la transformationcerclez — z° étudier comment les orbites
approchent le point fixe 1 et a quelle vitesse. Ceci expligustrlicture cantorique que I'on observe sur cette
premiére figure.

Nous avons choisi de présenter des figures popetit pour la qualité visuelle ; on constate expérimentale-
ment gu’elles ne varient pas qualitativement quaraugmente. Le paramétreresp.p prend la valeur 1,

resp.y/0.99.
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9-13 9-14 9-15 9 —

[\

Le tracé ponctuel des orbites ne s’avere pas trés probaunt.d2dlier ce défaut nous avons itéré des seg-
ments verticaux par les applicatioths. Nous présentons ci-dessous les onze premiers itérés deitead
d’équationx; = 0.6 intersectée avec le disque de rayon 1 par I'applicatigp.

i /ﬁ ‘I"\\\\\\\
Q«(’\ﬁwﬂ,‘r) |
N\

§'(2)

5(2)

On constate que rapidement les courbes images s’accunsulelet cercle du bord tout entier.

Problémes 6. 1) Pour A=diag(A, %) caractériser en fonction deles orbites qui sont bornées en parti-
culier celles qui ne sont pas dans{9).
2) Caractériser le bassin d’attractiori{@) de I'origine et si possible décrire son bord.
3) Donner la description précise de la dynamiquedgsians le cas quaternionique.
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4.1.7. Centralisateur. Comme nous I'avons fait au paragraphe précédent nous alktesminer le groupe
Aut( (2;C); Pa) pour A=diag(), 3), A2 # 1.

Proposition 4.5. SoitA une matrice de la formdiag(A, %) avech? # 1. Le groupeAut(a1 (2;C); dp) est
engendré par lesp avecP diagonale ; en faitAut(as (2;C); P4 ) s'identifie &C* agissant surv (2;C) de la
facon suivante (x,y,zt,a) — (x, ay, g,t) . Les orbites de cette action sont aussi celles du champ deursct

invariant y% —-z2.

Démonstration.Avec des arguments analogues a ceux utilisés dans la déatamstle la Propositioi.8on
montre qu'un élémert de Aut(as (2;C); ®a) est nécessairement linéaire.
Ecrivons¢ sous la forme/1, /2, (3,44) les ¢; désignant des formes linéaires. La fibratigiz = cte est in-
variante par®,, plus précisément nous av0|§3> dp = Azg. Nous en déduisons I'égalité (2 0 Pp) =
A2(¢30 D)o, Ceci implique, puisque les seuls 3-plans invariantsarsonty = 0 etz = 0, l'alternative
suivante :

ou bient, = ay, /3 = Bz, ou bienfy = az 3 = Py.

En réécrivantﬁ—g o®p = }\2% on constate que la seconde éventualité n'arrive qié sil.

Dans le premier cas la commutationdiet d, entraine qué = (x, ay, g,t). LorsqueA* = 1, A vaut i ou—i
(les valeurs propres de A sont supposées distinctes).dbsy (resp./4) sous la formeyx+ by + ciz+ dit
(resp.agx—+ bay + c4z+ dgt). L'égalité Pad = ¢ Pa conduit &

b1:c1:b4:c4:a1d1:a4d4:0

et
d d a
u=-1-a, d=-1-d, af=a. N =d, AGB:XlJFaL a§ = Nau, a4+T4:TB'
Un calcul montre que sa; est nul, alorsh = —1, sinond; = 0 et A = 1. Ces deux cas sont exclus par
I'hypothéser? £ 1. O

4.2. Cas non diagonalisable.Considérons les applications de la forme-MAM? avec A inversible non

diagonalisable. Nous nous ramenons aprées conjugaisoncaa-f= { (1) 1 ] ; par suite
on ([ X Y]) 2 [ 6y +zx+1) y(x+1)+(t2+y2)
A\lz t|)™ Z(x+1) t24yz ’

La quadrique de dimension 2 formée des matrices nilpoterge®ujours envoyée sOrpar P, etsl(2;C)

est encore contractée, cette fois €. La fibration 2! = cte est invariante pab, ; la seule fibre invariante

estz=0. Le feuiIIetageza% +(t— X)% — z% est invariant pam. On constate que I'ensemble des matrices

non inversibles est invariant p&ra, les 2-plansx =z=0,y=1t =0, z=1t = 0 aussi. Toute matrice de la

Al s A . A
forme[ 0 A ] commute a A, par conseque{wt{ 0 A }

et par®a.
Comme au 8.1.7on démontre I'’énoncé suivant.

A\ pe C} est invariant par multiplication par A

Proposition 4.6. Soit A la matrice [ 1 . Le groupeAut(a (2;C); P, ) est engendré par lesp ou P

1
0 1
commute &A.
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4.2.1. Etude des points fixes et périodique3n peut vérifier que les points fixes dg sont

> o 1) o slbecy

D’aprés ce qui précéde les points périodiquesbdesont contenus dans I'hyperplar= 0. Un calcul montre

que
n (S22 Tl O S AP
X NG )) t t (x t )
(o X Y1) - (D>< i & +k; |D< "
A\l O t
0 t2'

Si (x,y,zt) est un point périodique déa de périoden, alorsz= 0 et

a. ou bienx=t=0;

b. ou bienx?1=1ett =0;

c. ou bienx=0ett?"1=1;

0. ou bienx?' 1 =t"1=1
Examinons ces éventualités au cas par cas.
a. Six=1 = 0 alors nécessairemeyt=0, i.e. 0 est périodique.
b. Six?~1 =1 ett = 0, on constate que,y,0,0), x> ~1 = 1, est périodique de période
¢. Six=0ett? 1 =1, alors®} (0,y,0,t) = (0,y +nt,0,t).
0. Plagons-nous maintenant dans le second «xégl t2"-1 = 1. Nous allons raisonner suivant que: x
ett # x.
Dans un premier temps supposons fue x auquel casby (x,y,0,x) = (x2n 2”y+ (2" —1)x,0,x%") ; ces
considérations produisent les points périodiques sui\@n{ (X, —X,0,x \)_( 1}

n>0
Reste I'éventualit& # t. Posons

-1

Bn(>_<,'£) = n|11< 2| —l—tzl) Cn(>_<,£) _ LZ” +nilt2k (h ()_(zi +§2i>> .

i k=1 =

Sous toutes ces notations et hypothéses nous avons

®a = (X', Bn(x,1)y 4+ Cn(x,1),0,t%"), X¥l=t? o X#t.

Nous sommes donc ramenés a considérer I'équaitnt)y+ Cy(x,t) = y oux, t sont des racine" — 1)-
ieme de I'unité distinctes. On peut vérifier gBg(x,t) = 1. Si pour chaque couplg;t) de racineg2" — 1)-
ieme de l'unité distincte€,(x,t) est non nul, il N’y a pas de point périodique de périodde la forme
(x,y,0,t) avecx #t, 21 =121 = 1; sinon, pour tous le&,t) tels que

)_(anl - tznil - 17 )_( 7é L Cn()_(,t

L _) =0,

les(x,y,0,t) sont des points périodiques de périade
Notons qu'il arrive queC,(x,t) soit non nul, par exemple lorsque=2,t =jetx = 1.
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4.2.2. Etude de quelques orbites non périodiqu€@mme précédemment nous avonsdjetM ) = (detM)?
etdonc dek (M) = (det M)Zk. Ainsi, pour tout M satisfaisantlet M| > 1, nous avons lim|| DX (M)]| = +oo.
— 00
Comme dans le cas diagonal, si M appartient au polydigspe, alors ||®a(M)|| < 2p? et ||PK (M)]] <
22-1p2 qui entraine l'inclusion
1
A <§> C W3 (0).

Donnons quelques exemples d’orbites bornées. Remarqueds@x, y, 0, x) = xzn‘l(x, (2"—1)x+2",0,x);
par suite, dés que M est de la forme

[ é _xX } avecjx| <1  ou [ é 3(/ ] avec|x| < 1 et(2"— 1)x+ 2"y = 0 pour un certaim

I'orbite de M est bornée.
Puisque®} (0,y,0,t) = t#'~1(0,nt +y,0,t), l'orbite de {

entiern, est bornée.

8 { } , avec|t| < 1 ety = —nt pour un certain
Xy
0 0

Problemes 7. 1) Décrire les points périodiques de I'applicatidp et leur adhérence.
2) Décrire le bassin d'attraction ¥¥0) et son bord.

Etant donné qué; (x,y,0,0) = x*"~(x,y,0,0), toute matrice[ } avec|x| < 1 a une orbite bornée.
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