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Chapitre 1 : Applications différentiables et formule des accroissements finis

1

APPLICATIONS DIFFERENTIABLES
ET FORMULE DES
ACCROISSEMENTS FINIS

1.1 Définitions et notations.

Définitions 1.1.1. Espaces vectoriels normés.

Dans tout ce chapitre, E et F' désigneront des espaces vectoriels normés sur un corps K, qui
sera en général R et plus exceptionnellement C. Leurs normes seront notées |.|| 5 et ||.|| z ou
plus simplement ||.|| s’il n’y a pas de confusion possible.

On dira que deux normes |.|| et ||.|| sur E sont équivalentes s’il existe des constantes
C1,C5 > 0 telles
Ve e B, Cyllaf < |zl < Ca |l

Proposition 1.1.2. Sur les espaces vectoriels de dimension finie, toutes les normes sont
équivalentes et seuls les espaces vectoriels de dimension finie ont cette propriété.

Soit n € IN. L’espace vectoriel R™ est toujours muni de sa base canonique, notée
{e1,e2,....,en} ({i,7,k} dans le cas n = 3) ou encore par ses coordonnées

1 0 0
0 1 0
€1 = . ,E2 = . y € =
0 0 1
xr1
)

Les normes usuelles sur K™ sont, pour x =

Tn

[2lly = lza] + |wo] + oo+ |2
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Chapitre 1 : Applications différentiables et formule des accroissements finis

[2]loe = sup{lza]; |a], ... [2n]}
lzlly = (J1” + |z2]” + ... 4 |eal )"/

La norme ||z||, provient du produit scalaire <, > défini par :

<ZT,Y>=21Y1 + T2Y2 + ... + TpYn

Un espace vectoriel muni d’un produit scalaire est appelé un espace préhilbertien et la norme
associée, définie par |z|| = (< z,z >)/? est appelée une norme hilbertienne.

Notons que 'on peut vérifier I’équivalence des trois normes ci-dessus de facon élémentaire
en écrivant :
2]l < llzlly < [lfly < nllz]lo

Définitions 1.1.3. Applications linéaires continues.

L’espace vectoriel des applications linéaires continues de E dans F sera noté £ (E; F) ou
plus simplement. ¥ (E) si E = F.

Si F =K, on notera B’ =% (E;K) et E’ sera appelé le dual de E. Les éléments de E’ seront
appelées des formes linéaires continues sur F.

Si de plus, E = K, Z(F;K) =% (K) s’identifie & K.
La valeur d’un élément T €. (FE; F) sur un vecteur z € E sera notée simplement 7'z.

Exemple.

Soit = F1 X By X ... x E,,, ou Eq, Es, ..., E, sont des espaces vectoriels normés. Alors tout
élément T €. (E, F) est défini par n applications linéaires continues T; €. (E;, F') telles
xr1
X2
quesiz=| . | €E alors Te ="  Tix;.

Ln

Réciproquement, tout ensemble d’applications T; € Z(E;, F), i = 1,2,...n, définit un
élément T € L(E,F) par la formule Tz = > | Tiz;. On en déduit que Z(E, F) et
[T -Z(E;, F) sont deux représentations du méme espace.

Si les espaces sont de dimension finie, par extension des notations matricielles, si
A7 Ala A27 e An

sont les matrices de
Ta Tla T2a ey Tn

dans une base adaptée a la décomposition de F en F = E; X Ey X ... X E,, (c’est a dire que
la base considérée de E est constituée de la réunion de bases de chaque F;), on notera

A=(A; Ay . . A,)
et on aura la relation matricielle

AX = i A X;
=1
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Chapitre 1 : Applications différentiables et formule des accroissements finis

ou X est une matrice colonne représentant les coordonnées d’un vecteur x € E et les X;
sont les coordonnées de la projection de z sur chaque F;.

La norme d’une application linéaire continue T' €. (E; F) est définie par

1Tl g, = sup{[[Tllp | llzllz <1}

On vérifie sans difficultés que cette norme vaut aussi :

sup{||Tz|z | ||zllp =1} et sup{[|Tz|p | [zllp <1}

S’il n’y a pas de confusion possible, on notera simplement ||7’|| cette norme.

En particulier, la norme du dual E’ de E est donnée par
Vo € E', |loll = sup{lez| | |lz] < 1}

Proposition 1.1.4. Une application linéaire est continue si et seulement sa norme est finie.

Proposition 1.1.5. Si FE et F' sont de dimension finie, toutes les applications linéaires de
FE dans F' sont continues.
Exemple.

Dansle casou F = F1 X Fy X ... X F,,, avec Fy, F>, ..., E,, espaces vectoriels normés, on peut
munir £ de la norme :

I

T2 n
ve=| . | €E, lall=)_ |l

. 1=1

Ln

La norme associée de.Z(E, F') est alors définie par

7] = sup [IT3]]
1<i<n

pour T tel que Tx = Y7 | Tyx;.

On dira qu’une application linéaire continue de E dans F' est un isomorphisme si cette
application est bijective et son inverse est continu.

Proposition 1.1.6. Si E est de dimension finie, une application linéaire T" de ¥ dans F
est bijective si et seulement si elle est injective si et seulement si elle est surjective.

C’est une conséquence du théoreme de la dimension :

dim(E) = dim(TE) + dim(kerT)

Une application affine continue A de E dans F' est définie par un vecteur b € F' et une
application linéaire continue T €. (E; F) telle que

Vee E, Ax=b+Tx
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Chapitre 1 : Applications différentiables et formule des accroissements finis

Définitions 1.1.7. Représentation matricielle en dimension finie.
Soient ¥ = K" et F' = KP. Les coordonnées des vecteurs de K™ dans la base canonique sont
représentés par des matices n x 1, appelées matrices colonne.

Une application linéaire T' €. (K"; KP) est représentée dans les bases canoniques de K" et
KP par une matice p X n, A, a p lignes et n colonnes. Les vecteurs colonne de A sont les
coordonnées des images par T', des vecteurs de la base initiale, exprimées dans la base de
I’espace d’arrivée.

En particulier, les formes linéaires sur K", c’est a dire les applications linéaires de K™ dans
K, sont représentées par des matrices 1 X n, c’est a dire par des matrices ligne.

En identifiant les matrices colonnes et les matrices lignes a n éléments, ceci nous permet
d’identifier algébriquement le dual (K")" = (K"; K) de K" & K".
Tout espace vectoriel £ de dimension n muni d’une base s’identifie a K”, par I'intermédiaire

des coordonées des vecteurs de F sur la base. Les représentations matricielles ci-dessus
restent donc valables dans ce cadre.

Par contre, en tant qu’espace normé, le dual de K" ne s’identifie a lui-méme que s’il est muni
de la norme hilbertienne ||.||,.
On vérifiera que la norme duale sur K™ de la norme ||.||; est la norme ||.|| et réciproquement.

Définitions 1.1.8. Boules ouvertes, boules fermées, voisinages.

Soit F un espace vectoriel normé.

Soit a € E et r > 0. Une boule ouverte B(a,r) de centre a et de rayon r est le sous-ensemble
de E défini par
Bla,r) ={zc E| [z —al <r}

On appellera plus simplement ces ensembles des boules.

Une boule fermée B(a,r) de centre a et de rayon r est le sous-ensemble de E défini par

Bla,r) ={rc E| [z —al <r}

Soit a € E.Un sous-ensemble V C E est un voisinage de a dans E s’il existe r > 0 tel que
la boule B(a,r) de centre a et de rayon r, est incluse dans V.
On notera 7" (a) 'ensemble des voisinages de a.

Un ouvert de E est un souensemble de E qui est voisinage de chacun de ses points.
Définitions 1.1.9. Convergence dans les espaces vectoriels normés.

Une suite (zy,)nen de vecteurs d'un espace vectoriel normés E converge vers un vecteur
r € FE si
lim ||z, —z| =0

n——+oo
ce qui s’écrit aussi :
Ve >0, 3dNeNtelquen >N = |z, —z| <¢

On dit qu'une suite (x,),en de vecteurs d'un espace vectoriel normés E est de Cauchy si
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Ve >0, AN eNtel que p,g > N = ||z, —24]| < ¢

Proposition 1.1.10. Toute suite convergente est de Cauchy et la réciproque est fausse en
général.

On dit qu’'un espace vectoriel normé est complet si toute suite de Cauchy converge.

Les espaces vectoriels normés complets sont appelés espaces de Banach et s’ils sont munis
d’une norme hilbertienne espaces de hilbert.

Proposition 1.1.11. Les espaces vectoriels normés de dimension finie sont complets.

Une série > u,, de vecteurs d'un espace vectoriel normés E converge vers un vecteur s € E
si la suite des sommes partielles (3 ;" u;)nen converge vers s dans E, c’est & dire si

lim zn:ui—s =0
i=0

n—-+4oo

ce qui s’écrit aussi :

n

E U; — S

=0

Ve >0, AN € Ntel quen > N = <e

On dit qu'une série > u, de vecteurs d’'un espace vectoriel normés E est mormalement
convergente si la série numérique, a termes positifs, > ||u,|| est convergente.

Proposition 1.1.12. Un espace vectoriel normé est complet si et seulement si toute série
normalement convergente est convergente. Par contre, méme dans un espace complet, une
série convergente n’est pas nécessairement normalement convergente.

Définitions 1.1.13. Fonctions continues.

Une fonction f: D C F — F définie sur une partie D d’un espace vectoriel normé F et a
valeurs dans un espace vectoriel normé F' est continue en a € D si :

Ve > 0,3np >0 tel que ||z —a| <n=|f(z)— fla)] <e

Cette propriété s’exprime aussi en disant que pour toute boule B(f(a),¢), il existe une boule
B(a,n) telle que f(B(a,n)) C B(f(a),e)

f est continue en a € D si et seulement si pour toute suite (z,)nen convergeant vers a dans
E, la suite (f(zy))nen converge vers f(a) dans F.

On dit que f est continue sur D si f est continue en tout point a € D. On notera & (D; F)
I’ensemble des fonctions continues de D C F dans F.
La somme, le produit et la composition de deux fonctions continues sont continues.
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1.2 Applications différentiables

Définition 1.2.1. 1) Soit E et F deux espaces vectoriels normés, a € E et V un
voisinage de a dans E. Une application f : V — F' est différentiable en a s’il existe une
application linéaire continue de E dans F', notée f’(a), telle

Vhe Etelquea+h eV, fla+h)= f(a)+ f'(a)h+ ||h] (k)

ot ’llin%] e(h) =0 dans F.

2)  L’application linéaire continue de E dans F f'(a) est appelée la dérivée (ou la
différentielle de f en a et dans ce cas, elle sera notée Df(a)) ou encore dans certains cas
l'application linéaire tangente a f en a.

3)  L’application affine de E dans F, x — f(a)+ f'(a)(x —a) est appelée 'application
affine tangente a f en a.

Remarque 1.2.2. On notera qu’une application diftérentiable en un point est en particulier
continue en ce point.

Exemple 1.2.3. Une application réelle définie sur un voisinage V de a € R est différentiable
en a si elle est dérivable en a et sa dérivée est I’application linéaire de R dans R représentée
par le réel f'(a).

Théoréme 1.2.4. (Dérivation suivant un vecteur).

Soit a € F et V un voisinage de a dans E. Si f : V — F' est différentiable en a, alors quel
que soit h € E, on a

f/((l)h — lim f(a’+th) — f(a’)

t—0 t

DEMONSTRATION :  Soit A € E donné. On écrit la définition de la différentiabilité de f au
point a, en utilisant le vecteur th :

fla+th) = f(a) +tf (a)h +|t|||h||e(th) = f(a) +tf'(a)h + |t|e1(t)

ol on a posé 1(t) = ||| e(th).
Comme ¢1(t) — 0 quand t — 0, ceci implique bien que

Fah — i T ) = S (@)

t—0 t

Corollaire 1.2.5. Soita € E et V un voisinage de a dans E. Si f : V — F est différentiable
en a, alors, f'(a) est unique.

DEMONSTRATION : L’application linéaire f’(a) est en effet entierement déterminée par les
égalités du théoreme 1.2.4. |
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Exemples 1.2.6. 1) Soient E = R? et ' = R. L’application f : R? — R telle
que f(x,y) = xy est différentiable en tout point (zo,y0) € R? et sa dérivée en (zg,yo) est
Iapplication linéaire de R? dans R telle que

h
I/ (zo,y0)(h1, ha) = yoh1 + xoha = (yo  x0) <h;>

2) Soient E = F = R2. L’application f : R? — R? telle que f(x,y) = (x +y, zy) est
différentiable en tout point (xq,yo) € R? et sa dérivée en (xqg,yo) est I'application linéaire
de R? dans R? telle que

1 1 h
f’(xg,yo)(h1,h2) = (h1 + ha,zoha + yoh1) = ( ) (hl)
Yo Zo 2

DEMONSTRATION : 1) En effet, on peut écrire :
f(xo + h1,y0 + h2) — f(%0,y0) — Yoh1 — 2oha =

(o + h1)(yo + ha2) — zoYo — Yoh1 — xoha = hihs

et on a:

1 1
|hiha| < §(|h1|2 + |ho|?) = 5 (R, ha)l5
2) De la méme fagon, on écrit :
f(xo+ h1,y0 + h2) — f(zo,y0) — (h1 + ha, zoha + yoh1) =

(330 + h1 + yo + ho, (x() + hl)(yo + h2)) - (330 + y(),x()y()) — (h1 + ha, xoho + yohl) =

—(0, hyhs)
« | )
10, Baho)lly < (Bl + o) = 5 (e, o)1
[ |
Proposition 1.2.7. 1)  Toute application constante sur E est différentiable, de

dérivée nulle en tout point de E.

2)  Soient E et F deux espaces vectoriels normés. Alors toute application linéaire
continue T : E — F est différentiable en tout point x € E et sa dérivée en chaque point est
Papplication linéaire constante, égale a T'.

3)  Toute application affine continue définie par Vx € E |, Ax = b+ Tx, ou b € F
et T € L (E;F) est différentiable en tout point © € E et sa dérivée en chaque point est
Papplication linéaire constante, égale a T'.

4) Soient E et F deux espaces vectoriels normés. Alors toute application bilinéaire
continue B : E X E — F est différentiable en tout point (z,y) € E X E et sa dérivée au
point (z,y) € E x E est I'application linéaire : h — B(x, h) + B(h,y).

DEMONSTRATION : 1) est évident
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2) Soit « € E. On écrit :
T(x+h)—T(x) =T(h)

D’ou T'(z) = T pour tout = € E.
3) se démontre comme 2).
4) On écrit :

B(x+h,y+k)—B(z,y) = Bz +hy+k)—B(x+hy)+Blx+hy) - Bz,y) =

B(xz + h,k) + B(h,y) = B(x,k) + B(h,y) + B(h, k)
Ceci donne le résultat puisque || B(h, k)| < || B]| ||| ||k]|- |

fla+th) — f(a)
t

Définition 1.2.8. Le vecteur de F' défini par }in(l) quand il existe est appelé

dérivée de f suivant le vecteur h.

On peut donc interpréter le théoreme 1.2.4 en disant que toute fonction différentiable en a
admet des dérivées suivant tout vecteur de F.

La réciproque de cette propriété est fausse :
Exemple 1.2.9. Soient E = R? et F = R. L’application f : R? — R telle que

f(xay):%

admet des dérivées suivant tout vecteur en (0,0) mais n’est pas différentiable en ce point.

DEMONSTRATION :  En effet, on peut écrire :

hk
1/2 = tf(h’? k)

Donc
f(th: tk) — f(OJ 0)
t
et f admet une dérivée suivant tout vecteur (h, k) qui vaut f(h, k).

Par contre, si f était différentiable en (0,0), il existerait deux réels notés f;(0,0) et f,(0,0)
tels que

= f(ha k)

£7(0,0)(h, k) = hf,(0,0) + kf;(0,0)
Mais d’apres la démonstration précédente,
7£(0,0)(1,0) = £.(0,0) = f(1,0) =0

£1(0,0)(0,1) = £,(0,0) = £(0,1) =0

Ceci impliquerait que pour tout (h,k), f(h,k) = 0 ce qui n’est pas vrai. f n’est donc pas
différentiable en (0,0).
|
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Proposition 1.2.10. Si f est différentiable en a € FE, elle est aussi différentiable si on
remplace les normes de E et F par des normes équivalentes et f’(a) ne change pas lors d’un
tel remplacement.

DEMONSTRATION : 11 suffit de remarquer que, par définition de I’équivalence des normes,

la quantité
[f(a+h)— fla) = f(a)hl g
121l g

est majorée et minorée par une constante fois la méme expression calculée avec les autres
normes. |

Théoréme 1.2.11. (Composition avec une translation)

Soient E et F' deux espaces vectoriels normés et a € E. Soit f : V — F une application
d’un voisinage V de a dans FE, a valeurs dans F. Soit xq € F et fy I'application de xq+V a
valeurs dans F' telle que

Veexg+V, folz) = f(z —x0)

Alors, si f est différentiable en a, fy est différentiable en a + xg et
fola+z0) = f'(a)
DEMONSTRATION :  Si f est différentiable en a, on écrit
fola+zo+h) = fola+x0) = fla+ h) — fla) = f'(a)h + [|h] e(h)

avec € — 0 quand h — 0.
Dot la différentiabilité de fy en a + zq et 'égalité fi(a + xo) = f'(a). |

Théoréme 1.2.12. (Composition avec une application linéaire continue)

Soient E, F' et G trois espaces vectoriels normés et a € E. Soit f : V — F une application
d’un voisinage V' de a dans F, a valeurs dans F, différentiable en a.

1) SiueZ(F;QG), uof est dérivable en a et
(uef)'(a) = uef'(a)

2) SiveZ(G;E) et siv(b) =a, fov est dérivable en b et
(fov)'(b) = f'(a)ev

DEMONSTRATION : 1) La relation

fla+h) = f(a) = f'(a)h = ||h] e(h)

avec limy_.ge(h) = 0 entraine :

(uef)(a+h) = (uef)(a) — (uof'(a))h = [|h]| £1(R)

avec €1(h) = uce(h) et donc limp_ge1(h) =0

2) On a
(foo)(b+ k) = fla+v(k)) = f(a) + f'(a)v(k) + [[o(k)] e(v(k)) =
(fov)(b) + (f'(a)ov) (k) + ||k £2(k)
avec [e2(k)|| < [le(v(k))] lv]] — 0 quand & — 0. u
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Corollaire 1.2.13. 1)  Siw est un isomorphisme de F' dans G, alors une condition
nécessaire et suffisante pour que f soit différentiable en a est que uof soit différentiable en
a.

2)  Siwv est un isomorphisme de G dans E, une condition nécessaire et suffisante pour
que f soit différentiable en a est que fov soit différentiable en v=1(a).

Définition 1.2.14. Soit f : V C E — F. Pour tout ¢ € F', I'application
z = fo(z) =< (), >= ¢(f(x)) = pof(z)

de E dans K est appelée la fonction scalarisée de f.

Corollaire 1.2.15. (Scalarisation)

Soit V' un voisinage de a dans FE et f : V — F. Si f est différentiable en a, alors pour tout
¢ € F', 'application x — f,(x) =< f(x),¢ > de E dans K est différentiable en a et

Vhe E, f,(a)h =< f'(a)h,p >
DEMONSTRATION : Il suffit d’appliquer le théoreéme 1.2.12 & ’application linéaire

p €L (F;R) = F' telle que Vz € E , p(z) =< 2,0 >

1.3 Cas particuliers

Exemple 1.3.1. £ =R, FF=R.

En identifiant R et son dual, on retrouve la définition usuelle de la dérivabilité des fonctions
d’une variable réelle a valeurs réelles.

Exemple 1.3.2. =R, FF =RP,

Si f est différentiable en a, sa dérivée au point a, f’(a) est un élément de Z(R;RRP). En
termes de matrice, les éléments de-Z’(IR; RP) sont représentés par des matrices p X 1, c’est &
dire par des matrices colonne a p éléments. On peut donc l'identifier a un élément de RP.

fi=)
f (@)

Posons

Ve eR, f(z)=
S (x)
D’apres le théoreme de scalarisation 1.2.15 appliqué successivement aux vecteurs de la base
canonique de R?

1 0 0

0 1 0
€1 = . , €2 = . 3oy Ep =

0 0 1

12
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on trouve que pour tout j = 1,2,...,p, la j-éme coordonnée de f’(a) est la dérivée de la
j-eme coordonnée f7 de f en a, ce qui s’écrit encore :

(1) (a)
(f*)(a)
f'(a) = :

(f2)'(a)

Dans le cas ou F' est un espace vectoriel de dimension p, muni d’une base, le méme argument
prouve que si f est différentiable en a, ses coordonnées dans cette base sont dérivables et la
formule ci-dessus est encore valable.

Exemple 1.3.3. E=R", FF=R.

Si f est différentiable en a, sa dérivée au point a, f'(a) est un élément deZ’(R"; R) = (R")’.
En termes de matrice, les éléments de 2’ (R™;R) sont représentés par des matrices 1 x n,
c’est a dire par des matrices ligne a n éléments. On peut donc 'identifier a un élément de
R™.

Soit {eq,ea,...,en} la base canonique de R™. Alors, par définition la i-itme composante de
f'(a) soit f'(a); est égale a la valeur de la forme linéaire f’(a) sur e;. On a donc ’égalité :

fl(a)i = f'(a)e;

On peut donc dire également que f’(a); est la dérivée de f en a selon le vecteur e;, soit
encore :

() = lim fla+te;) — f(a) — lim flay,..oa; +t,...an) — f(a,...az, ..., ap)
t—0 t 150 n

Cette derniere expression est la dérivée en a; de 'application partielle f;, de R dans R :

fi Y f(al, Ly ...,an)

Définition 1.3.4. f/(a) est appelée dérivée partielle de f en a, selon le vecteur e;. On la
notera fl(a).

La représentation matricielle de f’(a) est alors :
@)= (fi"(a) f(a) .. fu'(a))
On a aussi démontré la proposition suivante :

Proposition 1.3.5. Si f : R® — R est différentiable en a, elle admet des dérivées partielles
suivant tous les vecteurs de la base canonique, données par :

fila) = f'(a)e;

La réciproque de cette proposition est fausse, c¢’est a dire qu’'une fonction f : R” — R peut
avoir des dérivées partielles selon tous les vecteurs de la base canonique en un point a sans
étre différentiable en ce point.
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z |yl
(22 + y2)1/2°
partielles dans toutes les directions mais n’est pas différentiable a I'origine.

Exemple 1.3.6. Soit f = D’aprés I'exemple 1.2.9, f admet des dérivées

Cette étude reste valable dans le cas des espaces de dimension finie, munis d’une base fixée
comme on I’a remarqué au paragraphe 1.1, rappels 1.1.7

Exemple 1.3.7. Soit f : E — R. Si E est en dualité avec lui-méme en tant qu’espace
normé, c’est a dire si E = E’, ce qui est le cas d’'un espace de Hilbert, alors il existe un
vecteur de E noté grad f(a) tel que

Vh e E, f'(a)h =< h,grad f(a) >

Exemple 1.3.8. EF = R", F = RP. Si f : R — RP est différentiable en a, alors
f'(a) € Z(R" RP). Cette application linéaire est représentée par une matrice p x n a p
lignes et n colonnes, appellée matrice jacobienne de f en a et notée J¢(a).

Soient f7 , 1 < j < p les coordonnées de I'application f. Alors, d’aprés le théoréme de
scalarisation 1.2.15 , on a : . .
(f'(a))” = (1) (a)

En d’autres termes, la j-ieme coordonnée de la différentielle de f en a est égale a la
différentielle de f7 en a.

D’autre part, comme dans l’exemple précédent, si {e1,es,...,e,} est la base canonique de
R™, alors, par définition la i-iéme composante de f’(a) soit f'(a); est égale a la valeur de
I'application linéaire de R™ dans R? f’(a) sur e;. On a donc I'égalité :

fl(a)i = f(a)e;

On peut donc dire également que f’(a); est la dérivée de f en a selon le vecteur e;, soit
encore comme précédemment :
F(a); = lim fla+te;) — f(a) ~ lim flay,...;a; +t,...an) — f(ay, ...a;, ..., ap)
! t—0 t t—0 t

Cette derniere expression est la dérivée en a; de I'application partielle f;, de R dans RP :

x; — fla1, ..., .y ap)

On notera donc cette dérivée partielle en a selon le vecteur e; : f!(a).

Matriciellement, ceci s’exprime par la relation suivante :

Vi) f1'@) o 1Y)
Vo) £ . £

ISEIRS)

Jy(a) =

P f2a) . f2'(a)

On peut aussi dire que les colonnes de J¢(a) sont les dérivées partielles de f selon les vecteurs
de la base canonique de R™ et que les lignes de f sont les dérivées des coordonnées de f
dans la base canonique de RP.
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Comme précédemment (cf. 1.1.7), cette représentation s’applique aussi au cas de deux
espaces vectoriels normés de dimension finie, munis chacun d’une base fixée.

1.4 Regles de différentiation

Théoreme 1.4.1. Soient E et F' deux espaces vectoriels normés, a € E et V un voisinage
de a dans E. Soient f et g deux fonctions définies de V' dans F' et )\ et y deux scalaires.

Alors, si f et g sont diftérentiables en a, \f + pug l'est aussi et
(Af + 1g)'(a) = Af'(a) + ng'(a)
DEMONSTRATION :  Par hypothese, on a
fla+h) = f(a)+ f'(a)h +e1(h) ||h] avec e1(h) — 0 quand h — 0
gla+h) =g(a) + ¢ (a)h + ea(h) ||h]| avec ea(h) — 0 quand h — 0 D’ou
(Af + pg)(a+h) = (Af + pg)(a) + Af'(a) + pg'(a)h + Aex (h) | 1]| + pea(R) [|A]|

En posant ¢(h) = Aey(h) 4+ pea(h), on voit que e(h) — 0 quand h — 0 et ceci prouve le
théoreme 1.4.1. [

Théoreme 1.4.2. Soient E, F, GG trois espaces vectoriels normés, a € E et V un voisinage
de a dans E. Soient f une fonction définie dans V' a valeurs dans F' et g une fonction définie
dans un voisinage W de f(a) dans F, a valeurs dans G.

Alors, si f est différentiable en a et g est différentiable en f(a), gof est différentiable en a et
(gof)(a) = g'(f(a))of'(a)
DEMONSTRATION :  Par définition de la différentiabilité de f en a, on a :
fla+h) = f(a)+ f'(a)h +e1(h) ||| avec e1(h) — 0 quand h — 0
ou encore en posant k = f/'(a)h + e1(h) ||h|| (k est donc un vecteur de F),
fla+h)=fla)+k
En appliquant ’hypothese de différentiabilité de g en f(a), on peut écrire :

(gof)(a+h) =g(f(a+h)) = g(f(a) + k) = g(f(a)) + ¢'(f(a))k + e2(k) || k|

avec e2(k) — 0 quand & — 0
soit encore :

(gof)(a+h) = g(f(a)) + g'(f(@)(f (a)h +ex(h) |h]]) + e2(k) [[E]| =
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(gof)(a) + g'(f(a))ef (a)h +e(h) A
e(h) 1]l = g’ (f(a))er(R) 2]l + e2(R) ||/ (a)h + ex (h) [|A]]]

Dot [le(h)I] < [lg'(F(a)[l e (M) + lle2(B) [} {lex (A)]]-
Si h — 0, alors k — 0 et e5(k) — 0, et par suite, e(h) — 0.
Ceci prouve le théoreme 1.4.2. [ |

On remarque qu’on retrouve le cas de composition avec des applications linéaires continues,
Théoreme 1.2.12.

Corollaire 1.4.3. Soit f une application bijective de V dans W, différentiable ainsi que
son inverse. Alors, en posant b = f(a), f'(a) est bijective et on a :

(0= (o)

Application 1.4.4. Si E =R", F =RP, et G = RY, alors on a la relation suivante entre
les matrices jacobiennes de f en a, de g en f(a) et de gof en a :

Jgof(a) = Jg(f(a))J¢(a)

Théoreme 1.4.5. Soient E et F' deux espaces vectoriels normés, a € E et V un voisinage
de a dans E. Soit f une fonction définie dans V', a valeurs dans F, différentiable en a. Soit
H un sous-espace vectoriel de E. Alors,

1) si H contient a, la restriction f|g de f a VN H est différentiable en a et

(1) (a) = f'(a)|m

-1

2)  La fonction ¢ : H — F telle que ¢(h) = f(a + h) est différentiable en 0 et
¢'(0) = f'(a)
DEMONSTRATION :  C’est une conséquence immédiate des définitions. [ ]

Théoreme 1.4.6. Soient F et F' deux espaces vectoriels normés, a € E et V' un voisinage
de a dans E. Soit f une fonction définie dans V', a valeurs dans FP. On pose pour tout

reV,
(=)
()
fwy=|
f7(x)

Pour que f soit différentiable en a il faut et il suffit que chaque f7,1 < j < p, soit
différentiable en a et alors : N
(/1) (a)

(%) (a)
f'(a) = :

(7Y (@)
16
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DEMONSTRATION :  Soit

Yy
%
Y= € F?
yP
On note p; la projection de F? sur F', qui envoie y sur sa j-ieme coordonnée, c’est a dire :

pi(y) =y’
On a alors : f/ = pjof. Par suite, comme p; est une application linéaire continue, si f est
différentiable en a, f7 l'est aussi.

Réciproquement, supposons f7 différentiable en a pour tout j, c’est & dire avec les notations
habituelles :

fla+h)= f(a)+ (f7) (a)h +¢e;(h) |[h]]. avec e;(h) — 0 quand h — 0

On en déduit ;

(f1)(a) e1(h)
(f?)(a) e2(h)
fla+h)= f(a)+ : h + : 17|

(/7Y (a) o 1)

81(h)

82(h)

avec e(h) = . — 0 quand h — 0. |
5p&h)

1.5 Théoréeme des Accroissements Finis.

Définition 1.5.1. Soient E et F' deux espaces vectoriels normeés.

1)  Une fonction f définie sur un ouvert Q2 de E est dite différentiable sur ) si elle
est différentiable en tout point de ().

2)  La fonction f': Q —Z(E, F) est appellée la dérivée de f sur .

3)  Si f est différentiable sur Q et si sa dérivée f': Q — L (FE, F) est continue sur
on dira que f est continiiment différentiable sur Q. On dira aussi que f est de classe C* sur
Q.

Rappelons le résultat classique pour les fonctions d’une variable scalaire, a valeurs scalaires :

Théoréme 1.5.2. (Théoréme des Accroissements Finis scalaire)
Soit f une fonction continue d’un intervalle [a, b], a valeurs dans K, dérivable sur |a, b|. Alors
il existe ¢ €]a, b tel que :

f) = fla) = f'(c)(b—a)
On en déduit une premiere extension pour les fonction d’une variable vectorielle, a valeurs
scalaires :
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Théoréme 1.5.3. (Théoréeme des Accroissements Finis pour les fonctions d’une variable
vectorielle a valeurs scalaires)

Soit E un espace vectoriel normé et f une application différentiable d’un ouvert ) de E, a
valeurs dans K. Si le segment [a,a + h| C , il existe 6§ €]0, 1] tel que :

fla+h) = f(a) = f'(a+ Oh)h
ce qui s'écrit aussi : il existe ¢ €]a,a + h| tel que :
fla+h) = f(a) = f(c)h
DEMONSTRATION :  On applique le théoréme des Accroissements Finis scalaire 1.5.2 & la

fonction F' : ¢t — f(a + th) : cette fonction est définie sur [0,1], dérivable sur ]0,1] et
F'(t) = f'(a + th)h. I existe donc ¢ €]a,a + h[ tel que

F(1) = F(0) = F'(c)
ce qui prouve le résultat. [ |

Remarque 1.5.4. Le résultat précédent est faux si la fonction f est a valeurs dans un
espace vectoriel de dimension supérieure ou égale a 2.

On peut a partir de ces résultats obtenir le théoreme des Accroissements Finis pour les
fonctions d’une variable vectorielle, a valeurs vectorielles :

Théoréme 1.5.5. (Théoréme des Accroissements Finis)

Soient E et F deux espaces vectoriels normés et f une application différentiable dans un
ouvert §) de FE, a valeurs dans F. Si [a,a+ h] C Q, on a :

If@+h) = fl@)l <[l sup [If'(z)]

z€la,a+h|
DEMONSTRATION :  Soit v € F’. L’application vof : Q — K est telle que
vef(2) = v(f(2)) =< f(2),0 >

C’est donc une application différentiable sur €2, a valeurs scalaires. On peut donc écrire
d’apres le théoreme 1.5.3 :

< fla+h)— f(a),v >=vof(a+ h) —vof(a) =
(vof) (a+ 0h)(h)
avec 0 €]0, 1] (qui dépend de v). D’ou
< fla+h) = f(a),v >=vof'(a+Oh)(h) < ||v|[[|f'(a + OR)| ||| <
o]l [|R ]l sup{||f'(a + OR)| | 6 €]0.1][}

On en déduit donc :

1f(a+h) = fa)l = sup{|< fla+h) = fla),v >| | [jo] <1} <
[A]l sup{|lf(a + 6R)|| | 6 €]0, 1[}

et ceci prouve le théoreme 1.5.5.
On notera que, pour évaluer la norme de f(a+h)— f(a), on a utilisé la propriété suivante :

Ve e B, ||z|]| =sup{|< x,v>| |[veE, |v|]| <1}

Cette propriété est vraie dans tous les espaces de Banach grace au théoreme de Hahn Banach
(hors programme). Il existe des démonstrations de ce résultat qui n’utilisent pas le théoreme
de Hahn Banach mais qui sont plus difficiles. [ |
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Corollaire 1.5.6. Sous les mémes hypothéses,
1) SiTeZ(E,F),
1f(a+h) = f(a) = Th|| < ||b][sup{||f'(z) = T|| | = €]a,a + A}

2)
1f(a+h) = fa) = f(a)h]| < |hllsup{[|f"(z) = f(a)l| | = €la,a+ h[}

3)  Si€Q est connexe et si f'(x) =0 pour tout x € €, alors f est constante sur ).

Pour démontrer la propriété 3), on utilisera ’équivalence suivante :

Q) est connexe si et seulement si il existe une ligne polygonale joignant deux points arbitraires

de €.

Proposition 1.5.7. Soient E et F' deux espaces vectoriels normés et f une application
différentiable dans un ouvert ) de E, a valeurs dans F. Si f’ est continue en a, on a, pour
toush etk e E :

fla+h) = fla+k)=f(a)(h—Fk)+[|h—Fklle(h— k)
avec e(h, k) — 0 quand h,k — 0.
Définition 1.5.8. Dans ce cas, on dit que f est strictement différentiable en a.

DEMONSTRATION :  Si 'on définit la fonction e(h, k) par la formule de I’énoncé, le corollaire
1.5.6 implique :
le(h, k)|l < sup{[|lf'(z) — f'(a+ k)| | = €la+h,a+k[}
Orsi h,k — 0,
z €la+h,a+ k= [z —al -0
Comme par hypothese, f’ est continue en a, la quantité
sup{||f'(z) — f'(a + k)| | z €]a+h,a+k[}
tend vers 0, ce qui implique bien que e(h, k) — 0 quand h, k — 0. [ |

Une autre propriété importante des applications différentiables a dérivée continue, sur les
produits d’espaces vectoriels normés, est liée a la notion de dérivées partielles, qui généralise
le cas de F = R".

Définition 1.5.9. Soit E = E1 X Fy X ... x E,, ot F, F>, ..., E,, sont des espaces vectoriels
normés. Soit f une application définie dans un ouvert ) de FE, a valeurs dans un espace
vectoriel normé F. Si 'application partielle x; — f(ay,...,a; 1,2, aj41,...ay), de E; dans
F' est différentiable en a;, sa dérivée en a; sera appelée dérivée partielle de f en a. On la

0
notera f}(a) ou 8_£z
Théoréme 1.5.10. Soit £ = 1 X Es X ...x E,, ou E1, Es, ..., F,, sont des espaces vectoriels
normés, () un ouvert de E et f une application définie dans €2, a valeurs dans un espace
vectoriel normé F'. Si f est différentiable en a € (), alors f a des dérivées partielles en a et

Papplication linéaire f'(a) €L (E,F) =% (Fy X Ey X ... X Ep, F) s’écrit

flla)=(fila) fi(@) . . . fi(a))
ot chaque f!(a) est un élément de. £ (E;, F).
DEMONSTRATION : Elle est analogue a celle du cas E = R", cf. Exemple 1.3.3. [ |
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Remarque 1.5.11. On a déja vu (dans le cas ou E = R™), que la réciproque de ce théoréme
est fausse. Par contre, on a la propriété fondamentale suivante :

Théoréme 1.5.12. Soient £ = E; X Fy X ... X E,, et F' deux espaces vectoriels normés
et f une application différentiable dans un ouvert 2 de F, a valeurs dans F. Alors, f est
continument différentiable sur () si et seulement si f admet en tout point a € €2, des dérivées
partielles continues.

DEMONSTRATION :  Si f/ existe sur et est continue, il en est évidemment de méme pour
les f!. |

Réciproquement, supposons que les f/ existent et soient continues sur €. Pour simplifier,
plagons-nous dans le cas ou n = 2, le cas général s’en déduit sans difficulté.
Soit h € E. On écrit :

fla+h)— f(a) = f(a1 + hi,a2 + h2) — f(a1,a2) =
fla1 + hi,a2 + ha) — f(a1 + hi,a2) + f(a1 + h1,a2) — f(a1,a2)
Par le théoreme des accroissements finis 1.5.6, on a :
flar + h1,a2 + ha) — f(a1 + h1,a2) = fﬁ(alaa2)h2 +e1(h) [|A]]

avec |le1(h)]| < supgeioqy [l f2(a1 + ha, a2 + 0ha) — f3(a1,az)].
D’oti €1(h) — 0 quand h — 0.
On a aussi :
flar +hi,a2) — flar,a2) = fi(ai,a2)h1 +ea(ha) [
avec |lea(h1)|| — 0 quand hy — 0.

Ainsi f est différentiable en a et

f'(a) = (fi(a) fi(a))

Comme f] et f} sont continues, il en est de méme de f’. [ |
Donnons deux conséquences immédiates du Théoreme des Accroissements finis, qui seront
utiles dans le chapitre sur les équations différentielles :

Définition 1.5.13. Soient E et F' deux espaces vectoriels normés et f une application
différentiable dans un ouvert ) de F, a valeurs dans F'. On dira que f est lipschitzienne s’il
existe une constante M > 0 telle que :

Ve,ye B, |[f(x) = f(y)l < Mz —yll

Corollaire 1.5.14. Soient E et F' deux espaces vectoriels normés et f une application
différentiable dans un ouvert ) de F, a valeurs dans F. Alors, f est lipschitzienne si et
seulement si sa dérivée f’ est bornée sur E.

Corollaire 1.5.15. Side plus f est définie sur un produit d’espaces E = F1 X Fy X...x E,, et
si elle est continiment différentiable, alors f est lipschitzienne si et seulement si ses dérivées
partielles f! sont bornées sur E.
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1.6 Un exemple fondamental

Théoréme 1.6.1. Soit I = [a,b] un intervalle de R, E et F deux espaces de Banach,
G (I E)( resp. €(I,F)) l'espace des fonctions continues sur I, a4 valeurs dans E (resp.
F) muni de la norme de la convergence uniforme : | X||., = sup,er || X(t)||g, (resp.

Yoo = supier Y ()l p)-

Soit L une application continue sur un ouvert ) de I X E, a valeurs dans F', possédant une
dérivée partielle L, par rapport a la deuxiéme variable, continue sur §).

On considére I'application ® qui a X € & (I; E), dont le graphe est contenu dans €, associe
®(X) € € (I; F) définie par :

Ve el, ®(X)(t)=L(t, X(t))

Alors ® est contintiment différentiable et sa dérivée ®'(X) est I'application linéaire continue
qui & 6X € & (I; E) associe §Y € & (I; F), définie par :

Ve el, §Y(t)=L(t X(t)6X(t)
DEMONSTRATION : Vérifions tout d’abord que 'ensemble A des X € &(I; E), dont le
graphe est contenu dans (2 est ouvert : soit X € A et soit Gx son graphe. Comme X est

continu et que I est compact, Gx est compact dans I x E. Comme Gx C ), chaque point
(t,X(t)) € Gx a un voisinage V; de la forme I, x B(X(t),r;) inclus dans Q.

La famille {V;,t € I'} recouvre Gx donc par compacité, il existe un sous-recouvrement fini
{Viys Vigy -, Vi, }. Soit » = inf{r;, | k =1,2,..n}.

Alors, si [| X' — X||, <, le graphe de X’ est inclus dans €. Par suite, A contient la boule
de centre X et de rayon 7, ce qui prouve bien que cet ensemble est ouvert.

D’autre part, I'application IL telle que

L(0X)(t) = L, (t, X (t))0X(t)
est visiblement une application linéaire continue de & (I; E) dans & (I; F). On peut écrire :
(IJ(X +0X)(t) — ¢(X)(t) — L(0X)(t) =
DX () + 0X () ~ (1 X(1) ~ 4t X(0)0X (1)
D’ou, pour tout t € [a,b] :
[@(X + 0X)(t) — ©(X)(t) — L(OX)(®)]|
10X (t)|| sup ||L} (¢, X (t)+ 600X (t)) — L, (¢, X ()]
0€(0,1]
On a besoin d’un lemme sur les fonctions continues dans les espaces métriques :
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lemme 1.6.2. Soit f une application continue d’un espace métrique E dans un espace
métrique F' et K un compact de E.

Alors, pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que
veK.a' € Edza)<n=d(f(z),f(z) <e

DEMONSTRATION :  On procede par I'absurde : si la conclusion du théoreme était fausse, il
existerait deux suites (z,)nen et (2),)nen telles que

Ty € K et d(zp,2),) — 0,d(f(zn), f(z},)) > ¢

Comme par hypothese, K est compact, quitte a extraire une sous-suite de la suite (z,)nen,
on peut supposer que cette suite converge. Soit £ sa limite.

Alors, la suite (z),),en converge aussi vers ¢ mais par contre, d(f(z,), f(z),)) > €, ce qui
contredit la continuité de f. |

On peut appliquer ce lemme pour démontrer le théoréeme 1.6.1 : soit € > 0; d’apres le lemme
1.6.2, appliqué a la fonction (¢,z) — L.(t,z) avec K = Gx, il existe 7 tel que

1€l <m=Vtel, |LL(t.X(t)+&) — LL(t, X(1)| <e
Pour tout X tel que ||0X]|| < e, on aura alors
viel, [2(X +0X)(t) — 2(X)(t) - LEOX)®)| < [[0X] €

C’est a dire
[2(X +0X) — @(X) - L(0X)|l, <[[0X]¢

ce qui montre que P est différentiable au point X et que ®'(X) = L.

Enfin, si [[0X]||,, < 7, on a, en appliquant & nouveau le lemme, pour tout t € I :
| L% (¢, X (t) +0X (1)) — Lo (¢, X(t)|| < e

et par suite,
[9/(X +0X) — '(X)| <¢

ce qui montre la continuité de ® au point X. [ |
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2

THEOREME DES FONCTIONS
IMPLICITES

2.1 Théoreme d’existence des fonctions implicites

Définition 2.1.1. Soient E, F' et G trois espaces vectoriels normés et f une application de
E x F dans G. On appelle fonction implicite définie par la relation f(z,y) = ¢, ¢ € G, toute
application g d’une partie A de E dans une partie B de F' telle que, restreinte a A x B, la
relation f(x,y) = c soit équivalente a la relation y = g(z).

Rappelons le théoreme du point fixe :

Théoreme 2.1.2. Soit F un expace métrique complet et ® une application strictement
contractante de E dans lui-méme, c’est a dire qu’il existe k €]0, 1] tel que

Vri,20 € E d(@(ml),@(aﬁg)) < kd(x1,22)

Alors ® admet un point fixe unique, c’est a dire qu'il existe = € E tel que ®(x) = x.

De plus la suite (z,)pen telle que x,11 = ®(z,) converge vers le point fixe.

On rappelle également une version paramétrée du theoreme du point fixe pour les contrac-
tions strictes, dont nous aurons besoin pour démontrer le théoreme d’existence des fonctions
implicites :

Théoreme 2.1.3. Soit EF un espace métrique complet, T' un espace topologique et ® une
application de T' x E dans E telle que :

1) t— ®(t,x) est continue pour tout x € E.

2) Il existe k €]0,1[ tel que Vt € T,\Vz1,25 € E , d(®(t,21), ®(t, 22)) < kd(z1,22).
Alors lapplication © — ®(t,x) admet un point fixe unique V(t), c’est a dire tel que
U(t) = D(t, U(t)) et ¥ est continue de T dans E.

Définition 2.1.4. On dira que les applications x — ®(t,x) vérifiant ’hypothése 2) du
théoreme 2.1.2 sont uniformément contractantes de E dans lui-méme.

On peut maintenant énoncer le théoreme des fonctions implicites :
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Théoréme 2.1.5. (Théoréme des fonctions implicites)

Soient E un espace topologique, F' et G deux espaces de banach et f une application d’un
ouvert ) de E X F, a valeurs dans G.

Soient a,b € E x F tels que f(a,b) = 0. On suppose de plus que f est continue sur 2, que
la dérivée partielle f, existe et est continue sur §) et que f,(a,b) est un isomorphisme de F’
sur G.

Alors, il existe un voisinage A de a dans E , un voisinage B de b dans F' et une fonction
continue g de A dans B, tels que la restriction & A x B de la relation f(xz,y) = 0 soit
équivalente a la relation : y = g(x).

DEMONSTRATION :  En composant f avec (fé(a, b))fl, on se ramene au cas ou F' = G et
fé(a, b) = Id. Par translation, on peut supposer de plus que b = 0.
Posons ®(z,y) =y — f(z,y). On a alors :

®(a,0) =0
! (a,0) =0

Pour chaque = € E, les valeurs de y satisfaisant la relation f(z,y) = 0 sont les points fixes
de I'application y — ®(z,y).
Oron a:

1@(z,y1) — @(z,y2)|| < Ky — vzl

avec
k< sup ||®,(z,y)||
YElY1,y2|

Par continuité de @;, il existe un voisinage A; de a dans E et une boule fermée B de centre
0 et de rayon r dans F' tels que :

T € A1 1
_ =¥ (x, < =
(e Il <
D’ou
T € Al 1 r
= )~ Bl < 5l el <
Y1, Y2 € B
Par continuité de ®, il existe un voisinage As de a dans F tel que
7€ A = [|0(x,0)] < 3
Posons alors A = A; N As. On a donc :
reA roor
— = 2.yl < |2, 0)] + [[[®(z,y) — 2(2,0)][ < 5 + 5 =7
yeB 2 2

Pour tout z € A, les applications y — ®(z,y) sont donc des applications uniformément
contractantes de I'espace métrique complet B dans lui-méme. On peut donc appliquer le
théoreéme 2.1.2 : pour chaque x € A, il existe un unique point fixe g(z) et la fonction g ainsi
définie de A dans B est continue. [ |
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Remarque 2.1.6. Dans le théoréeme 2.1.5, on peut supposer que les voisinages A et B sont
ouverts.

En effet, il suffit de remarquer qu’on peut toujours remplacer B par un voisinage B; C B
sous réserve de remplacer A par g71(Bj). Si By est ouvert, g71(Bj) le sera également. W

2.2 Théoremes de différentiabilité des fonctions implicites

Théoréme 2.2.1. (Différentiabilité des fonctions implicites)

Soient E, F' et (G trois espaces de banach et f une application continue d’un ouvert € de
FE x F, a valeurs dans G.

On suppose qu’il existe un ouvert A de E, un ouvert B de F' et une fonction continue g de
A dans B, tels que la restriction & A x B de la relation f(x,y) = 0 soit équivalente a la
relation : y = g(x).

On suppose de plus que f est différentiable en (a,b) € A x B et que f,(a,b) est un
isomorphisme de F' sur G.

Alors, g est différentiable en a et

g'(a) = =(fy(a, b)) o fr(a,b)
DEMONSTRATION @ Soit h € E. Posons g(a +h) = b+ k. On a donc f(a+ h,b+ k) =0,
d’ou
fe(a,b)h + f(a, b)k + e(h, k)(|[R]| + |[E]) = 0
avec €(h,k) — 0 quand h,k — 0.

On en déduit :

1 -1

k= —(f;/(a,b))_ fé(aa b)h - (f;/(a,b))

Comme k — 0 lorsque h — 0, il existe € tel que

e(h, K)(1Al + 1K)

_ 1
0l < ¢ = ([ (7, 0) 7| lleth )| <
D’ou .

11 < 1175 as0)) 11 £2 a1 10+ 5 1A+ 1)

En d’autres termes, ceci revient a une majoration du type

& < MR
On a alors :
~1
avec |le1(h)|| — 0 quand h — 0, ce qui prouve le théoréeme 2.2.1. |
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2.3 Continuité des différentielles des fonctions implicites

Avant d’étudier la continuité des différentielles des fonctions implicites, nous avons besoin
de résultats sur les algebres de Banach :

Définition 2.3.1. 1)  On appelle algébre normée un espace vectoriel normé A, muni
d’une loi de multiplication : x,y — xy définissant sur A une structure d’algébre et telle que :

lzyll < ll=[l [yl

2)  Si l'algébre admet un élément unité pour la loi multiplicative, on dira que c’est
une algébre unitaire.

3) Si l'espace vectoriel A est complet, on dira que I'algébre associée est une algébre de
Banach.

Proposition 2.3.2. Si A est une algebre de Banach ayant un élément unité I et si u € A
est tel que ||u|| < 1, alors (I — u) est inversible et (I —u) ™! tend vers I lorsque u — 0.

DEMONSTRATION : Si u € A est tel que ||u]] < 1, alors la série Y u™ est normalement
convergente dans A car ||u”|| < |ju|". Elle est donc convergente puisque par hypothese, A
est en particulier un espace vectoriel normé complet. La somme s de cette série définit un
élément de A qui vérifie :

(I—-u)s=s({—u)=1

I — u est donc bien inversible dans A, d’inverse s.

De plus,
+oo
[T =)™ =T <> flufl™ = (1= Jlu) ™ ful
n=1
ce qui prouve que (I —u) ! tend vers I lorsque u — 0. [ |

Corollaire 2.3.3. L’ensemble des éléments inversible d’une algébre unitaire de Banach A
est un ouvert sur lequel I’application w — u~! est continue.

4 . ’1 2 . . . s . — -1
DEMONSTRATION :  Soit up un élément inversible de A. Si h € A vérifie ||| < ||u 1” ,
alors Hhual || < 1et huy ' est inversible dans A. Comme ugp + h = ug(I 4+ uy 'h), ug + h est
aussi inversible et on peut alors écrire :

(wo+h) "= +uy'h) tuy'

et si h — 0, alors (ug + h)~! tend vers ug . |

Proposition 2.3.4. Si A est une algébre de Banach unitaire, I'application w — u~! est

différentiable sur I'ensemble des éléments inversibles de A et sa dérivée en ug est ’application
linéaire de A dans A :
h — —uy 1hu0_ !

DEMONSTRATION : L’application v — u ™! est la fonction implicite définie par la relation
uwv = I, quand u et v appartiennent a I’ensemble des éléments inversibles de A.

26



Chapitre 2 : Théoreme des fonctions implicites

Posons f(u,v) = uv et appliquons le théoreme de différentiabilité des fonctions implicites
(théoréme 2.2.1) :
fi(ug,vo)h = hvg = hual

I (ug,vo)k = ugk
(f{)(uo, vo))flk = ualk

(f{)(uo, vo)flof;(uo, vo)h = ualhual
[ ]

Remarque 2.3.5. On appliquera souvent les résultats précédents dans le cas ou A est
lalgébre.Z’ (E), ot E est un espace de Banach ; la loi multiplicative dans ce cas est la loi de
composition des applications linéaires, que I'on notera comme d’habitude u,v — uov.

Dans le cas ot A =% (FE, F), on obtient :

Proposition 2.3.6. Soient E et F' deux espaces de Banach isomorphes et soit [som(FE, F)
et Isom(F, E) I'ensembles des isomorphismes de E dans F et de F dans E. L’application
v — v~ ! est une application différentiable de Isom(E, F) dans Isom(F, E) dont la dérivée
en vg est I'application linéaire de Isom(E, F') dans Isom(F, E)

h — —’Uo_loh,o’l)o_1

DEMONSTRATION :  Soient vg et v € Isom(E, F). Posons u = v, 'ov. Alors u € Isom(E).
L’application v — v, 'ov est un isomorphisme de Isom(E,F) dans Isom(FE). Par suite,
grace au corollaire 2.3.3, Isom(FE, F) est un ouvert de.Z’(E, F) et de méme, I'som(F, E) est
un ouvert de.Z(F, E).

L application v — v™1, de Isom(E, F) dans Isom(F, E), est la fonction implicite définie par
la relation uov = I. On obtient sa dérivée comme dans la proposition 2.3.6. [ |

On peut maintenant étudier la continuité des différentielles des fonctions implicites. On a
deux versions possibles : dans la premiere, les ouverts A et B sont donnés et f, (v,y) est un
isomorphisme de F' sur G pour z,y € A X B et dans la seconde, on les construit a partir
d’un point a, b ou f;(a, b) est un isomorphisme a I’aide du théoréme des fonctions implicites
2.1.5.

Théoréme 2.3.7. (Continuité des différentielles de fonctions implicites 1)

Soient E, F et G trois espaces de Banach et f une fonction continiment différentiable d’un
ouvert ) de E x F' a valeurs dans G.

On suppose que la relation f(z,y) = 0 est équivalente sur le produit A x B de deux ouverts
de E et F a la relation y = g(x), ou g est continue sur A et que pour tout xz,y € A x B,
fy(w,y) est un isomorphisme de F sur G.

Alors g est contintiment différentiable sur A.

DEMONSTRATION : D’aprés le théoréme 2.2.1, on a, pour tout z,y € A x B :

g'(x) = —(fl(x,y) ofilz,y)

La proposition 2.3.6 permet d’obtenir le théoreme sans difficulté. [ |
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Théoréme 2.3.8. (Continuité des différentielles de fonctions implicites 2)

Soient E, F' et G trois espaces de Banach et f une fonction continiiment différentiable d’un
ouvert () de ¥ x F' a valeurs dans G.

On suppose que f(a,b) =0 et f,(a,b) est un isomorphisme de F' sur G.

Alors il existe un voisinage ouvert A de a dans E, un voisinage ouvert B de b dans F' tels
que la restriction & A x B de la relation f(z,y) = 0 soit équivalente a une relation y = g(x)
ol g est continiiment différentiable sur A.

Y

DEMONSTRATION :  En appliquant le corollaire 2.3.3 & 'algébre de Banach Z(E, F'), on
voit que I'som(E, F) est un ouvert de.Z(E, F') et par suite, comme par hypothese, fy(a,b)
est un isomorphisme de F' sur G, quitte a remplacer {2 par un ouvert plus petit, on peut
supposer que f; (z,y) est un isomorphisme de F' sur G pour tout z,y € (2.

D’apres le théoreme d’existence des fonctions implicites 2.1.5, il existe des ouverts A et B
de F et F respectivement tels que A x B € ) et tels que sur A x B, la relation f(z,y) =0
soit équivalente a la relation y = g(z), ol g est est continue sur A.

D’apres le théoreme de différentiation des fonctions implicites 2.2.1, g est différentiable sur
A et

—1
g'(x) == (fy(z,y) ofalz,y)
ce qui montre que ¢’ est continue sur A. [

Définition 2.3.9. Soient E et F' deux espaces de Banach. On appelle difféomorphisme,
respectivement difféomorphisme de classe C!, d’une partie ouverte A de E dans une partie
ouverte B de F toute bijection de A sur B, différentiable de A dans B, respectivement
continument différentiable de A dans B,ainsi que son inverse.

Théoreme 2.3.10. Soient E et F' deux espaces de Banach et f une application de classe
C! sur un ouvert de E, a valeurs dans F. Si f'(a) est un isomorphime de E sur F, il existe
un voisinage ouvert A de a dans E et un voisinage ouvert B de b = f(a) dans F tels que la
restriction de f a A soit un difféomorphisme de classe C' de A sur B.

DEMONSTRATION :  On applique le théoréme 2.3.7 & la relation y = f(x) : il existe un
voisinage ouvert A de a et un voisinage ouvert B de b = f(a) tels que sur A x B, la relation
y = f(z) soit équivalent & une relation x = g(y) ou g est continiiment différentiable de B
sur A

Cela signifie que la restriction de f & A est un difféomorphisme de classe C*. [ ]

2.4  Notations différentielles

Dans la pratique, on utilisera des notations tres suggestives, qui ont le tres grand mérite de
résumer les formules démontrées dans les paragraphes précédents.

Si f est une fonction différentiable de n variables x1,xs,..., x,, la différentielle de f sera
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notée df et on définit alors la relation suivante :

dl‘l
dl‘g
df (x1, T2, ey Tn) = f(T1, T2, vy Tp)

dz,,

fi(wy, o, ooy xp)dxy + fo(x1, T2y oony Ty )dxe + oo + f1 (X1, T2y -ory Ty )dTy

En particuliers, si y — f(z) = 0, on aura par convention :

dy = f'(z)dx
soit encore si z € R :
dy
/ _ 7
f(a) =

Cette convention de notation permet de retrouver des regles de différentiation :
Application 2.4.1. Regle de différentiation des fonctions composées.

Siz=g(y) et y = f(x), ou f et g sont des fonctions différentiables, la dérivée de gof
s’obtient en différentiant successivement les deux relations :

dz =g'(y)dy , dy = f'(x)dx

et en reportant la valeur de dy fournie par la deuxieme formule dans la premiere formule :

et on retrouve ainsi la formule donnée au théoreme 1.4.2.
Application 2.4.2. Régle de différentiation des fonctions implicites.

Soient E, F et G trois espaces de Banach et f une application de classe C' d’un ouvert Q
de E x F, a valeurs dans G.
En différentiant la relation f(z,y) =0, on trouve :

fo(z,y)dx + f (2, y)dy =0
Si pour ¥ = a et y = b, I'application linéaire f,(a,b) est un isomorphisme de F' sur G, alors

la relation f(z,y) = 0 définit implicitement une relation y = g(z) dans un voisinage de a,b
et la différentielle de g se calcule a partir de la différentielle de la formule précédente :

1
dy = —(fy(z,y))  fo(z,y)dz
On retrouve ainsi la formule démontrée au théoréme 2.1.5.
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Exemple 2.4.3. Soient X,Y € Z(R") tels que X2 =Y et que X n’ait pas deux valeurs
propres opposées. Alors, il existe des voisinages V de X et W de Y tels que on ait

I’équivalence
Y = X2

XeU — X =¢(Y)
YeW

ol ¢ est une fonction de classe C'.

La fonction X,Y — X2 — Y est de classe C!. En différentiant la relation X? —Y = 0, on
obtient :
XodX +dXoX —dY =0

On prend X = X et on étudie I'opérateur :
dX — XodX +dXoX

C’est un opérateur linéaire deZ(R™) dans lui-méme. Pour qu’il soit un isomorphisme, il
suffit qu’il soit injectif ou surjectif. Or si X n’a pas de valeurs propres opposées, on peut
montrer qu’il n’existe pas d’opérateur non nul C' €. (C") tel que XC = —CX. A fortiori, il
n’existe pas non plus de matrice réelle non nulle vérifiant cette égalité. Par suite, I'opérateur
dX — XodX + dXoX est injectif donc ¢’est un isomorphisme.

La conclusion est une conséquence du théoreme des fonctions implicites.

La dérivée de ¢ est donnée par la formule :

XodX +dXoX —dY =0

dont la résolution explicite n’est pas classique.
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3

DIFFERENTIABILITE A L’ORDRE
SUPERIEUR

3.1 Dérivées secondes.

Définition 3.1.1. 1) Soient E et F' deux espaces de Banach et f une application
contintiment différentiable d’un ouvert ) de E, a valeurs dans F. Si la dérivée [’ de f est
différentiable en a € (), sa dérivée est appelée dérivée seconde de f en a et est notée f"(a).

2)  Si pour tout a € Q, f”(a) existe, on dira que f est deux fois différentiable sur €.

3) Si f"” existe et est continue sur ), on dira que f est deux fois continiiment
différentiable sur Q) ou de classe C?.

On a vu dans le chapitre 1 que pour tout z € Q, f/'(z) € (E, F). Donc f’ est une application
de Q C E A valeurs dans.Z (E, F). Par suite, la dérivée seconde de f est une application de
Q C E, a valeurs dans 2 (E, <% (E, F)).
C’est a dire :

VeeQ,VheE, f(x)h eZL(E,F)

et encore :

VieQ,VheE,VkeE, (f"(x)h)keF
Pour comprendre la nature de ces espaces, on a besoin d’un lemme :

Y

Lemme 3.1.2. II existe une isométrie linéaire surjective de.Z’(EZ (E, F)) dans%>(E. F)
espace des applications bilinéaires continues de E x I/ dans F'.

DEMONSTRATION :  Soit u €2 (E;:Z(E, F)). On pose
Vh,k € E, v(h,k) = (uh)k
Alors I'application v appartient 4.%5(FE, F)) et 1'on peut écrire :

lv]| = sup  wv(h,k) = sup  (uh)k =
llrl<1,|k|I<1 [RlI<1,|k[[<1
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sup sup (uh)k = sup |uh] = [ull
Inll<1k]I<1 |ll<1

Réciproquement, si v € % (E, F), l'application uh : k — (uh)k est linéaire et dépend
lindairement de h. Donc u €. (E.Z(E, F)). Cette application est I'inverse de celle décrite
ci-dessus. |

Notations 3.1.3. On identifiera toujours les espaces < (E,. % (E,F)) et-45(E,F) et on le
notera-45(E, F). La dérivée seconde d’une application de E dans F apparait ainsi comme
un application de E dansZ5(FE, F).

Rappel 3.1.4. On dira qu’un élément v €%5(E, F) est symétrique si

Vhk € E , u(h, k) = u(k,h)

Le résultat suivant exprime la symétrie de la dérivée seconde :

Théoréme 3.1.5. (Symétrie de la dérivée seconde)

Soient E et F' deux espaces de Banach et f une application d’un ouvert ) de F, a valeurs
dans F. Si f est deux fois différentiable en a € ), f"”(a) est une application bilinéaire
symétrique de E dans F'.

DEMONSTRATION :  Puisque ) est ouvert, pour tout h, k € E, il existe r > 0 tel que
VI, |l <7 =a+ A+ puk € Q
Posons, pour tout t € [—r, +7],
A= fla+t(h+k) — fla+th)— fla+tk)+ f(a)

Alors
A=g(h)—g(0)
ou

9(&) = fla+t(E+ k) — fla+1tE)

En différentiant g, on trouve :

g€ =tf' (a+t(E+k) —tf (a+18)

On a alors, par le théoreme des Accroissements Finis :
A= f"(a)(h.k)|| = ||g(h) — g(0) = *f"(a)(h, K)|| <
1Bl sup ||g'(€) — 2 f"(a)(., k)| =
£€]0,h]
IRl sup [[tf"(a+t(&+ k) —tf (a+t&) — 2 f"(a)( k)|
£€]0,h]
Par définition de f” on a :

fla+t+k) = f(a)+tf"(a)(., &+ k) + ter(t(E + k) [|€ + k|
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fla+1t&) = f'(a) + tf"(a)(.. ) + tex(tE) €]
ou €1(t(§+ k)) et ea(t€) — 0 quand ¢t — 0. D’ou :

[A = 12f"(a)(h, k)|| <

Ih sup [[¢Zex(t(€ + k)| € + Kl + [[Zea(t€) | IE] < #2e(t)
§€]0,h]

ou €(t) — 0 quand t — 0.
On déduit de ces inégalités que
A
— — f"(a)(h. k)
t
lorsque t — 0. Comme A est symétrique par définition par rapport a h et k, il en est de
méme de [ (a)(h, k). |

Remarque 3.1.6. Ce résultat est une extension du principe de symétrie de Schwarz pour
les fonctions de deux variable réelles.

Exemple 3.1.7. Soit E = R"™ et FF = R. Si f"(a) existe, c’'est une forme bilinéaire
symétrique. Les coefficients de la matrice de f”(a) dans la base canonique {e1,es,...,e,}
de R™ sont par définition f"(a)(ei,e;). On notera cet élément f;’(a) et par suite, si h et k

hi k1
h2 ko

sont deux vecteurs de E, de coordonnées h=| . |etk=1| . |, f"(a)(h, k) s’écrit :
hon, kn,

f(a)(h, k) = Zfﬁ-(a)hiki

Cette représentation reste valable si F est un espace vectoriel de dimension n muni d’une
base.

3.2 Dérivées sucessives

En itérant le procédé de différentiation, on a :

Définition 3.2.1. 1) Soient E et F deux espaces de Banach et f une application
d’un ouvert Q de E, & valeurs dans F. Si les dérivées f', ", ..., f™ = (f(» 1) de f existent
en a € (), on dira que f est n fois différentiable en a.

2)  Si pour tout a € Q, "™ (a) existe, on dira que f est n fois différentiable sur Q.

3) Si f(") existe et est continue sur €2, on dira que f est deux fois contintiment
différentiable sur €2, ou bien de classe C".

Comme dans le paragraphe précédent, déterminons les espaces d’arrivée des dérivées
successives d’'une fonction :
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Par commodité, nous noterons
F(E,F)=F
BCZl(E:F) :"CZ(E:F)
LB, F) =L (B:Z (B, F))

gn(EaF) :g(Egnfl(EaF))

Comme dans le cas n = 2 traité au paragraphe 3.1, I'espace,, (E, F') apparait naturellement
comme ’ensemble des applications n-linéaires de E dans F. On identifiera toujours ces deux
espaces.

On a vu dans les paragraphes précédents que pour tout x € (2,
f'(x) eA(E, F)
f'(x) €£5(E, F)

D’ou en itérant,

™ (x) €%, (B, F)
Exemple 3.2.2. Si E =R, alors il est facile de voir que-/,,(E, F) est isomorphe a F™ et

Wy _ e 4 (@t h) — " a)
(@) = Jim h

Comme pour la dérivée seconde, on a un théoreme de symétrie de la dérivée n-ieme d’une
application. Ce théoréme se démontre simplement par récurrence a partir du théoreme 3.1.5
mais nous admettrons ici sa démonstration pour ne pas alourdir ce texte :

Théoréme 3.2.3. (Symétrie des dérivées successives)

Soient I et F' deux espaces de Banach et f une application d’un ouvert ) de I/, a valeurs dans
F. Si f est n fois différentiable en a € Q, f(™)(a) est une application n linéaire symétrique
de F dans F'.

On rappelle qu'une application n linéaire est symétrique si sa valeur ne change pas lorsque
que 'on échange deux variables.

Le résultat suivant est une extension du théoreme 1.5.12. Il se démontre par récurrence a
partir de ce théoreme mais comme précédemment, nous n’en donnerons pas la démonstration
pour ne pas alourdir.

Théoreme 3.2.4. Soit f une application d’un ouvert de R™, a valeurs dans un espace de
Banach F et m > 1. Alors f est de classe C™ si et seulement si f a des dérivées partielles
d’ordre inférieur ou égal a m continues sur ).

Ce théoreme s’étend sans probleme lorsque F est un espace de dimension n, muni d’une base
ou plus généralement lorsque E est un produit de n espaces de Banach, £ = F1 X Fy X...xX E,,.

Les deux résultats suivants sur les différentiations successives des fonctions composées et les
différentiations successives des fonctions implicites, se démontrent de méme par récurrence
a partir des théorémes correspondants au cas n =1 (1.4.2 et 2.2.1) ; nous ommettrons leur
démonstration.
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Théoreme 3.2.5. Soient E, F' et GG trois espaces de Banach, f une application d’un ouvert
Q de E, a valeurs dans F' et g une application d’un ouvert )" de F' contenant f(), a valeurs
dans G.

1) Si f est m fois différentiable en a et g est m fois différentiable en f(a), alors gof
est m fois différentiable en a.

2) Sif et g sont m fois continiiment différentiable, alors gof est m fois contintiment
différentiable.
Théoreme 3.2.6. Soient E, F et G trois espaces de Banach et f une fonction de classe
C™ d’un ouvert () de E x F' a valeurs dans G.

On suppose que la relation f(z,y) = 0 est équivalente sur le produit A x B de deux ouverts
de E et F a la relation y = g(x), ou g est continue sur A et que pour tout xz,y € A X B,
fy(w,y) est un isomorphisme de F sur G.

Alors g est de classe C™ sur A.

En considérant I’application © — u~! comme une fonction implicite associée & la relation

uv = I et en appliquant le théoreme 3.2.6, on obtient alors :

Corollaire 3.2.7. Soient E et F deux espaces de Banach isomorphes. L’application
u — u ! de Isom(E, F) dans Isom(F, E) est de classe C™ pour tout m, c’est a dire de
classe C'*°.

Définition 3.2.8. Soient E et F' deux espaces de Banach, A un ouvert de E, B un ouvert
de F. On appelle difféomorphisme de classe C™ de A sur B, toute application bijective de
A sur B, de classe C"™ ainsi que son inverse.

Une application directe du corollaire 3.2.7 donne alors :

Corollaire 3.2.9. Soient E et F' deux espaces de Banach, A un ouvert de E/, B un ouvert
de F. Si f est un difféomorphisme de A sur B et si f est de classe C™, alors f est un
diffétomorphisme de classe C™ de A sur B.

3.3 Formules de Taylor

Définition 3.3.1. Soient E et F' deux espaces normeés.

1) On appelle monéme de degré n, défini sur E, a valeurs dans F', toute application
x — ®(x) = a(z,z,..,z) oll a est une application n-linéaire symétrique de E dans F.

2)  On appelle polynéme de degré n, défini sur E, a valeurs dans F', toute application
x — P(x) avec

ot ay €Z,(E, F) et est symétrique.

Théoréme 3.3.2. Soit ®(x) = a(z,,..,z) un monéme de degré n. On a :
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Chapitre 3 : Différentiabilité a l’ordre supérieur

o' (z) = na(z,..,z,z,.)

&' (z) =n(n - 1a(z, .., x,.,.)

™ (z) = nla(.,...,.)

et pour N > n,
M (z) =0

DEMONSTRATION @ Sia €%,(E, F) alors il est clair que I’application

y— a(ry, 22, .., Tn_1,Y)

est dansZ(E, F'). Donc a(z, ...,x,.) est un monoéme de degré n — 1, & valeurs dans-Z(E, ).
De la méme fagon, 'application de deux variabes

Y1,Y2 — 0(331,332, "';xn—Z;ylayQ)

est dans.%5 (E, F). Donc a(x, .., , .,.) est un mondme de degré n—2,  valeurs dans.%5(E, F).
Généralement, 'application de p variabes

Yty o5 Yp — (I(.CCl, e p—py Y1, Y2, -0y yp)

est dans.%,(E, F). Donc a(z, .., z, ., .) est un mondme de degré n—p, & valeurs dans. %, (E, F).

En raison de la linéarité de lapplication x; — a(x1, xa, ..., 2, ) la i-éme dérivée partielle de
a est

a;(«rlax% vy T) (i) = @@, ey i1, Py T 1y ey )

et par suite
0/ (1,3, ooy ) (1, Py o Fip) =

n

5 (l(.fCl, cees Li—1, hiaxiJrla amn)

1=1

Donc pour ®(z) = a(z,x, ..., z), on obtient :

c’est a dire
&' (z) = na(w, ..z, x,.)

On obtient les formules suivantes en itérant ce procédé. [ |
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Chapitre 3 : Différentiabilité a ’ordre supérieur

Théoréme 3.3.3. (Formule de taylor pour les polynémes)
Soit P un polynéme de degré n défini dans E, a valeurs dans F'. On a :

P(z) = P(0)+ P'(0)(z) + %P”(O)(m, ) 4ot %P(k) (0)(2, 2, o)+ oot %pw (0)(z, 7, ...7)

DEMONSTRATION :  Avec les notations de la définition 3.3.1, soit
n
P(x) = Zak(x, Tyey )
k=0

ot a, €Z%(E, F) et est symétrique.

D’apres le théoreme 3.3.2, on a PR (0) = klay. [
Corollaire 3.3.4. Soient P(z) = > ,_,ax(z,z,....z) et Q(z) = > p_obk(z,z,....,x) ou
ak, b €Z,(E, F) et sont symétriques. Si P(x) = Q(x) pour tout x € E, alors aj, = by, pour
tout k =1,2,...,n.

Définition 3.3.5. Deux fonctions définies sur un ouvert ) C FE, a valeurs dans F' sont dites
n-tangentes en a € F si elles ont mémes dérivées jusqu’a I'ordre n au point a.

Corollaire 3.3.6. 1) Si f est une fonction définie sur un ouvert ) C E contenant
0, a valeurs dans F', n fois différentiable en 0, il existe un polynome n tangent a f en 0, c’est

P(x) = f(0) + f'(0)(z) + %f”(O)(x, )+ ...+ %f(k)(O)(x, T,yo) + .+ %f(")(o)(x, T,..1)

2)  Si f est une fonction définie sur un ouvert 2 C E, a valeurs dans F, n fois
différentiable en a € €, il existe un polynéme n-tangent a h — f(a + h) en a, c’est

P(h) = f(a)+ f'(a)(h) + %f”(a)(h, B) 4ot %f(k)(a)(h, By B) oot %f(”)(a)(h, b B)

Théoréme 3.3.7. (Formule de Taylor-Lagrange)
Soit f est une fonction définie sur un ouvert ) C E, a valeurs dans F', n fois différentiable en
a € Q et soit P(h) le polynéme n-tangent & h — f(a + h) en a. Alors il existe une fonction
€: E — F telle que

fla+h)=P(h) +eh)|h]|", avec €(h) — 0 quand h — 0

DEMONSTRATION :  Pour simplifier, supposons a = 0 et procédons par récurrence :
Le théoreme est vrai pour n = 1 par définition de la différentiabilité de f en 0.
Supposons que ce théoreme est vrai jusqu’a 'ordre n — 1 et soit f n fois différentiable en 0.
On remarque que le polynome P, n-tangent a f en 0 vérifie :
f'(z) = P'(z) + er(z) ||lz]|" ", avec e1(h) — 0 quand h — 0
On peut appliquer le théoreme des accroissements finis (1.5.5) sur [0, z] :

1f(z) = P(@)]| < [zl sup ||f'(z) = P'(2)l| < [|l2|I" sup [lex(x)]

£€]0,x] £€]0,x]
D’ou
f(z) = P(2) +e(@) [lz]"
avec
le(x)] < sup |lex(z)]
£€]0,z]
qui tend vers 0 quand = — O. [ |
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Remarque 3.3.8. L’existence d’'un polynéme P et d’une fonction €, tels que f(a + h) =
P(h) +¢e(h) ||h]|", avec €(h) — 0 quand h — 0 n’entraine pas que f est n fois différentiable
en a.

Théoréme 3.3.9. (Formule de Taylor-Young pour les fonctions a valeurs réelles)

Soit f une fonction définie sur un ouvert ) C E, a valeurs réelles. Supposons que [a, a+h| C 2
et que f est n fois différentiable en tout point de |a,a+ h[. Soit P(h) le polynéme n-tangent
a fena €. Alors il existe ¢ €]a,a + h[ tel que

1
(n+1)!

fla+h)=P(h)+ FF V() (b, by .. h)

DEMONSTRATION :  On suppose que ce théoréme est connu si £ = R. Pour ¢t € R, on pose
F(t) = f(a+th) et p(t) = P(a + th)
Alors, pour tout k < n :
F® ) = £ (a + th)(h, h,..., h)
p®(t) = P®)(a + th)(h,h, ..., h)

Par suite p est n-tangent a F' pour ¢t = 0. D’apres le théoreme de Taylor-Young pour les
fonctions définies sur des ouverts de R, a valeurs réelles :

1

o 1)'F("+1)(9) , avec 0 €]0,1]
n !

F(1) = p(1) +

c’est & dire la formule annoncée. [ |

Corollaire 3.3.10. Sous les hypothéses du théoréme 3.3.9, on a :

n+1
< Al sup Hf(nﬂ)(x)H

ot )= PO < gy s

Théoréme 3.3.11. (Formule de Taylor-Young” pour les fonctions a valeurs vectorielles)

Soit f une fonction définie sur un ouvert 2 C FE, a valeurs dans F'. Supposons que
[a,a + h] C Q et que f est n fois différentiable en tout point de |a,a + h[. Soit P(h) le
polynéme n-tangent a f en a € Q. Alors il existe ¢ €|a,a + h] tel que

[

Ifath) =PRI < oy, o

I @)l

DEMONSTRATION :  Soit v € F’. On pose
foix =< f(z),v>

Py:h—< P(h),v>
Alors P, (h) est n-tangent a f(a + h) en 0. D’ou

h n+1
” ” sup ||f;z+1(x)||

”fv(a + h) - Pv(h)” S
(n + 1)' z€la,a+h|
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et par suite
[f(a+h) = P(h)|| = sup |< fla+h)—=Plat+h),v>|=

St
n-+1

ap [fula+ )~ B < sp P G ) =

ol <1 o<1 (M + D! sejaatn

|[R)|" sup  sup || (@)]| =
(n+ D! aejaatnl o<1

i)™

n+1
CES I [ @]

Remarque 3.3.12. On peut dans ce cadre-la énoncer un corollaire analogue au corollaire
1.5.6.

Théoréme 3.3.13. (Formule de Taylor avec reste intégral)

Soit f une fonction de classe C™t1, définie sur un ouvert Q) C E, & valeurs dans F. Supposons
que [a,a + h] € Q et soit P(h) le polynéme n-tangent a f(a + h) en 0. Alors :

fla+h)— P(h) = /01 (1n—!t)nf(”+1)(a 4 th)(h, b, ...y B)dE

DEMONSTRATION :  Si F' = R, on suppose le théoréme connu pour E = R et on 'applique
a la fonction

F(t) = f(a+th)
Pour F' quelconque, on pose pour tout v € F” :
fo(z) =< f(z),v > et P,(h) =< P(h,v >
Alors P, est n-tangent a f,(a+h) en 0. On a donc en appliquant la premiére partie, Vv € F’ :

1 n
fola+h) — Py(h) = /0 %Jqﬂ"“)(a - th)(h, hy ..., B)di

ce qui entraine la conclusion du théoreme. [ |
Exemple 3.3.14. La formule de Taylor-Lagrange a l'ordre 2 pour la fonction f(x,y) =
In(x + €¥) au point (1,0) est :

k 1 1 1., 1 1, 9 5

La fonction f est de classe C? surRT x R et on a :

/ _ 1 / — at
fx(may)_ x4+ ey ’ fy(may)_ T+ eY
1 ey zeY
" - - " - - " - -
fmm(m,y) = (a’/‘ T ey)2 9 fmy(xay) (x + 63/)2 9 fyy(may) (a,/. +€y)2

ce qui donne bien la formule annoncée.
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Chapitre 4 : Equations différentielles

4
EQUATIONS DIFFERENTIELLES

4.1 Théorémes d’existence et d’unicité

Définition 4.1.1.

1) Soient E et F' deux espaces métriques et soit f une application d’un ouvert ) de
E, a valeurs dans F. On dit que f est lipschitzienne (ou vérifie la condition de Lipschitz)
s’il existe une constante k > 0 telle que

Vry, 2 € Q, d(f(z1), f(22)) < kd(z1, 72)

2)  On dira que f est localement lipschitzienne sur ) si tout point xg € Q) admet un
voisinage sur lequel f est lipschitzienne.

Il est clair que toute fonction lipschitzienne sur un ouvert 2 est localement lipschitzienne.
Par contre, I'inverse n’est pas vrai : dans le cas ou f n’est que localement lipschitzienne, la
constante de Lipschitz k peut dépendre du voisinage de chaque point et n’étre pas bornée
sur () tout entier.

Exemple 4.1.2. Soient E et F deux espaces vectoriels normés. Toute application f
contintiment différentiable sur un ouvert ) de E est localement lipschitzienne.

En effet, pour tout zg € €, il existe une boule B de centre xg, contenue dans € telle que f’
soit bornée sur B. Pour tout x1, x5 € ), on aura :

1f (1) = f(@2)]| < llz1 — ol sup ||/ ()]
reEB

De la méme facon, dans une situation plus particuliere que I'on considérera dans ce chapitre,
on peut donner les définitions suivantes :

Définition 4.1.3.

1) Soient E un espace métrique et f une application d’un ouvert Q de R x E, a
valeurs dans E. On dit que f est lipschitzienne par rapport a la deuxiéme variable s’il existe
une constante k > 0 telle que

V(t,z1), (t,22) € Q, d(f(t,z1), f(t,22)) < kd(z1, 22)
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2)  On dira que f est localement lipschitzienne par rapport a la deuxiéme variable sur
Q si tout point (tg,zqg) € 2 admet un voisinage sur lequel f est lipschitzienne par rapport a
la deuxiéme variable.

Exemple 4.1.4. Soient E un espace vectoriel normé. Toute application f continiiment
différentiable sur un ouvert ) de R x E est localement lipschitzienne.

En effet, pour tout (tg,x0) € €, il existe un voisinage V' de (g, z¢), contenu dans  tel que
f2 soit bornée sur V. Pour tout (t1,x1), (t2,22) € 2, on aura :

1f 1y 1) = f(t2, 22)l| < [lws — wal| sup || £ (2 2]
(t,x)eV

Soit. £ un espace de Banach. On considere 1’équation différentielle
(ED) X'(t) = f(t. X (1))

ou f est une fonction définie sur une partie I x B de IR x F, a valeurs dans F.

On considérera aussi I'équation différentielle avec condition initiale en (tg,z¢) € I X B :
(EDo) X'(t) = f(t. X(2)) , X(to) = o

Définition 4.1.5.

1) Une solution de (ED) est une fonction X de classe C! sur I, a valeurs dans B,
qui vérifie I'équation :
viel, X'(t)=f(t,X(t))

2)  Une solution de (EDy) est une fonction X de classe C' sur I, a valeurs dans B
qui vérifie :

Viel, X'(t)= f(t,X(t)) et X(to) = o

Dans la pratique, I sera un intervalle de R. Pour simplifier les notations, on supposera que
tg = Oet I = [O,T]

En combinant avec les résultats qu’on obtiendrait par symétrie pour ¢ < 0, on trouverait
des résultats concernant les solutions sur [—T', +77.

Théoréme 4.1.6. Soit E un espace de banach, R >0, B=B(0,R) ={x € E | ||z|| < R}
et f une fonction continue sur [0,T] X B, a valeurs dans E.

On suppose qu'il existe une fonction continue g définie sur [0, T] x [0, B], a valeurs positives

telle que
lz] <p <R
= |If(t, | < g(t,
{tem |£(t2 < gt )

et que I'équation différentielle réelle
(EDr) () = f(t.h(t))
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admet une solution telle que Vt € [0,T] , h(t) € [0, R].

On suppose de plus que f est lipschitzienne par rapport a la deuxiéme variable sur le produit
[0,T) x B(0,h(T)), c’est & dire qu’il existe k > 0 telle que

Vay, g € E tels que [zl lz2] < A(T), [If (21) — flz2) || < [lz1 — 22]]
Alors I'équation diftérentielle
(ED) X'(t) = f(t, X(t))

admet une solution définie sur [0,T] pour toute condition initiale X (0) = xq vérifiant
[zol| < h(0).

DEMONSTRATION :  Posons. 7 = {X € Z([0,T]; E) | || X(¢)|| < h(t)} et soit ® la fonction,
définie pour X €. par :

Vi e [0, 7], ®(X)(t) :x0+/tf(0,X(0))d0

Vérifions que ® applique.# dans lui-méme :

o)) =l < [ 110, X10))] do <

/Ot 9(0,X(0)) d0 = h(t) — h(0)

D’ou

@ (X)) < llzoll + h(t) — 2(0) < h(t)
c’est & dire que ®(X) €.F
En appliquant I’hypothese f lipschitzienne, on a :

19(X2) (1) — 3(X2) (1)]| = H/Ot[f(e,xl(o)) _ f(@,Xg(@))H o <

/0 1£(6,X1(6)) — £(6, X2(6))|| d6 <

| RIX20) ~ Xa(0)] do < ke X - Xall
0
D’ou

[®2(X1) — @(Xo)|| . S KT || X1 — Xo o

leo

® serait une contraction de.# dans lui-méme si kT < 1, ce qui en général n’est pas réalisé.
Pour pouvoir utiliser le théoréme du point fixe pour les contractions (Théoréme 2.1.2 ), nous
devons donc poursuivre le raisonnement :

182(X1) (1) — 92 (X2) ()] = H/Ot[f(e, B(X1)(0)) — £(6.8(X)(0)) H o <
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/Ot (6, 2(X1)(0)) — £ (6, D(X2)(6))]| d <
/Ot k||®(X1)(0) — @(X5)(0)] db <
e [ o= e = R 1 - xal.
k21

2

Par une récurrence immédiate, on trouve aussi, pour tout n € IN :

[2°(X1) = @*(Xa)| , < X1 = Xal o

krTm

n!

@™ (X1) — " (Xa) | < [ X1 — Xofl

On en déduit que pour n suffisemment grand, ®” est une contraction. Comme.# est complet,
®™ et donc aussi ® a un point fixe unique d’apres le théoreme 2.1.2. Ce point fixe est I'unique
solution dans.# de ’équation différentielle (EDy). |
Remarque 4.1.7.

i)  On peut vérifier que la solution X de (ED) telle que X(0) = zq, dépend
continliment de x.

it)  L’unique solution de (ED) vérifiant X (0) = z( est la limite de ®"(Xy) quand
n — +oco, pour tout Xg €., la fonction ® étant définie par :

(X)(t) = 70 + /Otf(H,X(Q)) o

Le théoreme précédent s’applique pour obtenir le résultat qu’on utilisera en pratique :

Théoréme 4.1.8. (Cauchy-Lipschitz)

Soit f une application continue d’un ouvert €2 de R x FE, a valeurs dans FE, localement
lipschitzienne.

Alors, pour tout (tg,zg) € £, il existe o > 0 tel que I’équation

(ED) X'(t) = £ (1. X(1))

ait une solution unique définie sur [ty — a, to + o] et vérifiant X (ty) = xq.
De plus deux solutions X, et Xs, définies sur un méme intervalle I contenant ty et telles
que X1 (tg) = Xa(tg) sont égales.

Remarque 4.1.9. Dans la pratique, ce théoréme sera fréquemment appliqué pour des
fonctions f lipschitziennes.

DEMONSTRATION :  Existence : Comme f est continue, il existe 77 > 0 et R > 0 tel que f
soit bornée sur le produit [0, T1] X B(xg, R). On peut ausi supposer que f est lipschitzienne
par rapport a x sur ce produit.
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Posons
M =sup{[|f(t,z)| |t €[0,T1], [z — zol < R}

On va appliquer le théoreme 4.1.6 avec g(t, p) = M pour p < R. On prend h(0) = 0 et 'on a
h(t) = Mt donc h(t) < R pour t < %. Posons T' = inf{T7, %} Le théoreme 4.1.6 s’applique
sur [0, 7] avec :

F—{X e Z(0.T)E) | IX(t) - woll < Mt)

Il existe une solution X €.% .

Unicité : premiere étape. Soient X1 et X5 deux solutions définies sur [0,7], telles que
X1(0) = X2(0) = x¢. Soient Ry et Ty tels que sur le produit [0,71] x B(zg, Rg), f soit
localement lipschitzienne par rapport a z et bornée. Soit T' = inf{T},T>}. On peut appliquer
le théoreme 4.1.6 avec, pour p < Ry :

9(t,p) = M = sup{|[f(t,2)| |t €[0,T], [z = zol < Ro}

1X1(8) — ol| < /0 17(t, X(60))]| do

donX; €7 ={X €% (0, T} E) | | X(t)|]| < Mt}. De méme, X5 €.7 . D’apres le théoréme
4.1.6,.% ne contient qu'une seule solution et par suite, on a X; = X sur [0, 7.

Unicité : deuxieme étape. Soient X1 et X5 deux solutions définies sur un méme intervalle [
et telles que X (tg) = X2(to). D’apres I'étape précédente, I'ensemble

A={tel|Xi(t) = Xa(t)}

est un ouvert de I. En raison de la continuité de X; et X5, A est fermé. Comme I est
connexe, A étant un ouvert fermé de I, il est soit égal a I soit égal a ¢.
Comme tg € A, A= 1. [ |

Définition 4.1.10. On appelle solution maximale d’une équation différentielle, toute
solution définie sur un intervalle de R et qui ne peut étre prolongée a un intervalle plus
grand.

Théoréme 4.1.11. (Existence de solutions maximales)
Sous les hypothéses du théoréme de Cauchy-Lipschitz 4.1.8, pour (tg,zo) € €2, il existe une

solution maximale X telle que X (tg) = xp.

DEMONSTRATION :  On applique le lemme de Zorn & I'ensemble de couples (J, X), formés
d’un intervalle J et d’une solution telle que X (tq) = xq, définie sur J, avec la relation
d’ordre :

(Jl,Xl) < (JQ,XQ) <— J1 C Jyet Xy pI‘OlOl’lge X1

Cette ensemble est inductif, il admet donc un élément maximal (J, X). La solution X est
clairement une solution maximale de I’équation différentielle. [ |
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Exemple 4.1.12. L’équation différentielle linéaire
1
(ED)X'(t) = g[X(t)%in(t) + X (t)%cos(t)] , X(0) € [-1,+1]

a une solution unique vérifiant | X (t)] <2 pour t € [0, 5.

En effet, on pose f(t,z) = & [z?sin(t) + 23 cos(t)]. F est évidemment de classe C! sur R?,

donc localement lipschitzienne par rapport a .
Or
2] < p < 2= [f(t,2)] < p?

L’équation différentielle

a pour solution h(t) = 1=.
De plus

1
1-T
Donc d’apres le théoreme d’existence de solution des équations différentielles, il existe une

1
solution unique de (ED) sur [0, 5] vérifiant X (0) € [—1, +1].

1
§2<:>T§§

4.2 Equations différentielles linéaires sans deuxieéme membre

Définition 4.2.1. Soit E un espace de banach. On appelle équation différentielle linéaire
une équation différentielle de la forme :

X'(t) = A(t)X (t) avec YVt € T , A(t) eZL(F)
Théoréme 4.2.2. (Solution d’une équation différentielle linéaire)
Si I'application t — A(t) est continue de I dans-Z(E), I'équation différentielle linéaire
(ED) X'(t) = A(t)X(t)
admet une et une seule solution, définie sur I et vérifiant la condition initiale : X (tg) = xq.
DEMONSTRATION :  On pose f(t,z) = A(t)x
Supposons d’abord que I = [0,T], T fini et t; = 0. En posant
k= sup{[|[A()|| | ¢ €[0,T]}
on obtient :
vt e [0,T], [[f(t,21) = f(t22)|| < K lz1 — 22
On peut donc appliquer le théoreme d’existence des solutions d’équations différentielles 4.1.6
avec R = +00, g(t, p) = kp et h(t) = h(0)e"".
Si ||zo|| < R(0), il existe une solution et une seule dans C([0,T]; E) qui vérifie de plus
vt € [0,T], || X(t)] < h(0)e*

En revenant au cas général, avec les notations de I'énoncé, cette démonstration montre que
I'équation différentielle (E'D) a une solution unique vérifiant X (tg) = xo sur tout intervalle
finis J inclus dans I et contenant z.

Ceci entraine que toute solution maximale est définie sur I tout entier. [ |
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Remarque 4.2.3. L’application qui, a une solution X d’une équation différentielle linéaire
(ED), définie sur un intervalle I, associe X (to) est linéaire et bijective.
Cette remarque permet d’énoncer le corollaire suivant :

Corollaire 4.2.4. 1)  L’ensemble des solutions d’une équation différentielle linéaire
a valeurs dans un espace vectoriel I est un espace vectoriel algébriquement isomorphe a E.

2)  SiI est un intervalle fermé borné, I'application qui a xq associe la solution X telle
que X (tg) = xq vérifie :

IX(@)I] < [laoll eV~ avec k = sup [|A(t)]]
tel

et par suite cette application est continue.

Définition 4.2.5. (Résolvante)

On appelle résolvante de I’équation différentielle linéaire, définie sur un intervalle I de R, a
valeurs dans un espace vectoriel £

(ED) X'(t) = A(t)X(t)
Iapplication R : [ x I —(E) telle que
th,tg el ; X(tz) = R(tl,tQ)X(tl)

On peut énoncer les propriétés fondamentale de la résolvante :
Théoréme 4.2.6. (Propriétés de la résolvante)
i)  R(ts,t2)oR(ta,t1) = R(ts,t1)
it) R(t1,t1) = Id, ot Ig est l'identité de E
iii)  R(ta,t1) = (R(t,12))

DEMONSTRATION : i) Pour toute solution X d I’équation différentielle (ED), on a :
X(t3) = R(t3,t2) X (t2) = R(ts,t2)R(ta,t1) X (t1)
et aussi
X (t3) = R(ts,t1) X (t1)
d’ou la premiére relation puisque X (¢1) est arbitraire. [ |
Les relations i) et iii) decoulent directement de la définition de la résolvante R.

Théoréme 4.2.7. (Caractérisation de la résolvante)

On consideére I’'équation différentielle linéaire, définie sur un intervalle I de R, a valeurs dans
E
(ED) X'(t) = A(t)X(t)

et on fixe 0 € 1.
La résovante R de (ED) est I'unique solution de I'équation différentielle dansZ(E) :

R.(t,0) = A(t)oR(t,0) , avec R(0.0) = Ip
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DEMONSTRATION :  Considérons & priori I'équation différentielle :
Ry (t,0) = A(t)oR(t,0)
C’est une équation différentielle linéaire & valeurs dansZ’(E). En effet, I'opérateur
O(t): U — A(t)oU

est un endomorphisme de.#(F).

De plus, par un calcul facile, on a :
@) || = [[A®)]| et aussi [[@(t1) — B(t2)]] = [|A(t1) — A(t2)]

Par suite, par le théoreme de Cauchy-Lipschitz 4.1.8, I'équation différentielle considérée
admet une solution unique vérifiant R(6,0) = Ig

Pour X (6) € E, posons X (t) = R(t,0)X (), alors :
X'(t) = Ry(t,0)X(0) = A(t)oR(t,0) X (0) = A(t) X (¢)

La solution R(t, ) de I’équation diférentielle considérée au départ est donc bien la valeur en
(t,0) de la résolvante de I’équation

Remarque 4.2.8. Sil'on sait que R(t,0) est dérivable par rapport a t, on peut obtenir le
résultat précédent plus simplement.

On dérive par rapport a t la relation
X(t) = R(t,0)X(0)

et on obtient :
X'(t) = Riy(t,0)X(0)

Comme par ailleurs,

X'(t) = A(t) X (t) = A(t)oR(t,0)X (0)

et que X (#) est arbitraire, on obtient bien

Ry(t,0) = A(t)oR(t,0)

48



Chapitre 4 : Equations différentielles

Remarque 4.2.9. En utilisant la relation R(t,0) = (R(6,t)) 71, on voit que R est dérivable
par rapport a 0, de dérivée :

0 1 1
Ry(1.6) = = (RO1) " = (Ry(6,1))

Remarque 4.2.10. L’équation différentielle vérifiée par la résolvante est d’une part plus
compliquée que I'équation initiale vérifiée par la fonction car elle est a valeurs dans.Z’(E, E)
et non pas dans F mais d’autre part, cela peut aussi se révéler étre un avantage car on peut

exploiter la structure d’algébre de Banach unitaire de (E, E).
Cas particulier. Soit (ED) X'(t) = A(t)X (t). Si pour tous t,u € I, A(t)A(u) = A(u)A(t),

alors

= (R(6,1)) "oA(D)"

R(t,tg) = exp (/t A(s) ds)

¢
DEMONSTRATION :  Posons M(t) =exp ( [ A(s)ds) eZ(E, E). L'hypothese de commu-
to

to t4

tation entraine que / A(s)ds et / A(s) ds commutent pour tous ty,ts,t3,t4 € I.
t1 t3

Donc :

t+h

t t+h
M(t+ h) =exp (/ A(s)ds + / A(s)ds) = exp (/ A(s)ds)M(t)

to t t

t+h
Or, on a : / A(s)ds = hA(t) + he(t) et en utilisant le développement en série de
l’eXponentieﬁe :
M(t+h) = (Id+ hA(t) + he(t)) M (t) = M(t) + hA(t) M (t) + hei (t)

ce qui montre que M'(t) = A(t)M(t). M vérifie I'équation caractéristique de la résolvante
dansZ(E, E) et donc est la résolvante de (ED).
|

Exemples. i) Si A et B sont des matrices qui commutent et A(t) = f(t)A+ g(t)B
ou f et g sont des fonctions scalaires, alors

Rt to) = exp ( /tt F(s)dsA + / ' 4(s) dsB) — exp ( /tt F(s) dsA) exp ( / ' 4(s) dsB)

to to

(o) =0 D)

défini sur R} ne vérifie pas I’hypothése de commutation et on peut montrer que

it1)  Le systéme

R(t,ty) # exp (/ A(s) ds)

to
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4.3 Equations différentielles linéaires avec deuxieéme membre

Définition 4.3.1. On appelle équation différentielle linéaire, définie sur un intervalle I de
R, a valeurs dans FE, avec deuxiéme membre une équation différentielle de la forme

X'(t) = A(t)X (t) + B(t)avec Vt € I , A(t) e (E) et Be C(I; E)

Théoréme 4.3.2. (Solution d’une équation différentielle linéaire avec deuxiéme membre)

Si I'application t — A(t) est continue de I dans. ¥ (E), I'équation différentielle linéaire avec
deuxiéme membre :

(ED) X'(t) = A(t) X (t) + B(t)

admet une et une seule solution, définie sur I et vérifiant la condition initiale : X (tg) = xq.
Cette solution est donnée par la formule

t
X (t) = R(t,to)xo +/ R(t,0)B(0) do
to
DEMONSTRATION :  La démonstration de 1'existence et I'unicité de la solution est la méme
que celle des équations différentielles linéaires sans deuxieme membre (4.2.2)
Pour obtenir la forme de la solution, on utilise la méthode dite de variations des constantes,
qui déja connue dans le cas ou £ =R :

On pose
X(t) = R(t,tg)Y ()

D’ou
X'(t) = Riy(t,t0)Y (t) + R(t, t0)Y"(t)
C’est a dire
X'(t) = A(t)R(t, to)Y (t) + R(t, to)Y'(t)

En reportant dans I’équation différentielle, il vient :

R(t,t0)Y'(t) = B(?)
C’est a dire

Y'(t) = R(to. 1) B(2)

La condition initiale est Y (tg) = xq, d’out

Y(t) = 2o + /t R(t, 0)B(0) o

to

et en revenant a X :

X(t) = R(t, t(])x() + R(t, t(]) /t R(t(], 9)3(9) db =
R(t, to)ﬂ?o + t R(t, to)R(to, 9)B(9) df =
R(t,tg)xo + t R(t,0)B(0) do

to
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Corollaire 4.3.3. L’ensemble des solutions d’une équation différentielle linéaire avec
deuxieme membre sur un espace vectoriel normé E est un espace affine dont I’espace vectoriel
associé est isomorphe a E.

4.4 Equations différentielles linéaires a coefficients constants

Rappelons d’abord quelques propriétés de I'exponentielle d’une application linéaire :

Définition 4.4.1. Soit E un espace de banach et A € £ (E). L’exponentielle de A est
définie par
+oo A

eA:E —
n!

n=0
ou A™ est la n-ieme puissance de composition de A par lui-méme.

Remarque 4.4.2. La série ci-dessus est normalement convergente donc convergente. En
effet, on peut écrire
An

n!

1 n
— 1]

/7 . 7/ . ]‘
et la série numérique E = |A||" est convergente.
n!

Théoréme 4.4.3. (Propriétés de I'exponentielle)
Si A et B € (FE) commutent, on a

A+B A B

e = € o€

DEMONSTRATION :  C’est la méme que dans le cas scalaire : comme les séries définissant
e et P sont normalement convergentes, on a le droit de sommer comme on veut, d’ou :

+oo AmpBn too P Am pBp—m

etoe” = Z il ZZWP m)l

m,n=0 p=0m=0
400 1 p 400 1 A 5
_ P AM pRpP—m _ +
p!ZCmA B _Zp,(AJrB)
p=0 m=0 p=0

Théoréme 4.4.4. (Résolvante d’une équation différentielle linéaire a coefficients constants)

La résolvante de I’'équation différentielle linéaire a coefficients constants
(ED) X'(t) = AX(t) , avec A e (E)

est
R(ty, ty) = el1 7124
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DEMONSTRATION @ Comme la série définissant e*4 est normalement convergente, on a le
droit de dériver terme a terme. D’ou

d IX gn-1yn
Ten=y

n!
n=1

Donc aussi

%(etA) — AetA

Si I'on pose R(t,0) = e*=94 on aura :
Ri(t,0) = Ae* =94 = AR(t,0) et R(0,0) = I
ce qui montre que R ainsi défini est bien la résolvante de I'équation différentielle linéaire a

coeflicients constants considérée. |

Corollaire 4.4.5. La solution de I’'équation différentielle linéaire a coefficients constants
avec deuxiéme membre

(ED) X'(t) = AX(t) + B(t)
telle que X (tg) = xo est :

t
X(t) = et A5, + / =94 B(6) do

to

Dans le cas particulier ou F est un espace vectoriel de dimension finie, on peut exprimer ces
résultats a l'aide des valeurs propres de A :

Supposons que la dimension de E est n. Soient {\; | i = 1,2,...k} les valeurs propres de
A, {r; | i = 1,2,...k} leur ordre de multiplicité dans le polyndéme caractéristique de A et
{m; | i=1,2,...k} les projecteurs spectraux associés.

Alors, il existe des endomorphismes nilpotents {N; | i = 1,2, ...k} d’indice k; tels que :

k
A= Z()\z + N;)m

=1

k k
et = Zek"tetN"m = Zekit(IE +tN; + oo+ o/
i=1 i=1
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4.5 Equations différentielles linéaires d’ordre p a coefficients con-
stants

On considere I'équation différentielle

(ED,) apy™ + ...+ a1y + aoy = b(t)

ou y est la fonction inconnue définie sur I € R, a valeurs dans R, b est une fonction définie
sur I a valeurs dans R et les coefficients a; , 7 = 1, ...p sont des constantes appartenant a R,
avec a, # 0.

Posons
0O 1 O 0 0
0O 0 O 0 0
a/ .
A= =L Bt =
o=l Bl
0O 0 O 1 0
¢ €1 C2 ... Cp-—1 b(t)

alors (ED,) est équivalente au systeme :
(Sp) Y'(t) = AY (t) + B(t)

ou l'on a posé

y(t)

v ()

y"(t)

yPH(t)
On déduit des résultats généraux :

Théoréme 4.5.1. L’ensemble des solutions de I’équation différentielle (ED,,) est un espace
affine dont l’espace vectoriel associé est de dimension p.

4.6 Wronskien d’un systeme de solutions

On considere I’équation différentielle
(ED) Y'(t) = A(t)Y ()
ol les fonctions sont a valeurs dans I’espace R™.
Définition 4.6.1. Le Wronskien d’un systéeme de m solutions (Y1, ..., Y,,) de (ED) est
W(t) = det(Yi(t), ..., Yin(t))
Théoreme 4.6.2. SiV; =Y;(ty) pour j =1,2,..m, alors Y;(t) = R(t,t9)V; et on a
W(t) = exp (/t tr(A(s) ds) det(Vi, ..., Vin)

to
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5
OPTIMISATION

5.1 Préliminaires

Dans ce chapitre, on va étudier des problemes du type suivant : étant données une fonction a
valeurs réelles, définie sur une partie 2 d’un espace vectoriel normé E et une partie A C €,
on recherche les points de A en lesquels la trace de f sur A est minimale.

Généralement, A sera défini par des égalités appelées liaisons et des inégalités appelées
contraintes.

Définition 5.1.1. Soitz € Aet f:QC E — R.

1)  On dit que f(z) est minimale en ¥ sur A si

Vee A, f(z)> f(z)

2)  On dit que f(z) est strictement minimale en & sur A si

VeeA, z#T, f(z)> f(T)

3)  On dit que f(x) est localement minimale en & sur A si

3V voisinage de 7 tel que Vx € VN A, f(z) > f(Z)

4)  On dit que f(x) est localement strictement minimale en T sur A si
3V voisinage de 7 tel que Ve e VNA z # %, f(z) > f(Z)

Il est clair que si f est (strictement) minimale en Z, elle est (strictement) localement minimale
en ce point.
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Cas particulier 5.1.2. On suppose que F = R et que f est dérivable sur un ouvert ) de

R.

1) Si & est a lintérieur de A et si f est localement minimale en & sur A, alors
f'(z)=0.

2)  Soita <bet A=]Ja,b]. Si f estlocalement minimale en a pour x € [a,b], alors
f'(a) >0 et si f est localement minimale en b pour x € |a, b, alors f'(b) < 0.

Y

DEMONSTRATION : 1) Pour tout A dans un voisinage de 0 et tel que & +h € A, on a :
f@+h)—f(2)=0

Donc par définition de la dérivée :

im @R fE@)
h>0 , h—0 h -
lim f(i+h)—f(i“)<0
h<0 , h—0 h -
o F +h) — £(3)
Ti~\ 12 ZC+ - Zz -
Fo=m= ="
2) se démontre de méme. |

Cas particulier 5.1.3. On suppose encore que EE = R et que f est dérivable sur un ouvert
) de R. Si de plus f est convexe, alors :

1)  f est localement minimale sur §) en & € ) si et seulement si elle est minimale en
Z sur (L.

2)  Supposons que f est deux fois dérivable en &, alors si f'(Z) =0 et si f”(z) > 0,
f admet un minimun en x sur §2.

DEMONSTRATION :  On rappelle qu’'une fonction f : Q — R est conveze si
Va,y €0, VEe[0,1], fltz+ (1—1t)y) <)+ (1—O)f()

1) Supposons que f soit localement minimale en z et ne soit pas minimale en ce point. Alors
il existe y € Q tel que f(y) < f(x).
Mais par convexite,

Vi€ [0,1], f(tz+ (1 —t)y) <tf(x)+ (1 —1)f(y) < fz)
Quand t — 1, tz + (1 — t)y — x et ceci contredit la minimalité locale de f en x.

2) Par la formule de Taylor, on peut écrire :

f@4+h)— f(@) = h;f"(;e) + h2%e(h) , avec e(h) — 0, quand h — 0

Quand h est suffisamment petit, f/(Z) + e(h) > 0 et par suite, f(z+ h) — f(z) > 0. Donc f
admet un minimum local en Z et d’apres 1), ce minimum est global. [
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5.2 Optimisation sur un ouvert

Théoréme 5.2.1. (Optimisation sur un ouvert)

Soit f une fonction différentiable sur un ouvert {2 d’un espace vectoriel normé FE, a valeurs
réelles. Si f est localement minimale en T pour x € €, alors f'(z) = 0.

DEMONSTRATION :  Soit h € E. Posons F(t) = f(& + th). Alors, F est définie dans un
voisinage de 0 et est localement minimale en 0. D’ou F'(0) = 0, c’est a dire f'(z)h =0. N

Remarque 5.2.2. Ce théoréme reste valable si €) est d’intérieur non vide et si T est dans
Pintérieur de ().

Cas particulier 5.2.3. On suppose que f est différentiable sur un ouvert ) de F.

Si f est convexe, f est localement minimale sur ) en ¥ € () si et seulement si elle est
minimale en I sur €.

DEMONSTRATION @ On utilise la démonstration du cas scalaire (5.1.3) en appliquant a la
fonction F(t) = f(Z + th). |

5.3 Optimisation sur une variété affine

Définition 5.3.1. 1)  On appelle variété affine d’un espace vectoriel normé E un
ensemble de la forme H = a+V otta € E et V est un sous-espace vectoriel de E.

2) 'V est appelé direction de H.

On remarquera que
V = {33‘1 — T2 | x1,To € H}

et que H est fermé si et seulement si V' l'est.

Théoréme 5.3.2. (Condition nécessaire du premier ordre sur une variété affine) Soient E
un espace vectoriel normé, H une variété affine fermée de E et V la direction de H. Soit f
une fonction différentiable d’un ouvert €2 de E, a valeurs dans R. Soit x € Q0N H.

Pour que f soit minimale en x sur 2N H, il faut que
VheV , fl(z)h=0
DEMONSTRATION :  Posons
VheV , F(t) = f(z +th)

Alors F est localement minimal en 0, d’ou F’(0) = 0.
Or F'(0) = f'()h d’ot le résultat. |
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Remarque 5.3.3. Soit F' un espace vectoriel normé. Supposons que H = {x € E | Az = b},
oun AeZL(E,F)etbe F. AlorsV = {x € E'| Az = 0} et la condition nécessaire du premier
ordre 5.3.2 s’écrit :

Ah=0= f/(Z#)h =0

Pour exprimer cette condition, on a besoin d'un théoreme de Banach, qui prolonge le
théoreme de Banach énoncé dans la partie 1.2.

Théoréme 5.3.4. (Théoreme de factorisation)
Soient E, F' et G trois espaces de banach, A € (E,F) et B € (E,G). On suppose que

Ar=0= Bx =0
Si de plus A est surjective ou si F' est de dimension finie, alors il existe C €% (F, Q) tel que
B=CA

Théoréme 5.3.5. (Régle du multiplicateur)

Soient E et F deux espaces de banach, A € Z(E,F) et b € F. Soit f une fonction réelle
dérivable définie sur un ouvert §2 de E, a valeurs réelles. Soit

H={zecQ|Az=0b}etz € H

Si A est surjective ou si F' est de dimension finie, alors si f est localement minimale en T
sur H, il existe A € F' tel que
fl(z)=MA

DEMONSTRATION :  On a en effet :
Ah=0= f()h=0

Définition 5.3.6. L’élément A\ € F' introduit par le théoréme 5.3.5 est appelé multiplica-
teur de Lagrange.

Exemple 5.3.7. Si FF=RP, on a
A%x
APy
ot pour touti =1,2,....,p, A’ € E' et
62
b
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H est 'ensemble des = € E tels que
Vi=1,2,....p, Alx = b’
On aura
A= M A2 . A

et la regle du multiplicateur s’écrit :
p .
Fl@) =) NA
i=1

Chaque \; est appelé multiplicateur de Lagrange relatif & chacune des liaisons A’z = b;.

5.4 Optimisation avec liaisons.

Soient F et F' deux espaces de banach.

Définition 5.4.1. 1)  On appelle surface d’un espace vectoriel normé E un ensemble
de la forme S = {x € E , g(x) = 0} ou1 g est une fonction de classe C' d’un ouvert 2 de E
dans F' .

2)  ¢'(Z) est appelée direction de S au point .
On remarquera que S = g~ 1(0) est fermée dans FE.

Théoréme 5.4.2. (Condition nécessaire du premier ordre sur une surface) Soient E un
espace vectoriel normé, S une surface de E. Soit f une fonction différentiable d’un ouvert
Q) de FE, a valeurs dans R. Soit x € N.S. On suppose de plus :

1) La dérivée ¢'(Z) de g en T est surjective
2)  Le sous espace vectoriel K = Kerg'(Z) admet un supplémentaire fermé G

Alors, pour que f soit minimale en 2 sur S, il faut que
Vu € Kerg'(z) , f'(Z)u=0

DEMONSTRATION : : Grace a I'hypothese 2), tout vecteur x € E s'écrit de fagon unique
comme x = (z1,22) ou 21 € K,z5 € G. Les fonctions f et g apparaissent donc comme des
fonctions de deux variables.

La dérivée de g en x s’écrit :
9'(2) =9¢'(1.%2) = ( 91(F1,72) 91(%1,%2))
Comme K = Kerg' (%), g1(%1,72) = 0 dansZ (K, F).
L’application linéaire de G dans F, ¢}(Z1,Z2) est surjective par hypothése, injective par

construction et continue car g est supposée de classe C*'. Par le théoréeme de 'application
ouverte (conséquence admise du théoreme de Banach), c¢’est un isomorphisme de G dans F.
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Par le théoreme des fonctions implicites, il existe des voisinages V' de z; dans K, W de
Zo dans G et une fonction h de classe C' de V sur W tels que sur V x W, la relation
g(x1,z2) = 0 soit équivalente a xo = h(xq).

De plus, on a, pour z; € V :

W (21) = g (21, h(21))og) (21, h(z1))

En particulier, h'(Z1) = 0.

Si f est localement minimale en & = (Z1,Z2) sur S, alors la fonction : ¢ : 1 — ¢(z1) =
f(:cl, h(:cl)) est minimale en Z; sur V et d’apres le théoreéme 5.2.1, la dérivée de ¢ au point
Z7 s’annule sur K.

Or, en appliquant les résultats du chapitre 1 sur la composition d’applications différentiables,
la dérivée de ¢ en 77 vaut :

f1 (@1, h(Z1)) + f3 (21, h(Z1)) B (1)

= fi(Z1, h(71))

En identifiant le couple (u,0) de K x G au vecteur u € K C FE, dire que la dérivée de ¢ en
21 s’annule sur K équivaut a la condition

Vu € Kerg' (z) , f'(Z)u=0

Remarque 5.4.3. Si E et F sont de dimension finie, la condition 2) du théoréme 5.4.2 est
automatiquement vérifiée.

Grace au théoreme de factorisation énoncé dans le paragraphe précédent, on obtient une
fagon d’exprimer ce résultat a I'aide d’'un multiplicateur de Lagrange :
Théoréme 5.4.4. (Régle du multiplicateur avec liaison)

Soient E et F' deux espaces de banach, S une surface de E définie par une fonction g de
classe C*' définie sur un ouvert Q de E. Soit f une fonction différentiable, définie sur 'ouvert
) de FE, a valeurs réelles. Soit x € 2N .S. On suppose de plus que :

1) La dérivée ¢'(Z) de g en T est surjective
2)  Le sous espace vectoriel K = Kerg'(Z) admet un supplémentaire fermé G

alors si f est localement minimale en I sur S, il existe A € F' tel que
f(@) = Ag'(2)

Exemple. Calculez le volume maximal d’une boite rectangulaire de surface latérale dépliée

égale a a”.

Remarque. Dans le cas ou on chercher a optimiser une fonction f avec une contrainte,
c’est a dire sur un ensemble de la forme : {z € E , g(x) < 0} ot g est une fonction continue,
on peut considérer deux cas :

1)  On optimise sur I'ouvert {x € E , g(z) < 0} en appliquant le théoréme 5.2.1
2)  On optimise sur la surface {x € E , g(x) = 0} en appliquant le théoréme 5.4.2
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et on compare.

Extension 5.4.5. Les notations étant celles du théoréme 5.4.2, supposons que F' = F; x F,

et que g(x) = ( Z;Eg) ot g1 est affine (g1(x) = Ax +b) et Fy est de dimension finie.

Si la restriction de g5(Z) a KerA est surjective et si f est localement minimale en T sur
S={ze€Q, g(x) =0}, il existe A € (Fy) tel que

Vu € KerA, f(2)u— A\gh(Z)u =10

5.5 Calcul des variations

Le probleme consiste a rechercher les fonctions qui minimisent certaines intégrales. On a
besoin d’un lemme préliminaire :

Lemme 5.5.1. L’espace des fonctions de classe C' définies sur un intervalle [a, b], & valeurs
dans un espace de Banach E, noté % (|a,b]; E) est un espace de banach pour la norme :
1 X + 1X'|l.- L'ensemble des fonctions X € *([a,b]; E) telles que X (a) = a, X(b) = 3
est un sous espace affine fermé de € ([a, b]; E).

Théoréme 5.5.2. (Conditions nécessaires du premier ordre en calcul des variations)

Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie, [a,b] un intervalle de R, L une
application continue de [a,b] x E? dans R, admettant des dérivées partielles L’ et L! par
rapport a la deuxiéme et la troisiéme variable, continues sur [a,b] x E2.

Pour que
/ L(t, X(8), X' (1)) dt

soit localement minimale en X pour 'ensemble des fonction X de classe C et telles que
X(a) = a et X(b) = 3, il faut que I'on ait :

S L1 X (0. K1) = (X (1), X' (1)

Définition 5.5.3. L’équation

%L; (6, X (1), X'(1)) = L, (1, X (), X'(8))

s’appelle I'équation d’Euler.

DEMONSTRATION :  On va appliquer le théoréme 5.3.2 :
L’application

X, U—I(X,U) = /bL(t,X(t), U(t)) dt
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est continiiment différentiable et sa dérivée en X, U est donnée par

I'(X,0)(0X,0U) = / ’ (L (t, X (), U)0X (t) + L, (t, X (), U(t))oU ()] dt
Si X minimise I(X, X’) pour X € € ([a,b]; E) , X(a) = a, X(b) = f, alors X, X’ minimise
I(X,U) pour
X e ([a,b;E), X(a)=a, X(b)=p
Ue%(a,b;E), U=X'

La condition nécessaire du premier ordre s’écrit pour

0X € € ([a,b); E),0U € € ([a,b]; E)

0X(a)=0
OX(b) =0 3 = I'(X, X" (0X,0U) =0
oU = dX'

Compte tenu de la relation 90X (a) = 0, X s’exprime ainsi en fonction de 9U :

OX(t) = / "o (s) ds

La condition 0X (b) = 0 s’écrit
b
/ AU (s)ds =0

Définissons :

G = {0U € Z(|a,b]; E) | /b AU (s) ds = 0}

Nous avons a écrire que

I'(X,X")(0X,0U) = 0

¢
pour tout OU € G, 90X étant donné par 0X (t) = / U (s) ds.

Nous allons faire une intégration par parties sur le premier terme de I'(X, X')(0X, dU) pour
I’exprimer a ’aide de QU : Posons

F(t) :/ Ll (s, X(s), X'(s)) ds
Alors F € €' (Ja,b]; F) et

/b L (t, X (1), X'(1)0X () dt = /b F'(t)0X (t)dt =

F(0)0X (b) — F(a)X (a) — / ’ F(H)(0X)'(t) dt
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D’ot pour 9U € G et 0X(t / oU (s

I(EX(0X.00) = [ [~ F(0)+ L (e X0, X(0) U (1) d

Cette expression doit étre nulle pour tout U € G. D’apres le théoréeme de factorisation, il
existe A € E’ tel que

/b [~ F(t)+ L, (t, X (), X'(t))]0U (t) dt = )\/b oU(t) dt

pour tout U € & ([a, b]; E).

D’ou

L (t, X (1), X'(t) — F(t) = A
ce qui par dérivation par rapport a t donne le résultat annoncé. [ |
Remarques 5.5.4. 1)  Sion voulait exprimer I'(X, X")(0X,dU) en fonction de X

en utilisant la relation OU = 0X', cela conduirait & faire une intégration par parties sur le
deuxiéme terme de I'(X, X')(0X,0U). Or on ne sait pas si L}, (t, X (t), X'(t)) est dérivable
par rappport a t. On peut vérifier que si c’est le cas, cette autre méthode donne le méme
résultat.

2)  La méthode utilisée consiste essentiellement a minimiser par rapport a U sur
I’ensemble

(U € Z(ja,b: E |/ X(b) = X(a)}

La constante X\ est le multiplicateur associé a cette liaison.

3)  On pourrait aussi garder les deux variables X et U et appliquer la régle des
multiplicateurs avec les liaisons :

X(a)=a, Xb)=p, X'=U
Exemple 5.5.5. i)  En remplacant les liaisons X(a) = a , X(b) = [ par

AX(a) = a, BX(b) = 3, ot A € L (E,RP) , B € X (FE;RY), la condition nécessaire
du premier ordre devient la condition d’Euler et les conditions transversales :

L (0, X (@), X' (@) = M, L, (0. X(0), X'(1)) = B3

it)  SiI'on conserve la liaison X (a) = a mais que I'on supprime la liaison X (b) = 3,
la condition du premier ordre est I'équation d’Euler plus la condition

L, (5, X (0), X'(8) = 0
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Exemple. Soit E = (R",||.||,). Trouver la ligne de longueur minimale dans R x E joignant
{t=a,AX(a) = a} et {t =b, BX(b) = [}, ot A et B sont des applications linéaires données
de ¥ dans RP.

Exemple. Minimiser I(r) = o (r? 4+ 1r'2)1/2df sur I'ensemble des fonction r(6) de classe

— Jo
2T .2
C! telles que r(0) = r(27) et J(r) = / % do = S, S étant fixé. Ceci revient a déterminer
9

les courbes fermées en coordonnées polaires de longueur minimale limitant une aire donnée.

DEMONSTRATION : : On applique 'extension 5.4.5 et le calcul des variations.

5.6 Conditions du deuxieme ordre en dimension finie

Théoréme 5.6.1. (Conditions du deuxiéme ordre sur un ouvert)

1)  Soit E un espace vectoriel de dimension finie, f une fonction de classe C?, définie
sur un ouvert €2 de E. Soit T € 2. Si I'on a

F@)=0etVh#£0, f'(&)(hh) >0

alors f est localement minimale en T sur €.

2)  Réciproquement, si f est localement minimale en Z, on a :
f(z)y=0etVhe E, f'()(h,h) >0

DEMONSTRATION : 1) On a :
FE+B) = F(@) + 57" @) h) + () [

avec €(h) — 0 quand h — 0.
Par hypothese, f”(Z) est une forme quadratique définie positive sur 'espace E qui est de
dimension finie. Il existe donc des constantes a,b > 0 telles que

al[h||* < f(&)(h,h) < b]|h]
Par suite

F(@+h) 2 f(@) + [5 + )] [A]°

Donc pour ||h| assez petit, on aura :
f(@+h) > f(Z)

et z est bien un minimum local pour f sur 2.

2) 11 suffit de considérer la fonction
F(t) = f(z +th)

et d’écrire que si z est un minimum local de f sur ©, alors F'(0) = 0 et F”'(0) > 0. |
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Remarque 5.6.2. Si f est convexe et deux fois différentiable en Z, alors si f'(z) = 0 et si
f"(Z) est une forme quadratique définie positive, f admet un minimun en & sur ).

On remarque que comme dans le cas scalaire, si f est localement minimale en Z, elle est
minimale en ce point.
Théoréme 5.6.3. (Conditions du deuxiéme ordre avec liaisons)
Soit E un espace vectoriel de dimension finie, f une fonction de classe C?, définie sur un
ouvert Q) de E et g une application de classe C? de E dans RP. Soit & € § tel que g(Z) = 0.
Sil'on a :
i) ¢ (z) surjective

it) il existe A € (RP) tel que f'(%) = A\g' (%)
et en posant L = f — Xog :

iii) VYh#0, he Kerg' (z), L"(Z)(h,h) >0
alors f est localement minimale en ¥ sur S = {z € Q , g(z) = 0}.

DEMONSTRATION : : admise

Exercice 5.6.4. f et g étant comme dans le théoréme 5.6.3 et vérifiant ’hypothéses i) de
ce théoréme, montrer que la propriété Yh € Kerg'(z) , L"(Z)(h,h) > 0 est une condition
nécessaire pour que f soit minimale sur S.

Exemple. Déterminer les extréma de f(z,y,z) = 2(x + y + z) — xyz sur la sphére définie
par : 22 +y? + 22 <9

65



Chapitre 5 : Optimisation

66



Index des définitions

application différentiable ........... 6
application uniformément contractante 21
applications linéaires continues . ..... 2
boules ouvertes et fermées .......... 4
calcul des variations .............. 59
caractérisation de la résolvante ...... 45

composition des applications différentiables
13

condition nécessaire du premier ordre sur
surface 57
condition nécessaire du premier ordre sur
une variété affine 55
conditions du deuxiéme ordre avec liaisons
63

conditions du deuxiéme ordre sur un ouvert
62

continuité des différentielles des fonctions
implicites 1 25
continuité des différentielles des fonctions

implicites 2 . ... ... L o oL 26
difféomorphisme . ................ 26
différentiabilité des fonctions implicites 23
différentielle de I'inverse ........... 14
diférentielle d'une restriction ........ 14
dérivation suivant un vecteur ....... 6
dérivée partielle . ................. 11
dérivée partielle sur un produit ...... 17
dérivée seconde .................. 29
espaces de banach ................ 5
espaces vectoriels normés ........... 1
existence des fonctions implicites . . ... 22
exponentielle d’applications linéaires .. 49
fonction convexe sur un ouvert de F# .. 55
fonction convexe sur un ouvert de R 54
fonction lipschitzienne ............. 39
fonctions continues . .............. 5
fonctions implicites . .............. 21

67

formule de Taylor avec reste intégral .. 37
formule de Taylor pour les polynomes . 35
formule de Taylor-Lagrange ......... 35

formule de Taylor-Young pour les fonctions
a valeurs réelles 36
Formule de Taylor-Young pour les fonctions

a valeurs vectorielles .............. 36
linéarité de la différentiation ........ 13
matrice jacobienne . ............... 12
multiplicateur de Lagrange ......... 56
optimisation sur un ouvert ......... 59

polynomes sur un espace vectoriel normé 33
propriétés de la résolvante 45

représentation matricielle en dimension finie
4

regle du multiplicateur ............ 56
regle du multiplicateur avec liaison 58
résolvante ............ .. .. ... ... 45
solution d’une équation différentielle 40
solution maximale ................ 43
stricte différentiabilité ............. 17
symétrie de la dérivée seconde .. ... .. 30
symétrie des dérivée successives . ... .. 32
théoreme de Cauchy-Lipschitz ....... 42
théoreme de factorisation .......... 56

théoréme des Accroissements Finis scalaire

15
théoreme des Accroissements Finis vectoriel
16
théoreme des Accroissements Finis a valeurs
scalaires . ... . . . e 16
théoreme du point fixe ............ 21

théoreme du point fixe dépendant d’un pa-

FAMELTe . .ot 21
équation d’Euler ................. 59
équation différentielle ............. 40
équations différentielles linéaires ... .. 44



68



Table des Matiéeres

Chapitre 1 Applications différentiables et formule des accroissements finis

1.1 DéEfinitions et NOTATIONS. ...uiiiiieeeeiiiie e et e e e e e e e e eata e e e eaaaaeees 3
1.2 Applications différentiables ..........cccooiiiiiiiiiiiiiiiiii s 8
1.3 Cas PArtiCULIErS ..iiiiiiieiiiiie e 12
1.4  Regles de différentiation ... 15
1.5 Théoreme des Accroissements FiniS. .....cc.ccoviiiiiiiiiiiiiiiii e, 17
1.6  Un exemple fondamental .........cc.oouuiiiiiiiiiiiiiii e 21
Chapitre 2 Théoréme des fonctions implicites
2.1 Théoreme d’existence des fonctions iIMpPlicites .........ccoooiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii 23
2.2 Théoremes de différentiabilité des fonctions implicites ........ccccooceiiiiiiiiiiiiiinnn.e. 25
2.3 Continuité des différentielles des fonctions implicites .........cccoooveiiiiiniiiiiiiniinnnn. 26
2.4 Notations différentielles .......cocoouiiiriiiiiiniiii e 28
Chapitre 3 Différentiabilité a I’ordre supérieur
3.1 DEArIVEES SECONMES. ..iiiiiiiiiiiiii et e et e et e e e et e e e et e e e e et e e e st e e eeaaneaeannns 31
3.2 DEATIVEES SUCESSIVES iiituiiiiiiieeeiiiieeeeieeeee e e e e taa s e e et e e eataaeaestaaeestaeeaesnnneaesnnns 33
3.3 Formules de Taylor .....cccooiiiiiiiiiii e e 35
Chapitre 4 Equations différentielles
4.1 Théoremes d’existence et d’UNICILE ........o.iiiiiiiiiiiiiiiii e, 41
4.2 Equations différentielles linéaires sans deuxieme membre ...............ccceeviuiine.... 46
4.3 Equations différentielles linéaires avec deuxieme membre ...........cccoeevivvineiennn. 50
4.4 Equations différentielles linéaires a coefficients constants ..........ccccoeeeiiviniiennn. 51
4.5 Equations différentielles linéaires d’ordre p a coefficients constants ................ 53
4.6 Wronskien d'un systeme de SOIUtIONS ........couuiiiiiiiiiiiiiiiii e 53
Chapitre 5 Optimisation
5.1 PrlIMINAITES .uuviiiiiiieiiiiiis ettt e e e et e e et e e e et e e e et e e e aaaneaesaens 55
5.2 Optimisation SUT UN OUVETT ....iiiuiiiriiiiiiniiiiiinee i erie e e e e e e e arin e eaaens 57
5.3  Optimisation sur une variété affine ... 57
5.4  Optimisation avec HaISOMS. ......iiii i e 59
5.5 Calcul des variations .....viiieueiiiiiiiin e e aaan 61
5.6 Conditions du deuxieme ordre en dimension finie .........ccccoveiiiiiniiiiiineniiiiineeennn. 64

69



