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Résumé. On montre, en suivant la méthode de McCann [8], qu’étant donné deux mesures
périodiques p et v sur R? (suffisamment régulidres), on peut trouver une fonction
convexe ¢ telle que V¢ transporte y sur v. © Académie des Sciences/Elsevier, Paris

Monotone maps preserving periodic measures

Abstract.  Following the method of McCann [8), we show that given two (regular enough) periodic
measures {1 and v on RY, there exists a monotone function (ie: the gradient of a convex
Sfunction) which pushes-forward p onto v. © Académie des Sciences/Elsevier, Paris

1. Introduction

Si p et v sont deux mesures de Radon positives (MRP) sur R? (d > 1) et T : R? — R? une
application borélienne (si I’on veut définie seulement u-presque partout), on dit que 7" transporte
posur v si v = Ty, c’est-a-dire, pour tout borélien B de R?, v(B) = u(T~!(B)), ou encore,
Joab(®) dv(y) = Jgub(T(z)) dpe(z) pour toute fonction borélienne positive b : R — R. McCann [8],
prolongeant le travail de Brenier ([3] et {4]), a montré que si et v sont des probabilités sur R? et que
{4 est absolument continue par rapport 4 la mesure de Lebesgue, alors il existe une fonction convexe
¢ sur R? telle que V¢ transporte u sur v. Récemment, McCann [9] a apporté une réponse générale
au probléme du transport sur une variété riemannienne (le résultat a été annoncé dans [7]). Le but
de cette Note est d’étudier directement et avec un autre point de vue le cas particulier des mesures
périodiques (c’est-a-dire le cas de la variété T™). Signalons que le cas des mesures périodiques sur
R? a été étudié numériquement par Benamou et Brenier [2].

Une MRP périodique est une MRP sur R? égale a ses Z%-translatées. Une MRP périodique sera
une probabilité périodique si, de plus, la mesure de (par exemple) [0, 1[%, qui est toujours finie, est
égale a 1. Le résultat principal est le suivant :

THEOREME 1. — Soit et v deux probabilités périodiques sur R, On suppose que p est absolument
continue par rapport a la mesure de Lebesgue. Alors il existe une fonction ¢ convexe sur R? telle
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que V¢ transporte p sur v et telle que V¢ soit additive : V(xz + p) = V(z) + p pour presque
tout © € R? et pour tout p € 7°

Si p et v sont a densités | et g, o f, g sont deux fonctions périodiques continues holdériennes
d’ordre o > 0 sur R? (d’intégrale 1 sur [0, 1]d) telles que Ay < f, g < Xo, avec Ay, Ay > 0, alors
la fonction convexe ¢ précédente est de classe C*P, pour 0 < 8 < o. C’est une solution convexe de
I’équation de Monge-Ampére : det(8;;¢(2)) f(Vé(z)) = g(z).

On dit qu'une partie S C R* x R? est cycliquement monotone si pour toute famille finie
(0,%0)s - - -, (%, yx) de points de S et pour toute permutation o de {0,...,k} :

k k
Z,; lzi — yil* < ;) |Zagy — il

Si ¢ est une fonction convexe sur R, le sous-gradient 8¢ de ¢ est la partie de R? x R? définie
par : 8¢ = {(z,y) € R4 x R?; #(2) > (y, z — x) + ¢p(z), Yz € R%}. On utilisera le résultat de
Rockafellar suivant [10] :

PROPOSITION 1. — Soit S C R? x R% Il existe une fonction convexe propre ¢ sur R? telle que S C 8¢
si et seulement si S est cycliquement monotone.

Si p et v sont deux mesures sur R? et v une mesure sur R? x R?, on dit que y a pour marginales
respectivement 4 et v si pour toute partie borélienne B de R?, u(B) = y(BxR?) et v(B) = v(R¢x B).
La stratégie de démonstration, due & McCann [8], consiste & construire une MRP sur R? x R? ayant
et v comme marginales, et ayant un support cycliquement monotone. Pour cela, on commencera par
traiter le cas ol les mesures p et v sont discrétes et on concluera par approximation. On notera C>°(R%)

I’espace des fonctions C* 2 support compact sur R. Si (u,,) est une suite de MRP, et y une MRP,
on dit que p,, tend vers y si pour tout f € C°(R?) on a u,(f) — wu(f), et on écrira alors p, — p.

2. Un résultat d’existence d’ensembles cycliquement monotones

Si z € RY, T désignera la classe de = dans R?/Z?. On notera d la distance usuelle sur R?/Z¢ : pour
tous z, y € R%, d(Z,7) = inf,ez¢ |z — y + p|. On dit que la famille (Zg, 7o), - . ., (Tx, s) de points
de R%/Z? x R%/7?, vérifie (C) si pour toute permutation de o de {0,...,k},

k k
Z:O d2 (Tz—a E) S Z() dz(xa(i)a E)

Le résultat dont nous aurons besoin est le suivant :

PROPOSITION 2. — Soit xg, ...,z € [0,1]? et yo,...,yr € R? avec I’hypothése que pour tout i < k,
d(Ti, %) = |zi — yil (ce qui revient simplement & choisir un représentant convenable dans ;). Alors
si la famille (To,%0), . . ., (Tk, Yk ) vérifie la condition (C), I’ensemble

{(zi+p, yi+p); i<k, pel?}
est cycliguement monotone dans R% x RY.

Démonstration. — Soit une famille de couples ((a:i,yi))i <, Vérifiant les hypothéses de la
proposition 2. On notera, pour ¢ < k et p € Z¢ : x;, = x; + p. On doit vérifier que I’ensemble
des couples {(z;,, ¥ip); ¢ <k, p € Z%} est cycliquement monotone. On se donne donc un sous-
ensemble fini de couples du type {(z:y, yip); i < k, p € {~N,...,N}¢}, pourun N > 0, et 7
une bijection de {0,...,k} x {~N,..., N}%. On notera T¢ = {=N,..., N} Il faut montrer que :

> ey = %ipP 2 X Zip — il
i<k, peTd i<k,peTE
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On remarque que |Zip — Yip| = |Zi — yil = d(T7, ) et que |z p) — Yipl = d(Tagip)s Vip)-
Introduisons pour ¢, j < k le nombre A;; défini par :
A;j=Card ({peT¢; 3qe Tx tel que n(i,p) = (J, 0})-
Sin(i,p) = (4,q), onad*(Tngip), Vip) = 4*(T(0), Bip) = d*(Z5, 7). 1l suffit donc de montrer que :

> A @7 2 N+ 1)) & (@LT). )

,5<k i<k

On vérifie immédiatement que la matrice (A; ;) posséde une propriété de bi-stochasticité :

ViO» jO S ka Z Aio,j = Z Ai,jo = (2N+ ]_)d
i<k i<k

Par conséquent, la matrice (@Th_l—)g Ai,j) s’écrit comme combinaison convexe (& coefficients

positifs) de matrices de permutation. Il suffit donc de montrer (1) quand ( A; j) est la matrice

1
(2N+1)¢
d’une permutation o, ce qui revient a dire que la famille ((x_l, @z‘»))i < Vérifie la condition ©).

Remarque 1. — Si on se donne une famille quelconque ((E, E)) ;<> ON peut trouver une permutation
7 de {0,...,k} telle que : si on note z; = y, 1), la famille ((7,7%)), ., vérifie la condition (C).

3. Démonstration du théoréme (existence)

Soit p et v deux probabilités périodiques sur R?. On construit deux suites () et (v,,) de probabilités
périodiques sur R, p, —— p et v, — v, de la forme :

ZZ@,pet V"_k+1zz vips 2)

1<k pezd i<k peZd

ol les z;, y; sont dans RY (et Zip = ; + p) et & désigne la mesure de Dirac dans R<. On devrait
noter k,, z?, y. On suppose que (quitte & renuméroter les y;) la famille ((17-, E))1 <, Vérifie la
condition (C) et que I’on a pris les z; dans [0,1[? et les y; tels que |z; — ;| = d(T3, y_:) Tout cela
ne change pas les mesures y,, et v,. On définit alors , sur R? x R? par :

1
Tn = (k + 1)2 Z 6(’*ivrvy1vp)'

i<k,peZd

Cette MRP a, d’aprés la proposition 2, un support cycliquement monotone. Elle admet respectivement
U, €t v, comme marginales. D’autre part, pour tout compact K C R? x R? il existe Cx > 0 tel que
Yo(K) < Cg, ¥n > 0. En effet, si K C [-N,N]? x R%, on a y,(K) < pn([-N, N] ) = (2N)4,
On peut donc extraire une sous-suite, que nous noterons encore 7,, telle que 7, 5 «, ol vy est
une MRP sur R? x R,

On rappelle que si A, est une suite de MRP convergeant vers une MRP ), alors, si zg € supp A,
il existe une suite z,, € supp A, telle que x, — zo. En approchant le support de -y par celui des vy,
on vérifie que le support de v est cycliquement monotone.

Une propriété essentielle du support de 7, (et par extension du support de 7), obtenue par
construction, est que (x y) € supp (Yn) = |z —y| < ‘/_ , puisque si (z,y) € supp (y») on a
lz —y| = d(z,7) < < ¥4 On voit alors (en utilisant une fonctlon test dans C°(R%)) que le fait d’avoir
u (ou v) pour margmale passe de v, a 7.

On sait qu’il existe une fonction ¢ convexe (propre donc continue) sur R? telle que suppy C 9¢ et
donc pour ~y-presque tout couple (z,y) € RIxR? on a (z,y) € d¢. Or ¢ est Lebesgue-presque partout,
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et donc p-presque partout, différentiable. II est alors immédiat (voir [8]) que V¢ transporte y sur v.
Enfin, si (z,y) € supp s, alors Vp € Z%, (z + p,y + p) € supp ¥». Cette propriété est conservée par
supp~y. Par conséquent pour presque tout 2 € R? et pour tout p € Z% on a V(z + p) = Vé(z) + p.
Ce qui achéve donc la démonstration de la premiére partie du théoreéme.

4. Régularité dans le théoreme

La deuxiéme partie du théoréme se montre en utilisant des résultats de Caffarelli ([5] et [6]). On
note pour z € R? : 9¢(z) = {y € R?; (z,y) € 9¢}. Le résultat suivant, qui figure implicitement
dans [1], nous a été communiqué par S. Alesker.

LEMME 1. — Avec les notations du théoréme 1, si ’on suppose que les deux mesures i et v sont
absolument continues par rapport & la mesure de Lebesgue, on peut construire une fonction convexe
W qui transporte v sur et telle que : ¥z, y € RY, (z,y) € 8¢ = (y,z) € O, ce qui implique en
particulier que V1 est v-presque partout I'inverse de V. De plus, si on note A = {x € R?; 9¢(z)
n’est pas unique}, on a :

V({yEIRd; dz € A, (z,y) € 8¢}) = 0. 3)

Démonstration. — Pour la premiére partie du lemme 1, qui repose sur le fait que la notion de cyclique
monotonie est symétrique en z et y (voir [1]). Notons B = {y € RY; 3z € A, (z,y) € 0¢} et
C = {y € B; 99¥(x) est unique}. On sait que v(B \ C) = 0 et il faut donc prouver que v(C) = 0.
On montre que (z,y) € dp et y € C => z € A. Comme p(A) =0, on a v(C) = p(Vé~1(C)) = 0.

|

Les hypothéses de régularité du lemme 1 étant vérifiées, on peut définir sans ambiguité, grace a (3),
pour tout borélien B, la mesure v(V$(B)), et on a : v(V$(B)) = u(B). D’apres les hypothéses
faites sur les densités f et g, il existe alors des constantes A et A > 0, telles que pour tout compact
K € R?: Avol (K) < vol (Vg(K)) < Avol (K). Cela veut dire que ¢ vérifie sur R? au sens faible
d’Alexandrov : A < det (J;;¢(x)) < A. D’apres [5], la fonction ¢ est de classe Cl, et méme CH®
pour un certain & > 0. La fonction V¢ est donc continue et inversible. On conclut alors grice a [6].
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