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R&urn& On montre, en suivant la mkthode de McCann [8], qu’ktant donnC deux mesures 
pkriodiques p et v  sur Rd (suffisamment r6gulikres), on peut trouver une fonction 
convexe 4 telle que 04 transporte ,U sur Y. 0 AcadCmie des ScienceslElsevier, Paris 

Monotone maps preserving periodic measures 

Abstract. Following the method of McCann [8], we show that given two (regular enough) periodic 
measures ,u and v on Rd, there exists a monotone function (ie: the gradient of a convex 

function) which pushes-forward /L onto u. 0 AcadCmie des ScienceslElsevier, Paris 

1. Introduction 

Si p et v sont deux mesures de Radon positives (MRP) sur Rd (d 2 1) et T : IWd -+ Rd une 
application borklienne (si l’on veut dkfinie seulement p-presque partout), on dit que T trunsporte 
,u sur v si Y = Tp, c’est-h-dire, pour tout borelien B de IWd, V(B) = p(T-l(B)), ou encore, 
./Rd VY) Wg) = hd V(4) k(z) P our toute fonction borklienne positive b : IWd + R. McCann [8], 
prolongeant le travail de Brenier ([3] et [4]), a montrC que si p et v sont des probabilitks sur IWd et que 
b est absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue, alors il existe une fonction convexe 
U, sur Rd telle que 04 transporte p sur v. RCcemment, McCann [9] a apportk une rkponse gCntrale 
au problkme du transport sur une variCtC riemannienne (le rksultat a CtC annonce dans [7]). Le but 
de cette Note est d’Ctudier directement et avec un autre point de vue le cas particulier des mesures 
pkriodiques (c’est-h-dire le cas de la variCtC Tn). Signalons que le cas des mesures pkriodiques sur 
R2 a CtC CtudiC numtriquement par Benamou et Brenier [2]. 

Une MRP pkiodique est une MRP sur Wd Cgale 2 ses Zd-translatkes. Une MRP pkriodique sera 
une probabilite’ pe’riodique si, de plus, la mesure de (par exemple) [0, l[d, qui est toujours finie, est 
6gale h 1. Le rksultat principal est le suivant : 

THI?O&ME 1. - Soit p et v deux probabilitks ptriodiques sur IWd. On suppose que ,Q est absolument 
continue par rapport 13 la mesure de Lebesgue. Alors il existe une fonction $ convexe sur Rd telle 

Note pr&entCe par Gilles PISIER. 
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que 04 transporte p sur v et telle que 04 soit additive : V$(x + p) = V~(X) + p pour presque 
tout 2 E Rd et pour tout p E Zd. 

Si p et v sont h densit& f et g, 02 f, g sont deux fonctions pe’riodiques continues hiilde’riennes 
d’ordre Q > 0 sur Wd (d’intkgrale 1 sur [O,lld) telles que Al 5 f, g 5 X2, avec X1, X2 > 0, alors 
la fonction convexe 4 prtkkdente est de classe C2>p, pour 0 < p < a. C’est une solution convexe de 
l’kquation de Monge-Amp&e : det(6’ij$(x))f(V4(x)) = g(z). 

On dit qu’une partie 5’ c Wd x Wd est cycliquement monotone si pour toute famille finie 
(x0, Y/o), . . . , (xk, yk) de points de S t e pour toute permutation (T de (0, . . . , Ic} : 

i$o 1% - Yli12 I EC0 IXc+) - Yi12. 

Si 4 est une fonction convexe sur R d, le sous-gradient a$ de 4 est la partie de Wd x IWd dCfinie 
par : a#~ = ((2, y) E Wd x Rd ; 4(z) 2 (y, z - x) + 4(x), Vz E W”}. On utilisera le rCsultat de 
Rockafellar suivant [lo] : 

PROPOSITION 1. - Soit 5’ c Rd x Rd. I1 existe une fonction convexe propre 4 sur Wd telle que 5’ c a+ 
si et seulement si S est cycliquement monotone. 

Si p et u sont deux mesures sur Wd et y une mesure sur IWd x Wd, on dit que y a pour marginales 
respectivement p et v si pour toute partie borklienne B de Wd, p(B) = Y(B x Wd) et v(B) = y(Rd x B). 
La stratkgie de dimonstration, due B McCann [8], consiste B construire une MRP sur BBd x IWd ayant ,U 
et v comme marginales, et ayant un support cycliquement monotone. Pour cela, on commencera par 
traiter le cas oti les mesures p et v sont disc&es et on concluera par approximation. On notera CT(U3d) 
l’espace des fonctions Cm 2 support compact sur Rd. Si (,u~) est une suite de MRP, et p une MRP, 
on dit que pn tend vers ,U si pour tout f E C,-(Wd) on a p,(f) --+ p(f), et on Ccrira alors ,u, 5 p. 

2. Un rCsultat d’existence d’ensembles cycliquement monotones 

Si x E Wd, Z designera la classe de z dans Rd/Zd. On notera d la distance usuelle sur Rd/Zd : pour 
tous IC, y E IWd, d(Z, y) = inf pEZd 12 - y + pi. On dit que la famille (G,O), . . . , (G, T&) de points 
de Wd/Zd x Rd/Zd, vCrifie (C) si pour toute permutation de 0 de (0,. . . , ,4}, 

i=o i=O 
Le resultat dont nous aurons besoin est le suivant : 

hoPosITIoN 2. - Soit x0,. . . , xk E [0, lld et y/o,. . . , yk E Rd avec l’hypoth&se que pour tout i 5 k, 
d(z, vi) = Ix; - yil ( ce qui revient simplement k? choisir un reprksentant convenable dans yi). Alors 
si la famille (Cg, O), . . . , (?&,x) ve’riJie la condition (C), l’ensemble 

{Cxi+P,Yi+P); ilk,PEZd} 

est cycliquement monotone duns Rd x Rd. 

Dkmonstration. - Soit une famille de couples ((xi, ~i))~<& vCrifiant les hypothkses de la 
proposition 2. On notera, pour i 5 k et p E Zd : Xi,p = Xi tp. On doit verifier que l’ensemble 
des couples {(xi,*, yi,p) ; i i Ic, p E Ed} est cycliquement monotone. On se donne done un sous- 
ensemble fini de couples du type {(xi,*, yip) ; i 5 k, p E {-N, . . . , N}d}, pour un N 2 0, et T 
une bijection de (0, . . . , Ic} x {-N, . . . , N}>. On notera T$ = {-N, . . . , N}d. 11 faut montrer que : 

C 
ilk,peT,$ 
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On remarque que 12+ - Y~,~I = 1~ - YY~/ = d(%, y;) et que Ix,(~,~) - Y~,~I L d(x,(i,p),Yi,p). 
Introduisons pour i, j 5 k le nombre A,,j dCfini par : 

A,,j = Card ({p E T$ ; 3 q E T$ tel que r(i,p) = (j, 4))). 

Si 46~) = (i 4% on a @(Z,(i,p), yi,p) = d2 (m, y;,P) = d2 (q, Y;). 11 suffit done de montrer que : 

c Ai,jd2(?q,jjJ 2 (2N+ l)dxd2(z,?Jz). 
i,j<k illi 

(1) 

On vCrifie immkdiatement que la matrice (A;,j) posskde une propriCtC de bi-stochasticit : 

via, jo I k 3$IkAio,j = t-kA,j, = (2N + ljd. 
- 

Par consiquent, la matrice 
( 

~ A,,j (2N\1jd 
> 

s’krit comme combinaison convexe (a coefficients 

positifs) de matrices de permutation. 11 suffit done de montrer (1) quand 
( 

& A+ > est la matrice 

d’une permutation g, ce qui revient & dire que la famille ((c;, g)),,, vkrifie la condition (C). 

Remarque 1. - Si on se donne une famille quelconque ((E, yi)) ,<kT on peut trouver une permutation 

7 de (0, . . . , k} telle que : si on note zi = Y~-I(~), la famille ((~:z))~<~ vCrifie la condition (C). 

3. DGmonstration du thCor&me (existence) 

Soit p et v deux probabilitks pkriodiques sur W d. On construit deux suites (CL,) et (v,) de probabilitCs 
pkriodiques sur Wd, bn --% p et vn -% V, de la forme : 

oti les ICY, y; sont dans Rd (et xi,p = zi + p) et 6 dksigne la mesure de Dirac dans Wd. On devrait 
noter k,, x:1, ya. On suppose que (quitte g renumkroter les y;) la famille ((:i,7Ji))i<k vCrifie la 

condition (C) et que l’on a pris les xi dans [0, l[d et les yi tels que lxi - yliI = d(E, j$). Tout cela 
ne change pas les mesures pn et v,. On dCfinit alors yn sur Rd x Wd par : 

Yn = (k : 1)2 i<k pE;ed s(zwk’). c 

Cette MRP a, d’aprks la proposition 2, un suppogcicliquement monotone. Elle admet respectivement 
p, et V, comme marginales. D’autre part, pour tout compact K c Wd x Wd il existe CK > 0 tel que 
y,(K) 5 CK, ‘dn 2 0. En effet, si K c [-N,Nld x Rd, on a y,(K) 5 pn([--N,Nld) = (2N)d. 
On peut done extraire une sous-suite, que nous noterons encore Ye, telle que yn -% y, oi3 y est 
une MRP sur BBd x Wd. 

On rappelle que si A, est une suite de MRP convergeant vers une MRP A, alors, si 20 E supp A, 
il existe une suite x, E supp A, telle que z, -+ x0. En approchant le support de y par celui des yn, 
on vCrifie que le support de y est cycliquement monotone. 

Une propritt6 essentielle du support de 7n (et par extension du support de r), obtenue par 
construction, est que : (x, y) E supp (m) ==+ Iz - yI < +, puisque si (2,~) E supp (m) on a 
lx - y/I = d(: 7~) 5 a 0 n voit alors (en utilisant une fonction test dans C,“(Wd)) que le fait d’avoir 
p (ou V) poui margkle passe de yn & y. 

On sait qu’il existe une fonction 4 convexe (propre done continue) sur IWd telle que supp y C 84 et 
done pour y-presque tout couple (z, y) E Wd x IWd on a (x, y) E 84. Or 4 est Lebesgue-presque partout, 

201 



D. Cordero-Erausquin 

et done p-presque pat-tout, differentiable. 11 est alors immediat (voir [S]) que V$J transporte p sur v. 
Enfin, si (2, y) E supp TV, alors Vp E Zd, (X -l-p, y + p) E supp 3/n. Cette propriete est conservee par 
supp y. Par consequent pour presque tout z E Rd et pour tout p E Zd on a V$(z + p) = 0$(z) + p. 
Ce qui achbve done la demonstration de la premiere partie du theoreme. 

4. RCgularitC daus le thCor&me 

La deuxieme partie du theoreme se montre en utilisant des resultats de Caffarelli ([5] et [6]). On 
note pour z E Wd : a$qx:) = {y E Rd ; (x, y) E a$}. L e resultat suivant, qui figure implicitement 
dans [l], nous a CtC communique par S. Alesker. 

LEMME 1. - Avec les notations du theoreme 1, si l’on suppose que les deux mesures p et Y sont 
absolument continues par rapport a la mesure de Lebesgue, on peut construire une fonction convexe 
$ qui transporte u sur n et telle que : Vx, y E Rd, (x, y) E 84 3 (y, x) E a$, ce qui implique en 
particulier que VG est u-presque partout l’inverse de 04. De plus, si on note A = {x E Rd ; &j(x) 
n’est pas unique}, on a : 

u({yl~R~; 3z~A, (x,y)&@})=O. (3) 

Demonstration. - Pour la premiere partie du lemme 1, qui repose sur le fait que la notion de cyclique 
monotonie est symttrique en x et y (voir [l]). Notons B = {y E Wd ; 3 z E A, (x, y) E 84) et 
C = {y E B; i3$(x) est unique}. 0 n sait que v(B \ C) = 0 et il faut done prouver que v(C) = 0. 
On montre que (z, y) E &,4 et y E C ==+ x E A. Comme p(A) = 0, on a w(C) = p(V@‘(C)) = 0. 

cl 
Les hypotheses de regularite du lemme I &ant verifiees, on peut dtfinir saris ambiguite, grace a (3), 

pour tout borelien B, la mesure v(Vd(B)), et on a : @7$(B)) = ,u(B). D’apres les hypotheses 
faites sur les densites S et g, il existe alors des constantes X et A > 0, telles que pour tout compact 
K E Rd : Xvol(K) 2 vol(V$!)(K)) < Avol(K). c e a veut dire que 4 verifie sur Wd au sens faible 1 
d’alexandrov : X 5 det (aij$(z)) 2 A. D’apres [5], la fonction 4 est de classe Cl, et mCme Cl>” 
pour un certain (Y > 0. La fonction 04 est done continue et inversible. On conclut alors grace a [6]. 
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