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Avant-propos

Les travaux de ce mémoire touchent & des domaines des mathématiques a premiere vue
éloignés — géométrie riemannienne, analyse complexe, inégalités euclidiennes, analyse fonc-
tionnelle, probabilités, mécanique statistique. Ils sont cependant guidés par des principes
communs que nous rappellerons dans l'introduction. Parmi ces principes, on trouve d’une
part 'inégalité de Brunn-Minkowski, et d’autre part des méthodes de démonstration amenant
naturellement & une étude transversale de problemes ayant trait aux inégalités au sens large.
Nous avons opté pour une présentation « classique » par domaine, mais nous verrons qu’en
de nombreux cas, elle se confond avec un regroupement par méthode de démonstration. Les
méthodes dominantes de nos travaux sont le transport de mesure, la méthode variationnelle
(& la Bochner) et, aussi la méthode de semi-groupe (ou stochastique).

Les cinq parties se concentrent sur les travaux mentionnés dans la page précédente avec,
essentiellement, le regroupement suivant :

Partie 1. 1.1 : [10] et [7]; 1.2 : [6]

Partie 2. [13], [11] et [2]

Partie 3. 3.1 : [3];3.2: [9]

Partie 4. 4.1 : [12] et [10]; 4.2 : [4]

Partie 5. 5.1 : [5]; 5.3 : [1]

Bien que nous ayons tenté de mettre nos résultats en perspective avec d’autres travaux
connus, ce mémoire n’est évidemment pas un survey du domaine puisque son but — bien plus
modeste — est de présenter, de la maniere la plus cohérente et accessible possible, nos travaux.






INTRODUCTION

Nous allons commencer par rappeler des résultats classiques autour de I'inégalité de Brunn-
Minkowski et de ses formes fonctionnelles, en insistant sur les aspects qui influencent notre
recherche. Dans un deuxieme temps, nous présenterons les méthodes et les outils fréquemment
utilisés.

L’inégalité de Brunn-Minkowski et ses versions fonctionnelles
Pour A,B C R", et A € R, on note AA = {\a;a € A} et
A+B={a+b; ac A, be B}.

L’inégalité de Brunn-Minkowski sur R™ — qu’il serait plus juste d’appeler inégalité de
Brunn-Minkowski-Lusternik — donne la relation suivante entre la structure linéaire de
R™ et la mesure de Lebesgue notée vol : pour A, B C R",

(1) vol(A 4+ B)Y™ > vol(A)Y™ + vol(B)'/™.

Pour éviter des problemes de mesurabilité on peut supposer, par exemple, que A et B sont o-
compacts. Cette inégalité, d’énoncé tres simple, est riche d’enseignements. Remarquons qu’il
n’est a priori pas évident de calculer le volume de A+ B puisqu’un élément x € A+ B admet
en général de nombreuses décompositions x = a + b avec a € A et b € B. Les démonstrations
de l'inégalité de Brunn-Minkowski font naturellement intervenir les « couplages » des éléments
de A et de B.

On sait que I'inégalité de Brunn-Minkowski permet de retrouver l'inégalité isopérimétrique
euclidienne. Si B désigne la boule euclidienne de rayon 1 pour la structure euclidienne usuelle
(R™,-,] - |), alors, A + eB§ consiste en ’ensemble des points a distance au plus € > 0 de A.
Pour un ensemble A C R™ ayant un bord suffisamment régulier, la mesure de surface de son
bord vaut donc
vol(A +eB%) — vol(A)

€

|0A| = lim
e—0

Supposons que A C R" a la méme mesure que BY : vol(4) = vol(Bj) (par homogénéité,
c’est le cas général). Comme il y a égalité dans 'inégalité de Brunn-Minkowski (1) lorsque les
ensembles sont homothétiques et convexes, on déduit de (1) que

vol(A + eBy) > vol(B3 +eBy),
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et donc que
|0A| > [0B3|.

On retrouve bien qu’a volume fixé, la boule euclidienne a la plus petite mesure de surface

du bord. Nous reviendrons sur I'isopérimétrie dans la premiere partie lorsque nous étudierons

les inégalités de Sobolev optimales. Nous renvoyons au livre de Schneider [Schn93] pour les

applications classiques de 'inégalité de Brunn-Minkowski en géométrie des corps convexes et

au livre de Pisier [Pis89] pour I'étude des formes inverses de I'inégalité de Brunn-Minkowski.
En énoncant I'inégalité de Brunn-Minkowski sous la forme équivalente suivante,

(2) vol((1 — t)A + tB)Y™ > (1 — t)vol(A)"/™ + tvol(B)'/™,

pour t € [0,1], on met en lumiére la concavité de la fonctionnelle vol'/™. Si T'on vise des
extensions & d’autres structures géométriques, il est naturel, en comparant (1) et (2), de se
demander s’il faut interpréter I'inégalité de Brunn-Minkowski comme un énoncé algébrique
ou comme un énoncé métrique : nous donne-t-elle une information sur l'interaction entre
le volume et la structure vectorielle, ou entre le volume et la structure géodésique (ici les
segments). Par exemple, il est possible de définir, dans un espace métrique possédant des
géodésiques, un analogue de (1 —t)x + ty (c’est la notion naturelle de barycentre). Et nous
verrons justement que, sur une variété riemannienne de dimension n ayant une courbure
positive, I'inégalité (2) (reformulée en termes de barycentre géodésique) est vraie [CMS01].
Il n’empéche que 'on peut aussi chercher & étendre la forme (1) au cas ol on a une structure
de groupe (G, +) avec une mesure de Haar. Des cas particuliers comme Z ou le tore R/Z sont
connus et sont liés aux progressions arithmétiques.
De (2) on tire que

(3) vol((1 — t)A +tB) > vol(A) "t vol(B),

ce qui exprime la log-concavité du volume. En jouant astucieusement sur le parametre ¢ € [0, 1]
et en utilisant 'homogénéité du volume, on voit qu’en fait I'inégalité (3) pour tout ¢ implique
I'inégalité de Brunn-Minkowski.

A partir des années 70, on s’est intéressé a des inégalités fonctionnelles liées & 'inégalité de
Brunn-Minkowski. Les formes fonctionnelles sont beaucoup plus riches que la forme géométri-
que (méme lorsqu’elles sont formellement équivalentes) et ce, d’abord, parce qu’elles s’ap-
pliquent & des mesures autres que la mesure de Lebesgue. Ces formes fonctionnelles ont
permis des avancées importantes en analyse harmonique, et en probabilités et sont encore
source d’inspiration (voir par exemple les surveys [DG80, Gar02, Mau05]). L’inégalité la
plus populaire est certainement la forme fonctionnelle de (3) due & Prékopa [Pré71, Pré73|
et & Leindler [Lei72].

Théoréme (Inégalité de Prékopa-Leindler). — Soit t € (0,1) et f,g,h : R" — Ry
tels que Vx,y € R™,

(4) h((1=t)z +ty) > fH(2)g" (v).

simsona: [z ([9)7 ([ )
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On peut aussi énoncer ce résultat de maniere condensée : pour f,g: R" — R4 on a

(5) /Z:(IS_utI))My{f(w)l‘tg(y)t} dz > </ f>H (/g>t-

L’inégalité de Prékopa-Leindler peut donc se voir comme une forme inverse de l'inégalité
de Holder. On retrouve I'inégalité de Brunn-Minkowski sous sa forme multiplicative (3) en
prenant f = 14 et g = 1p, les fonctions indicatrices d’ensembles A, B C R™. Mais on voit que
si 'on remplace la mesure de Lebesgue par une mesure p a densité log-concave, c’est-a-dire
de la forme du(z) = e~V ®) dz avec V convexe, alors la conclusion

foas(f ) (f o)

reste vraie deés que la condition (4) est vérifiée. En particulier, I'inégalité de Brunn-Minkowski
sous sa forme multiplicative

p(1 =) A+B) > p(A) " u(B)*

est vraie pour toute mesure p a densité log-concave.

A titre d’application, donnons-nous une mesure p a densité log-concave paire sur R" et
C C R" est un ensemble convexe symétriqgue (au sens C = —C'). On tire de 'inégalité de
Brunn-Minkowski pour p que la fonction  — u(x + C') est log-concave sur R", et donc, par
parité, que

(6) wax+C) > p(C), VreR™

Cette inégalité, démontrée en fait par Anderson [And55] vingt ans avant les travaux de
Prékopa et Leindler est motivée par des questions de statistiques.

Un exemple typique de mesure log-concave, outre la mesure de Lebesgue, est une mesure
gaussienne (standard ou non) sur R™. Remarquons également que la restriction d’une mesure
log-concave a un ensemble convexe est encore une mesure log-concave.

A la suite les travaux de Prékopa et de Leindler (mais aussi de Anderson, Rinnott, Henstock
et MacBeath), Borell [Bor75] et Brascamp-Lieb [BL76a] ont indépendamment démontré
des versions dimensionnelles liées directement & la forme (2) de Brunn-Minkowski. Ces deux
travaux, pour des raisons différentes, ont eu une grande influence sur I’étude des inégalités
fonctionnelles liées a la log-concavité et a la géométrie des corps convexes. Introduisons les
moyennes Mtk liées & la notion de k-concavité. Soit t € [0, 1] et p € R. Pour a,b > 0 on définit

() M2 (a,b) = (1 = t)a? + t7) /7

siab # 0 et MP(a,b) = 0 si ab = 0. Remarquons que M?(a,b) = a'7'b est la moyenne
géométrique. On remarque aussi que M; *°(a, b) = min{a, b}, alors que M; > donne le max.
Formellement, on a simplement introduit la norme LP sur l'espace & deux points {0, 1} muni
de la mesure de probabilité (1 —t)dy +td; ; ce point de vue est utile pour obtenir des inégalités
de Hélder ou de Jensen pour les moyennes MF.
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Théoréme (Borell-Brascamp-Lieb). — Soit p > —1/n. Etant donné t € [0,1] et f,g :
R™ — R, on pose pour z € R",

hi(z) == sup  M{(f(2),9(y))-

z=(1—t)z+ty

Alors on a, /ht > Mi)/(an) </f>/9> )

Remarquons que le cas p = 0 est exactement 1'inégalité de Prékopa-Leindler (5). En utilisant
I'inégalité de Holder pour les moyennes MY on voit que l'inégalité pour un p > —1/n se
déduit du cas extrémal p = —1/n. Mais en fait, en utilisant ’homogénéité de la mesure, on
peut encore montrer qu’elles sont équivalentes. On voit que, grace a ’homogénéité, on peut

énoncer le cas p = —1/n sans faire intervenir de barycentres : pour f,g: R, — R, telles que
/f = /g =1,ona
—n
(8) [ sw (@ gy ) e =
z=x+y

En prenant f = 14/vol(A) et g = 1p/vol(B), on retrouve exactement la forme (1) de
I'inégalité de Brunn-Minkowski puisqu’on a alors

n B
sup <f(:13)_1/" + g(y)‘””) = (vol(A)l/" + Vol(B)l/”) "1ayn(2).
zZ=x+y
Une fonction positive F' est dite k-concave, pour k € R, si %F k est concave (sur son
support), soit encore si I'on a, pour x,y € R" et t € [0,1], F((1—t)z +ty) > MF(F(x), F(y)).
Une mesure est k-concave si l'on a, pour A, B C R" et t € (0,1),

u(1 = )A+1tB) > ME(u(A), u(B)).

On s’intéresse au plus grand k possible pour lequel on a de la k-concavité, puisque k-concave
= k’-concave pour tout k' < k. Le théoreme de Borell-Brascamp-Lieb dit que pour toute
mesure 4 sur R absolument continue (par rapport a la mesure de Lebesgue) et k > —1/n :

k
la densité de u est k-concave = la mesure p est k,-concave, pour k, := To ok
n

Borell a observé que la réciproque est vraie aussi. Contrairement au cas de la log-concavité
k = 0, il faut ici distinguer mesure et densité. Comme une fonction constante restreinte a
un convexe (éventuellement R™) possede toutes les concavités possibles (en particulier elle
est oo-concave), on retrouve que la mesure de Lebesgue restreinte & un convexe est 1/n-
concave, ce qui est la plus grande k-concavité possible pour une mesure absolument continue.
Ainsi la log-concavité est la notion naturelle de concavité lorsque la dimension est (ou plutéot
tend vers) l'infini, ce qui est cohérent avec le fait que sous la forme (3) I'inégalité est sans
dimension. C’est pour cela que 1'étude des fonctions (ou des mesures) log-concaves est un
élément central de la théorie asymptotique des corps convexes (lorsque la dimension tend vers
I'infini), comme I’a mis en évidence K. Ball (sa theése [Bal86] non publiée est sur ce point
éloquente ; voir aussi [Bal88, Bal01)).
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Soit C' C R™ un corps convexe et F,,, C R™ un sous-espace m-dimensionnel. En appliquant
Brunn-Minkowski dans E:- on voit que la fonction section fg,, : E,, — R, associée

e, (y) = voln_m((y + E#b) N C’), Yy € E,,,

est 1/(n —m) concave sur E,,. En particulier, elle est log-concave. Cette log-concavité peut
aussi s’obtenir a partir d’'une forme plus faible de I'inégalité de Prékopa-Leindler appelée
théoréme de Prékopa qui affirme qu’une marginale de fonction log-concave est log-concave.

Théoréme (Prékopa). — Soit ¢ : R"™! =R x R® — R U {400} une fonction convere et
définissons, pour t € R, ¢(t) par

oolt) _ / o= e(t2) g

Alors la fonction ¢ est convere sur R.

Ce résultat se déduit effectivement directement du théoréme de Prékopa-Leindler. Il permet
de montrer I'inégalité de Brunn-Minkowski pour les ensembles convezes et suffit pour retrou-
ver l'inégalité d’Anderson (6). Il possede aussi d’autres applications intéressantes, comme le
fait que la convolée de deux fonctions log-concaves est log-concave, et donc que la log-concavité
est préservée le long du semi-groupe de la chaleur par exemple. Nous en donnerons plus loin
une version complexe ol la convexité est remplacée par la plurisousharmonicité.

On trouve ici un premier lien avec la notion essentielle de marginale, que 'on peut voir
comme la projection d’une mesure sur un sous-espace, mais qui, du point de vue géométrique,
revient aussi a considérer des moyennes le long de sections paralleles a un sous-espace. La
_l’_
V2
X et Y, fait intervenir la notion de marginale. A travers certains travaux récents et en cours,
émerge petit a petit 'idée d’une unité entre certaines inégalités de théorie de l'information
(faisant intervenir I’entropie) et des inégalités liés & Brunn-Minkowski et a la géométrie des
corps convexes. Cela repose en partie (et parfois implicitement) sur la dualité au sens de
Legendre entre —H et la fonctionnelle V. — log [ eV, ott H est la fonctionnelle entropie
définie par

convolution, ou plutot, en anticipant, la loi du vecteur aléatoire pour deux vecteurs iid

(9) H(p) = — / plogp sip est une densité de probabilité, et —oo sinon.

En effet, en utilisant 'inégalité de Jensen (pour la densité de probabilité p et la fonction log)
on établit facilement que

(10) log/eV:SI;p{/pV—l—H(p)} et — H(p) zsgp{/pV—log/eV}.

On voit que les résultats tels que Prékopa-Leindler (ou ses versions plus générales connues
sous le nom de Brascamp-Lieb inverse et démontrées par Barthe [Bar98b] sur lesquelles nous
reviendrons) peuvent s’écrire avec des fonctionnelles de la forme log [ eV'. Par exemple, le
théoreme de Prékopa se résume a

©(+, ) convexe —> —log/e_“o("m) dx convexe.
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Un des objectifs de notre recherche est de comprendre comment des informations sur la
structure d’un espace métrique mesuré (M, p) peuvent permettre d’obtenir des inégalités
géométriques a la Brunn-Minkowski. Nous verrons l’exemple de la courbure d’une variété
riemannienne, le cas de potentiels plurisousharmoniques (qui laissent entrevoir le lien entre
opérateurs différentiels, en 'occurrence le 9, et géométrie) et 'exemple des espaces gaussiens.
Le cas de la mesure gaussienne permet d’éclairer ce point. Considérons l’espace de Gauss
(R™, ~,,) ou 7, est la mesure gaussienne (standard) sur R",

- _‘x‘2/2 d$
dyn(z) =e o)

Appliquons l'inégalité de Prékopa-Leindler (p. 6) a des fonctions f,g, h multipliées par la
densité gaussienne. On ne se débarrasse pas de la densité gaussienne en utilisant qu’elle est
log-concave, mais on exploite plutét son caractére uniformément convexe — ou plus simplement
I’égalité du parallélogramme

(11) (L= t)|z?/2+tly[*/2 = (1 = )z + ty|?/2 = (1 — t)|z — y[*/2.

On trouve ainsi le résultat suivant :
Théoréme. — Soitt € [0,1] et f,g,h : R — R, tels que Va,y € R,

(12) h((1 = )z + ty) > e =0 12=ul/2 g1t ()5t ().

Alors on a : /hd’yn > (/fd’yn>l_t </gd’yn>t.

Le facteur e—t(1—1)lz—yl*/2

peut étre vu comme une conséquence de la courbure de 'es-
pace de Gauss telle qu'elle apparait dans les travaux de Bakry-Emery. Remarquons que le
théoreme reste vrai si I’on remplace la mesure gaussienne par n’importe quelle mesure u de la
forme dy = e~V dx avec Hess V > Id, puisque cela donne une inégalité > dans (11) suffisante
dans 'argument. Maurey [Mau91] est le premier & avoir utilisé cette forme gaussienne de
I'inégalité de Prékopa-Leindler pour démontrer des inégalités de concentration de la mesure
— nous reviendrons sur sa méthode dans la partie sur les variétés riemanniennes. Schmu-
ckenschldger [Schm95] a remarqué I'applicabilité aux mesures e~V uniformément convexes,
et Bobkov et Ledoux [BLOO| ont étendu cette méthode a ’étude des inégalités de Sobolev
logarithmiques, entre autres.

Comme il y a égalité dans (11), le changement de fonctions opéré pour obtenir cette version
gaussienne marche dans les deux sens, et donc que le théoréeme précédent est équivalent au
théoreme de Prékopa—Leindler, ce qui est un peu troublant. De fait, de nombreuses inégalités
euclidiennes — comme les inégalités de convolution de Brascamp-Lieb et de Barthe — sont de
fagon naturelle des inégalités gaussiennes. Elles ont méme une approche naturelle par semi-
groupe gaussien ou par calcul stochastique brownien, comme nous le verrons plus loin. La
s’esquisse encore, a travers le caractere gaussien des inégalités considérées, des liens entre
Brunn-Minkowski et des inégalités gaussiennes provenant de théorie de I'information ou liées
a la convolution et au théoreme de la limite centrale.
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Outils et méthodes

Transport optimal de mesure (transport de Brenier et de McCann). — La méthode
la plus fréquemment utilisée dans nos travaux pour démontrer des inégalités est le transport
de mesure. Etant donné une mesure 1 sur un espace mesurable € et T" une application de (2
dans €2, on désigne par Tz u la mesure image de p par I'application 7T'. Pour deux mesures f
et v, on dit que T transporte p sur v si Tup = v. Etant donné deux mesures, il se peut qu’il
y ait de nombreuses manieres de transporter p sur v. L’idée, qui remonte a Gaspard Monge,
est d’en trouver une optimale en certain sens. En fait, on peut aussi chercher un transport qui
possede des propriétés géométriques sympathiques. Par exemple, sur R, si on a deux mesures
diffuses p et v, il y a un (unique) transport croissant de p sur v définit pour presque tout
x € R par
u(] - 00,al) = v(le, T(@)]).

Le résultat suivant, démontré par Brenier et amélioré par McCann, peut étre vu comme
I’extension en dimension supérieure de ce transport.

Théoréme (Transport de Brenier [Bre87, McC95]). — Soit p et v deux probabilités
boréliennes sur R™. On suppose que u est absolument continue (par rapport a la mesure de
Lebesgue). Alors, il existe une fonction convexe ¢ telle que l'application T = YV transporte
posur v, i.e. Voup =uv.

Remarquons que V¢ est bien défini presque partout (sur le domaine de ¢), et donc p-
presque partout. Le transport de Brenier est défini de manieére unique (p-pp, bien sir). Ce
transport est le transport optimal pour le cott quadratique :

(13) int | [ (7)o du(e) = [ V(@) ~ af dia).

Typ=v
En fait, on a mieux. Le transport de Brenier est le minimiseur d’un probleme variationnel
« relaxé », connu sous le nom de probleme de Kantorovich, et c’est d’ailleurs comme cela qu’il
est construit en général. Etant donné un espace métrique (X, d) et deux mesures boréliennes
w et vsur X, on peut considérer la distance de Kantorovich-Rubinstein notée dyy — certains
parlent aussi de distance de Wasserstein — définie par

(14) =it [ dta,) dn(an)

ou l'infimum est pris sur toutes les probabilités boréliennes 7 sur X x X ayant pour marginales
1 et v respectivement. Dans les cas considérés ici, c’est bien la métrique d’une topologie
faible sur ’espace des mesures ayant un moment d’ordre 2 fini. Dans le probléme variationnel
précédent (13), on se limitait aux 7 ayant pour support le graphe d’une application. Dans le
cas de I'espace euclidien R", la mesure 7 optimale est justement donnée par 7 = (Id x V)4 p,
ol Vo est le transport de Brenier de p sur v, c’est-a-dire qu’on a

dyy (1, v)? = / V() — 2f? dpu(z).

Supposons que p et v soient deux probabilités absolument continues sur R", avec pour
densité F et G, et soit T' = V le transport de Brenier de p sur v. Par définition de la mesure
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image, on a :

(15) [¥w6wds = [ U@ da.

pour toute fonction borélienne b : R® — R,. Si ¢ est réguliere, le changement de variables
y = V(z) montre alors que ¢ satisfait 1'équation de Monge-Ampére :

(16) F(x) = G(Vp(x)) det Hess, ¢.

Lorsque les densités F' et G sont simplement dans L', le transport n’a aucune raison d’étre
régulier, mais cela ne pose pas de probleme dans nos applications. En effet, en utilisant des
arguments a la Lebesgue (apres tout, Vi est « croissante »), McCann [McC97] a montré
qu’il est possible de donner un sens F(z)dz-presque partout & cette équation. L’équation de
Monge-Ampere est tres utile, car comme Hess, ¢ > 0, on peut utiliser des inégalités pour les
déterminants de matrices symétriques positives.

On utilisera aussi le transport optimal sur les variétés riemanniennes. A priori, le transport
Vi n’a aucun sens sur une variété riemannienne, sauf sur le tore plat R™/Z", ce qui nous a
permis d’étendre dans [C99b] le résultat de Brenier au cas des densités périodiques. Dans le
cas général, afin de distinguer la partie différentielle, il convient de s’intéresser au déplacement.
Si I'on pose 0(z) := |z|?>/2 — p(z), alors le transport prend la forme

(17) T(x) =Ve(r) =+ Vo(x).

On peut alors deviner la forme que prendra le transport sur une variété. Mais la propriété
caractéristique de 6 est que Hess @ > —Id (en un sens faible), ce qui est moins parlant que la
convexité.

Donnons-nous une variété riemannienne M. Notons d la distance géodésique, dvol I’élément
de volume riemannien et (T, M, -,|-|) la structure euclidienne sur l’espace tangent 7,,M en
x € M. Enfin, exp, : T, M — M sera l'application exponentielle en € M. On doit a
McCann 'extension riemannienne suivante du résultat de Brenier.

Théoréme ([McCO01]). — Soit p et v deux probabilités boréliennes absolument continues
(6 support compact). Alors, il existe une fonction 0 : M — R telle que —0 soit d*/2-concave
et telle que 'application

(18) F(x) = exp, (VO(z))
transporte p sur v, Fyp=v.

Cette application est définie de fagon unique et on 'appelle le transport optimal (ou trans-
port de McCann) de p sur v. Elle minimise encore

/ (x, G(x)) dpu(z)

parmi toutes les applications G transportant p sur v, et, comme précédemment, c¢’est aussi le
minimiseur de la distance de Kantorovich-Rubinstein (14).

En fait, le théoréme que nous avons énoncé est largement incomplet puisque nous n’avons
pas défini ce qu’est une application d?/2 concave. Pour des définitions précises, nous renvoyons
4 [McC01, CMSO01]. En simplifiant, une fonction ¢ : M — R est d?/2 concave s’il existe une
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fonction ¢ : M — R telle que ¢(x) = inf,{d(x,y)?/2 — 1 (y)}. Une conséquence utile, mise en
valeur dans [CMSO01], est que pour presque tout xg € M, on a, en un sens faible,

(19) Hessg, 0 > — [Hess, d2( -, F(20)) /2]

r=x0"’

ce qui, dans le cas euclidien, redonne bien Hessf > —Id. La situation riemannienne est
bien plus compliquée et la richesse du transport optimal est précisément qu’il dépend de la
structure géodésique et de la fonction d?/2.

Les applications du transport de mesure sur R" a la théorie de Brunn-Minkowski ont une
longue histoire. Knothe [Kno57] a introduit un transport qualifié parfois de « triangulaire »
qu’il a utilisé pour démontrer I'inégalité de Brunn-Minkowski. Ce transport de Knothe a été
utilisé par Bourgain pour établir des résultats de concentration sur les corps convexes, et
par Gromov pour retrouver l'inégalité isopérimétrique. McCann [McC94, McC97] a été le
premier a utiliser le transport de Brenier pour démontrer 'inégalité de Prékopa—Leindler. 11
faut aussi mentionner les travaux importants de Barthe [Bar98a, Bar98b] ou le transport de
Brenier est utilisé pour démontrer des inégalités de convolution gaussiennes (Brascamp-Lieb,
Brascamp-Lieb inverse, Young).

Méthodes variationnelles, méthodes de semi-groupes ou stochastiques. — Dans
certaines situations — par exemple gaussiennes — on est amené a travailler sur un espace X
avec une probabilité p et un certain opérateur différentiel L. Cet opérateur L induit une
notion de gradient (ou plus précisément une forme de Dirichlet sur X). Typiquement, L est
un laplacien adapté a la mesure u.

Dans ce cadre, la méthode variationnelle consiste & utiliser la structure L?(u) dans des
problémes d’optimisation. En général, on veut montrer une inégalité faisant intervenir ||V | 2,
On peut aussi parler de méthode duale (ou d’estimation a priori), puisqu’on est amené & poser

f=1Lu

et a utiliser une formule d’intégration par parties pour

/ (Lu)? dp.

Cette méthode recoupe donc aussi ce qu’on a coutume d’appeler la méthode de Bochner.
Nous ne chercherons pas a donner ici une formulation formelle précise. Signalons simplement
que nous utiliserons ce type de méthode pour étudier des formes complexes de 'inégalité de
Prékopa et pour démontrer certaines inégalités spectrales de type gaussien.

L’algebre cachée dans cette méthode apparait aussi lorsque 1’on fait du calcul stochastique
d’It6, ce qui a été formalisé dans le cadre général des semi-groupes Markovien P, = el par
Bakry et Emery. Nous considérerons essentiellement le semi-groupe de la chaleur

0f = 5Af

sur une variété riemannienne. La méthode de semi-groupe a connu un grand succes dans
I’établissement d’inégalités de type Sobolev logarithmique ou de concentration, entre autres.
Nous reviendrons sur ce point dans la premiere et la derniere partie. De fait, il existe une
certaine compétition entre les méthodes de semi-groupe et les méthodes de transport. Nous
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nous offrirons le luxe de changer de bord au cours de cet exposé! Lorsqu’on démontre une
inégalité en utilisant un semi-groupe, on montre qu’en fait une certaine quantité est croissante
le long du semi-groupe. Ainsi, la méthode de semi-groupe donne une information tres forte
qui va au-dela de l'inégalité elle-méme. Il arrive qu’en fait on puisse avoir une information
encore plus forte, & savoir la croissance de cette quantité sur chaque trajectoire du processus
Markovien sous-jacent. C’est pourquoi, 'approche par calcul stochastique (qui est en quelque
sorte en amont de la méthode par semi-groupe) peut aussi se révéler instructive, méme si, en
fin de compte, on se contente d’utiliser la forme « moyennée » donnée par le semi-groupe.

Notons P; le semi-groupe de la chaleur sur R". Borell [Bor93, Bor00| a donné plusieurs
preuves par semi-groupe de 'inégalité de Prékopa-Leindler. Il a également mis en valeur une
formule stochastique qui, bien que nous ne ’ayons pas explicitement utilisée dans nos travaux
publiés, a été, surtout récemment, une source d’inspiration importante. Afin de ’expliciter,
donnons-nous un mouvement brownien standard (B;)>0 sur R” muni de sa filtration naturelle
F = (Ft)t>0, et notons, pour t > 0 fixé, Uy(F) 'ensemble des processus (Us)s<¢ a valeur
dans R™ progressivement mesurables par rapport a (Fs)o<s<¢. A 'aide de la formule d’It6, on
montre la formule suivante, que nous appellerons formule de Borell (observée dans [Bor00]) :
pour V : R” — R (suffisamment réguliere) et = € R™ fixé,

. -V _ : U l/t 2
(20) log Pi(e™")(z) = ueﬁfﬂE{V(Xt)—F 2/, |us] ds]

ou X{ =z + B + fot us ds. Le processus (X¢')s<+ est donc le processus partant de x de drift
U
dX = dBs + us ds.

Si I'on introduit V; = — log(P;_e") pour s < t, qui vérifie '’équation

0.V, = %(AVS _ WP,

alors on constate qu’il y a égalité dans (20) précisément lorsque us = —VV;(XY), c’est-a-dire
pour le processus
(21) dXs = dBs — VVy(Xs) ds.

On remarquera que ce processus dépend du ¢t > 0 que 'on s’est fixé au départ.

Elément de comparaison : log i e¥. — Nous allons briévement, et sans étre nécessaire-
ment rigoureux, donner un élément de comparaison entre les méthodes décrites plus haut.
Nous avons déja vu que la fonctionnelle log [ eV était naturelle. Nous allons nous placer ici
dans un cadre gaussien sur R". La premiere estimation possible consiste a utiliser I'inégalité

de Jensen,
log/evd% > /Vd%,

mais on perd beaucoup en général. Utilisons les méthodes présentées plus haut pour avoir
une meilleure estimation.

Nous allons écarter la méthode variationnelle. L’expression log [ eV se combine mal avec
du calcul L? et c’est pour cela que, lorsqu’on veut avoir une approche L2, on travaille avec
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une forme « dérivée » de log [ e” (penser & Iinformation versus I’entropie) sur laquelle on
peut élaborer une approche variationnelle, comme le suggere le travail de Ball, Barthe et
Naor [BBINO03|. Nous illustrerons cette approche dans la partie consacrée a la forme complexe
du théoreme de Prékopa.

Notons gn(z) = e~ lel?/2 /(27)"/? 1a densité gaussienne. Commencons par calculer log S eV dyy,
en faisant un changement de variable y = T'(x) pour une application (suffisamment réguliere)
T :R™ — R™. Si 'on enchaine avec I'inégalité de Jensen, on a

log/ eV dvy, = log/ eV M| det dT'|g,, (T) > / [V(T) + log| det dT'| 4 log g, (T') — log gn] dryp,.
On voit qu’il y a égalité si
eV D) g, (T) | det dT|
In
c’est-a-dire précisément quand 7' transporte v, sur €' dy,/ i eV dvy,. Ainsi, en écrivant T =

Id + S pour S : R" — R" et en développant les carrés dans ’expression log g, (1) — log g, =
—|z+ S)?/2+ |z|*/2, on a :

= constante = /ev dyn,

Formule 1
(22)  log / eV dy, = sup / [V(2(2)) + log| det T | — S(x) - — [S(2) /2] dya(a).
T=1d+S
De plus il y a égalité lorsque T' = Id +S : R — R™ transporte ,, sur ¢" dv, / J eV d,.
En particulier, il y a égalité si T'(z) = Vy(x) = x + VO(x) est le transport de Bre-
nier (17) entre 7, et €V dy,/ [ € dy,.

L’autre formule que I'on peut utiliser est la formule de Borell (20) en t = 1 pour z = 0
puisque [ €Y dvy, = P(e")(0).

Formule 2

1 M
(23) log/eV dv, = sup E[V(Xlu ds) — —/ |us|2ds]
u€U 2 0

1
avec X{' = B + / us ds. De plus, il y a égalité pour un bon choix de drift u.
0

Pour voir ces formules en action, décrivons comment elles permettent d’obtenir I’inégalité de
Prékopa—Leindler sous sa forme gaussienne (p. 10), et pour simplifier les notations, prenons
t = 1/2. Si l'on écrit f = e, g = eVl et h = ¢"1/2 I'hypothese (12) devient, pour tout
x,y € R™,

ety o Vole) YA

2
X 8.

(24) Visa(

Le but est donc de montrer que | eV1/2 dy,, > \/ [ €Yo dy, [ €Y1 dy,. Par homogénéité, on peut

supposer que [ €' dy, = [e"1 dy, = 1, et montrer que [e'1/2dy, > 1.
Avec la formule 1 (qui n’est pas la plus rapide...), on va prendre deux transports de
Brenier Ty = Vg = Id + Sy et T) = Ve = Id + S; entre v, et, respectivement, e"0dr, et
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eV1d,, dont on sait qu’ils donnent une égalité dans la formule. Pour calculer J e"1/2 d,,, on
utilise 'application test

To + T;
= 0—; 1:Id—|—:Id—|—S avecSzzw.

Le but est de minorer I’expression en faisant apparaitre les formules pour Vj et V. Le terme

T :

S(z) - x est linéaire et donc se sépare bien en Sy(z) - /2 et Si(x) - /2. Pour le déterminant,
on utilise le fait qu’il soit log-concave sur les matrices positives :

1 1
log det dT' > 3 log det dTp + 3 log det dT7 .

Le terme quadratique se combine avec I’hypothese sur les fonctions, puisque To—17 = So—51 :
To +Th Vo(To) + Vi(Th)

Vip(=5—) - ISF/2 = : =[S0 — Si*/8 — |S[*/2
= WlIEVI) g, g2/ — 180+ i1/

Vo(To) — [Sol*/2 | VA(Th) — |S1[*/2
2 * 2

ou l'on a utilisé ’égalité du parallélogramme (on remarquera qu’une inégalité serait suffi-
sante, ce qui veut dire qu’on utilise seulement de I'uniforme convexité). Cela montre bien que
log [ e"1/2 d,, est plus grand que la demi-somme des mémes expressions avec Vj et Vi, ce qui
donne le résultat voulu.

Si I'on utilise, comme le fait Borell, la formule 2, on prend deux drifts optimaux u° et u!
pour Vy et Vi, et le drift

u® 4 u!
RES
2
pour estimer log f eV1/2 dv,. On remarque que X7 = % Comme dans la fin de la preuve

précédente, I’hypothese sur les fonctions se combine avec le terme quadratique |vs|?, mais on
doit utiliser en plus une inégalité de Holder :

X %o Xul 1 1,,0 1,9 Vv Xuo Ve Xul 1 2
1 _g 1 )_5/ ‘us_;us ds > o 1 )—; 1 ( 1 )—‘/(ug—u;)ds‘ /8
0 0

_/01

Vi

2
ul +ul| ds/8

u? ul 1 2
> VolXi );VI(XI )—/ ud —ull ds/8
1 2
—/ ul +ul| ds/8
0

0 1l 2 ! 1l 12
Vo(Xi") — 5 Jo lul?  Vi(X{) — 5 Jo |us]
_|_
2 2

On retrouve bien a droite la demi-somme des expressions (optimales) pour Vj et Vi, ce qui
acheve la démonstration.

Ces deux preuves de l'inégalité de Prékopa-Leindler, leurs ingrédients, apparaitront en
filigrane de nombreuses fois dans notre exposé.



1. INEGALITES DE SOBOLEV LOGARITHMIQUES ET
DE SOBOLEV OPTIMALES PAR TRANSPORT DE
MESURE

Dans [BL0O], Bobkov et Ledoux ont montré, en étendant 1’approche de Maurey [Mau91],
que l'on pouvait déduire de I'inégalité de Prékopa-Leindler (p. 6) des inégalités de Sobolev
logarithmiques. Il nous a alors semblé naturel de chercher a voir si, en remontant d’un cran
vers la source, le transport de mesure ne permettait pas une approche simple de I'inégalité
de Sobolev logarithmique. Les travaux d’Otto [Ott01] puis d’Otto et Villani [OV00] avaient
mis en lumiere des liens riches et profonds entre I'inégalité de Sobolev logarithmique et 1’in-
terpolation des mesures (au sens du transport optimal). L’approche d’Otto et Villani reposait
sur I'interpolation des densités le long du transport et sur les EDP satisfaites par ces densités.

Dans [C02b] nous avons proposé une approche simple et directe des inégalités de Sobolev
logarithmiques (de type gaussien) en utilisant le transport de Brenier. Avec Wilfrid Gangbo et
Christian Houdré [CGHO04|, nous avons considéré un cadre plus général. Ces travaux nous ont
naturellement amené a étudier des inégalités dimensionnelles importantes, et provenant d’un
domaine a priori différent, & savoir les inégalités de Sobolev dans R™. Avec Bruno Nazaret et
Cédric Villani, nous avons proposé dans [CN'V04] une approche par transport des inégalités
de Sobolev et de Gagliardo-Nirenberg optimales.

1.1. Inégalités de Sobolev logarithmiques

Les inégalités de Sobolev logarithmiques (ou de log-Sobolev) donnent une information
de type isopérimétrique en grandes dimension et permettent de controler la convergence de
I’entropie vers son minimum pour des systemes contenant un grand nombre de particules.
Pour cette derniére raison elles interviennent en mécanique statistique et en théorie cinétique.
Les travaux de Bakry, Emery, Talagrand et Ledoux, entre autres, ont mis en valeur leurs liens
avec les problemes de type isopérimétrique et de concentration de la mesure, et aussi, a la suite
de Nelson et Gross, avec des questions d’hypercontractivité des semi-groupes. Ledoux [Led99,
Led00, Led01] a fourni une exposition détaillée et pédagogique de ces aspects.

L’inégalité de log-Sobolev pour la mesure gaussienne standard «y, sur R", sous la forme due

\V4 2
[rogsin, <y [Fa,,

a Gross, s’écrit :
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pour toute fonction suffisamment réguliere f : R" — Ry telle que / fdv, = 1. Le terme

de gauche (resp. de droite) est I'entropie (resp. information de Fisher) de f — ou, si l'on
préfere, de la densité de probabilité f d~, — par rapport a 7,. On remarquera que la dimension
n’intervient pas et que 1'on peut énoncer le méme résultat en dimension infinie (par exemple
dans un espace de Gauss).

Voici la preuve par transport donnée dans [C02b]|. Introduisons le transport de Brenier
T = Vg entre fdy, et v,. On introduit la fonction 6(z) := p(x) — |2|?/2 de sorte que le
transport s’écrit Vo(x) = x + VO(z). Lapplication VO(z) = T'(z) — = est le déplacement et
on a Hess, ¢ = I + Hess, 6. L’équation de Monge-Ampere (16) devient

f(:n)e_|x|2/2 = ¢ leHVO@)IP/2 get (I + Hess, 6).
En prenant le log de cette équation et en développant les carrés, on trouve
log f = —|V0|?/2 — x - V6 + log det (I + Hess, 0).
Comme log(1+1¢) <tsil+t>0,on alogdet (I + Hess 9) < tr Hess 8 = A@ et donc
log f < —|VO*/2 — 2 - VO + Ab.

Intégrons cette inégalité par rapport & f dv, et remarquons que, par intégration par parties (on
a fait apparaitre le générateur d’Ornstein-Uhlenbeck classique qui est le laplacien gaussien),

/(AH—:E'VH)fd%:—/VH-Vfd%.
On obtient donc

[ rogfa <5 [1voPsar ~ [vo-Vian,.

En utilisant
(25) Cab< Lo 4 L
— 2 2 M

[V£I?

on retrouve exactement I'inégalité voulue : / flog fdvy, < % dvyp.

On peut démontrer de la méme facon 'inégalité de transport de Talagrand, mais on doit
alors transporter v, sur f dvy,. Plus généralement, il est naturel de s’intéresser au changement
d’entropie le long du transport. On peut considérer aussi une mesure de probabilité plus
générale, typiquement une probabilité log-concave p telle que du = e~ Vdx avec HessV >
Id (condition considérée par Bakry et Emery). Etant donné une densité de probabilité, on

introduit I’entropie relative par rapport a u de f: R” — Ry telle / fdu=1,

(26) Ent,(f) := /flogfd,u.
On a:

Théoréme 1.1 ([CO2b]). — Soit p une probabilité sur R™ de la forme du(x) = e~V @ dz,
ou V de classe C? est telle que HessV > cId pour un certain ¢ € R. Soit f,g : R" — R,
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deuz fonctions positives (a support compact pour simplifier), telles que f est C et [ fdu=
Jgdu=1. Soit T(x) =z + VO(x) le transport de Brenier entre f du et gdp. Alors on a :

(1) Eut ()~ Bu, () > [V V0du+5 [ V0P f

La preuve est identique en utilisant en lieu et place du développement des carrés que
(28) Viz+y)—V(z) > VV(z) y+cly?/2

Lorsque ¢ > 0 (cas d’un potentiel V' uniformément convexe), on peut déduire du théoréme
précédent des inégalités de Sobolev logarithmiques et de transport. En prenant g = 1 (ou
plutot g — 1) dans (27) et en utilisant —a - b < %az + %bz pour se débarrasser du V#, on
retrouve I'inégalité de Sobolev logarithmique de Bakry-Emery [BESE’)]

1 [IVIP?
Ent,(f) < 2—6/ 7 dp.

En prenant f = 1 dans (27) on trouve, puisque T (x) = = + V6 transporte p sur gdu (c’est
méme le transport optimal),

C
Ent,(g) > 5 Ay (1, g dp),

ou dyy est la distance de Kantorovich-Rubinstein (p. 11). Dans le cas de la mesure gaussienne
[ = Yn, cette inégalité est due & Talagrand [Tal96] a la suite de travaux de Marton. Le cas
plus général retrouvé ici a été observé par Otto et Villani [OV00], Bobkov et Ledoux [BLOO]
et Blower [Blo03].

Il est naturel de s’intéresser a des conditions d’uniforme convexité plus générales que (28)
et & d’autres entropies (et donc & d’autres informations) . C’est ce que nous avons fait dans
notre travail avec Gangbo et Houdré. On peut étendre les résultats précédents et par exemple
obtenir I'inégalité de log-Sobolev généralisée suivante :

Théoréme 1.2 ([CGHO4]). — Soit j1 une probabilité sur R de la forme dy = e~V dx. On
suppose qu’il existe une fonction convexe ¢ : R™ — R telle que

(29) V(a+b) >V(a)+ VV(a)- b+ c(b), Va,b € R".
Alors, pour toute fonction f : R™ — R telle que [ fdu=1 on a

[rogran< [ (- va) fdu

ou c* désigne la transformée de Legendre de c.

En fait, on un un résultat général (sans hypothese de convexité sur ¢) analogue a celui du
théoreme 1.1 :

Ent,(g) — Ent, > (f) > /Vf : VHd,u—F/c(VH) fdu.

La démonstration du théoréme suit en grande partie le cas gaussien donnée plus haut. Au
lieu de développer les carrés on utilise (29), et a la place de (25), on utilise

—a-b<cla)+c*(-b).



20 INEGALITES DE LOG-SOBOLEV ET DE SOBOLEV OPTIMALES PAR TRANSPORT

En général, ¢ est paire. Quand V est uniformément convexe, Hess V' > AI, la condition (29)
est vérifiée pour ¢(b) := A|b|?/2 et on retrouve alors le résultat de Bakry-Emery puisque
c*(a) = |al?/(2)). Mais le théoréme s’applique aussi au cas d'un potentiel V uniformément p-
convexe par rapport a une certaine norme || -||. On retrouve alors une inégalité de log-Sobolev
due & Bobkov et Ledoux [BL0OO]. Remarquons que si deux couples (V1,¢;1) et (Va, cp) vérifient
chacun la condition (29), alors le couple (Vi + Vo, ¢1 + ¢2) la vérifie aussi. En particulier on
peut considérer la somme de potentiels p et g-convexes (et alors le ¢ correspondant n’est plus
homogene).

On peut aussi considérer des fonctionnelles d’entropie plus générales comme les entropies
de Rényi. Il convient ici de changer un peu de terminologie et de travailler avec des densités p
(par rapport a la mesure de Lebesgue) sur R"™. Ainsi, p va jouer le role de fdu. On considere
pour un potentiel V' et m # 1, 'entropie

Hpm(p) :Z/%pm/p‘i

Cette fonctionnelle entropie est minimale pour la densité

1—m >_1/(1_m)

Poom (@) == <0m +—V(a)

+

oil o, est une constante de normalisation. Dans le cas quadratique V (z) = |z|?/2, cette densité
s’appelle un profil de Barenblatt. On la retrouvera dans I’étude des inégalités de Sobolev — en
fait, dans le cas V(x) = |z|2/2, les inégalités considérées ici s’obtiennent aussi comme des cas
limite d’inégalités de Gagliardo-Nirenberg, voir [DPDO02]. Pour faire le lien avec les notations
précédentes, notons que lorsque m — 1, on peo1 = eV et que

Hi(p) — Hi(poo1) = Ent,, (p/poo1)-

Le terme de gauche est justement 'entropie relative a pso 1. Lorsque qu’on travaille avec de
telles entropies, on ne peut plus parler de log-Sobolev (il n’y a plus de log), et on peut se
demander quelle est la fonctionnelle information a considérer. L’information apparait souvent
comme la production (infinitésimale) d’entropie le long d’un processus d’évolution. Pour un
potentiel V' et une fonction (qui représente un coiit) ¢ strictement convexe, et pour simpli-
fier, paire, de transformée de Legendre ¢*, nous avons, dans [CGHO4] considéré 1’équation
cinétique (parabolique-elliptique)

ap : * m m—1 _
(30) E%—dlv [—ch (V (m—lp +V>>] =0

dont la solution (pour une densité de probabilité de départ pg) converge vers poom. Re-

marquons que le terme dans la divergence s’écrit tres formellement —pVe* [V(Tm)] Cela

nous ameéne a définir (en regardant 1’évolution de ’entropie H,,) I'information (ou plutdt la
production d’entropie) relative & poo m suivante

e plpoem) = [ V(o V) OV ()]
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On montre, en suivant la méthode précédente (mais les notations sont plus compliquées) que,
sous 'hypothese (29), on a

Hy(p) — Hin(poom) < /C*(V(% "L V) p < I (plpoom)-
Notons que cette inégalité permet en retour de controler la convergence de ’entropie H,, pour
les solutions de 1’équation (30). Cela étend des résultats obtenus dans le cas c(z) = |z|?/2 par
Arnold, Carrillo, Juengel, Markovich et Unterreiter [AMTUO1, CIJM™*01] en utilisant une
méthode de semi-groupe a la Bakry—Emery, et par Del Pino et Dolbeault [DPDO02] en utilisant
des méthodes fines de calcul des variations — travail dont nous avons eu connaissance assez
tard, lorsque nous avons commencé a nous intéresser aux inégalités de Sobolev. Mentionnons
pour finir que notre méthode nous permet de traiter le cas ou ’on ajoute & ’entropie un terme
non local de la forme
/ pW p,

ou W x p est la convolée de p avec un nouveau potentiel convexe W. Nous retrouvons alors
des résultats de Carrillo, McCann et Villani [CMV03].

1.2. Inégalités de Sobolev et de Gagliardo-Nirenberg optimales

Nous allons maintenant présenter notre travail avec Nazaret et Villani [CNV04] qui pro-
pose une approche par transport des inégalités de Sobolev et de Gagliardo-Nirenberg opti-
males.

Nous avons montré dans 'introduction que I'inégalité de Brunn-Minkowski permet de re-
trouver 'inégalité isopérimétrique. Gromov [MS86| en a donné une preuve directe & I'aide
du transport de Knothe. Dans ce travail remarquable, Gromov considere en fait la forme
(équivalente) fonctionnelle optimale de l'isopérimétrie appelée parfois inégalité de Sobolev
L'. On peut évidemment récrire sa preuve & l'aide du transport de Brenier. En revanche,
il n’était pas clair que cette approche put étre utile pour les autres inégalités de Sobolev.
L’espoir est en fait venu de travaux en EDP de Del Pino et Dolbeault [DPDO02]. Ces derniers
ont démontré des inégalités de Gagliardo-Nirenberg (qui sont des extensions de Sobolev) en
utilisant des équations cinétiques non-linéaires. Or il se trouve que ces équations admettent
une interprétation de flot gradient par rapport au transport optimal. L’approche de Del Pino
et Dolbeault repose cependant sur des méthodes variationnelles assez sophistiquées (unicité de
solutions pour des équations elliptiques non-linéaires, réarrangement, propriétés de I’équation
différentielle d’Euler-Lagrange non-linéaire en dimension 1). Disons, sans entrer plus dans les
détails, que l'existence du travail de Del Pino et Dolbeault, plus que son contenu, nous a
encouragés a chercher une approche par transport de mesure.

Les inégalités de Sobolev classiques font intervenir la norme euclidienne | - | sur R", mais
dans notre approche, il est naturel de travailler avec une norme quelconque. Dans la suite,
|| - || est une norme sur R™. La norme duale de || - || est donnée, pour x € R™, par

[z]« = sup z-y.
llyl=1
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Pour p € [1,400] on note ¢ son conjugué :
S
p q

Dualité et convexité se lisent aussi dans le fait que la transformée de Legendre de la fonction
convexe y — ||ly||?/p est égale & x — ||z||?/q. On a donc :

1 1
(31) vy €RY - wey < el

Pour des fonctions a valeurs vectorielles, X, Y : R® — R", on a, en intégrant ponctuellement
I'inégalité précédente et en optimisant,

(32) [xvs([ixe) " (/ Hynq)w.

On peut aussi dire que pour un espace vectoriel normé (de dimension finie) (E, | - ||), le dual
de LP(R™, E) (les fonctions sont a valeurs dans E) s’identifie a L(R"™, E*).
Pour p € [1,n[, on définit le coefficient de Sobolev critique
pi= P
n—p

Les espaces LP sont ici formés de fonctions sur R”. On rappelle que WP = {f € LP ; Vf €
LP} ou Vf € LP veut dire que les dérivées distributionnelles a_xfi sont dans LP, ou de facon
équivalente, que Vf € LllOC et f |V f|P < 400. L'espace ne change évidemment pas si on rem-
place |- | par une autre norme sur R”, mais sa norme se transforme en une norme équivalente.
Le seul moment oli on a besoin d’une norme sur R” est lorsqu’on considére la norme du
gradient, et il serait donc plus naturel d’introduire seulement maintenant une norme arbi-
traire sur R™. Comme on peut identifier Vf € R™ a un vecteur de I'espace dual, nous allons
considérer la norme ||V f|]..

L’injection de Sobolev classique dit que, pour p € [1,n) on a WhP C LP". En d’autres
termes, il existe une constante ¢ > 0, telle que, pour tout f € WP,

1/p . 1/p*
( / uwuz) 2c< / \f\”) = el|f -

L’espace naturel pour étudier cette inégalité est I'espace de Sobolev homogene WP > Wi»
défini par

WP .={feLl; Vfe L}
On cherche donc la constante optimale ¢ = Sy, ,(|| - ||) dans I'inégalité précédente. Plus que

la valeur de cette constante (qui n’est guére instructive), on voudrait connaitre explicitement
un minimiseur f € WP du probléme variationnel

1/p
Sup(ll - ) := inf </ ”Vﬂ'*) |

fewie £ Nl o

Et encore mieux, on aimerait avoir une description exacte de fous les minimiseurs.
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Etant donné p €]1,n[, on introduit la fonction hp : R™ — R,

hp(x) := (op + ”xHq)_(n_p)/p = (op + HxHq)_"/”* ,

ol g, > 0 est choisi pour que ||hp||1£*p* = /(O'p + ||z]|9) " dx = 1.

Nous montrons le résultat suivant, qui introduit une nouvelle forme de dualité :

Théoréme 1.3 ([CNVO04]). — Soit p € [1,n], et soit f € WP et g € P telles que
Wfllzo = llgll o = 1. Alors on a :

) /‘g’P*(l—l/n) 3 p(z:;)) </”vf”£>l/p

(/ 1toiatl” dy>1/q o

avec €galité si f =g =h,.

Nous en déduisons immédiatement l'inégalité de Sobolev optimale suivante, complétée
dans [CN'V04] par la caractérisation des cas d’égalité :

Théoréme 1.4 (Inégalité de Sobolev LP optimale pour 1 < p < n)
Parmi les fonctions f € WP, la quantité

(/ HWH%Z)W

”f”LP*

(34)

est minimale pour f = hy.
De plus, f € WYP est un minimiseur de (34), si et seulement si f(z) = A hy(uz +z0) avec
A, € R\{0} et zy € R™.

Pour p =1 (qui correspond & 'isopérimétrie), on étend (33) et (34) aux fonctions a varia-

vol(By 7 @ on B ={z; llz] <1}

La nouveauté de [CN'V04] n’est certainement pas I’énoncé de ce second théoréme qui était
presqu’entierement connu. L’inégalité de Sobolev optimale pour p €1, n[ a été démontrée au
milieu des années 70, indépendamment par Talenti et T. Aubin. Leur méthode repose sur
le réarrangement décroissant (symétrisation) et sur la résolution du probléme de minimisa-

tions bornées et I'infimum est atteint pour hy(z) =

tion en dimension 1 (& travers I’équation d’Euler-Lagrange associée). La description des cas
d’égalité dans le cas de la norme euclidienne |-| est due & Brothers et Ziemer [BZ88] et repose
sur I’étude des cas d’égalité dans le processus de symétrisation. L’inégalité de Sobolev opti-
male pour une norme quelconque pour p €]1,n[ a été démontrée, en étendant la méthode de
symétrisation d’Aubin et Talenti, par Alvino, Ferone, Trombetti, et P.L. Lions [AFTL97].
Remarquons que le cas p = 1 était contenu dans 1’étude de Gromov et que le probleme
isopérimétrique correspondant s’appelle aussi probléme de Wulf. Les cas d’égalité pour une
norme quelconque dans l'inégalité de Sobolev LP n’avaient pas été traités avant [CNV04],
mais, depuis la méthode de Brothers et Ziemer a été étendue a ce cas dans des travaux d’Es-
posito et C. Trombetti, et Ferone et Volpicelli . Ce qu'il y a de nouveau dans [CN'V04], c’est
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surtout la méthode de démonstration puisque que nous n’allons pas utiliser de méthodes varia-
tionnelles : pas de symétrisation, d’équation d’Euler-Langrange ni d’équations différentielles.
Notre approche est simple et géométrique, et elle met aussi en lumiere des liens entre la
théorie de Brunn-Minkowski et les inégalités de Sobolev. Signalons a ce propos que Bobkov
et Ledoux [BLO6| ont trés récemment complétement éclairci ces liens. En étendant leur tra-
vail [BLOO], ils montrent en effet que I'on peut retrouver les inégalités de Sobolev optimales
a partir de certaines formes fonctionnelles de I'inégalité de Brunn-Minkowski.

Notre méthode de démonstration du théoreme 1.3 consiste & introduire le transport de
Brenier de T(z) = Vp(z) entre fP" et ¢gP". Dans I’équation de Monge-Ampere, on utilise
I'inégalité arithmético-géométrique sous la forme

det!/" Hess, o < trHess; ¢ Ap(x)
Ty — - )
n n

ce qui permet de faire une intégration par parties. L’autre inégalité utilisée est simplement
celle de Holder (32). Pour prouver que f = g = h, donne une égalité dans (33), on montre
que, dans la preuve de l'inégalité, il y a, dans ce cas, égalité a chaque étape (c’est souvent
ce principe qui nous a guidé dans les preuves par transport quand on a la chance d’avoir un
candidat & étre extrémal). Dans ce cas, on a V() = x et Hess, ¢ = Id ; par conséquent, on
ne perd rien dans I'inégalité arithmético-géométrique. La propriété caractéristique de h,, est
précisément de donner un cas d’égalité dans d’inégalité de Holder (32) quand

X =X(z)=Vhy(z) et Y =Y(x)=hy(z)P /9.

Signalons que la méme méthode permet de traiter aussi des inégalités de Sobolev a trace
(faisant intervenir un terme de bord qui apparait dans l'intégration par parties), comme 1’ont
remarqué Maggi et Villani [M'V05].

Pour terminer, remarquons que la structure des fonctions extrémales de I'inégalité de So-
bolev est trés simple : toutes s’obtiennent & partir de h, par une similitude (translation +
dilatation). Dans le cas p = 2, 'inégalité est cependant invariante par toutes les transforma-
tions conformes (invariance exploitée pour cette inégalité et pour d’autres inégalités proches
par Beckner, Lieb, Carlen et Loss). Dans une preuve par transport, il faut que lorsque 1'on
transporte une fonction extrémale sur une autre, il y ait égalité a toutes les étapes. Le fait que
certaines transformations conformes ne soient pas des transports de Brenier (par exemple une
rotation n’est pas, en général, le gradient d’une fonction convexe) peut apparaitre comme un
obstacle. Si I’approche par transport fonctionne, c’est que I’ensemble des fonctions extrémales,
pour ce qui est des symétries, est moins riche que la fonctionnelle étudiée : lorsqu’on passe
d’une extrémale a une autre par une transformation conforme, on peut aussi trouver une
similitude qui fait l'affaire. Or les similitudes sont des transports de Brenier (qui donnent
bien — et forcément — égalité a chaque étape). On peut observer un phénomene similaire pour
les inégalités d’Hardy-Littlewood-Sobolev, mais, malheureusement, on ne connait pas pour
I'instant d’approche par transport.
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Notre approche permet aussi de considérer des inégalités plus générales appelées inégalités
de Gagliardo-Nirenberg sur R™ :
0/p

(35) 1Fller < Gulpss )l 11557 ( / uwuzz) ,

onp €ll,n, 1 <s<r<p, et d=~0(mnprs) €l0,1] est imposé par scaling. Formelle-
ment, I'inégalité se déduit de I'inégalité de Sobolev en utilisant I'inégalité de Holder pour le
terme || f||;p*, mais on perd ainsi a priori la constante optimale, méme si 'on part de So-
bolev optimal. L’inégalité de Gagliardo-Nirenberg a sa géométrie propre. Nous démontrons
dans [CN'V04] par transport de mesure une forme optimale de I'inégalité (35), en exhibant
une fonction extrémale, dans le cas ou les parametres restent dans la famille suivante :

{p(s -1)=r(p-1) quand 7,5 > p

(36)
p(r—1)=s(p—1) quand r,s < p.

Cette famille est exactement celle pour laquelle Del Pino et Dolbeault ont obtenu les inégalités
de Gagliardo-Nirenberg optimales dans le cas de la norme euclidienne. Remarquons que
I'inégalité de Sobolev correspond au cas limite » = p*, pour lequel 6 = 1.

La fonction extrémale dans Gagliardo-Nirenberg (35) est donnée par
1

hapw) = (G0 + (0 = D) 77

n

oll oa,p > 0 est tel que [|hapller = 1 et a €]0, 2], a # 1, est utilisé pour paramétrer les

coefficients s, p, r comme suit :
s=alp—-1)+1, r=ap sia>1, e, s=ap,r=alp—1)+1 sia<]l.
Ala place de l'inégalité arithmético-géométrique, on utilise le fait que la fonction,

1
M —s —— (det M)~
-~

est concave sur les matrices symétriques positives tant que v > 1 — 1/n, d’ou l'on tire que

(1 —~) " (det Hess ©)' ™7 < (1 — 7)1 = n(1 — 7)) + tr(Hess ¢).

a(p;;)—i-l —1_
Le terme constant, qui n’existait pas lorsque l’on utilisait simplement det'/™ < tr/n, fait
apparaitre dans 'argument un terme en f supplémentaire, ce qui permet d’avoir différentes
normes de f dans l'inégalité. Et, a la place de I'inégalité de Holder, on utilise I'inégalité de
Young (31) sous la forme

~ 1 " a
/fa(p 1) Vf.vwgm/“Vng-i—%/f PlIVel?.

On termine par une optimisation en p > 0.

On pose v = O‘a—;l qui vérifie bien v > 1 — 1/n puisque a €]0,n/(n — p)].






2. CADRE RIEMANNIEN : BRUNN-MINKOWSKI,
TRANSPORT ET COURBURE

Nous présentons dans cette partie nos travaux [CMS01, CMSO06] en collaboration avec
Robert McCann et Michael Schmuckenschléger sur les extensions aux variétés riemanniennes
des inégalités de type Brunn-Minkowski. Le point le plus intéressant est de voir comment la
courbure intervient dans les inégalités, a I'instar de ce qui passe dans le calcul I'y de Bakry-
Emery. Cependant, la seule approche connue pour établir ces inégalités est par transport de
mesure. Notre étude met aussi en lumiere l'interaction entre le transport de mesure et la
structure géodésique des variétés.

Soit M™ une variété riemannienne de dimension n. On notera d la distance géodésique et
dvol I’élément de volume riemannien . Enfin, (T, M™, -,|-|) désignera la structure euclidienne
sur lespace tangent T, M"™ en x € M"™. Pour z,y € M"™ et t € [0,1], on note Z;(x,y) le
barycentre de x et y donné par

Zi(x,y) ={z € M"; d(z,z) =td(z,y) et d(z,y) = (1 —t)d(x,y)}.

Lorsque z ¢ cut(y), le cut-locus de y, alors Z;(x,y) est réduit & un point et la courbe ¢t —
Zy(x,y) est exactement la géodésique minimale joignant x & y. Pour un ensemble A C M™,
on note Zy(x, A) = Uye 4 Z(x,y). La quantité essentielle qui permet de mesurer la distorsion
du volume le long de la géodésique t — Z;(z,y) est (voir figure p. 28)

i Vo][Zt(ﬂi‘,Br(y))]
vz, y) = ,1,_>o vol[ By (y)]

Cette limite existe et appartient a |0, +00], avec v1(z,y) = 1. Remarquons que sur Iespace

euclidien R™, on a v; = 1. Intuitivement, on a v; > 1 si la courbure et positive, et v; < 1 si
la courbure est négative. Notre théoréme principal est I'extension riemannienne suivante du
théoréme de Borell-Brascamp-Lieb (voir pages 7 et 7 pour les notations) :

Théoréme 2.1 ([CMSO01)). — Soit p > —1/n. Etant donnés t € [0,1] et f,g: M™ — R,
on pose pour z € M",

ha(z) = sup Mf< f(z) 9(y) >

z€Z¢(x,y) "Ul—t(i% .Z') ’ 'Ut(l', y)

Alors on a, / hy dvol > ./\/lf/(H"p) < fdvol, / gdvol> .
n M7L n
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F1a. 1. Construction de Z;(x, B, (y))

En particulier pour p = 0, on retrouve une forme riemannienne de 'inégalité de Prékopa-
Leindler. Dans les cas de la sphere et de I'espace hyperbolique (ou les coefficients v; se cal-
culent facilement), nous avions prouvé cette extension (sans faire intervenir explicitement les
coefficients v¢) dans un travail précédent [C99a].

Lorsqu’on connait une minoration de la courbure de Ricci de M™, on peut minorer les
coefficients v;(x, y) par un facteur ne dépendant que de la distance d(x,y). Introduisons pour
ke R,

sin(vF d) (sind)/d  pour k=1 (cas sphérique)
(37) Sk(d) = ————= = 1 pour k=0 (R™)

Vkd (sinhd)/d pour k= —1 (cas hyperbolique)

Sil'on a sur M"™ la minoration Ric > k(n — 1)Id, alors on vérifie, en utilisant le théoreme de
comparaison de Bishop que, pour tout z,y € M",

(39) wle,y) > (M)

avec égalité si M™ a une courbure sectionnelle constante égale a k. Par exemple, on peut
énoncer de la maniere suivante le cas p = —1/n (duquel tous les autres se déduisent) dans le

cas Ric > k(n — 1)Id : si an fdvol = an gdvol = 1, alors an hydvol > 1, ou

(1 —t)sin(vEkd(z,v))

sin(tvkd(z,y)) (b —1/n] 7"
! <tsin(\/Ed(:E,y))> 9w)

z2€Z¢(z,y

) (n—1)/n
ht(z) = sup | |:(1 B t) (SlH((l — t)\/Ed(l‘,y))> f(l‘)_l/n—l—




2. CADRE RIEMANNIEN : BRUNN-MINKOWSKI, TRANSPORT ET COURBURE 29

Dans le cas p = 0, lorsqu’on utilise Ric > k(n — 1)Id, on voit que la condition sur les
fonctions est exactement, pour z,y € M et z € Zi(z,vy),

Sk(d) n b
0> (r—parragy) /@0

On peut montrer facilement la majoration 5= t;k)@t S ) < e~t1-)kd*/2 pyy conséquent,

la condition précédente peut a son tour étre remplacée par
—(n— —) a2 _
(39) h(z) 2 e (IR0 EE0I2 f ()1~ g ()"

En comparant ce résultat avec le Prékopa—Leindler gaussien de la page 10, on voit I’analogie
qui existe entre la courbure du potentiel V' (en l'occurrence, gaussien) et celle de la variété.

Il est du coup naturel de s’intéresser a ces inégalités lorsque que 'on met sur M une mesure
1 de la forme dpu(x) = e~V (@) dzx. Les résultats suivants ne font plus intervenir la dimension,
et la variété riemannienne sera simplement notée M (et non plus M™) Dans ce cas, on ne
connalt pas d’énoncé aussi précis que le théoréeme 2.1, mais on peut énoncer un résultat
avec une hypothese a la Bakry—Emery ou la courbure de la variété et celle du potentiel se
combinent :

(40) Hess; V + Ric, > A Ve e M

pour un certain A € R. Nous avons établi le résultat suivant :

Théoréme 2.2 ([CMSO06]). — Soit i une mesure sur une variété riemannienne M, de la
forme dp = e~V dvol ot V et la courbure de Ricci vérifient (40) pour un certain A € R. Soit
te€[0,1] et f,g,h: M — R, telles que Vx,y € M et z € Zy(x,y),

(41) h(z) > e MADE@D/2 p ()1 gy,

Alors on a : /Mhdu > </Mfd,u>1_t </Mgdu>t.

En suivant Maurey [Mau91], on peut déduire des inégalités de Prékopa-Leindler des
inégalités de concentration de la mesure lorsque A > 0. Supposons que la mesure u de densité
e~V est une probabilité sur M, et appliquons le théoréme avec t = 1 /2, h=1et g =14 pour
un certain A C M. Alors, la meilleure fonction f = e possible vérifiant la condition (41) est
donnée par F(y) := inf{\d*(z,y)/4; = € A}, de sorte que

O

fe W=
Ce type d’inégalité a été mis en valeur et abondamment étudié par Talagrand (voir par
exemple [Tal95]). En utilisant I'inégalité de Tchebichev, on trouve I'inégalité de concentration
suivante :
e~ e2/4

1(A)

Dans le cas d’une variété riemannienne compacte sur laquelle Ric > Ald, A > 0, on retrouve,

(42) p({z e M; dz, A) >e}) <

pour la mesure de volume normalisée, 'inégalité de concentration obtenue par Gromov et
Milman [GMS83]) comme conséquence de 'inégalité isopérimétrique de Lévy-Gromov.
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Les démonstrations des théoremes 2.1 et 2.2 reposent sur le transport optimal de mesure
sur les variétés, mais sont d’un esprit légerement différent. Dans les deux cas, on introduit un
transport

F(z) = exp,(V0(z))
entre deux densités de probabilité f et g, et 'application interpolée

Fi(z) := exp, (tVO(x)) = Zi(z, F(x)).

On utilise I'équation
f(@) = g(F(x)) det(dFy),

qui est vérifiée (en un sens faible mais suffisant) f(x)dvol(z)-pp. L’idée implicite est de faire un
changement de variables z = Fi(x), ce qui amene a estimer, pour un zg fixé, le déterminant
jacobien det (d(Ft)wO) L’observation simple mais cruciale est que, comme y — Fj(y) est
toujours une géodésique, pour v € Ty, M le champ de vecteurs d(F})z,(v) € Tr(zy)M est un
champ de Jacobi le long de la géodésique t — Fi(xg). Rappelons qu'un champ de Jacobi
est un champ de déformation d’une géodésique par des géodésiques. Si 'on fixe un repere
orthonormé tournant le long de cette géodésique, on a que d(F})z, est une matrice de champs
de Jacobi. Dans [CMSO01] on présente une étude minutieuse de d(F});, que l'on calcule en
fonction de la matrice Hess,, 6 et des matrices

Y; = d[expxo]tvg(xo) et  Hy:= [Hess, dz(',ﬂ(xo))/Z]w:mo.
Les matrices Y; et H; sont riches d’informations concernant l'interaction entre volume et
courbure. La « monotonie » du transport intervient a travers la condition (19) : Hess,, 6 +
Hy, > 0. Dans [CMSO06], on utilise plus explicitement 1’équation différentielle satisfaite par
les coordonnées Y (t) € R™ d’un champ de Jacobi dans un repere repére orthonormé tournant
le long dune géodésique {7(t) }1e(0,1] :
Y"(t) + R(t)Y (t) = 0,
ou R(t) est la matrice de 'opérateur
LM — TypM
v — R(¥(1),0)5(),

R, : T,M x T,M x T,M — T, M désignant le tenseur de Riemann en x € M, et #(t) =
fl—z(t) € T,y M le vecteur tangent en ¢ € [0, 1]. En choisissant correctement le repere tournant,

la matrice R est de la forme
= = ,

et la trace de R(t) redonne la courbure de Ricci dans la direction (¢) :

tr R(t) = 1%ic’y(t) (/7(75)7 7(75)) :
Ainsi, la matrice A(t) = d(F})y, de champs de Jacobi le long de la géodésique t — Fy(xq)
vérifie ’équation différentielle
A"(t) + R(t)A(t) = 0.
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La trace de R(t) (et donc la courbure de Ricci) intervient naturellement dans la dérivée du
déterminant de A(t), et ainsi cette équation permet d’obtenir des inéquations différentielles
pour

a(t) = logdet d(F})z,-
Ces inéquations différentielles se combinent avec celles que 'on a sur V(F;(zg)) et ameénent
de facon naturelle & utiliser (40). Signalons enfin que dans [CMS01] on est amené a établir de
nombreuses propriétés de régularité faible pour F; et pour les densités interpolées Fi#(f(z) dvol(z)),
et & utiliser les liens entre le transport optimal et la fonction d(-,z0)?/2. Sur R, cette fonc-
tion a une hessienne constante égale a 'identité, mais la situation est singulierement différente
sur une autre variété. Nous avons également établi certaines propriétés du cut-locus qui sont
peut-étre intéressantes pour elles-mémes.

On peut retrouver a partir du théoréme 2.2 et en suivant la méthode de Bobkov et Le-
doux [BLOO], I'inégalité de Sobolev logarithmique de Bakry-Emery. Dans [CMS06] nous
proposons une approche directe par transport, a partir des outils utilisés pour démontrer
le théoréme 2.2, de l'extension suivante du théoreme 1.1 (p. 18) (la notation Ent, est la
méme (26) que dans la partie précédente) :

Théoréme 2.3. — Soit u une probabilité sur M de la forme du = e~V dvol ot V et la
courbure de Ricci vérifient (40) pour un certain A € R. Soit f,g : M — Ry deuz fonctions

réquliéres a support compact telles que / fdu = / gdp = 1. Si F(z) := exp,(VO(z))
M

M
désigne le transport optimal de f dp sur gdu, alors on a :
A
(43) Ent,(g) — Ent,(f) > / Vf-VOdu+ 5/ VO f dpu.
M M

Comme dans la partie précédente (voir p. 18), on peut en déduire l'inégalité de Sobolev
logarithmique de Bakry-Emery, ainsi qu’une inégalité de transport & la Talagrand observée
formellement par Otto et Villani [OV00].

Pour terminer, disons quelques mots sur les travaux récents de Sturm [Stu], et de Lott et
Villani [LV], dont certains résultats recoupent en partie ceux de [CMSO06], mais qui surtout
offrent d’autres perspectives puisque leur objectif est d’obtenir une notion de courbure de
Ricci sur les espaces métriques. Certains de nos résultats riemanniens [CMS01, CMSO06]
peuvent s’interpréter comme une converxité de déplacement de certaines fonctionnelles. La
notion de convexité de déplacement a été introduite par McCann [McC94, McC97]. Soit
(M, 1) un espace métrique mesuré possédant des géodésiques (on parle d’espace de longueur)
et Pue(M, 1) Uespace des densités de probabilités (par rapport a p). On identifie implicitement
les densités p € Pue(M, ) et les mesures de probabilités p du. Une fonctionnelle H sur I'espace
Pac(M, 1) est déplacement convexe si, pour pg, p1 € Pac(M, p), F le transport optimal de pg
sur p; et F} le transport interpolé (par exemple (1 — t)z + tF(x) sur 'espace euclidien ou
exp, (tVO(x)) sur une variété avec les notations précédentes), la fonction

t — H(F#po) est convexe sur [0, 1].

11 s’agit donc de la notion de convexité géodésique sur 'espace métrique (Py.(M, p), dy ) des
densités de probabilités munies de la distance de Kantorovich-Rubinstein dy définie p. 11 (on
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néglige ici, pour simplifier, 'existence de géodésiques sur cet espace métrique). On a également
une notion analogue d’uniforme convexité avec constante A : si ’on note p; = Fy#pg la densité
interpolée, on impose

(1= t)yH(po) + tH(p1) — H(pe) > At(1 = t)dfy (po, p1)/2-

11 découle de [CMS06] que, comme 'avaient formellement établi Otto et Villani, la fonction-

nelle entropie sur P,.(M, dvol) associée a la probabilité p = eV,

H(p) = /Mplogpdvol + /M pV dvol = /M (e—LV) log (e—LV> du,

que l'on peut donc aussi voir comme une fonctionnelle sur P,.(M, p), est uniformément
déplacement convexe avec constante A si 'hypothese (40) est vérifiée. Ce résultat a aussi
été observé par Sturm (voir également son travail avec Von Renesse [VRSO05]), et Lott et Vil-
lani, qui en fait ont montré bien plus : la réciproque est également vraie. Ainsi, la convexité
de déplacement de I’entropie permet de définir une notion de courbure de Ricci, ou pour étre
plus précis, une notion de minoration de la courbure de Ricci pour le couple (M, i). Or on voit
que la notion de convexité de déplacement peut se définir pour des probabilités sur un espace
métrique mesuré quelconque (possédant des géodésiques). Cela n’est que le début de I’histoire.
Par exemple, ces auteurs ont récemment réussi & introduire une condition fonctionnelle qui
permet de retrouver non seulement la courbure de Ricci, mais aussi la dimension. Ils sont
donc en mesure de définir une notion de courbure-dimension sur les espaces métriques me-
surés. Nous renvoyons, pour plus de détails et de commentaires bibliographiques a 1’excellent
exposé de Villani & Saint-Flour [Vil05].

Signalons pour finir que le théoréme 2.1 ne rentre pas dans le cadre des travaux de Sturm,
Lott et Villani puisqu’il est vrai indépendamment de 'existence d’une minoration de la
courbure de Ricci. On peut faire la conjecture que ce résultat (peut-étre dans une version
légerement modifiée) est vrai sur n’importe quel espace sur lequel on a une notion de mesure
et des géodésiques. Ce sont en effet les seuls ingrédients nécessaires pour définir les coefficients
de distorsion v; dont nous pensons que le role est important.
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FONCTIONS PLURISOUSHARMONIQUES

Nous allons donner une nouvelle démonstration et une extension [CO5] du théoréme de
Berndtsson [Ber98] qui est une version complexe du théoreme de Prékopa (p. 9) ou la
convexité est remplacée par la plurisousharmonicité. Nous présenterons ensuite quelques ap-
plications du théoréme de Berndtsson et de l'interpolation complexe, en partie pour ’étude
de I'inégalité de Santalé (tirée de [C02al]).

3.1. Une nouvelle approche du théoréme de Berndtsson

On rappelle qu’'une fonction est plurisousharmonique si sa restriction a tout droite com-

plexe est sous-harmonique.La plurisousharmonicité est une notion locale et pour une fonc-
)
w; Ow 1<i,j<n
soit une matrice (hermitienne) positive en tout point de I'ensemble de définition de ¢. La
classe d’ensembles associée aux fonctions plurisousharmoniques est formée des ensembles
pseudo-convexes. Un sous-ensemble de niveau d’une fonction plurisousharmonique est en-
semble pseudo-convexe, et la réciproque est presque vraie — il y a des subtilités importantes
qui n’existent pas dans le cas réel, mais qui ne posent pas de problemes pour les questions
considérées ici. On notera dX la mesure de Lebesgue sur CV 22 R?V | Le résultat de Berndtsson
s’énonce (dans une forme légérement simplifiée) comme suit :

tion réguliere ¢, elle est équivalente au fait que la Hessienne complexe (

Théoréme 3.1 (Berndtsson [Ber98]). — Soit ¢ : C"*! = C x C" — R une fonction
plurisousharmonique et soit  : C — R définie par

(44) e ®() = / e =) g (w).

Si l'on suppose que

(45) Vo € R, Yw € C,Vw € C",  ¢(z,w) = p(z,e’w),
alors la fonction ® est sous-harmonique.

Sous sa forme plus générale (qui s’en déduit), le résultat s’énonce comme suit : soit Q C
C"*! ensemble pseudo-convexe et ¢ : Q — R une fonction plurisousharmonique tels que sur
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chaque section en z € C,
Qz) ={w e C"; (z,w) € N},
on ait
(46) 0€Q(z) et VOER, Ywe Qz) : ePweQ(2), et o(z,ew) = o(z,w);

alors la fonction ® définie par
(47) ) / e=2) g (w)

est sous-harmonique. On remarquera que I’hypothese d’invariance sur ’ensemble et sur la
fonction ¢ a lieu seulement sur les fibres au-dessus de z fixé.

En comparant avec le théoreme de Prékopa (p. 9), on voit que, dans le cas complexe,
il y a une hypothese d’invariance (45) nouvelle — en l'occurrence une invariance par 'ac-
tion du tore S! sur chaque fibre. Cependant, 'exemple de la fonction sur C2, ¢(z,w) =
lw — 22 — |22 = |w|* — 2R(2w), qui est plurisousharmonique comme somme d’une fonction
plurisousharmonique et d’une fonction harmonique, montre que le résultat ne peut étre vrai
en toute généralité sans hypotheses supplémentaires. Le probleme vient peut-étre du fait que
la notion de plurisousharmonicité est une notion dans laquelle la structure complexe des sous-
espaces — un sous-espace vectoriel E est un sous-espace complexe si £ = iF — intervient, alors
que cette structure est transparente pour la mesure de Lebesgue. L’exemple précédent montre
justement que l'on peut glisser un défaut de convexité (ou plutot de sous-harmonicité) sur un
espace qui n’est pas complexe, en 'occurrence {(z,w) ; w = Zz}. Signalons que Berndtsson
a également montré que le résultat était vrai sous la condition d’invariance a la Reinhardt
suivante :

Voi,...,0, e R, Ywe CVwe C", o(z,wi,...,w,) =@z, wy,... e w,).
Mais ce cas est moins intéressant car il peut, en fait, se déduire d’une forme du théoreme de
Prékopa-Leindler réel. Il peut néanmoins aussi étre retrouvé avec ’approche développée ici.

La preuve de Berndtsson repose sur les estimés L? de Hérmander (voir [H6r90]) pour
I'opérateur 0, une réciproque partielle de ces estimés et un procédé de tensorisation qui
consiste & rajouter arbitrairement des dimensions et & passer a la limite dans les estimés L2.
Ainsi cette preuve ne suit-elle aucune des preuves connues du théoreme de Prékopa réel. Il
n’est pas inintéressant de remarquer que l'on peut adapter la preuve de Berndtsson au cas
réel. La version réelle des estimés d’Hormander n’est autre qu'une des inégalités de Brascamp-
Lieb [BL76a] (qui, bien que démontrée plus tard, est un cas particulier du résultat complexe
d’Hormander) et le processus de limite s’apparente a une méthode de Laplace. Evidemment,
cette méthode est, dans le cas réel, bien trop compliquée.

Le but de notre travail [C05] est de proposer une nouvelle approche du résultat de Berndts-
son qui s’inspire de la récente preuve locale du théoreme de Prékopa découverte par Ball,
Barthe et Naor [BBNO3] (voir aussi [ABBNO4]). Cette preuve consiste, pour le théoréme
de Prékopa (p. 9), a trouver une formule permettant de calculer ¢” et permettant ainsi de
lire localement la convexité de ¢. Notre but est de trouver une formule pour

0*®
020%Z

Ad =4
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a partir de (44). 1l est suffisant de calculer A®(0). La question intrigante est de savoir & quel
moment on va devoir s’écarter du cas réel et imposer certaines conditions supplémentaires
garantissant que A®(0) > 0. Sur R", on peut travailler de maniére assez flexible sans intro-
duire trop de formalisme fonctionnel, en partie parce que la structure des fonctions f telles
que df = 0 est simple. La situation est différente sur C" — les fonctions telles que 0 f = 0 sont
précisément les fonctions holomorphes. Nous allons transférer certaines idées de Ball, Barthe
et Naor dans un formalisme L? et utiliser la théorie L? de I'opérateur 0.

Afin de présenter le résultat principal et la méthode, il faut fixer un peu les notations et
présenter la théorie L? du 0. Pour simplifier, placons-nous sur C” tout entier ; nous renvoyons
a [C05] pour le cas d'un domaine pseudo-convexe général.

Rappelons que pour une fonction v réguliere sur un certain CV et w € CV, la forme de
Levi en w est la forme hermitienne associée & la Hessienne complexe de u : pour & € CV,

L (€ Z awj 8w w)&; k-

Cette forme hermitienne est positive lorsque u est une fonction plurisousharmonique.
Fixons une fonction ¢ : C* — R plurisousharmonique C? — cette fonction est destinée &
atre (0,-). Notons L2(e~?) = L%(C", e~?) I'espace de Hilbert avec le produit scalaire

f(w)g(w)e ) dA(w).
(C’!L

On utilise aussi l'espace de Hilbert des (0, 1)-formes,

L%O’l)(e_‘z’) =qda= Zajdw_j; aj € L (e™) 3,
j=1

avec le produit scalaire
/ a-Be? = /<c Zaj(w)ﬂj (w) | e dx(w).

0
Rappelons que si f est réguliere, on définit df = Z o / - dwj et que, pour une u plus
7=1
générale, on définit Qu au sens des distributions (les fonctions tests étant les fonctions régulieres
a support compact). On a ici affaire & une condition de Neumann & l'infini. L’opérateur 0 est
vu comme un opérateur (fermé) non-borné de L2(e~?) dans L%O 1)(e_‘lﬁ) de domaine dense

D) ={uec L*(e?); du e L%OJ)(e_‘f’)}.

Son adjoint sera noté 52 : L%O 1)(e_¢) — L%(e™?). Sur une (0, 1)-forme réguliere a, il est

— ~bq,
donné par 8;a = —e? Z?:l a(eaiwjaj). On introduit I'opérateur L sur L?(e~?) suivant :

(48) L:=-0400.



36 3. CADRE COMPLEXE : THEOREME DE PREKOPA ET FONCTIONS PLURISOUSHARMONIQUES

L’opérateur L est auto-adjoint et a un domaine dense. Pour f € D(d) et g € D(L), on a

(19) [ stae =~ [ or-dge.

Signalons que, dans la preuve, on recourt a la formule d’intégration par parties suivante, qui
est un cas particulier de la formule d’Hérmander [H6r65] : pour toute g € D(L) réguliére,

2

2
o [ msPet = [ | cou@sto) + X Gt | e i)
J.k

ow [ owy

ol 'on a fait 'identification dg = (88—%, ey 8%]”) € C™. Dans le cas réel (qui s’en déduit),
cette formule est aussi connue sous le nom de formule de Bochner.

Soit Hy le sous-espace fermé constitué des fonctions holomorphes de L2(e~?) :
(51) Hy={he€L*e?); Oh =0} =ker L.

Un résultat classique d’existence (théorie de Hormander [H6r90, H6r65]) et de régularité
(avec conditions de Neumann) pour l'opérateur 0 nous assure que si f € L?(e™?) est une
fonction réguliere orthogonale & Hy, alors il existe g € D(L) réguliere telle que f = Lg. Re-
marquons que les fonctions constantes appartiennent & Hy. On les met de coté en introduisant
le sous-espace de H suivant

(52) Hy = {h L2 ?); Dh=0ct | hw)e ™ dr(w) = o},

Cn

L
qui est précisément l'orthogonal dans H des fonctions constantes : Hy = C1 & Hy. Pour
résumer, on voit que toute fonction f € L%(e~?) admet une décomposition (de type Hodge)
en somme de termes orthogonaux :

_ f(cn fe_¢
~ Jene?

H € H, (52) et g € L?(e™?). Les deux premiers termes donnent la composante holomorphe

(53) fw) + H(w) + Lg(w)

de f. Notre formule principale, qui peut étre vue comme une version complexe de I'ingrédient
central de la main formula de Ball, Barthe et Naor, est la suivante :

Théoréme 3.2 ([C05]). — Soit ¢ : C x C" — R wune fonction réguliére telle que ¢ =
©(0,-) : C* — R soit plurisousharmonique. Considérons la décomposition dans L*(e™?) de
w— g—f(O,w) suivante :

92(0.) e~ ¢
0_4,0(wa) = Jon 7 ,_)e
0z Jone™®

avec H € Hy (52) et g € L?(e™?) réguliere. Si ® est la fonction définie par

e 2 :/ e =) gx(w),

(54) + H(w) + Lyg(w),
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alors, en écrivant (1,0g) = (17 63_%7 o 6%9n> e C™! ona
(55)
0800/ = [ o0 (1300) + 3 [t )]~ @] 4 arw),
cr (015 a@]aw_k

Lorsque ¢ est plurisousharmonique des (n + 1) variables, alors Egp(ovw)(f) > 0 pour tout
w € C" et € € C*1. On voit qu’alors le seul terme qui peut empécher A®(0) d’étre positif est
le terme en H, et donc la condition naturelle est de supposer que H est nul. On en déduit :

Théoréme 3.3 ([C05] Une extension du théoréme de Berndtsson)
Soit p : C x C" — R une fonction plurisousharmonique. On suppose que la fonction

w—>—(’0(0,w)

0z

est orthogonale dans L?(e=#(0")) 4 lespace

(56) oo = {h € L2 #0): Bh =0 et / h(w)e=#0) dx(w) = 0}.

n

Alors la fonction ® définie par (44) satisfait A®(0) > 0.

Il est intéressant de voir comment on retrouve le résultat de Berndtsson, car cela éclaire
son hypotheése d’invariance. Soit donc ¢ : C"*! — R une fonction plurisousharmonique

0
vérifiant (45). La fonction e~#() — évidemment — mais aussi la fonction ge (0, -) vérifient alors

0z

la méme invariance. On déduit de cela que la composante holomorphe dans H g, .) de g—f(O, )
(qui s’obtient comme une projection dans L?(e~#(0))) vérifie aussi cette invariance. Or une
fonction holomorphe sur C" invariante par I'action de S' est nécessairement constante (c’est
ici que l'invariance intervient). Donc la projection sur les fonctions holomorphes de g—f(O, )
est une fonction constante, ce qui est une autre maniere de dire que g—f(O, -) est orthogonale
a Hy(0,)- On a donc bien, sous I'hypothese d’invariance (45), que A®(0) > 0. Comme 0 est
ici un point quelconque, on déduit que ® est sous-harmonique.

Parmi les avantages éventuels de notre approche, on remarquera que son caractere purement
fonctionnel permet de considérer le cas ou la fibre au dessus de z est une variété complexe M
(on peut faire les mémes calculs pour ¢ : C x M — R), tandis que ’hypotheése d’invariance
de Berndtsson n’a de sens que sur C" puisqu’elle utilise la structure linéaire. Notre méthode
suggere aussi qu’il existe peut-étre des liens structurels entre certains opérateurs différentiels et
des théoremes de type Prékopa pour des classes de fonctions définies a ’aide de ces opérateurs
— convexité et plurisousharmonicité pouvant étre définis localement a 'aide d’opérateurs de
dérivation. Signalons enfin que Berndtsson [Ber05] a récemment utilisé une extension de cette
méthode pour montrer une superbe généralisation du théoréeme 3.1 donnant des propriétés de
plurisousharmonicité du noyau de Bergman.
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3.2. Liens avec l’interpolation complexe. Inégalité de Santalé

Dans cette partie consacrée a des applications géométriques du résultat de Berndtsson,
nous garderons la notation dA pour la mesure de Lebesgue mais nous préférerons la notation
vol lorsque 'on travaillera avec des ensembles (donc A = vol).

Nous allons travailler avec des espaces normés compleres de dimension finie n, c’est-a-
dire avec des espaces de la forme X = (C", | - |[x). Une boule de C™ est une boule unité
By = {w € C"; ||w||x < 1} pour une certaine norme || - ||x sur C". De fagon équivalente,
une boule de C" est donc un convexe compact d’intérieur non vide et C-symétrique au sens
d’invariant par I'action (w, ) — e”w de S sur C". On voit donc ici le lien avec I’hypothese
d’invariance de Berndtsson. Remarquons qu’une boule de C™ est un corps convexe symétrique
de R?", alors que la réciproque est fausse en général.

Etant donné deux espaces X = (C,||-||x) et Y = (C", || - ly) on note [X, Y], = (C, | -||-)
I'espace interpolé complexe de Caldéron entre X et Y en z € C:= {2 € C| 0 < R(2) < 1}.
Rappelons que [X,Y], = [X, Y]y avec 6 = R(z). Par extension, si K et L sont deux boules
de C™, on notera

(K, L].

la boule unité de I'espace interpolé en z entre les espaces ayant respectivement les boules K
et L comme boule unité.

Ce qui rend les choses agréables en dimension finie, c¢’est que 1’on a toujours que [X, Y]} =
[X*,Y*], ou Z* = (C", || - ||«) désigne le dual (complexe) de Z = (C", || - ||) dans la dualité

n
(57) (W', w?) =" wpwp
k=1
et ||w||s := sup |(w,w)|. On tire de cela la formule suivante, que I’on pourra donc prendre
[l <1

comme définition de la norme interpolée || - ||, en z entre X et ¥ : pour z € C et w € C",
(58) Jwll = sup  [(f(2),w)]

fEBN(X*,Y™)
ol

By(X*,Y7)i= {f € F| sup | f(it)[x- < 1et sup | f(1+it)ly- <1},
teR teR
et
F = {f:C — C"| f continue bornée sur C, holomorphe sur R(z) € (0,1) et telle que

lim f(t+ ai) =0 pour @ =0 ou 1}.
t—+oo

Pour f € F, z € C et w € C", on voit que la fonction (z,w) — (f(z),w) est holomorphe, et
donc si 'on prend son module on obtient une fonction plurisousharmonique. Par conséquent,
comme un sup de fonctions plurisousharmoniques est plurisousharmonique, on déduit de la
formule (58) que la fonction

CxC" — R

(z,w) — lwl:
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est plurisousharmonique. Soit encore, pour K et L deux boules de C", et leurs boules inter-
polées [K, L],, 'ensemble (qui n’est pas convexe!)

U{z} x [, L) ccm !
zeC
est pseudo-convexe.
En appliquant le résultat de Berndtsson avec ¢ = 0 dans (47), on obtient, puisque [K, L],
est une boule et donc vérifie ’hypothese (46), que la fonction

z — —log(vol([K, L],))

est sous-harmonique. Mais comme par construction de 'interpolation cette fonction ne dépend
que de R(z), la sous-harmonicité implique la convezité de cette fonction (c’est une propriété
simple mais utile des fonctions ne dépendant que de la partie réelle de la variable). On a donc
montré le

Théoréme 3.4 ([C02a]). — Soit K et L deux boules de C" et soit [K, L], = [K, L]y, leurs
boules interpolées. Alors la fonction t — Vol([K, L]t) est log-concave sur [0,1] et donc, pour
t €10,1],

(59) vol([K, L];) > vol(K)''vol(L)".

Remarquons que ce résultat peut aussi s’obtenir a partir de la forme simplifiée du théore-
me 3.1 en travaillant sur tout C" avec la fonction plurisousharmonique p(z,w) := ||wl|, ou
| - |2 est la norme interpolée de boule [K, L],, puisque pour toute norme || - || de boule unité
K ona

/ eIl g\ (w) = ¢, vol(K)

ou ¢, > 0 est une constante dépendant seulement de n.

11 est intéressant de remarquer que l'inégalité (59) améliore I'inégalité de Brunn-Minkowski
(3) pour les boules de C™. En effet, en utilisant des propriétés du noyau de Poisson, on peut
voir que

(60) [K,Ll; © (1 —t)K +tL.

On verra un cas particulier éclairant de cette inclusion plus loin.

Une des propriétés utiles de l'interpolation, que nous avons déja utilisée, est qu’elle se
combine tres bien avec la dualité (ce qui n’est pas le cas de la somme de Minkowski). Etant
donné un espace vectoriel normé complexe X = (C", || - ||x), on définit I'espace conjugué
X = (C"| - |) par |Jw|s := |[w]x ot W = (Wy,...w,) (la définition pour un espace
vectoriel normé complexe X général est légerement plus fastidieuse et revient a conjuguer
la multiplication des scalaires) . La raison de cette opération, qui peut sembler étrange, est
que nous avons défini la dualité a I’aide d’une forme bilinéaire complexe (57), alors que la
structure hermitienne /5 est définie a l'aide d’une forme sesquilinéaire. Si X est un espace
vectoriel complexe de dimension n et si X désigne son dual conjugué (peut importe 'ordre
des opérations) alors

[X, X2 = 45(C) = 3" (R).
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Si K est une boule de C™, il est naturel de définir le polaire a ’aide de la structure euclidienne
réelle :

K°:={weC"; V¢ €K, m((w,@” <1}.
Par conséquent, si K est la boule unité de X = (C™, || - || x), alors K° est exactement la boule
unité de X car on a aussi, en utilisant la C-symétrie de K,

K°={weC; Ve e K, |(w?)
Par conséquent, on a, pour toute boule K de C™,
[K, K12 = B3"
ot B3" est la boule euclidienne standard de C™ = R?". On tire donc de (59) que

vol(K)vol(K°) < vol(B3")2.

<1},

Cette inégalité est I'inégalité de Blaschke-Santalé [San49] (on dit aussi, plus brievement, de
Santalé) dans le cas particulier des boules de C™. L’inégalité de Santalé dit plus généralement
que le produit du volume d’un corps convexe symétrique de R” et du volume de son polaire
est maximal pour la boule euclidienne (voir [MP90]).

Nous pouvons considérer des mesures plus générales que la mesure de Lebesgue. En ap-
pliquant le résultat de Berndtsson avec ¢(z,w) = ¢(w) pour un ¢ vérifiant les hypotheses
d’invariance et Q(z) = [K, L], dans (47) on obtient

Théoréme 3.5 ([C02a]). — Soit i une mesure sur C™ vérifiant la condition suivante :
(H) dp(w) = e~ d\(w)
¢ : C" — R est plurisousharmonique et @(ew) = p(w), V0 € R, Yw € C™.

Soit aussi K et L deuz boules de C™ et [K, L], les boules interpolées. Alors la fonction t —
w([K, L)) est log-concave et donc

(61) ([, L)) = p(E) (L)
Ainsi, toute mesure p vérifiant la condition (H) vérifie I'inégalité de Santal6

(62) p(K)p(K°) < u(B3™),
pour toute boule K de C". Un cas de mesure p vérifiant la condition (H) est une mesure
log-concave sur C" qui a l'invariance requise et ’exemple typique est la mesure gaussienne
~on. Nous pensons que 'inégalité (62) est vraie sur R™ pour tout corps convexe symétrique
K et toute mesure log-concave paire.

Remarquons que pour a,b > 0 et K une boule de C™, on a

[aK,bK]; = a' 'V K.
Cela suggere que l'interpolation a plus & voir avec une moyenne géométrique des boules qu’avec
une moyenne arithmétique. Dans ce cas particulier, I'inclusion (60) se résume a

a7t < (1 —t)a + tb.
Nous constatons donc que toute mesure de la forme (H) vérifie que la fonction A — u(e*K)

est log-concave. Dans le cas de la mesure gaussienne, c’est un cas particulier de la (B)-
conjecture que nous étudierons plus loin.
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4.1. Mesures log-concaves par rapport a la gaussienne et corrélation

Certaines propriétés de la mesure gaussienne découlent seulement du fait que c’est une
mesure avec un potentiel uniformément convexe. Nous avons déja vu le cas des inégalités
de Sobolev logarithmiques et de transport. Cependant, certaines inégalités fines reposent sur
la structure particuliere de la mesure gaussienne. L’exemple le plus frappant est I'inégalité
isopérimétrique gaussienne découverte indépendamment par Sudakov et Tsirel’son, et Bo-
rell : & mesure gaussienne fixée, ce sont les demi-espaces qui minimisent la mesure de sur-
face gaussienne. Si 'on introduit la fonction répartition gaussienne ¢(t) = v1(] — oo, t]) =

ds e . P
/ o512 ——, alors la fonction isopérimétrique gaussienne est définie par I = ¢ o qﬁ‘l :
o V2T

I(a) = dvy, , ou H est un demi-espace tel que v,(H) = a.
OH

Bobkov [Bob97]| a mis en valeur la forme fonctionnelle suivante de l'isopérimétrie. Pour
f:R" — [0, 1] réguliere, on a

(63) I < / fdfyn> < [ VE@ NI,

En appliquant cette inégalité a une fonction indicatrice, on retrouve la forme géométrique de
Iisopérimétrie gaussienne. On peut aussi retrouver, en faisant un DL au voisinage de f = 1,
I'inégalité de log-Sobolev gaussienne. Bakry et Ledoux [BL96] ont montré que I'inégalité (63)
reste vraie si 'on remplace v, par une mesure de probabilité p vérifiant

(64) du(z) =e V@ de  avec Hess, V >1d, V& e R™

Cela donne une estimation isopérimétrique pour u, la fonction I restant néanmoins la fonction
isopérimétrique gaussienne et non pas celle de la mesure p.

Dans notre travail avec Franck Barthe et Matthieu Fradelizi [BCFO01], nous étudions
une forme inverse de (63) que nous avons appris de Beckner (mais qui était aussi implicite
dans [BL96]) : pour f : R™ — [0, 1] réguliére & support compact,

(65) \/(/I(f)d’vn>2+'/vfd'yn2§I</fd’yn>-
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Nous montrons que ce type d’inégalité est adapté pour 1’étude du probleme géométrique
suivant, dit probléme du shift, qui consiste & déterminer (ou & estimer), pour une mesure
de probabilité u, les ensembles dont la mesure change le plus lorsqu’on les translate. Bob-
kov [Bob99]| a résolu le probleme pour la mesure gaussienne (les demi-espaces sont encore
extrémaux) et caractérisé les mesures p vérifiant 1'inégalité de shift de type gaussien suivante :
pour A C R" et v € R",

(A +v) < (o7 (1u(A)) + clv])

pour une constante ¢ > 0 fixée. En utilisant une méthode de semi-groupe (un Ornstein-
Uhlenbeck adapté) nous montrons que toute probabilité u de la forme du(z) = e~V ®) dx
avec |[Hess V| < Id — ce qui apparait comme une condition inverse de (64) — satisfait
I'inégalité (65), avec p a la place de 7y,. Nous montrons aussi une propriété de tensorisa-
tion pour cette inégalité : si la mesure p la satisfait, alors la mesure produit p®) sur R
aussi. On complete aussi I’étude par I’équivalence entre cette inégalité et une forme inverse
de I'inégalité de Sobolev logarithmique (ce qui fait le parallele, pour des formes inverses, avec
I’étude de Bakry et Ledoux). On peut aussi remarquer que le probleme du shift gaussien est 1ié
au probleme de la maximisation de la norme du barycentre d’un ensemble de mesure donnée.
En effet, une forme a priori plus faible de (65) (mais dont nous avons montré qu’elle était
équivalente), observée par Bobkov, est que pour f : [0,1] — R réguliere a support compact,

co{frm)

Comme /Vf dvy, = /:Ef(:n)d%(az), I'inégalité appliquée a f = 14, pour A C R™, devient

(67) ‘ijvdyn

Cette inégalité traduit le fait que les demi-espaces maximisent la norme du barycentre a
mesure gaussienne fixée. En fait, on a un principe bien plus général (et par ailleurs trivial a

on a

(66) ‘/vm%

< I(n(A4))

établir) : si p est une probabilité sur R qui ne charge pas les hyperplans et qui a un moment
d’ordre 1 fini, ¥ une fonction convexe sur R” et a € [0, 1], on a

sup ¥ /A v dp(z)) zsup{\lf< /H vdp(x)): H demi-espace tel que p(H) :a};

wA)=a
de plus, si ¥ atteint son minimum en au plus un point (comme dans le cas (67) ou ¢ = | -|),
seuls les demi-espaces sont extrémaux (bien entendu modulo un ensemble de mesure nulle
pour ().

Une mesure vérifiant (64) est une mesure log-concave par rapport a la gaussienne, puis-
qu'elle peut s'écrire sous la forme du(z) = ¢™V@® dy, () avec W convexe. Il est naturel
d’autoriser que p ait un support (convexe) éventuellement plus petit que R™. On dit qu’'une
mesure p est une mesure log-concave par rapport a 7y, si

(68) du(z) = e V@ dy,(z) avec V:R" — RU {+o0} convexe.
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Rappelons que V est continue sur son domaine donné par ’ensemble convexe int({:z: €
R"; V < +oo}), et que l'on peut facilement approcher une mesure p de la forme (68) par
une mesure de la forme (64) qui a une densité réguliere sur R™ tout entier. Plus généralement,
on dit qu'une mesure p est log-concave par rapport a une mesure v, si vy, est remplacée par
v dans (68).

Nous avons déja vu que beaucoup d’inégalités valables pour la mesure gaussienne étaient
vraies également pour les mesures de la forme (64). On doit a Caffarelli un résultat qui
permet d’expliquer en partie ce phénomene. Le résultat de Caffarelli s’énonce pour une mesure
gaussienne quelconque (pas nécessairement la mesure gaussienne standard) :

Théoréme 4.1 (Caffarelli [Caf00]). — Soit v une mesure gaussienne, dv(zx) = e~9®) dg
o Q) est une forme quadratique, et U une mesure log-concave par rapport a v. Alors le transport
de Brenier T'= Vi de v sur v est une contraction :

0 <Hessep <1Id.

Nous ne discuterons pas ici des problémes de régularité du transport (nous sommes heureu-
sement dans un cadre ou les résultats de régularité de Caffarelli s’appliquent). Un cas typique
de mesure log-concave par rapport a une gaussienne v est la restriction (que I'on prend en
général normalisée) de la mesure v & un ensemble convexe K C R",

(69) vi(A) = %

Dans [C02b], nous avons utilisé le résultat de Caffarelli pour I’étude d’inégalités de cor-

pour tout A C R™.

rélation gaussiennes. Nous retrouvons entre autres un cas particulier de la conjecture de la
corrélation gaussienne démontré par Hargé en utilisant le semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck.
La conjecture de la corrélation gaussienne stipule que pour K, L deux convexes symétriques
de R™,

(70) V(K N L) > 7 (K)vn(L).

Pitt [Pit77] a montré qu’elle est vraie en dimension n = 2, mais le meilleur résultat connu en
dimension n est di & Hargé [Har99] qui a montré que I'inégalité (70) est vraie lorsqu’un des
deux corps convexes symétriques est un ellipsoide. Cela étend, par approximation, le résultat
de Sidsk [Sid67] affirmant que I'inégalité est vraie lorsque 'un des ensembles est une bande
(symétrique).

Donnons-nous un ellipsoide £ = {z € R" ; Az -2 <1} = VAT BF, ou A est une matrice
symétrique définie positive et By la boule euclidienne standard de R". En faisant le changement
de variables = v/Ay, nous voyons que nous devons montrer que, pour tout corps convexe
symétrique K C R", on a

v(K N BY) > v(K)v(By)

oll v est la mesure gaussienne donnée par dv(y) = e~ ¥¥/\/(27)" det A. Soit encore, en
utilisant la mesure v restreinte a K définie en (69),

(
vi(By) = v(B3).
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D’apres le résultat de Caffarelli, on sait que le transport de Brenier T = Vi de v sur vg
est une contraction. Comme ces deux mesures sont symétriques, par unicité du transport de
Brenier, T' est impaire, et donc en particulier 7(0) = 0. Par conséquent, |T'(z)| < |z| pour
tout € R™, et donc T~1(B2) D BY. L'inégalité voulue découle alors de la définition de la
mesure image v (BY) = v(T~1(BY)) > v(BY).

La symétrie a été utilisée uniquement sous la forme 7'(0) = 0. Cette méthode permet aussi
de montrer certaines inégalités de corrélation pour des ensembles convexes non symétriques.
Nous exhibons en particulier certaines formes non-symétriques du résultat de Sidék, qui sont
a comparer a des versions non-symétriques obtenues par E. Werner et Szarek. Ces résultats
peuvent aussi se démontrer en utilisant le semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck.

La corrélation gaussienne est un exemple ou se rencontrent ensembles convexes symétriques
de R™ et mesure gaussienne ~,. La (B)-conjecture en est un autre exemple.

4.2. La (B)-conjecture

La question suivante est due & Banaszczyk et a été popularisée par Latala [Lat02] sous le
nom de (B)-conjecture : étant donné un convexe symétrique K C R", a-t-on

(71) 'VTL(\/JK) 2 \/’Vn(aK)’Vn(bK)

pour tout a,b > 07 Nous démontrons que ce résultat est vrai sous la forme équivalente
suivante :

Théoréme 4.2 ([CFMO04]). — Pour tout conveze symétrique K C R™, la fonction
A — T (e)‘ K)
est log-concave sur R.

Il résulte de I'inégalité de Prékopa—Leindler que la fonction ¢ — =, (tK) est log-concave. Ce
que nous voulons, ¢’est donc une amélioration de ce résultat qui fait penser & "amélioration (61)
de I'inégalité de Brunn-Minkowski (voir les commentaires suivant le théoreme 3.5). Le probleme
est qu’il n’y a pas (pour l'instant 7) de notion réelle sur R", géométriquement utile, d’inter-
polation analogue a l'interpolation complexe, sauf dans le cas des corps inconditionnels. En
effet, on peut définir, dans le cas inconditionnel, [K, L]; de sorte que [aK,bL]; = a'~'b'[K, L];,
et cette définition se combine bien avec une version multiplicative de I'inégalité de Prékopa—
Leindler (tout ici peut s’obtenir par changement de variables logarithmique). Nous avons ex-
ploité ce point de vue dans [CFMO04] pour démontrer des versions générales de (B)-conjecture
pour les ensembles et les mesures inconditionnelles.

Dans le cas d’un corps convexe général K, on exploite la structure propre a la mesure
gaussienne. Pour montrer que A — 7, (e>‘ K ) est log-concave, il suffit de montrer que la
dérivée seconde en A = 0 se comporte comme il faut, ce qui revient, apres calcul, & montrer
que, pour Y, la mesure gaussienne normalisée restreinte a K (définie comme en (69)), on a :

@ [ (P~ [P aw®) dw@) <2 [laP ) = [ V0] duco)
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La mesure v est une mesure log-concave par rapport a la gaussienne et peut donc s’approcher
par une mesure  de la forme (64). Par ailleurs la mesure yx est paire, et donc [ x dyg(z) = 0.
L’inégalité (72) découle alors d’une inégalité spectrale plus générale.

Proposition 4.3 ([CFMO04]). — Soit u une mesure de la forme du(z) = ¢~V @) dx avec
Hess V' > Id. Pour toute fonction réguliere f € L*(u), telle que [fdu=0cet [Vfdu=0,
on a

(73) / S / V12 dp.

Il est bien connu que, pour une mesure 4 comme dans la proposition, on a, pour toute
fonction f réguliere telle que [ fdu =0,

(74) [ faus [1vsPan

Cette inégalité découle de l'inégalité de Sobolev logarithmique de Bakry-Emery que nous
avons étudiée, mais aussi d’un résultat antérieur plus général de Brascamp-Lieb [BL76a].
Cette inégalité est équivalente a une estimation du trou spectral pour la mesure p. Dans
la proposition précédente, nous voulons améliorer 'inégalité en supposant en plus que f est
aussi orthogonale & un certain sous-espace (de dimension n), qui, dans le cas gaussien, serait
justement le sous-espace propre (formé des fonctions linéaires) associé a la premiere valeur
propre non nulle. L’idée est que nous passons ainsi & la deuxieme valeur propre.

Nous proposons deux démonstrations de la proposition. La premiere consiste a observer que
I'inégalité est évidemment vraie dans le cas gaussien p = 7, ou 'on a une analyse spectrale
exacte, la deuxieme valeur propre étant justement 2. Pour passer a la mesure u, on utilise
le résultat de Caffarelli (théoreme 4.1) qui garantit que 1'on peut passer de 7, & u par une
contraction. La deuxiéme méthode consiste & utiliser une méthode L?, que nous avons appelée
ailleurs méthode variationnelle ou par dualité. Pour montrer (73), on introduit v € L?(u) telle
que

f = Lu.

Le début de cette méthode a la Bochner est classique et consiste a utiliser la formule

(75) / (Lu)? dy = / [Hessww)-w + ; < 822(%)2} dy

qui se combine avec I'uniforme convexité du potentiel V. Mais, ici, on veut mieux et pour cela,
on remarque que I’hypothese sur f nous autorise a recentrer Vu et donc a pouvoir appliquer

I'inégalité de trou spectral (74) aux coordonnées J;u de Vu. C’est ce qui nous permet de
gagner le terme supplémentaire souhaité dans l’e2xpression duale. On trouve ici un exemple
ou l'on utilise explicitement le terme <%a“xj> dans (75).

Terminons cette partie par quelques commentaires et questions sur les liens entre mesure
gaussienne et ensembles convexes symétriques, ou aussi, par extension, fonctions log-concaves
paires. Ces questions sont parfois assez délicates, car on ne sait pas toujours comment uti-
liser la convexité et parfois encore moins la symétrie. Nous avons déja vu les exemples de
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la corrélation gaussienne et de la (B)-conjecture. On peut signaler également le résultat im-
portant de Latala et Oleszkiewicz [LO99] : & mesure gaussienne fixée, le convexe symétrique
pour lequel la mesure gaussienne augmente le plus lorsqu’on le dilate (par un facteur plus
grand que 1) est la bande symétrique. La démonstration est bien plus délicate que celle de la
(B)-conjecture (et plus délicate aussi que celle du résultat analogue démontré par Sudakov et
Tsirel’son dans le cas non-symétrique ou I'ensemble extrémal est un demi-espace). Un autre
exemple intéressant est 'inégalité de Santalé dont nous avons déja parlé : pour tout corps
convexe symétrique K C R",

(76) vol(K)vol(K°) < vol(Bg)?

ou K° est le polaire de K. Dans sa these [Bal86] non-publiée (I'argument, qui repose sur la
forme géométrique (76) est repris dans [AAKMO4]) K. Ball a démontré la trés belle forme
fonctionnelle suivante de I'inégalité de Santalé : pour toute fonction convexe paire f : R” — R
on a

(77) /e‘f/e—f* < (2m)" = (/ e—|x|2/2>2

ou f* désigne la transformée de Legendre de f. On remarque qu’il n’est pas nécessaire de sup-
poser f convexe puisque l'inégalité s’améliore en vertu de f > f**. On retrouve l'inégalité (76)
en appliquant l'inégalité & f = || - [|%/2 ott || - ||k est la norme (jauge) associée & K. Dans ce
cas, f* = ||%-/2, et chaque intégrale est un multiple dépendant de la dimension du volume
du corps correspondant. En faisant intervenir arbitrairement la mesure gaussienne -y, on peut
récrire I'inégalité (77) de la maniere suivante : pour ¢ : R — R paire on a

/e‘“” d’vn/te(“”) dyn < 1,

1
ou Qc(p)(x) := ian {go(y)—l—2— |y—:17|2}. La propriété (1) de Maurey, qui découle du théoreme
yeR™ c

de Prékopa-Leindler sous sa forme gaussienne (p. 10) avect =1/2, h=1,f =e et g = eQ2¥

donne
/e—so d%/eQz(so) dryn < 1,

pour toute fonction ¢, sans hypothése de parité. Ainsi, le but est d’améliorer cette inégalité
(en passant de Q2 & Q1) sous 'hypothese que ¢ est paire. Pour I'instant, on ne connait pas
d’argument fonctionnel pour le faire.



5. SEMI-GROUPES, ENTROPIE ET INEGALITES DE
BRASCAMP-LIEB

Carlen, Lieb et Loss [CLLO04] ont introduit une nouvelle approche des inégalités de convo-
lution basée sur le semi-groupe de la chaleur. Ce travail a révolutionné la compréhension des
inégalités de type Brascamp-Lieb et a fortement inspiré les développements décrits dans cette
partie. Nous allons présenter notre étude [BC04] avec Franck Barthe, traitant principalement
des inégalités de Brascamp-Lieb inverses, et notre travail [BCMO6], avec Franck Barthe et
Bernard Maurey, proposant une nouvelle approche et des extensions des inégalités sphériques
introduites par Carlen, Lieb et Loss.

5.1. Inégalités de Brascamp-Lieb

L’inégalité de convolution d’Young sur R dit que, pour f € LP, g € L9, et h € L" ou
1,1 _ 1
5 + E =1 + ;, on a

1 * gllr < Cpgrll fllzellgllLr-
Il résulte des travaux de Brascamp et Lieb [BL76b] et Beckner [Bec75] que la meilleure
constante C) 4, dans cette inégalité est en général strictement plus petite que 1 et que les
fonctions extrémales sont des gaussiennes. En calculant la norme L" grace a une fonction test
! 1,1 _ . 1/p (;

h dans L™ avec ; + - = 1, on voit, en remplagant f > 0 par f /p (idem pour g et h), que
I’on est amené a estimer

A= / / F@)YP gly — ) h(—y) V" dudy

en terme de ([ /)YP(fz 9)Y9(Jg h)Y™, et la condition sur les coefficients devient une condi-
tion de scaling naturelle : % + % + % = 2. On peut avoir sur A deux points de vue différents.
On remarque que si H est 'hyperplan de R? donné par H = e+ o e = (1,1, 1), alors

1

A=— F)YPg(0) Y h(w " qudvdw.
7 [ e e

On voit ici de possibles applications géométriques, en particulier pour I’étude du volume des
sections du cube, comme I’a remarqué Ball [Bal89]. On peut récrire A sous la forme

A= [ F(X-v)"Pg(X - v)YIR(X -v3)/™ dX,
RZ
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oit v1 = (1,0) € R%, vy = (1,—1) et v3 = (0, —1). Cette forme suggere de s’intéresser & des
généralisations a plus de trois fonctions/vecteurs, et c’'est de cela que traitent les inégalités
de Brascamp-Lieb [BL76b].

Nous allons étudier les inégalités de Brascamp-Lieb en nous plagant dans un cadre géométri-
que motivé par la géométrie des corps convexes et les travaux de Ball. En fait, c’est aussi, du
point de vue théorique, le cadre général.

On fixe une fois pour toutes des vecteurs uq, ..., u,, de R™ et des nombres c1,...,¢y, € Ry
qui décomposent l’identité, au sens ou

(78) >0, |ul=1, Y ciu@u=Idgn.

i=1

On remarquera que l'on a, pour tout x € R”,

m m
(79) xr = ch(x cug)ug, et |z = Z iz - ug)?.
i=1 1=1
m
Remarquons aussi que l'on a Z c; = n et que la forme duale de l'inégalité |x|? < 3 ¢;(z-u;)?
i=1
(qui est ici une égalité) est :
m 2 m
(80) V@l,...,HmER, ZCZHZ’LLZ SZCZH?
i=1 i=1

La version géométrique mise en valeur par Ball de l'inégalité de Brascamp-Lieb est la

suivante : étant donné des fonctions positives fi,...,fm : R — R4, on a:
m m c;
= [ Tte-wras<TT( [ #) -
R™ =1 i=1 R
Barthe [Bar98b] a montré 'inégalité inverse suivante : si h : R — Ry et f1,..., fn : R —= Ry

sont telles que, pour tout (61,...,60,,) € R™,

(82) h(f:&@m) > ﬁfi(ai)Cia

alors on a :

(83) /nhzm(/Rfiyi.

i=1

Si l'on applique cette inégalité avec n = 1, m = 2 et la décomposition triviale u1 = ug = 1,
¢y =1—t et cog =t, on retrouve I'inégalité de Prékopa-Leindler (p. 6) en dimension 1.

Jusqu’a il y a peu, la preuve la plus simple de ces inégalités reposait sur le transport
de Brenier (voir [Bar98b]). Carlen, Lieb et Loss [CLL04| ont ouvert une nouvelle voie en
proposant une preuve par semi-groupe de la chaleur de I'inégalité de Brascamp-Lieb dans sa
forme générale que nous n’énoncerons pas ici. Ils démontrent qu’en choisissant un semi-groupe
de la chaleur pour une structure euclidienne particuliére (qui, dans le cas géométrique décrit
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ici, est justement la structure usuelle), le membre de gauche dans l'inégalité de Brascamp-
Lieb augmente au cours du temps. Et, comme les solutions du semi-groupe de la chaleur
sont asymptotiquement des gaussiennes, on retrouve ainsi le résultat de Brascamp-Lieb selon
lequel les gaussiennes sont les fonctions extrémales de I'inégalité.

Rétrospectivement, on peut penser que les articles de Borell [Bor93, Bor00], ou I'on trouve
des approches par semi-groupe et par calcul stochastique de I'inégalité de Prékopa-Leindler,
annoncaient la pertinence de I’approche par semi-groupe pour ces problemes. Plus récemment,
Borell [Bor03] & proposé un nouvel argument de semi-groupe pour I'étude de l'inégalité
d’Ehrhard (qui est une magnifique forme gaussienne extrémement précise de l'inégalité de
Brunn-Minkowski), dont nous nous sommes inspirés pour étudier la forme inverse de l'inégalité
de Brascamp-Lieb.

Dans [BCO04], nous montrons que le semi-groupe de la chaleur permet une démonstration
simple de I'inégalité de Brascamp-Lieb inverse (83), ce qui complete I’étude de Carlen-Lieb-
Loss. Nous remarquons aussi que dans le cas géométrique étudié ici, I’argument par semi-
groupe est particulierement simple (la raison cachée étant que les gaussiennes optimales dans
I'inégalité de Brascamp-Lieb sont alors toutes identiques).

Plutot que de reprendre cet argument, nous préférons saisir I’occasion de ce mémoire pour
présenter une variante — plus sophistiquée — qui repose sur la formule de Borell (20), que
nous rappelons. Soit F une filtration (ayant les bonnes propriétés usuelles), (By)i>o un F-
mouvement brownien sur un certain RV, P; le semi-groupe de la chaleur sur RY, et pour
un temps fixé t > 0, U(F) 'ensemble des processus progressivement mesurables par rapport
(Fs)o<s<t & valeur dans RN. Pour V:RYN — R, on a

84 —log P, (e7V)(0) = fIE U2d
(59 s (e )0) = nt B[V(xE)+ g [ 10 as

ol XtU =B+ fot Us ds, c’est-a-dire que Xt est la valeur au temps ¢ du processus partant de
0 et vérifiant, pour s < ¢,

dXY = dB, + U, ds.
On rappelle qu’il existe processus optimal (21), donné par un drift optimal caractérisé par
Us = —V(—log P—s(e7V))(XY), pour lequel on a égalité dans la formule. On renvoie a la
page 14 pour plus de précisions.

Commengons par démontrer I'inégalité de Brascamp-Lieb (81). Introduisons les fonctions
—log(fi) : R — R (f; = e~ %), On définit la fonction I sur R par

Zcz (y-ui) VyeR™

On prend le drift optimal U € U (F ) & valeurs dans R” dans la formule de Borell pour e ¥
On introduit alors

Ul:=U,-u; € U(F)
et B} := B; - wu;, qui est encore un F-mouvement brownien, mais sur R maintenant. La

décomposition de I'identité (79) nous donne alors

U, = ZCiUsi u; et |Ug? = Zci (UH?
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—log P, (e7F) (0) = E[F(Bt—l—/otUsds)—I—%/Ot|Us|2ds}

m t t
ZciE[Fi(Bti—F/ Usids)—i-%/ (Usi)zds} .
i=1 0 0

En appliquant la formule de Borell & e~ avec comme drift test U’ on a

. to 1 [/t .
E [FZ-(BZJr/ Ul ds) +§/ (U;)2ds} > —log (P e 11(0)) .
0 0
Par conséquent, on trouve

(85) —log P; (e ch log (P, e~ 1(0)),

soit encore, en faisant t — oo et en utilisant que ) ¢; = n,

—log/e_FZ—Zci log/e_Fl’,

ce qui revient & (81) avec les notations f; = e~ > 0.

Démontrons de méme l'inégalité de Brascamp-Lieb inverse (82)-(83). On remplace encore
les fonctions f par e ¥ Soit donc Fj : R — R, et H : R® — R tel que, pour tout #; € R,

On fixe un F-mouvement brownien B = (By)¢>o sur R™. Alors B’ := B - u; est un F-
mouvement brownien sur R. Soit U! € U;(F) (& valeurs dans R) le drift optimal dans la
formule de Borell (84) (en dimension 1) pour e~%. On définit alors U € U;(F) (& valeurs dans

R™) par
Us := ZciUﬁui.

—H

On utilise la formule de Borell en dimension n pour e~ avec U comme drift test. On remarque

d’abord que 3" ¢;B'u; = B d’apres (79) et donc que

H<Bt+/0tUsds>:H<Zci[Bf /Ulds u> > aF; ( /OtUSids>.

Par ailleurs, on a aussi, d’apres (80),

Us|? = ‘Z Ul < > Ul

Par conséquent, on a :

t t
~log P, (e7H) (0) < E[H(Bt—l—/ sts)JF%/ !YS\st]
0 0

> ¢E {E(BH/; U ds) +%/Ot(U§)2ds]
(86) = = cilog(Pe (0)).

IN
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Par homogénéité (> ¢; = n), on a, quand t — oo, — log (/ e_H> < - Zci log </ e_F"> ,

ce qui est exactement l'inégalité voulue (83) avec les nouvelles notations.

Remarquons que 'argument par semi-groupe donne plus. En effet, les inégalités (85) et (86)
nous disent que les inégalités se propagent le long du temps. Par ailleurs, nous avons fait tendre
t vers +o0o pour retrouver les inégalités, mais nous aurions pu nous arréter a t = 1 et énoncer
les inégalités sous forme gaussienne. Ces inégalités, ou ’on intégre par rapport a la mesure
gaussienne sont équivalentes aux inégalités usuelles (tout comme c’est le cas pour l'inégalité
de Prékopa-Leindler).

Par ailleurs, cette méthode permet de traiter de la méme maniere le cas du semi-groupe
th dont le générateur est 1'opérateur de Schrodinger

(57) Lf = SAf 40

pour un potentiel ¢ : R” — R. En effet, on a la formule suivante (utilisée par Borell [Bor00]) :

—logPtd’(e_V)(O) = inf IE Xt /¢ )ds + = /|U |2ds]

Uely(F)

le drift optimal étant encore donné par U, = —V (—log Ptdi S(e7V))(XY). Toujours dans le cas
de la décomposition de l'identité (78), on obtient, en reprenant la démonstration ci-dessus,
I’extension suivante des inégalités de Brascamp-Lieb et de Barthe :

Proposition 5.1. — Soit fi,...,fm R — Ry et ¥1,...,%n : R — R.
Si lon définit f, : R — R par

fla)=T] (i@ w)™ et V(a):=) ctilz-u)
i=1 1=1

m
Ci
Alors, pourt >0 on a, P H <P¢l )0 > .
i=1
Supposons données deux fonctions H,V : R — R telles que pour tout (01,...,0,) € R™,

H(f:cz@zuz) > ﬁf:’(ez’)ci et \Il(f:czezuz) > Em:cz' i (0;)
= im1 i=1 i=1
Alors, pourt >0 on a, Pt ﬁ (sz )0 )Ci .

En faisant tendre ¢ vers I'infini, on peut en déduire des inégalités de Brascamp-Lieb et de
Barthe pour la plus petite valeur propre de ('opposé de) 'opérateur donné par (87).

5.2. Généralités sur les versions gaussiennes et sphériques

Dans [CLLO04], Carlen, Lieb et Loss proposent aussi une inégalité de type Brascamp-Lieb
sur la sphere. La forme sphérique permet d’avoir un nouveau point de vue sur les inégalités
de Brascamp-Lieb, que 'on peut mettre en lumiere a I'aide de la forme gaussienne implicite
dans les preuves du paragraphe précédent.
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On se place dans la méme situation (78) que précédemment. On dit qu'une fonction g :
R™ — R ne dépend que de u € R", |u| = 1, si g(x) = g(z - u) pour une certaine g : R — R.
On a l'inégalité suivante : pour tout gi,...,gm : R® — R4, si chaque g; ne dépend que de
u;, alors

(88) /Rn il;[lgf dyn < £[1 </Rn i d%)

On passe de cette version a la version (81) en posant g;(z) = fi(x - ui)e(m'“i)z/2 et en utili-
sant (79). Cette version présente 'avantage de mettre en valeur le role des invariances des
fonctions. Dans [BCO04] on remarque que cette forme se démontre en quelques lignes en
utilisant le semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck Q; = e’ de générateur

L=A-z-V.

Cq

On utilise localement (80) et la propriété essentielle que, si g; ne dépend que du w;, alors Qg;
aussi ne dépend que de u;, et V(Q1g;)(z) est de la forme 04 (x)u;.

Si G est une probabilité de densité par rapport a la gaussienne ~,, on définit la marginale
I1,G de G dans la direction v € R™, |u| = 1, par

,G(z) = | G(Pux+ P,ry)dy(y),
Rn

ou Pg désigne la projection orthogonale sur le sous-espace £ C R™. On remarque que I[,G
est une densité de probabilité par rapport a 7, qui ne dépend que de u. On peut aussi voir
I1,G comme la projection dans L?(7,) de G sur I’espace des fonctions qui ne dépendent que
de u. En utilisant une forme gaussienne de la dualité (10), on déduit de (88) I'inégalité de
sous-additivité suivante : pour toute densité de probabilité G par rapport a ~,,

m

Z c;iEnt,, (II,,G) < Ent,, (G),

i=1
ou Ent,, désigne 'entropie relative (26) par rapport a la gaussienne. Le cas particulier — qui
par ailleurs peut s’obtenir directement en utilisant I'inégalité de Jensen — correspondant a la
décomposition de I'identité triviale 2?21 e; ® e; = Idgn, ou e; est une base orthonormée de
R™, donne donc

(89) ZEnt'Yn (HezG) S Ent'Yn(G)’
i=1
Si 'on définit 'entropie d’un vecteur aléatoire X € R™ par l'entropie (9) de la densité p de sa
loi (par rapport & la mesure de Lebesgue), H(X) := H(p) = — [ plog p, le résultat précédent
appliqué dans R? (& la base (1/v/2,1/v2) et (—1/v/2,1/4/2)) pour deux copies iid X et Y
d’une méme wvariable aléatoire, implique
X+Y X-Y
H(——— +H(Z=1) > H((X,Y)) = 2H(X),
75 ) (S5 ) 2 HIXGY) =20(X)

et donc, lorsque X est symétrique,
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ce qui est un cas particulier de 'inégalité de Shannon-Stam. On en tire une information sur
le comportement de I’entropie le long du théoreme de la limite centrale.

En lien avec le modele de Kac en mécanique statistique, Carlen, Lieb et Loss ont étudié des
inégalités analogues sur la sphére S"~! C R™. On note ¢ la mesure de probabilité uniforme
sur S"~1. Pour une densité de probabilité f sur S?~! (toutes les densités sont entendues par
rapport & o), on note f; sa marginale par rapport a la i-eme coordonnée. Plus précisément,
la fonction f; : "1 — R, est la densité de probabilité caractérisée par le fait que f;(z) ne
dépend que de z; et que, pour toute fonction borélienne bornée ¢ : [0,1] — R, on a

/ () f(2)do(x) = / (@) fi(2)do(x).
S?’L*l S’!L*l

Carlen, Lieb et Loss ont montré que
(90) > S(fi) < 28(6),
i=1

ou
S(g) ;:/ _ 9loggdo

est I'entropie sphérique d’une densité de probabilité (par rapport a o, donc). On remarquera
une différence frappante par rapport a la version gaussienne (89) : le membre de droite est
multiplié par un facteur 2 dont on peut montrer qu’il est optimal. Ainsi, bien que 'on ait
I’habitude de voir la mesure uniforme sur une spheére de rayon y/n en dimension n grande
comme proche de la mesure gaussienne, la dépendance des coordonnées sur S™ 1,

i al =1,

crée un phénomene assez différent de ce que 1'on a sur 'espace produit (R™, v, ). Carlen, Lieb
et Loss déduisent leur inégalité d’une nouvelle version sphérique de I'inégalité de Brascamp-
Lieb : étant donné des fonctions fi,..., f, : [0,1] — Ry, on a

(91) /SI;I\/f—xda H(/S Fi(ws) do(a )>%.

La encore, la constante ¢; = ¢ = 1/2 est le meilleur (au sens de « plus grande ») choix possible.
La méthode utilisée par ces auteurs pour montrer I'inégalité repose sur le semi-groupe de la
chaleur sur S”! et sur la décomposition du laplacien sphérique comme somme de carrés
d’opérateurs de dérivation (non-indépendants).

3. Une nouvelle approche

Dans [BCMO06], nous proposons une nouvelle approche des inégalités sphériques étudiées
par Carlen-Lieb-Loss. Pour étudier I’entropie, nous nous intéressons a ’information de Fisher
d’une densité, ce qui permet d’utiliser plus facilement la structure L? pour les marginales. Le
point clé est de réduire les inégalités a une inégalité locale, du type (79) ou (80). Outre le fait
que les inégalités pour I'information sont plus fortes que celles pour I’entropie, cette approche
permet d’étendre les résultats de Carlen, Lieb et Loss a des situations un peu plus générales,
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et aussi d’avoir un point de vue légerement différent sur ces inégalités (en en particulier sur
cette fameuse constante 2) qui peut s’avérer utile pour des généralisations ultérieures.

Notons encore Pg la projection orthogonale sur un sous-espace £ C R™. On dit qu’une
fonction f sur la sphere S~ ! ne dépend que de E si elle s’écrit f = k o Pg pour une certaine
fonction k définie sur le boule unité de F, ou encore, si

f=1FoR,

pour toute isométrie R € SO,, laissant F fixe (point par point). On notera cet ensemble
d’isométries comme suit :

SO(E*) :={R € SO,; Rz = x, pour toutz € E}.

Evidemment, cette terminologie est a prendre avec précaution, puisqu’une fonction sur la
sphere qui ne dépend que de z; (ou plutét que de Rey), dépend quand méme de zo,...,z,
en général.

Soit f une densité de probabilité sur S~ 1. Sa marginale sur E est la densité de probabilité
notée fr: S" ! — R, dépendant seulement de E et telle que, pour toute fonction ¢ sur la
sphére dépendant seulement de E, on a

/ f(@)p(x)do (x) = / f5(@)p(@)do ().
Snfl Snfl

C’est donc la projection dans L?(S"~!, o) de f sur I'espace des fonctions dépendant seulement
de E. On remarque que l'on a la représentation suivante :

(92) o= [ SR ()

Pour z € S» !, on note z1 I'orthogonal de = dans R™, qui est aussi ’hyperplan tangent &
S™~1 en x. On utilisera la notation suivante : pour E C R” et z C S"! :

E(z) =P, E.
Dans [BCMO06], nous introduisons la définition suivante :

Définition 5.2 (Configuration géométrique et constante de configuration)

Une configuration géométrique £ dans R™ est une collection de sous-espaces de R™ (non tri-
viauz) (F1, ..., Ey) et de nombre positifs (c1,...,cx), pour k > 1. On lui associe la constante
de configuration C, (&) > 0, définie par

k
(93) Cn(&) = sup > i |Pewyyl
z,yesSn—1 (z,y)=0 ;

On rappelle que Pg, ;) = pr . E;- La constante de configuration est ainsi la meilleure
constante dans l'inégalité
k
(94) Ve e S"7 vy e at, Zci |PEZ.($) y|2 < Cn(&) lyl2.
i=1



5.3. UNE NOUVELLE APPROCHE 55

Ces quantités vont apparaitre naturellement lorsqu’on calcule 'information de Fisher des
marginales d’une densité sphérique. L’information de Fisher d’une densité f sur la spheére est

définie par
2
I(f) ::/ v/l do.
g1 f

En s’inspirant d’un argument de Carlen [Car91] et en utilisant, par exemple, la formule de
représentation (92) on montre la proposition qui suit.

Proposition 5.3 (I BCMO06|). — Soit E un sous-espace de R™, n > 2, et f une densité de
probabilité sur S"1 ayant une information de Fisher finie. Alors l'information de Fisher de

la marginale fg par rapport a E vérifie
|Pp(xy V()]

(95) < [

On constate que l'estimation (95) se combine parfaitement avec (94). On obtient ainsi :

do(x).

Théoréme 5.4 (Superadditivité de ’information sphérique [BCMO06])

Soit & = ((Ei)i<k, (¢i)i<k) une configuration géométrique de R™ (n > 2) de constante de
configuration Cp(E). Alors, pour toute densité de probabilité f sur S™~! d’information de
Fisher finie, on a

k
> al(fe) < CuE)I(f).
i=1
Il est intéressant de remarquer que la preuve de ce résultat est vraiment élémentaire et
purement fonctionnelle : on se ramene localement a la situation géométrique donnée par (94).
On peut passer de l'information I & ’entropie sphérique S en intégrant le long du semi-
groupe de la chaleur P, = e'®. En effet, on a

+o0 d [e'e)
S() =~ =St =~ [ Gsmna = [ 1rpa
Pour passer a ’étude des marginales, il est important de noter que comme A commute avec
les rotations, on a
P(fe) = (Pf)e-
Ainsi, avec les méme notations que dans le théoreme précédent, on a I'inégalité de superad-
ditivité de ’entropie suivante :

k
(96) S 6S(fu) < Cal€)S(F).

i=1
On peut aussi démontrer avec les mémes hypothéses des inégalités de Brascamp-Lieb
sphériques, mais, pour cela, on doit utiliser la forme duale de I'inégalité (94), a savoir
2
k

(97)  VreSTh Wy €a < Cu(&) D ciluil
i=1

k
Z Ci PEi(x) Yi
i=1

Cette inégalité se combine bien avec le semi-groupe de chaleur car si f; ne dépend que de F;,
P, f; aussi et donc V(P;f;)(z) € E;(z). On montre ainsi le résultat suivant :



56 5. SEMI-GROUPES, ENTROPIE ET INEGALITES DE BRASCAMP-LIEB

Théoréme 5.5. — Soit € = ((E;)i<k, (¢i)i<k) une configuration géométrique de R™ (n > 2)
de constante de configuration Cp(E), et posons

d; =

Ci
Cn(&)
Si f1,..., fx: S"1 — R, sont telles que chaque f; ne dépend que de E;, alors

[ Tt aoto < TT(, storartor)”

Pour finir, et afin de retrouver les résultats de Carlen, Lieb et Loss, il faut indiquer comment
estimer la constante de configuration géométrique. Cela est particulierement aisé lorsque les
espaces E; décomposent I'identité de R™. Considérons le cas ou 'on a la décomposition (78),

m

c’est-a-dire ot k = m > n, F; = {u;}, et ¢; vérifient Zci u; @ u; = Idgn. Fixons z € S7~ 1.
i=1

Ecrivons P, u; = d; us(x) avec d; = |P,1ug| et |ug(x)| = 1. On a alors Ej(z) = Rug(z) et

Par ailleurs, on tire de Id gn = Z?_l Uy ® u; que

E cGP,iu;® Poaug= P,

et donc
m

Zc,d ui(z) @ ui(z) =1d 4o

Cela implique Y ¢;d? = dim(a:l) =n—1, et, comme >, ¢; =n,onay (¢ —cd?) =1 Ona,

pournyL,
S cilPrwyl =Y (y-wi@)® = Zcz (y-ui@)? + 3 (e — cid?) (y - ui(x))?
=1 =1 =1

= P+ Z (v wi(z))?

< WV+WP§:G—qd%

= Jyl* + [y* = 2y,

ou la seule inégalité utilisée est celle de Cauchy-Schwarz, |y . uz(az)‘ < |y|. On voit donc que la
constante de configuration C,(€) pour £ = ((ui)igm, (Ci)igm) vérifiant une décomposition de
I'identité de R™ est au plus 2. Ainsi, dans le cas trivial ou l'on consideére une base orthonormée
de R", e1,...,e, avec ¢; = ...,= ¢, = 1, la constante de configuration est au plus 2 (il est
par ailleurs facile de voir que cette constante est dans ce cas au moins 2). Ainsi, I'inégalité
de sous-additivité de I’entropie et I'inégalité de Brascamp-Lieb que nous avons établies plus
haut deviennent, dans ce cas, les inégalités (90) et (91) de Carlen, Lieb et Loss.
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