ELEMENTS D’ANALYSE ET D’ALGEBRE ProMmoTION 2006

Corrigé de ’examen du 10 juillet 2007

Exercice 1. (i) Y, on [an@a]? < llallZ X ,en [2a]? = |lall%]|z]]3 < +o0, ce qui prouve que
(@nZn)nen € 02 et || f(2)|l2 < |lalloollz]]2. Comme f est linéaire, cette derniere inégalité
montre que f est continue (et || f]| < ||a/|co)-

(ii) Si f est surjective, il existe z = (z,)nen € €% avec f(z) = e;. On a alors a;z; = 1, et
donc a; # 0 pour tout ¢ € N. Maintenant, si f(x) = 0, on a a,r, = 0 pour tout n, et
comme aucun des a, n’est nul, cela implique que x,, = 0 pour tout n. Le noyau de f est
donc réduit a 0, ce qui montre que f est injective.

Il en résulte que f est bijective, et comme elle est continue et 2 est complet, son inverse
f~! est aussi continue d’apres le théoreme de I'image ouverte. On a alors f~!(e,) = a,'e,,
et donc |a | = |la;enlls < 17 Hllenlla = | f7]]. Dol le résultat avec C' = || f~1]| L.
Exercice 2. (i) La fonction f est sommable ainsi que t — ¢f(t). Il en résulte ((ii) du
th. 111.2.10) que f est bien définie et est de classe €. De plus, f est de classe €, et
fMN(t) = (73)((22')'3;(&]\/72) est sommable; il en résulte ((i) du th. I11.2.10) que [V f(¢)| — 0
quand |t| — +o0, pour tout N € N.

(i) g(x) = [ e 2m+in) gy = [%]g” = m Comme t?¢(t) est sommable, sa
transformée de Fourier est —5;— 9 (z) = @ oy ((i) du th. II1.2.10); en particulier
elle est sommable. On peut donc appliquer la formule d’inversion de Fourier dans L!,
ce qui nous donne ?(ﬁ ﬁ) = t*g(t). Comme ?(ﬁ)(?ﬁ) = Jr 62“-“@ dr =
(—1)3f(t), grace au changement de variable z = —y, on obtient finalement f(t) = @Fg(t).

(iii) La fonction F;(z) est méromorphe sur C, holomorphe en dehors d’'un pole d’ordre 3

en z = —1, et comme
. A A 1
6—217rtz _ 6—27rt€—217rt(z+z) _ 6—27rt(1 _ 227Tt(Z + Z) + 5(2277- t(Z + Z))2 4+ ... )’

on a Fi(z) = 6_2“t((z+ll.)3 — éﬂ;ﬁ + (22(22; +---), et donc Res(F}, —i) = @t%_z”.

Supposons t > 0. Si R > 1, soit vg le lacet formé du segment [— R, R] et du demi-cercle

Cr paramétré par ¢ — Re™ "™ pour ¢ € [0, 1]. Soient

L(R) = / Fi(2)ds et L(R) = / Fi() dz.
[_RvR] C};
On a I(yg, —i) = —1, et donc
. . . (_Qiﬂ)?) 2_—2mt .
Fi(z)dz = 2imI (g, —i)Res(Fy, —i) = Tt e “™, quel que soit R > 1.
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Maintenant, I;(R) — f(t) quand R — +oco. Par ailleurs, |e 27| < 1, si Im( ) <0, et

|z+i| > |z|-1=R—1,si z € Cj. On en déduit la majoration |Fy(z)| < 7 1)3, sizeCy

et donc |I5(R)| < ﬁ
~ . \3

nous donne f(t) = 24202t

Si ¢ < 0, on remplace le demi-cercle C; par le demi-cercle C}; dans le demi-plan

supérieur. On a alors I(yg, —i) = 0, et la méme méthode que ci-dessus montre que f (t) = 0.

lg(CRr) = (R 1)3 — 0 quand R — +o00. En passant a la limite, cela

Exercice 3. (i) Comme S3 a trois classes de conjugaison, il a aussi 3 représentations
irréductibles Wy, W et Ws, et comme (dim W1)? + (dim W5)? + (dim W3)? = 6 d’apres
la formule de Burnside, la seule possibilité est que deux des dimensions valent 1 et la
troisieme 2.

(ii)) ¥ = x1 + x2 + 20 est le caractere de la représentation réguliere d’apres le (i) du
cor. VII.2.16; on a donc ¥ (e) = 6, ¥(s) = 0 et ¢(t) = 0, d’apres la formule générale pour le
caractere de la représentation réguliere (alinéa 2.3 du § VII.1). Ceci nous fournit la table

e S t
X1 1 1 1
X2 1| -1 1

X1+ Xx2+20| 6| 0 0
0 2 0 | —1

(iii) Comme V' est une représentation de permutation, x(g) est le nombre de points fixes
de g (alinéa 2.3 du § VIL.1), ¢’est-a-dire le nombre d’éléments h de Ss tels que ghg™' = h, ou
encore le nombre d’éléments de S3 commutant avec g. On a donc x(g) = |Z,| = |S3]-|C,| 7.
On en déduit que x(e) =6, x(s) =2 et x(t) = 3.
Si W’ est une représentation irréductible, alors la multiplicité de W’ dans V est (xw, x)
d’apres le cor. VII.2.11. Comme
(X1x) = (643 (1-2) +2-(1-3)) =
(XooX) = 3(6+3-(—1-2)+2-(1-3)) = 1
0.) = 1(2-6+3-(0-2)+2- (—1-3)) =
onaV=3-1®edW.
Exercice 4. (i) Sia > 1 et Re(s) > a, alors ’(n-‘:m)s < (nﬂ . Comme > 2 nﬂ:) < +o00,
la série ) N W converge normalement sur Re(s) > a. Il résulte du (ii) du th. IV.2.11

que la somme F'(z,s) de cette série est holomorphe sur Re(s) > a. Ceci étant vrai pour
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tout a > 1, la fonction F (:1: 3) est holomorphe sur Re(s) > 1.

(ii) On a s ﬂ_ f —(nFo)ts=1dt si Re(s) > 0. Les sommes partielles de la série
S em(natys—l sont majorées en valeur absolue par Y120 e~ (nt@)tyRe(s)—1 = fe = Re(s)-2
qui est sommable, si Re(s) — 2 > —1 car a décroissance rapide en +oo et équivalente a
tRe()=2 en 0. On peut donc, si Re(s) > 1, utiliser le théoréme de convergence dominée
pour échanger somme et intégrale, ce qui nous donne

oo 1 ~+o00 ()t o1 “+oo +°° o)t 1 too -tz )
F = — TS T dE = (nt2)tys—lgy — 57 dt.
e =S ) ¢ / ) T
n=0
(iii) Posons g.(t) = f‘%etft Alors g, est € sur Ry comme restriction d'une fonction

holomorphe en dehors de 2irZ — {0}, et a décroissance rapide a l'infini. On est donc

dans les conditions d’application de la prop. VI.2.7, et M(g,,s) = (1) 0+Oo fefm ts~dt

admet un prolongement holomorphe a C vérifiant M(g,,0) = ¢,(0) = 1. Or on a I'(s) =

(s —1)I(s — 1), et donc F(z,s) = =5 M(gs, s — 1). Le résultat sen déduit.

Exercice 5. (i) Soit ' = {z € Q, |f(2) — g(2)| < |f(2)|}. Alors € est un ouvert

comme image réciproque de louvert {(z,y), = < y} de R? par Papplication continue
(|f(z) — g(2)|,1f(2)]), et Q" contient C' par hypothese. Maintenant, si z € ', on

a \f( § - 1] < 1, ce qui permet de définir h comme la composée de % Y — D(1,17)

et log : D(1,17) — C, ou log est la détermination principale du logarithme. On a alors
h/:(i;)’:(g/f)’_g_’_f_’

e glf g f
(ii) La fonction fT — £ admet —h comme primitive sur ' et donc a une intégrale nulle
sur tout lacet contenu dans €. En particulier, si v est le cercle C' parcouru dans le sens
: f'z) _ 4= — P4 b
direct, alors f7 (m — W> dz = 0. On peut aussi évaluer cette intégrale par la formule

des résidus: on a [(’y, a)=1,sia| <letI(y,a)=0,si|al >1;onen déduit Compte tenu
i Z) ) (7 est

le nombre de zéros de F' dans D, comptés avec multiplicité. Comme f ne s’annule pas sur

de la formule Res(:, 29) = v.,(F), que si F' ne s’annule pas sur C, alors 5 fv

C' par hypothese, et g non plus puisque |f(z) — g(2)| < |f(2)], si z € C, on déduit de la

formule fv (]},((zz)) ‘;/ ((ZZ))) dz =0 que f et g ont le méme nombre de zéros dans D, comptés
avec multiplicité.

(iii) D étant compact et G continue sur D, il existe zy € D tel que |G| atteigne son
maximum en 2z, et le principe du maximum montre que zg € C. Comme |G(zg)| < 1, par
hypothese, on a |G(z)| < 1,si z € D, et donc G(D) C D. En appliquant le (ii) a f(z) =
et g(z) = z—G(z), on en déduit que f et g ont le méme nombre de zéros dans D, et comme
f a un unique zéro en 0, cela implique que g a un unique zéro et donc que G' a un unique

point fixe dans D.



