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La déemonstration trèes elliptique du théeorèeme de la variéetée pseudo-stable par R. de la Llave
et C. E. Wayne [1] repose sur une version du théeorèeme des fonctions implicites qui n’est
pas. . . explicitéee par ces auteurs mais méerite, je crois, de l’êetre.

Dans la suite, on se donne trois espaces normées Λ, X, Y et un germe∗ F : (Λ×X, 0) → (Y, 0)
tel que le “déeploiement” F̃ : (λ, x) → (λ, F (λ, x)) soit un germe de difféeomorphisme
lipschitzien (bijection lipschitzienne non néecessairement difféerentiable mais dont l’inverse
est lipschitzienne). Les zéeros de F forment donc le graphe du germe ϕ : (Λ, 0) → (X, 0)
de “fonction implicite” lipschitzienne donnée par ϕ(λ) = pr2 ◦ F̃ −1(λ, 0). L’objet de cette
note est d’expliciter des conditions assurant la difféerentiabilitée de ϕ dans des cas oùu F
n’est pas difféerentiable. Nous en déeduisons une preuve sans artifice du théeorèeme de variéetée
pseudo-instable, pour changer du cas pseudo-stable traitée dans [1].

1. Une condition pour que la fonction implicite soit difféerentiable.

Préesentons d’abord le réesultat sous sa forme la plus simple :

PROPOSITION 1.− Supposons qu’il existe deux espaces normées X1,
Y1, deux applications i ∈ L(X1, X) , j ∈ L(Y1, Y ) et deux germes L : (Λ, 0) → L(Λ, Y1),
A : (Λ, 0) → Iso(Y1, X1) posséedant les propriéetées suivantes :

(i) le germe F1 : (Λ×X1, 0) → (Y, 0) déefini par F1(λ, x) := F (λ, ix) est difféerentiable ;
(ii) les zéeros de F1 forment le graphe d’un germe ϕ1 : (Λ, 0) → (X1, 0) de fonction

implicite continue−par déefinition de F1, ϕ = i ◦ ϕ1 ;
(iii) les déerivéees partielles de F1 en ϕ̃1(λ) := (λ, ϕ1(λ)) sont ∂1F1(ϕ̃1(λ)) = j ◦L(λ) et

∂2F1(ϕ̃1(λ)) = j ◦ A(λ)−1.

Alors ϕ est difféerentiable et Dϕ(λ) = −i ◦ A(λ) ◦ L(λ).

Déemonstration. En posant ∆(λ) := −A(λ) ◦ L(λ), nous voulons prouver que

ϕ(λ + µ) − ϕ(λ) − i∆(λ)µ = o(|µ|) ;

puisque F̃ est un germe de difféeomorphisme lipschitzien, il revient au mêeme de montrer
que F (λ + µ, ϕ(λ + µ)) − F (λ + µ, ϕ(λ) + i∆(λ)µ) = o(|µ|), c’est-àa-dire, par déefinition de
ϕ, que F (λ + µ, ϕ(λ) + i∆(λ)µ) = o(|µ|), ce qui s’éecrit aussi

(∗) F1(λ + µ, ϕ1(λ) + ∆(λ)µ) = o(|µ|) .

∗ Pour que la vie soit supportable, nous entretiendrons le flou d’usage entre les germes
et leurs repréesentants.
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Comme F1 est difféerentiable et nulle au point ϕ̃1(λ), on a

F1(λ + µ, ϕ1(λ) + ∆(λ)µ) −
(
∂1F1(ϕ̃1(λ)) + ∂2F1(ϕ̃1(λ)) ◦ ∆(λ)

)
µ = o(|µ|) ;

on en déeduit (∗) car, d’aprèes (iii),

∂1F1(ϕ̃1(λ)) + ∂2F1(ϕ̃1(λ)) ◦ ∆(λ) = j ◦
(
L(λ) + A(λ)−1 ◦ ∆(λ)

)
,

qui est nul par déefinition de ∆(λ). •

2. Une condition pour que la fonction implicite soit C1,α

Nous dirons que ϕ est C1,α, 0 ≤ α ≤ 1, lorsqu’elle est C1 et a une difféerentielle höolderienne
d’exposant α (c’est-àa-dire, si α = 0, uniforméement continue, ce qui n’est une condition
suppléementaire qu’en dimension infinie). Il revient au mêeme de dire qu’il existe ϕ1 : (λ, 0) →
L(Λ, X) telle que

ϕ(λ + µ) − ϕ(λ) − ϕ1(λ)µ =

{
o(|µ|) si α = 0

O(|µ|1+α) sinon,

notations signifiant
− dans le premier cas, que le quotient du premier membre par |µ| tend uniforméement

vers 0 quand µ → 0 ;
− dans le second cas, que le quotient du premier membre par |µ|1+α est uniforméement

bornée.

La difféerentielle de ϕ est alors ϕ1.

PROPOSITION 2.− Sous les hypothèeses de la proposition 1, si F1 est
C1,α (0 ≤ α ≤ 1) et que L et A sont des germes d’applications bornéees, alors ϕ est C1,α.

Déemonstration. Il suffit, dans la déemonstration préecéedente, de remplacer partout o(|µ|)
par o(|µ|) si α = 0 et par O(|µ|1+α) sinon : l’uniformitée est garantie par le fait que ∆ est
bornéee. •

3. Le cas géenéeral

Pour r ∈ N∗ et 0 ≤ α ≤ 1, nous dirons que ϕ est Cr,α (ou Cr+α−) lorsqu’elle est Cr

et a une déerivéee r–ièeme höolderienne d’exposant α. C’est le cas si et seulement s’il existe
des ϕk : (Λ, 0) → Lk

s(Λ, X) (espace des applications k–linéeaires continues syméetriques
Λk → X), 1 ≤ k ≤ r, tels que

(1) ϕ(λ + µ) − ϕ(λ) −
r∑

k=1

ϕk(λ)µk =

{
o(|µ|r) si α = 0

O(|µ|r+α) sinon,

La déerivéee k–ièeme de ϕ est alors Dkϕ = k!ϕk.
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Notations. Pour tout entier r > 0 et tout m = (m1, . . . , mr) ∈ Nr, on pose

|m| := m1 + · · · + mr , m! := m1! · · ·mr! , s(m) :=
r∑

j=1

j mj

κm :=
{

r si m=0
min{j : mj > 0} sinon

m := mκm
, m := (0, (mj)κm<j≤r) ∈ Nr ;

quels que soient les espaces normées E1, . . . , Er, V , on note Lm
s (E1, . . . , Er;V ) l’espace des

applications |m|–linéeaires continues E m1
1 ×· · ·×E mr

r → V syméetriques dans chaque facteur
E

mj

j ; enfin, on pose δk := (δk
1 , . . . , δ

k
r ) ∈ Nr, oùu δk

j est le symbole de Kronecker.

THÉEORÈEME 1.− Supposons qu’il existe

— un entier r > 0 et un réeel α ∈]0, 1] ;

— des espaces normées X1, . . . , Xr, Y1, . . . , Yr et, pour 1 ≤ � ≤ k ≤ r, des applications
i�k ∈ L(X�, Xk), ik ∈ L(Xk, X), j�

k ∈ L(Y�, Yk) et jk ∈ L(Yk, Y ) véerifiant ikk = Id, i�k◦im� = imk ,
ik ◦ i�k = i�, jk

k = Id, j�
k ◦ jm

� = jm
k et jk ◦ j�

k = j� ;

— des germes Lk : (Λ, 0) → L(Λ, Yk) et Ak : (Λ, 0) → Iso(Yk, Xk) d’applications bornéees,
1 ≤ k ≤ r ;

— en posant X̃k := Λ×Xk, des germes Bm : (Λ, 0) → Lm
s (X̃1, . . . , X̃r;Ys(m)) d’applications

bornéees, m ∈ Nr, s(m) ≤ r

tels que F satisfasse aux hypothèeses suivantes (celles de la proposition 2 si r = 1) :

(i) le germe Fk : (X̃k, 0) → (Y, 0) déefini par Fk(λ, xk) := F (λ, ikxk) est de classe C
r+α

k −

pour 1 ≤ k ≤ r ;

(ii) pour 1 ≤ k ≤ r, les zéeros de Fk forment le graphe d’un germe ϕk : (Λ, 0) → (Xk, 0)
de fonction implicite continue− on a donc ik ◦ ϕk = ϕ et ik� ◦ ϕk = ϕ� ;

(iii) on déefinit inductivement des germes Fm : (X̃κm
, 0) → Lm

s (X̃1, . . . , X̃r;Y ), m ∈ Nr,
s(m) ≤ r par 




F 0 := Fr

Fm := Dm
(
Fm ◦ ĩκm

κm

)
pour 0 < s(m) ≤ r

oùu ĩ�k(λ, x) := (λ, i�kx) ; pour 1 ≤ � ≤ κm, le germe Fm ◦ ĩ�κm
est C

r+α−s(m)
� − ;

(iv) en notant ϕ̃�(λ) := (λ, ϕ�(λ)), on a Fm(ϕ̃κm
(λ)) = m! js(m) ◦ Bm(λ) ;

(v) pour 1 ≤ k ≤ r, on a Bδk
(λ)(µ, v) = Lk(λ)µ+Ak(λ)−1v, µ ∈ Λ, v ∈ Xk, c’est-àa-dire

∂1Fk(ϕ̃k(λ)) = jk ◦ Lk(λ) et ∂2Fk(ϕ̃k(λ)) = jk ◦ Ak(λ)−1.

Alors ϕ est Cr,α et, pour 1 ≤ k ≤ r, sa déerivéee k–ièeme Dkϕ est de la forme Dkϕ(λ) =
k! ik ◦ ∆k(λ), oùu ∆k : (Λ, 0) → Lk

s(Λ, Xk) est un germe d’application bornéee.
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Déemonstration. La proposition 2 permet de supposer r > 1. L’idéee est toujours la mêeme :
nous cherchons des ∆k bornéees telles que (1) soit satisfaite par ϕk(λ) = ik ◦ ∆k ; il revient
au mêeme de dire que

F (λ + µ, ϕ(λ + µ)) − F

(
λ + µ, ϕ(λ) +

r∑
�=1

i�∆�(λ)µ�

)
= O(|µ|r+α) ,

c’est-àa-dire, par déefinition de ϕ, que

(∗) F (Pλ(µ)) = O(|µ|r+α) ,

oùu l’on a posée

Pλ(µ) :=

(
λ + µ, ϕ(λ) +

r∑
�=1

i�∆�(λ)µ�

)

La clée de la déemonstration est le

LEMME.− Quels que soient les germes ∆k : (Λ, 0) → Lk
s(Λ; Xk) d’appli-

cations bornéees, 1 ≤ k ≤ r, on a

F (Pλ(µ)) =
∑

1≤s(m)≤r

1
m!

Fm (ϕ̃κm
(λ))

(
∆̃1(λ)µ

)m1

· · ·
(
∆̃r(λ)µr

)mr

+ O(|µ|r+α) ,

oùu l’on a posée ∆̃1(λ)µ :=
(
µ,∆1(λ)µ

)
et ∆̃�(λ)µ� :=

(
0,∆�(λ)µ�

)
pour 1 < � ≤ r.

Preuve du théeorèeme àa partir du lemme. D’aprèes le lemme, trouver des ∆� véerifiant (∗)
revient àa les obtenir tels que

∑
1≤s(m)≤r

1
m!

Fm (ϕ̃κm
(λ))

(
∆̃1(λ)µ

)m1

· · ·
(
∆̃r(λ)µr

)mr

≡ 0 ,

ce qui se fait par réecurrence en éecrivant que pour 1 ≤ k ≤ r le terme homogèene de degrée
k par rapport àa µ du premier membre doit êetre identiquement nul :

(∗∗)
∑

s(m)=k

1
m!

Fm (ϕ̃κm
(λ))

(
∆̃1(λ)µ

)m1

· · ·
(
∆̃r(λ)µr

)mr

≡ 0 ;

pour k = 1, on obtient
Fδ1

(ϕ̃1(λ)) ∆̃1(λ)µ ≡ 0 ,

c’est-àa-dire, d’aprèes (v),

j1 ◦
(
L1(λ) + A1(λ)−1 ◦ ∆1(λ)

)
µ ≡ 0 ,
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ce qui nous redonne l’application bornéee ∆1 déefinie par

∆1(λ) := −A1(λ) ◦ L1(λ) .

Pour 1 < k ≤ r, si l’on suppose trouvées ∆1, . . . ,∆k−1, (∗∗) s’éecrit

Fδk

(ϕ̃k(λ)) ∆̃k(λ)µk +
∑

s(m)=k, |m|>1

1
m!

Fm (ϕ̃κm
(λ))

(
∆̃1(λ)µ

)m1

· · ·
(
∆̃k−1(λ)µk−1

)mk−1

≡ 0 ,

c’est-àa-dire, d’aprèes (iv)–(v) et la déefinition de ∆̃k,

jk


Ak(λ)−1∆k(λ)µk +

∑
s(m)=k, |m|>1

Bm(λ)
(
∆̃1(λ)µ

)m1

· · ·
(
∆̃k−1(λ)µk−1

)mk−1


 ≡ 0 ;

il est alors clair que le ∆k déefini par

∆k(λ)µk = −Ak(λ)
∑

s(m)=k, |m|>1

Bm(λ)
(
∆̃1(λ)µ

)m1

· · ·
(
∆̃k−1(λ)µk−1

)mk−1

réepond àa la question, d’oùu le théeorèeme. •

Déemonstration du lemme. En posant ĩk(λ, x) := (λ, ikx) et

Pk
λ (µ) :=

(
λ + µ, ϕk(λ) +

k∑
�=1

i�k∆
�(λ)µ�

)
, 1 ≤ k ≤ r

on a
Pλ(µ) = ĩrP r

λ(µ)

et donc

(1) F (Pλ(µ)) = Fr (Pr
λ(µ)) = F1

(
P 1

λ (µ)
)

+
r∑

k=2

(
Fk

(
Pk

λ (µ)
)
− Fk−1

(
Pk−1

λ (µ)
))

.

Examinons d’abord le premier terme de cette somme : puisque F1 est Cr,α et que F1◦ϕ̃1 = 0,

F1
(
P 1

λ (µ)
)

= F1

(
ϕ̃1(λ) + ∆̃1(λ)µ

)
=

r∑
�=1

1
�!

D�F1 (ϕ̃1(λ))
(
∆̃1(λ)µ

)�

+ O(|µ|r+α) ;

comme D�F1 = D�
(
F 0 ◦ ĩ1r

)
= F�,0 d’aprèes (iii), si l’on pose

κm := max{j : mj > 0} , m ∈ Nr \ {0} ,
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cela s’éecrit

(2)
F1

(
P 1

λ (µ)
)

=
∑

1≤s(m)≤r , κm=1

1
m!

Fm (ϕ̃1(λ))
(
∆̃1(λ)µ

)m1

· · ·
(
∆̃r(λ)µr

)mr

+

+ O(|µ|r+α) .

Pour 2 ≤ k ≤ r, comme Fk est C
r+α

k −, on a de mêeme

Fk

(
Pk

λ (µ)
)
− Fk−1

(
Pk−1

λ (µ)
)

= Fk

(
ĩk−1
k P k−1

λ (µ) + ∆̃k(λ)µk
)
− Fk

(̃
ik−1
k P k−1

λ (µ)
)

=
∑

0<kmk≤r

1
mk!

DmkFk

(̃
ik−1
k P k−1

λ (µ)
) (

∆̃k(λ)µk
)mk

+

+ O(|µ|r+α) ,

ce qui s’éecrit aussi

(3)
Fk

(
Pk

λ (µ)
)
− Fk−1

(
Pk−1

λ (µ)
)

=
∑

0<kmk≤r

1
mk!

Fmkδ
k (̃

ik−1
k P k−1

λ (µ)
) (

∆̃k(λ)µk
)mk

+ O(|µ|r+α) ;

si k = 2, puisque Fm2δ
2 ◦ ĩ12 est Cr+α−2m2− d’aprèes (iii), on a

Fm2δ
2 (̃

i12P
1
λ (µ)

)
= Fm2δ

2
(
ĩ12

(
ϕ̃1(λ) + ∆̃1(λ)µ

))

=
∑

0≤m1≤r−2m2

1
m1!

Dm1

(
Fm2δ

2 ◦ ĩ12

)
(ϕ̃1(λ))

(
∆̃1(λ)µ

)m1

+ O(|µ|r+α−2m2 )

pour 0 < 2m2 ≤ r ; compte tenu de ce que Dm1

(
Fm2δ

2 ◦ ĩ12

)
= F (m1,m2,0) par déefinition, on

déeduit donc de (3) que

F2
(
P 2

λ (µ)
)
− F1

(
P 1

λ (µ)
)

=
∑

1≤s(m)≤r, κm=2

1
m!

Fm (ϕ̃1(λ))
(
∆̃1(λ)µ

)m1

· · ·
(
∆̃r(λ)µr

)mr

+ O(|µ|r+α) .

On véerifie de mêeme inductivement que

(4)

Fk

(
Pk

λ (µ)
)
− Fk−1

(
Pk−1

λ (µ)
)

=
∑

1≤s(m)≤r, κm=k

1
m!

Fm (ϕ̃1(λ))
(
∆̃1(λ)µ

)m1

· · ·
(
∆̃r(λ)µr

)mr

+ O(|µ|r+α)

pour 2 ≤ k ≤ r. Le lemme réesulte de (1), (2) et (4). •
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4. Variéetées pseudo-instables

Hypothèeses et notations. Soit h : (M, p) → (M, p) un germe d’application difféerentiable
en p, oùu p est un point d’une variéetée banachique M . La difféerentielle L := Tph est donc
un endomorphisme de E := TpM . On suppose que le spectre σ(L) de L est la réeunion de
deux compacts disjoints non vides σ1 et σ2 véerifiant

(1) max
λ2∈σ2

|λ2| < min
λ1∈σ1

|λ1| ≤ 1 ;

et l’on note I (resp. S) le sous-espace L–stable de E associée àa la partie σ1 (resp. σ2) de
σ(L).

THEOREME 2.− Quels que soient l’entier r ≥ 1 et le réeel α ∈]0, 1] tels
que l’on ait

max
λ2∈σ2

|λ2| < min
λ1∈σ1

|λ1|r+α ,

si h est Cr,α et que la topologie de E peut êetre déefinie par une norme Cr,α, alors il existe
un germe h–invariant V en p de sous-variéetée Cr,α de M tel que TpV = I.

Déemonstration. Une carte permet de supposer que M = E (muni d’une norme ‖ · ‖ de
classe Cr,α) et p = 0; en identifiant E = I ⊕S àa I ×S, on munit E de la norme éequivalente

|(x, y)| := max{‖x‖, ‖y‖}

et l’on a
L(x, y) = (Ax, By) ,

oùu l’endomorphisme A (resp. B) de I (resp. S) a pour spectre σ1 (resp. σ2) ; en particulier,
A est inversible et notre hypothèese sur r et α s’éecrit, en termes de rayons spectraux,

ρ(B) < ρ(A−1)−(r+α) ;

nous pouvons donc choisir un réeel positif a véerifiant

(2)

{
a < ρ(A−1)−1

ρ(B) < ar+α .

Pour ε > 0, déefinissons hε : E → E par

(3) hε(z) :=
{

Lz + Θ(z/ε)(h(z) − Lz) pour ‖z‖ < ε
Lz sinon,

oùu Θ : E → [0, 1] est Cr,α, nulle pour ‖z‖ ≥ 1 et éegale àa 1 prèes de 0 (on peut prendre
Θ(z) := θ(‖z‖), oùu θ : R → [0, 1] est une fonction C∞ telle que θ−1(0) = [1,+∞[ et
θ−1(1) =] −∞, 1/2]).
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Nous allons montrer que, si ε > 0 est assez petit, les z0 ∈ E qui sont le terme d’ordre 0
d’une suite z = (zn)n∈N véerifiant

(4) |z|1 := sup
n∈N

an|z|n < ∞

et

(5) ∀n ∈ N zn = hε(zn+1)

forment le graphe Vε d’une fonction ψε : I → S, de classe Cr,α au voisinage de 0 et nulle
àa l’ordre 1 en 0. Comme Vε est hε–invariante− si z véerifie (4)–(5), il en va de mêeme de la
suite (hε(zn))− son germe V en 0 est h–invariant : c’est la variéetée pseudo-instable cherchéee.

L’idéee, due àa Irwin, est d’obtenir ψε en réesolvant l’éequation (5) dans l’espace des suites z
qui véerifient (4). Pour cela, nous allons appliquer le théeorèeme 1 àa la situation oùu Λ = I et
Λ × X = Λ × Xr+α, en déesignant par Λ × Xk = X̃k, 1 ≤ k ≤ r + α, l’espace des suites

z = (zn)n∈N = (xn, yn)n∈N

àa valeurs dans E telles que l’on ait

|z|k := sup
n∈N

akn|zn| < ∞ ;

c’est un espace de Banach pour la norme | · |k ; les projections X̃k → Λ et X̃k → Xk sont
respectivement z �→ x0 et z �→ (xn+1, yn)n∈N, de sorte que Xk n’est autre que X̃k, muni
d’une norme éequivalente. Nous prendrons Y = X, Yk = Xk pour k ∈ {1, . . . , r} ; les i�k = j�

k

et ik = jk seront les inclusions. Nous allons voir que les hypothèeses du théeorèeme 1 sont
satisfaites par

(6) F (z) := (zn − hε(zn+1))n∈N .

LEMME 1.− Si ε > 0 est assez petit, le déeploiement F̃ : z �→ (x0, F (z)) est
un difféeomorphisme lipschitzien global de Λ×X sur lui-mêeme ; de mêeme, pour 1 ≤ k ≤ r,
on déefinit une application Fε

k,k : X̃k → Xk par

(6k) Fε
k,k(z) := (zn − hε(zn+1))n∈N

et son déeploiement F̃ ε
k,k : z �→ (x0, F

ε
k,k(z)) est un difféeomorphisme lipschitzien global de

X̃k sur lui-mêeme.

Preuve. Puisque F = Fε
r+α,r+α , nous parlerons des Fε

k,k avec 1 ≤ k ≤ r + α. Il suffit
éevidemment de montrer que

F̃ 0
k,k(z) :=

(
x0, (zn − Lzn+1)n∈N

)
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est un automorphisme de X̃k et que Fε
k,k −F 0

k,k est une application de X̃k dans Xk dont la
constante de Lipschitz tend vers 0 quand ε → 0.

Commençcons par prouver que

F̃ 0
k,k : z �→

(
(x0, y0 − By1) , (xn−1 − Axn, yn − Byn+1)n>0

)

est un automorphisme de X̃k, c’est-àa-dire que

Ak : (xn)n∈N �→
(
x0, (xn−1 − Axn)n>0

)
et Bk : (yn)n∈N �→ (yn − Byn+1)n∈N

sont des automorphismes des espaces de Banach

Ik := {x = (xn) : xn ∈ I , |x|k := sup
n∈N

akn|xn| < ∞}

et
Sk := {y = (yn) : yn ∈ S , |y|k := sup

n∈N
akn|yn| < ∞}

respectivement ;
− pour Bk, c’est facile : en choisissant une norme | · | déefinissant la topologie de S et

telle que la norme de B soit assez proche de son rayon spectral pour véerifier

a−(r+α) |B| < 1 ,

on s’aperçcoit que Bk est de la forme “identitée plus contraction stricte de Sk” en vertu de
l’inéegalitée

akn|Byn+1| = a−k |B(ak(n+1)yn+1)| ≤ a−k |B| |ak(n+1)yn+1| ≤ a−k |B| |y|k ≤ a−(r+α) |B| |y|k

(cette dernièere inéegalitée parce qu’on a k ≤ r + α, et a < 1 d’aprèes (1) et (2)) ;
− pour Ak, on l’éecrit comme le composée de A′

k : (xn) �→
(
x0,

(
xn − A−1xn−1

)
n∈N

)
et de

l’automorphisme (x′
n) �→

(
x′

0, (−Ax′
n)n>0

)
) de Ik ; en choisissant une norme | · | déefinissant

la topologie de I et telle que la norme de A−1 soit assez proche de son rayon spectral pour
véerifier

a |A−1| < 1 ,

on s’aperçcoit que A′
k est de la forme “identitée plus contraction stricte de Ik” en vertu de

l’inéegalitée

akn|A−1xn−1| = ak |A−1(ak(n−1)yn−1)| ≤ ak |A−1| |ak(n−1)yn−1| ≤ ak |A−1| |x|k ≤ a |A−1| |x|k

(cette dernièere inéegalitée parce qu’on a k ≥ 1 > a) ; il en réesulte que F̃ 0
k,k est bien un

automorphisme de X̃k .

Comme Fε
k,k(0) = 0, pour voir que Fε

k,k − F 0
k,k est une application de X̃k dans Xk dont la

constante de Lipschitz tend vers 0 quand ε → 0, il suffit de montrer que l’on a

(7) lim
ε→0

sup
z,z′∈Xk , z′ �=z

∣∣∣
(
Fε

k,k − F 0
k,k

)
(z′) −

(
Fε

k,k − F 0
k,k

)
(z)

∣∣∣
k

|z′ − z|k
= 0 ;
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or, puisque

D(hε − L)(z)δz =
{

Θ(z/ε)(Dh(z) − L)δz + (DΘ(z/ε)δz) (h(z) − Lz) /ε pour ‖z‖ ≤ ε
0 sinon,

et que
lim
ε→0

sup
‖z‖≤ε

|Dh(z) − L| = lim
ε→0

sup
‖z‖≤ε

| (h(z) − Lz) /ε| = 0 ,

on a

(8) lim
ε→0

Lip(hε − L) = lim
ε→0

sup
z∈E

|D(hε − L)(z)| = 0 ,

d’oùu l’on déeduit facilement (7) car
(
F 0

k,k − Fε
k,k

)
(z) = ((hε − L) (zn+1))n∈N . •

Il réesulte du lemme 1 que, si ε > 0 est assez petit,

− les zéeros de F forment le graphe d’une fonction implicite lipschitzienne ϕ : Λ → X ;

− pour 1 ≤ k ≤ r, les zéeros de Fε
k,k, c’est-àa-dire ceux de

Fk := jk ◦ Fε
k,k : X̃k → Y ,

forment le graphe d’une fonction implicite lipshitzienne ϕk (comme les ϕk et ϕ réesolvent la
mêeme éequation dans les espaces de suites X1 ⊂ · · · ⊂ Xr ⊂ X, on voit que ϕ est àa valeurs
dans X1 et que ϕk, pour 1 ≤ k ≤ r, n’est autre que ϕ vue comme application dans Xk).
Nous allons déeduire le théeorèeme de la variéetée pseudo-instable du

LEMME 2.− Pour ε > 0 assez petit, les hypothèeses du théeorèeme 1 sont
véerifiéees par les germes en 0 de F et des Fk, 1 ≤ k ≤ r. Le germe en 0 de la fonction
implicite ϕ est donc Cr,α.

Preuve. D’aprèes le lemme 1 et les conséequences que nous venons d’en tirer, il reste seulement
àa véerifier les hypothèeses (i) et (iii)–(v) du théeorèeme 1, c’est-àa-dire, si r = 1, les hypothèeses
de la proposition 2. Pour 1 ≤ k ≤ r, commençcons par montrer que Fk est difféerentiable et
que

(9) DFk(z)δz = (δzn − Dhε(zn+1)δzn+1)n∈N

(en composant Fk avec les projections z �→ zn on voit que ses déerivéees s’obtiennent
forcéement par déerivation terme àa terme) ; on déefinit bien ainsi une fonction linéeaire continue
de δz ∈ X̃k àa valeurs dans Y = Xr+α en vertu de l’inéegalitée

(10) a(r+α)(n+1) |Dhε(zn+1)δzn+1| ≤ ak(n+1) |Dhε(zn+1)δzn+1| ≤
(

sup
z∈E

|Dhε(z)|
)
|δz|k ;
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pour voir que Fk a bien la déerivéee annoncéee, commençcons par remarquer que l’on a

(11)

a(r+α)(n+1) |hε(zn+1 + δzn+1) − hε(zn+1) − Dhε(zn+1)δzn+1|

= a(r+α−k)(n+1)
∣∣∣∣
∫ 1

0
(Dhε(zn+1 + tδzn+1) − Dhε(zn+1)) dt

(
ak(n+1)δzn+1

)∣∣∣∣

≤ a(r+α−k)(n+1)
(∫ 1

0
|Dhε(zn+1 + tδzn+1) − Dhε(zn+1)| dt

)
|δz|k

≤ 2a(r+α−k)(n+1)
(

sup
z∈E

|Dhε(z)|
)
|δz|k ;

il nous suffit, d’aprèes l’avant-dernièere inéegalitée (11), de montrer que, pour tout η > 0, il
existe ζ > 0 tel que

(12) |δz|k < ζ ⇒ sup
n∈N

a(r+α−k)(n+1)
(∫ 1

0
|Dhε(zn+1 + tδzn+1) − Dhε(zn+1)| dt

)
< η ;

or, la dernièere inéegalitée (11) montre qu’il existe nη ∈ N tel que l’on ait

∀z, δz ∈ X̃k sup
n≥nη

a(r+α−k)(n+1)
(∫ 1

0
|Dhε(zn+1 + tδzn+1) − Dhε(zn+1)| dt

)
< η ,

ce qui entrâııne imméediatement (12) puisque les δzn+1 avec n < nη tendent vers 0 quand
|δz|k → 0.

Remarque. Pour h �= L, la fonction F elle-mêeme n’est pas difféerentiable : en la com-
posant avec les z �→ zn on voit que sa déerivéee s’obtiendrait par déerivation terme àa terme ;
or, on déefinit des suites z, δzq ∈ Λ × X, q ∈ N, par zn ≡ z et

δzq
n =

{
0 pour n < q
v pour n ≥ q,

oùu z et v véerifient ‖z‖ ≥ ε et (hε −L)(z + v) = w �= 0 (d’oùu v �= 0) ; pour n ≥ q, on a alors
hε(zn + δzq

n) − hε(zn) − Dhε(zn)δzq
n = (hε − L)(z + v) − (hε − L)(z) − D(hε − L)(z)v = w

et donc

sup
n∈N

a(r+α)n |hε(zn + δzq
n) − hε(zn) − Dhε(zn)δzq

n| ≥ a(r+α)q|w| = (|w|/|v|) |δzq|r+α ,

ce qui permet de conclure car |δzq|r+α = a(r+α)q|v| → 0 quand q → 0.

Les inéegalitées (10) nous disent en outre que

DFk(z) = jk ◦ Ck(z) ,
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oùu Ck : X̃k → L(X̃k, Yk) est bornéee, donnéee par

Ck(z)δz := (δzn − Dhε(zn+1)δzn+1)n∈N ;

l’hypothèese (iv) du théeorèeme 1 est donc satisfaite pour m = δk avec Bδk
:= Ck ◦ ϕ̃k.

L’hypothèese (v) a pratiquement éetée déejàa véerifiéee dans la déemonstration du lemme 1 : pour
ε assez petit, il réesulte de (8) que, pour 1 ≤ k ≤ r, toutes les C̃k(z) : δz → (δx0, Ck(z)δz)
avec z ∈ X̃k sont des perturbations assez petites de l’automorphisme F̃ 0

k,k pour êetre des
automorphismes dont les inverses sont uniforméement bornées, d’oùu (v).

Fin de la preuve du lemme 2 si r = 1. Il nous reste simplement àa véerifier que F1 est C1,α,
ce qui réesulte aussitôot de l’inéegalitée

a(1+α)n |(Dhε(zn + δzn) − Dhε(zn))Zn| ≤ Cε,α (an |δzn|)α (an |Zn|) ,

oùu Cε,α est la constante de Höolder d’exposant α de Dhε (qui est finie pour ε assez petit).

Fin de la preuve du lemme 2 pour r > 1. La véerification de l’hypothèese (i) du théeorèeme
1 est trèes semblable àa ce que nous venons de faire : pour 1 ≤ k� ≤ r et z ∈ X̃k, le seul
“candidat” àa êetre D�Fk(z) est

F�δk

(z)δz� :=
(
δ1
� δzn − D�hε(zn+1) (δzn+1)

�
)

,

qui est bien dans L�
s(X̃k, X) en vertu de l’inéegalitée

(9�) a(r+α)n
∣∣∣D�hε(zn) (δzn)

�
∣∣∣ ≤ ak�n

∣∣∣D�hε(zn) (δzn)
�
∣∣∣ ≤

(
sup
z∈E

∣∣D�hε(z)
∣∣
)
|δz| �k ,

dont la seconde partie garantira comme préecéedemment (iv) pour m = �δk. Pour achever
de prouver (i), il suffit donc de montrer que

Fk(z + δz) − Fk(z) −
[ r

k ]∑
�=1

1
�!

F�δk

(z)δz � = O
(
|δz|

r+α
k

k

)
,

ce qui réesulte de l’inéegalitée

a(r+α)n
∣∣∣hε(zn + δzn) − hε(zn) −

[ r
k ]∑

�=1

1
�!

D�hε(zn)δz �
n

∣∣∣ =

= a(r+α)n
∣∣∣
∫ 1

0

(1 − t)[
r
k ]−1

(
[

r
k

]
− 1)!

(
D[ r

k ]hε(zn + tδzn) − D[ r
k ]hε(zn)

)
δz

[ r
k ]

n dt
∣∣∣ ≤ Cε,α,k |δz|

r+α
k

k ,

12



oùu Cε,α,k est la constante de Höolder de D[ r
k ]hε pour l’exposant r+α

k −
[

r
k

]
(lequel est ≤ 1 car

il ne peut y avoir d’entier � véerifiant r+α
k > � >

[
r
k

]
, l’inéegalitée k� < r+α éetant éequivalente

àa k� ≤ r). Nous avons donc éetabli (i), ainsi que (iv) pour les m ∈ Nr de la forme �δk.

La véerification de (iii)–(iv) en géenéeral, tout àa fait semblable, est laisséee au lecteur. Bornons-
nous àa indiquer l’expression de Fm pour |m| > 1 : quels que soient δz1 ∈ X̃1, . . . , δz

r ∈ X̃r

et z ∈ X̃κm
,

Fm(z)
(
δz1)m1 · · · (δzr)mr =

(
−D|m|hε(zn+1)

(
δz1

n+1
)m1 · · ·

(
δzr

n+1
)mr

)
n∈N

,

ce qui implique en particulier trèes facilement (iv). •

Remarque. Pour ε > 0 assez petit, les hypothèeses du théeorèeme 1 sont satisfaites non
seulement prèes de 0 mais au voisinage de tout point du graphe de ϕ, laquelle est donc Cr,α.

Nous avons maintenant déemontrée la plus grande partie du théeorèeme 2 : puisque l’ensemble
des z ∈ Λ × X véerifiant (5) est le graphe de ϕ, l’ensemble hε–invariant Vε des z0 corres-
pondants est le graphe de la composante ψε de ϕ suivant le facteur y0 ; il réesulte donc du
lemme 2 que le germe h–invariant V de Vε en 0 est un germe de sous-variéetée Cr,α. Il ne
nous reste plus qu’àa éetablir que T0V = I, c’est-àa-dire le

LEMME 3.− On a Dψε(0) = 0.

Preuve. L’identitée DF (0)(δλ, Dϕ(0)δλ) ≡ 0 s’éecrit, en posant (δλ, Dϕ(0)δλ) = δz,

(13)





δλ = A δx1

δxn = A δxn+1 , n > 0
δyn = B δyn+1 , n ∈ N .

Pour voir que (13) implique δy = 0 (d’oùu le lemme), il suffit de remarquer que la condition
imposéee àa δy s’éecrit Br+α δy = 0, oùu Br+α est l’automorphisme introduit dans la preuve du
lemme 1. •
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