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Structures Algébriques :
Theme et Variations

E. Burroni et A. Burroni!

ABsTRACT : This paper is a survey of the main categorical varia-
tions on the thema of algebraic structures.

Les structures mathématiques qui peuvent se décrire en se limitant a
des opérations, et dont les axiomes peuvent se réduire a des équations (i.e.
égalités de termes), ont toujours séduit par leur simplicité conceptuelle.
G.Gritzer rappelle dans la préface de son livre [17] que origine du con-
cept d’Algebre Universelle remonte a la fin du 192me siecle. Cette notion
a 6té illustrée par des noms comme ceux de A.N. Whitehead, G.Birkhoff,
A Tarski. Elle a été entierement reformulée et précisée, en terme fonctoriel,
par W.Lawvere dans sa these en 1963 [24]. Nous voudrions, dans cet exposé,
indiquer de maniere abrégé comment la théorie des catégories a développé,
autour de ce theme simple, une série de variations. Chacune des variations
que nous allons brievement présenter dans ce texte, choisies parmi les plus
significatives, est une extension naturelle donnant plus de portée a ce con-
cept, au point qu’il est possible, aujourd’hui, de suggérer - sinon d’affirmer -
qu'il constitue une des clefs essentielles pour une classification générale des
structures mathématiques. Précisons que ce texte est le développement de
l'introduction de 'exposé oral fait au congres de Tours de 1991 : les illus-
trations mathématiques qui faisaient suite dans le dit exposé oral paraitront
ailleurs.

La théorie des catégories envisage la description des structures mathé-
matiques en général ainsi : une structure est d’abord la donnée d'un foncteur
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interprété comme réalisation (modéle) d’une théorie T dans un univers &.
Ces catégories T et £ sont généralement munies de données supplémentaires,
par exemple des limites projectives et inductives comme dans le cas des es-
quisses miztes d’Ehresmann [15], ou de données plus directement inspirées
de la Théorie des modeles et correctement fonctorialisées comme dans le cas
des topos de Lawvere, et avec lesquelles le foncteur M doit commuter. Ces
données doivent, d'une part, refléter la nature et la complexité de la struc-
ture étudiée et, d’autre part, celle de la logique utilisée dans le développement
de cette structure (équationnelle, classique, intuitionniste, etc...). Toutefois
ce point de vue n'est souvent qu'une idéalisation de la situation réelle : les
théories n’apparaissant - et pour cause! - qu’a travers leur présentation,
c’est-a-dire des systémes formels modulo une équivalence souvent encore
empreinte d’un certain empirisme (on peut comparer cela au début de la
théorie des groupes oil ceux-ci n’apparaissaient généralement qu’'a travers
une présentation et seulement comme groupes de transformations).

Théme : On appelle théorie de Lawvere une catégorie cartésienne 7
(i.e. une catégorie admettant des produits cartésiens finis, y compris 'objet
final) dans laquelle on a distingué un objet s, tel que tout objet de T soit
de la forme s = s x ... x s (n fois) pour un n € N (en particulier s? = 1
est l'objet final et s! = s) et oli on a distingué pour tout i, 1 < i < n,
des projections canoniques Tpi @ 8" — § caractérisant s" comme produit
cartésien de n copies de s. La définition de W.Lawvere est plus élégante :
une théorie en son sens, est définie par un foncteur i7 1 FP — T, bijectif
sur les objets, qui commute aux produits cartésiens, et ol F° est la duale
de la sous-catégorie pleine F de la catégorie des ensembles Ens qui a pour
objets les entiers (chaque entier n € N étant identifi¢ & I'ensemble de ses
prédécesseurs n = {0,1,...,n — 1}). Les objets de T s’appellent des types et
l'objet s = i7(1) s’appelle le type de base ou la sorte.

Une présentation d’une théorie de Lawvere est la donnée d’'un systeme
d’opérations et d’équations (), F ) jouant le role d’un systeme de générateurs
et relations de la théorie. Les éléments de Q sont des symboles d’opérations
@ : 8" — s et ceux de E sont des couples de termes A\ : sP —o S,
N :s? — s de méme arité p € N, dérivés des éléments de €, ces couples
étant notés A = X. Les exemples de théories de Lawvere et de leurs modeles
sont constitués par les structures algébriques traditionnelles groupes, an-
heaux, anneaux commutatifs, algebres de Boole,... et également par des

208




Structures Algébriques : Théme et Variations

exemples plus étonnants comme, par exemple, les C'*-algebres (dont la
définition est également due a W.Lawvere) et dont les modeles sont les
variétés différentielles C>... et également des objets C*° plus généraux qui
sont I’analogue des “schémas” de la géométrie algébrique [27].

Variation 1. Elle est due a J.Bénabou [3] et consiste & passer du cas
précédent a une sorte s au cas a plusieurs sortes. Précisément 7 est encore
une catégorie cartésienne, mais au lieu d’un singleton {s}, on a un ensemble
S d’objets de T tel que tout objet de 7 s’écrive, de facon unique, sous la
formes;, x...xs; oun € N ets;,si,....s;, €S. Lanotion de présentation
associée comporte alors un terme de plus (5,9, E).

L’exemple classique & deux sortes est celui des modules sur un anneau
(non fixé) : les vecteurs et les scalaires.

Variation 2. Cette nouvelle généralisation consiste 4 admettre des arités
infinies ; une opération (a une sorte par exemple) prend la forme suivante
a : sl — s ol I est un ensemble quelconque appelé encore arité de a.
Par ailleurs, cette généralisation a donné 'occasion de reformuler toute la
question en termes de “triple” sur les ensembles. Un triple T sur une catégorie
& est donné par un triplet (T, n,u) ou T : & — &£ est un foncteur et ou
n:ide — T, u:T? — T sont deux transformations naturelles satisfaisant
les relations :

poTn=1d(T)=ponT, poTu=pouT.

Une T-algébre est la donnée d’un couple (A,b) formé d’un objet A et d’'un
morphisme de £ de la forme b : TA — A vérifiant les relations

bonA =1idy, bopuA=>boTbh.

Pour plus de détails voir [16], [25] et [26]. Ainsi & chaque théorie 7 au sens de
Lawvere est associé un triple T sur £ = Ens et on montre que la catégorie des
T-modeles est isomorphe a celle des T-algebres : Mod(T,Ens) ~ Alg(T),
[25]. Mais il existe d’autres triples que ceux obtenus de cette maniére :
ils correspondent a des arités infinies (sans limite de taille autre que celle
d’étre des éléments de Ens). Ainsi les espaces compacts sont, en ce sens, les
U-algebres d’'un triple U ou, pour tout ensemble A, U A est I'ensemble des
ultrafiltres sur A. Autre exemple : les C*- algeébres commutatives.
Variation 3. Les structures algébriques considérées jusqu’ici sont réali-
sées dans 'univers £ = Ens. On peut évidement utiliser comme univers, a
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la place de Ens, toute catégorie cartésienne £ pour réaliser une théorie de
Lawvere et obtenir des catégories de modeles Mod(7T,£). Par exemple, si T
est la théorie des groupes et £ = Esp la catégorie des espaces topologiques,
Mod(T ,Esp) est la catégorie des groupes topologiques. Du point de vue des
triples : au triple T = Tg,,. sur Ens, dont les T-algebres s'identifient a des
groupes, correspond une extension T = Tm,e sur Esp et dont les T-algebres
s’identifient & des groupes topologiques.

Variation 4. Ici, on a une nouvelle généralisation d’arité : elles ne sont
plus nécessairement réduites & des ensembles. Ces cas sont encore couverts
par la notion de triple, mais ces derniers ne sont plus nécessairement, comme
dans les cas précédents, définis sur une catégorie de la forme Ens® ou §
était I'ensemble des sortes (ou méme encore, comme dans la variation 3, des
triples qui sont de simples eztensions & une catégorie £ de triples sur Ens).
Notamment, pour fixer les idées, cet ensemble S peut étre généralisé par un
graphe ¥, et on peut considérer un triple T sur la catégorie Ens*, dont les
objets sont les diagrammes de type ¥ dans Ens. Considérons un seul ex-
emple remarquable, celui ot £ = (-==.) : alors Grph = Ens'" =) est la
catégorie des graphes, i.e. des diagrammes dans Ens de la forme (X == Y).
Ce qui fait I'intérét de ce cas vient en partie de la preuve faite dans [8],
que la quasi-totalité des structures étudiées par les catégoriciens — notam-
ment celle des topos élémentaires de Lawvere — sont des T-algebres ot T
est donc un triple sur Grph. Nous avons appelé “algebres graphiques” de
telles structures, la donnée de base n’étant plus un ensemble ou une famille
d’ensembles mais un graphe. A ceci, correspond une notion de théorie ana-
logue a celle de théorie de Lawvere ou de Bénabou et qu’on peut appeler
“théorie algébro-graphique”, et oli, cette fois, les types ne sont plus seule-
ment donnés par des produits cartésiens, mais également par des produits
fibrés (ou des noyaux), 'essentiel des cas intéressants étant d’arités finies.
Dans [19], R.Guitart traite, sous le nom d’ “algébres figuratives”, du cas ol
¥ est une petite catégorie quelconque, ce qui lui permet de donner, via les

N

esquisses, un sens “équationnel” & toute théorie (voir variation 11).

Variation 5. Une des propriétés les plus fondamentales de Ens, qui
en fait est un univers, est d’étre une catégorie cartésienne fermée. Donc,
une partie du réle joué par Ens dans la théorie des catégories peut étre
Jouée par une structure de catégorie monoidale (en particulier cartésienne)
fermée quelconque V. On définit ainsi des catégories enrichies par V ou V-
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catégories (cela veut dire en gros que pour toute paire X,Y d’objets de la
V-catégorie C, 'ensemble Hom(X,Y) se trouve “enrichi” par la donnée
d’un objet Homc(X,Y) de V). On définit également des V-foncteurs, V-
transformations naturelles, V-triples, etc ... ainsi que des V-catégories de
T-algébres Alg(T) pour un V-triple T. Ce point de vue a été développé
par exemple par A.Kock [22] et M.Bunge [11]. Citons deux cas particuliers
importants : 1) celui o V = Ab la catégorie des groupes abéliens (le produit
monoidal ® étant le produit tensoriel usuel). Par exemple les catégories de
modules sur un anneau sont des V-catégories d’algebres, I'anneau de base
étant une V-catégorie (engendrant une V-théorie algébrique) ; 2) celui des
2-catégories, 2-foncteurs, ... ol le préfixe “2” signifie enrichi par Cat munie
de son produit cartésien. Les 2-catégories d’algebres sur un 2-triple ainsi
obtenues seront généralisées plus loin (variation 9) par des 2-catégories de
“lax-algebres”.

Variation 6. On doit & M.Barr I'idée de généraliser la notion de T-
algebre, ou T est un triple sur Ens, par celle de T-algébre relationnelle, ¢'est-
a-dire par la donnée d’un couple (A, R) ot A est un ensembleet R : T4 — A
une relation (i.e. R C TA x A) vérifiant — au lieu des égalités d'une T-
algebre — les relations d’inclusion :

idg C RonA, RoTR C Ro uA.

Les T-algebres relationnelles et leur notion d’homomorphisme forment une
catégorie Ord(T) contenant Alg(T) comme sous-catégorie (voir détails et la
Justification des notations dans [1]). L’exemple fondamental donné par Barr
est celui des espaces topologiques Esp ~ Ord(U), ou U est le triple des
ultrafiltres déja évoqué pour la relation Comp =~ Alg(if) (une idée similaire,
mais avec le triple des filtres F, avait été développée indépendamment dans
[4]).

Variation 7. L’idée de généraliser la relation précédente R : TA — A
par un “span” conduit a une nouvelle extension, celle des “T-catégories”
formant les objets d'une nouvelle catégorie Cat(T) contenant Ord(T) comme
sous-catégorie pleine. Nous nous contenterons d’indications trés succintes : le
lecteur intéressé par ces notions peut se reporter a [5]. Un span S: X — Y
entre deux ensembles X et Y est défini par un couple d’applications de méme
domaine et de la forme ag : S — X, bg : § — Y ou, ce qui revient au
méme, une application de la forme [ag,bs] : § — X x Y (le span, qu'on
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se trouve dans [5] (p.260) puis pour une étude plus développée dans [7] (mais
la terminologie de “pseudo-algebre” qui avait été choisie dans ces articles
n’était pas heureuse, de méme que celle de “2-algebre” donnée dans [6]. On
doit a M.Bunge [12] 'usage dans ce domaine du préfixe “lax”. Mémes re-
marques pour les notions de “lax-catégories” et les “lax-triples” introduites
dans [5]).

Précisons un peu plus : soit T un 2-triple sur une 2-catégorie £ (i.e. “2” au
sens de “enrichi sur Cat”), une T-laz-algébre est la donnée d’un quadruplet
(A,b,t,k) ou b: TA — A est un morphisme de &, ¢,k des 2-cellules de la
forme

t:td(A) — bonA, K:boTb— bopuA

satisfaisant des “axiomes de cohérences” pour lesquels on se contentera de
renvoyer, par exemple, a [7], p.365 ou méme [5], p.260.

Indiquons pour terminer un seul exemple qui, bien qu’élémentaire, est
représentatif de cette notion et donne une idée de son étendue : si idgat est
le triple trivial sur Cat, une idgae- algebre n'est autre qu'un triple (b, ¢, &)
sur une (petite) catégorie A, i.e. b: A — A est l'endofoncteur du triple et
t, Kk correspondent a ce qui a été noté plus haut ), .

Variation 10. Avec la notion de “T-multialgebre” de Y.Diers (voir
notamment [13] ,[14]), on quitte les variations plus ou moins exotiques pour
revenir a une ligne plus classique qui - on le verra bientot - conduit tout droit
a une véritable “théorie des modeles” au sens le plus large.

Les “multialgebres” (le préfixe “multi” ne reflete qu'imparfaitement la
notion) sont développées selon un méme schéma général que les “algebres”,
mais cette fois avec une “théorie multialgébrique”. La notion de base est celle
de “multiproduit cartésien” qui généralise la notion de produit cartésien. Par
exemple, un multiobjet final dans une catégorie C est constitué par la donnée
d’un objet final, et un seul, par composante connexe de C. Un multipro-
duit plus général se ramene au cas précédent sur une catégorie adéquate
(catégorie des objets au-dessus de la famille dont on cherche le multipro-
duit). Une Théorie multialgébrique T [14] est alors 'analogue d’une théorie
de Lawvere mais ou des multiproduits remplacent les produits simples. Un
modele de 7 dans un univers, par exemple dans la catégorie Ens, est un
foncteur M : 7 — Ens tel que si (Y );es est le multiproduit de (X;)ies, on
a [jeg M(Yj) =~ Iie; M(X;) (I et J finis), généralisant le cas classique qui
correspond a J = 1. Des structures aussi variées que les corps, les anneaux

213




E. Burroni et A. Burroni

integres, les espaces préhilbertiens, les ensembles totalement ordonnés, etc...
sont des multialgebres et forment, avec leurs homomorphismes naturels, des
catégories Mod(T) de “multimodeéles”. Ces structures peuvent également
étre données par des T-algebres ot T est un “multitriple”. Voir [13].

Variation 11. L'idée de généraliser les multiproduits par des “mul-
tilimites projectives”, définies de maniere analogue, peut étre pris comme
point de départ des travaux de R.Guitart et C.Lair [20], [21] qui, d’une part,
parachévent de fagon naturelle ceux de Y.Diers et, d’autre part, révelent des
liens puissants et inattendus avec la théorie des esquisses mixtes d’Ehresmann
déja cité [15]. Cette nouvelle extension devient alors considérable puisque,
par exemple, toutes les structures du “1¢" ordre” entrent dans ce nouveau
cadre. Ainsi le domaine couvert par cette extension est celui des “esquisses
mixtes” d’Ehresmann définies dans les années 60. Enfin, dans [23], Lair
propose des éléments d’une version “triple” de cette nouvelle extension.

Variation 12. On sait depuis longtemps que certaines “structures” sont
données par des systemes d’ “opérations-équations” en un sens plus général
que celui donné par les algébristes; la notion de “monade” de Bénabou [2] :

MM -5 M & T

qui est définie dans une catégorie monoidale (£, I, ®), généralise la notion de
monoide :

Mx M- M &1

définie dans une catégorie cartésienne (£, 1, x ). Stimulés par des applications
a la mécanique quantique, et la découverte récente de nouveaux polynémes
invariants associés aux noeuds, la notion de “groupe quantique”, c’est-a-dire
“algebres de Hopf” non nécessairement commutatives ou cocommutatives
(qui sont des structures algébriques dans ce sens plus général), une foule de
concepts reliant “calculs algébriques” et physique ont fait récemment leur
apparition. Pour un aspect spécifique de cette généralisation du point de
vue considéré ici, voir [9]. Cette derniere variation indique assez bien que
le theme de I'équationnalité est loin d’avoir épuisé toutes ses potentialités.
(Ainsi, quel serait I’analogue monoidal des types de limites autres que les
produits cartésiens binaires 7).
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notera simplement S, se réduit a une relation lorsque ce morphisme est une
inclusion R C X xY). Si 5,5 : X =3 Y sont deux spans de méme domaine
et codomaine, on définit la notion de morphisme m : S — S’ entre spans par
une application (encore notée m) telle que agyom = ag, bg,om = bg (dans le
cas de relations, un tel morphisme se réduit 3 la donnée d’une inclusion R C
R'). Les ensembles, les spans et leurs morphismes forment respectivement les
0, 1 et 2-cellules d’une 2-catégorie Span (plus précisément une “bicatégorie”
au sens de Bénabou [2]). Une T-catégorie sur A est alors définie par un span
S:TA — A et deux morphismes

i :1d(A) — SonA, k:SoTS —s SopuA;

ces données (qui se réduisaient & des propriétés dans les cas précédents) sont
soumises a des axiomes faisant intervenir le niveau T3A du triple. Divers
exemples sont proposés dans [5] ; limitons-nous au cas le plus élémentaire
et qui explique la terminologie : les idgns-catégories ne sont autres que des
catégories : Cat(idgns) ~ Cat ol idgys est le triple trivial défini sur Ens
(Pendomorphisme est le foncteur identité et 1, u sont des identités).

Variation 8. La notion de “loi distributive” D entre deux triples T, T’
définis sur une méme catégorie £ a été introduite par J.Beck. Elle conduit & la
notion de D-algebre donnée par un morphisme de la forme b : TA — T'A et
celle analogue de D-catégorie, qui redonnent les T-algebres et les T-catégories
lorsque T' = idg. En particulier pour T/ = P le triple des parties sur Ens, (et
oinA: A — PAet pA: P2A — PA sont respectivement les applications
“singleton” et “réunion” ) on obtient une nouvelle notion d’ “algébre partielle”
qui, par exemple avec T = (triple des actions d’un monoide libre), donne pour
une loi distributive D entre T et P les “automates non déterministes”. Ces
notions qui ont été parfois utilisées en informatique théorique ont été étudiées
dans [10], et ultérieurement dans [18].

Variation 9. Un théoréme de [5] p.260 montre qu’un autre prolongement
naturel de I’étude des T-catégories est celle d’'une extension “2-dimension-
nelle” des structures algébriques, A savoir les “lax-algebras”. Essentiellement
ce sont des structures qui sont définies sur des catégories et non plus sur
des ensembles, et dont les opérations sont des foncteurs. Les équations peu-
vent alors étre “laxifiées”, ¢’est-a-dire, remplacées par des transformations
naturelles et ce n’est qu’a la dimension supérieure en T? qu’on retrouve des
équations (axiomes de cohérences). La définition originelle des “lax-algebras”
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