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ABSTRACT. The categories of Peano-Lawvere (or PL) are cat-
egories which admit Kan extensions along the homomorphism of
graphs : (.)—~(.{) ). This paper gives an inductive description,
in the language of graphs, of the free PL category generated by
the graph (.), denoted P . It is praved that the generator object is
final, that there exist cartesian products and that any integer 1—+N
in P is standard. This category, of a syntaxical nature has a
surjective quotient P = P /R, which is the category of primitive
recursive functions. R is a non-recursive congruence (in particular,
it is not trivial).
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0. INTRODUCTION.

Cet article est consacré a la description d'une catégorie P, appelée
catégorie des fonctions récursives primitives formelles. l.a constructionde
cette catégorie ~est de nature syntaxique et se distingue de construc-
tions analogues, d'une part, par la réduction des hypoth&ses & un unique
"axiome de l'infini" et, d'autre part, par le caractére "graphique" de
sa description.

L'"axiome de [{'infini", quand il est énoncé dans un toposE ,
prend la forme de |'"axiome de Peano-Lawvere". Cet axiome affirme
I'existence d'un "objet des entiers naturels" (en abrégé : un NNQO) et qui
est en fait la donnée d'un diagramme de la forme :
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A, BURRONI 2

ou 1 est l'objet final de £, et qui a la propriété universelle suivante :
pour tout diagramme de cette forme

l’—f“’XOQ

il existe un et un seul morphisme m: N+X tel que
mo z="f, Mo $ =go m.

Bien entendu, cet axiome n'acquitre toute son efficacité pour décrire
dans ' "univers mathématique” E toutes les constructions usuelles qui
relevent de l'infini, que grace & la collaboration des autres axiomes qui
font de £ un topos, méme si ceux-ci n'expriment a priori rien sur l'in-
fini. Déja, dans sa formulation méme, cet axiome présuppose que la
catégorie E est munie d'un objet final.

Or il nous semble qu'il y a de bonnes raisons qui rendent intéres-
sant de pouvoir formuler un (ou des) axiome(s) de l'infini, sous une
forme ou une autre, dans une catégorie £ sur laquelle on ne ferait
aucune autre hypothése, ou bien sur laquelle on serait libre de choisir
des hypothéses supplémentaires a priori quelconques. Une des raisons
de cette attitude est que les notions d'entier, de récursivité, de
programme, de machine, etc... sont des notions qui ont un caractéere
"concret" et qui doivent pouvoir se développer de manigre uniforme
dans tout "univers mathématique"™ E, sans qu'aucune hypothéque
ne soit faite sur les propriétés de E lorsque celles-ci n'ont pas de si-
gnification infinitaire. Nous autoriserons seulement que E soit une
catégorie. Une autre raison, et qui va dans le méme sens, est qu'il
existe de nombreux exemples de catégories E qui sont trés loin d'étre
des topos et qui cependant satisfont 1'axiome de Peano-Lawvere ~ ou
plutét une forme de cet axiome adaptée & I'absence d'hypothéses sur
I'existence d'objet final et de produits cartésiens dans F, et que nous
allons définir ci-dessous. Parmi ces exemples il y a notamment toutes
les catégories 'concretes" (ou disons plus simplement : toutes les caté-
gories qui admettent des coproduits dénombrables). Un autre exemple
trés éloigné des topos est celui des catégories de la forme E°P, lorsque
E est un topos (élémentaire) admettant un NNQO. Bien que souvent dans
ces exemples de catégories PL il existe, entre autres, un objet final
et des produits cartésiens, ceux-ci ne sont pas significatifs, comme on
peut le constater facilement sur l'exemple cité ci-dessus de la duale
d'un topos.

Donc  voici comment nous proposons d'énoncer I'axiome de

Peano-Lawvere dans une catégorie quelconque E : pour tout objet X
de E il existe un diagramme de la forme

xZ\X»NxOsx
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qui a la propriété universelle attendue que, pour tout diagramme de

la forme
s

il existe un unique marphisme m : NX~+> Y tel que
moz-="*F et Mo S =Qo M.

On dira alors que E est une catégorie de Peano-Lawvere (en abrégé : ca-
tégorie PL).

On constate alors facilement que-les catégories PL sont de nature
algébrique (Section 1) et qu'il existe ainsi des catégories PL libres
engendrées, par exemple par des graphes. La catégorie P se définit
alors justement comme étant la catégorie PL libre engendrée par un
objet, i.e. par le graphe (.) réduit & un objet. On démontre alors que
P posséde certaines propriétés qui ne sont généralement pas vérifides
dans les catégories PL — méme quand elles sont libres — & savoir l'exis-
tence d'un objet final (qui est I'objet générateur) et I'existence
de produits cartésiens. Cependant cet objet final et ces produits n'ont
pas le caractére 'libre" qu'ils auraient eu si on les avait introduits
dans les hypotheses, et qui aurait donné une construction plus compli-
quée que P,

Si maintenant on considére la véritable catégarie P des fonctions
récursives f: NP> N? (p, g e N), c'est évidemment une sous-catégorie
de la catégorie des ensembles Ens. On a un unique homomorphisme de
catégories PL :P +~ P, ol P apparait comme une catégorie PL quotient
de P par une congruence PL. Cependant cet homomorphisme P> P
n'est pas un isomorphisme et, étant donné le caractére syntaxique fini-
taire (ou récursif) de P, cela n'est pas étonnant. Nous avons choisi
de démontrer ce fait en utilisant le théoréme de Matisajevic sur la
répense négative au "l0eme probleme de Hilbert" parce que technique-
ment c'était la maniere la plus frappante de le constater (Section 6)
et que cela nous permettait de développer certains concepts qui nous
seront utiles ultérieurement. Mais bien entendu il faut s'attendre &
trouver dans P des inégalités beaucoup plus grossieres que celles four-
nies par ce théoréme qui, lui, utilise toutes les ressources de I'Arith-
métique du premier ordre. Cela reste cependant un probléme ouvert.

Ce travail est extrait d'une série de conférences que nous avons
présentées en Novembre 1983, puis sous leur forme actuelle au prin-
temps 1984, au Séminaire de Catégories de Paris VII dirigé par MM,
Coppey et Lair. Il est & l'origine de travaux de la part de ces auteurs
qui les ont publiéds dans leur revue "Diagrammes" (Volumes 12 et
13). Nous avons également présenté ce travail au Congrés International

s

de Catégories a LSwenberg (Suisse) en Juiliet 1984.
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1. CATEGORIES DE PEANO-LAWVERE.

On dit qu'une catégorie £ est une catégorie de Peano-L awvere (ou
en abrégé : une catégorie PL) si elle admet des extensions de Kan le
long de I'homomorphisme de graphes

) —— (7))

ou, ce qui revient au méme, si elle admet des extensions de Kan le

long du foncteur
LG — )

(la notations L(D) désigne la catégorie libre engendrée par le graphe D).

Proposition 1. Pour que E soit une catégorie PL, il faut et il suffit
que le foncteur d'oubli
-

E"— F

admette un adjoint a gauche.

Preuve. La catégorie E7 est la catégorie qui a pour objets les dia-
grammes de la forme

D) — E

et pour fléches les transformations naturelles entre ces diagrammes.
L.a preuve est un exercice facile. o

Un tel adjoint s'appelle un foncteur NNO ; on démontre facilement
que cela donne une extension de Kan le long de : (.) > ( 22) et engen-
drée par l'objet idE dans la catégorie des endofoncteurs £~ . (La réci-

proque n'a pas de raison d'étre vraie.)

Pour construire des catégories PL libres on est amené a madifier
ces définitions de facon inessentielle en remplagant l'expression "admet
des extensions de Kan" par "est munie d'extensions de Kan". Il est facile
de se convaincre alors de l'existence de catégories PL libres engendrées
par exemple par des graphes (ou aussi bien par des catégories). Mais pour
étre plus précis, nous pouvons énoncer :

Proposition 2. Les catégories PL sont des algébres semi-graphiques.

Preuve. Par "algébre graphique" il faut entendre la donnée d'un
graphe muni d'une structure équationnelie sur les graphes, c'est-a-dire
par un systéme d'opérations et d'équations graphiques (voir "Algeébres
graphiques", dans Cahiers Top. et Géom. Diff. XXII-3, 1981, 249-265).
Par '"algébre semi-graphique" il faut entendre ce méme type de don-
nées mais ol en plus des équations on peut avoir des semi-équations
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graphiques, c'est-a-dire des axiomes de la forme e = e', ol e et e
sont des équations de méme arité. Une connaissance précise de
ces notions n'est pas nécessaire, le texte les illustrera suffisamment
par lui-méme.

Donc soit £ une catégorie PL, nous allons dégager sur elle des
opérations, équations et semi-équations qui la déterminent entidrement
(toujours au sens de l'équivalence large qui a été évoquée plus haut).
Il 'y a d'abard les opérations et les équations qui font de E wune
catégorie :

(1) A tout objet est associé un diagramme de la forme
X /— id X
]

(2) A tout chemin X—24-v Y5 7 de E est associé un morphisme

Vo u: X >7:
Y
/ x
X z
Vo U

l.a présentation de ces morphismes incluant les habituelles équations
dites "de position" :

a (id X) = X =b(id X)
(a et b sont les applications source et but de graphe £, ce sont
des opérations particuliéres).

Nous n'explicitons pas les traditionnelles équations d' "élément
neutre” et d' "associativité" qui complidtent la définition de catégorie.

Maintenant venons-en aux données supplémentaires qu'il faut pour
I'axiome PL :

(3) A tout objet X est associé un diagramme de la forme
X == Nx ) s x

(4) A tout diagramme de la forme

v Dy

est associé un morphisme r (f, g) : NX > VY.

Outre les équations '"de position" implicitement écrites dans ces
données (i.e. a X) = X, etc...) il faut ajouter les équations et semi-
équations suivantes :

(5) Pour les données de (4) :

r(f, 9) o zX=f, r(f, 9o sX=gqo r(f, g)
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X z X

NX) s X
f lr(f, g)

YOg

(6) Pour tout diagramme de la forme

S 5
X f Y m

on a la semi-équation :

mog=9g'o m = mor(f,g)=r(mo f, g')

X zX
\

mo, f

— NX

Y rm o f, g")
l m
Y

(7) Pour tout objet X :
r(zX,sX) = id NX .

Le seul point qu'il faut vérifier pour constater que toutes ces

données font de E une catégorie PL est le suivant : Pour tout diagramme
de la forme

x —2X 5 X)) s X

f jm
YDy

moe zX = f, mo sX=g¢gom,

tel que

on a
m = r(f, g).

C'est bien le cas puisque

m=m o idNX = m, r(zX, sX) = r(m - zX, sX) = r(f, s X). 0
(N (6)

Comme l'indique la proposition suivante, on a de trés nombreux
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exemples de catégories PL.
Proposition 3. Toute catégorie cocompléte (ou méme simplement qui
admet des coproduits dénombrables) est une catégorie PL.

Preuve. Il suffit évidemment de prendre
NX = IX, zX=1io:X>NX, sX-= [in+1lnen:NX > NX

ol i+ X »NX est l'injection canonique d'indice ne N et ol la nota-
tion | ] exprime un crochet de coproduit, i.e. X est caractérisé par

sX o in: in+l
ce qui donne d'ailleurs
in= B sx)0 2

n
ot O désigne la composition de n copies). Le reste de la preuve est
sans prabléeme. o

Les morphismes de la forme r(f, g) seront appelés crochets récur-
sifs.
Ces exemples, ol NX = l.kx, seront appelés standards. lls signifient

que les extensions de Kan le long du foncteur : L(.) > L(.7)) se "calculent
point par point". A c6té de ces exemples il existe de nombreux exem-
ples "non standards", en particulier la catégorie P qui sera construite
plus loin et qui est la catégorie PL libre engendrée par le graphe (.).
La proposition suivante nous donne également d'autres exemples pour
des topos qui ne sont pas des topos de Grothendieck.

Proposition 4. Tout topos E admettant un NNO

1—Z%— NDs

est une catégorie PL, ou de plus
NX = NxX, z X= zxX, sX =5 xX

pour tout objet X de E.

Preuve. D'aprés l'hypothése de fermeture cartésienne sur E, pour tout
objet X le foncteur changement de base (eX)* :E> E /X est un
adjoint a4 gauche et donc commute avec les limites inductives. En fait,
il est facile de généraliser ce résultat : les adjoints a gauche commutent
avec les extensions de Kan. Cela entraine que E est une catégorie PL.

0

Cette proposition nous donne bien des exemples non standards :
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il suffit de considérer un topos dénombrable avec NNO (par exemple le
topos-avec-NNO initial dans la catégorie des topos avec maorphismes
logiques). Un argument de cardinalité montre qu'un tel topos a un
NNO non standard puisgue, sinon, chaque fonction f : N> N dans Ens
donnerait un crochet de coproduits T

Ligtn) Jnens N > N

dans le topos dénombrable, et ces crochets sont tous distincts, si le
topos est non dégénéré. Donc le cardinal Hom(N, N) serait éqal a
celui de NN qui n'est pas dénombrable.

Il faut noter également que méme si une catégarie PL admet des
produits cartésiens, la relation

NX = NIxX = NxX

est loin d'étre générale. Par exemple la catégorie Ab des groupes abé-
liens est PL et son objet final est O = 1, et celui-ci admet pour NNO

le diagramme trivial
0 —— 00

Mais nous avons également I'exemple donné dans la proposition suivante,
qui fournit d'autres exemples non standards :

Proposition 5. La catégorie duale E°P d'un topos avec NNO E est une
catégorie PL. De plus pour qu'un topos E soit muni d'un NNO, il
faut et il suffit que E°F soit une catégorie PL.

Preuve. Pour tout objet X de £ le foncteur exponentiel X(_) : B~ [OP

est un adjoint & gauche de (X' ')op:f[op > E, donc — comme on |'a déja
signalé — il commute aux extensions de Kan. Il en résulte que le dia-
gramme :
4
X —2 s N s
donne une coextension de Kan dans £ et donc une extension de Kan
dans EEP qui est donc une catégorie PL.

Pour la deuxieme affirmation, il suffit d'imiter le théoreme de
Paré : tout topos admet des limites inductives finies. Voici comment on
procede : par hypoth&se E©°P est upe catégorie PL, donc E admet des
coextensions de Kan le long de (.) >(.*D)). Or on démontre facilement
qu'un foncteur triplable — qui, on le sait, crée les limites projectives —
crée également les coextensions de Kan. Dans le théoréme de Paré,
on démontre justement que le foncteur &7/ : Eops E, ol Q est l'objet
classifiant de E, est triplable, cela entraine que ECP va admettre
des coextensions de Kan. Finalement cela veut dire que E a les exten-
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sions de Kan demandées et donc gu'elle est une catégorie PL. o

Dans E °P 1'objet NNO existe donc, mais il est trivial et la rela-
tion NX = NxX est fausse dans E °F puisque dans E elle se traduit au
second membre par OLX x X. Ces exemples illustrent suffisamment
pourquoi la donnée d'un objet NNO — méme en ajoutant des conditions
d'existence de produits cartésiens — est insuffisante et qu'il faut géné-
raliser l'axiome de Peano-Lawvere par lI'existence d'un foncteur NNO.
Enfin j'ajoute que la Proposition 4 m'a été suggérée par une question
posée par Jacques Penon : "peut-on dans un topos exprimer un axiome
de l'infini par des adjonctions & droite, comme c'est le cas des autres
données du topos ?". La réponse est donc positive,

Pour terminer cette section, je voudrais dire un mot sur une éven-
tuelle amélioration de la Proposition 2 : les catégories PL sont-elles des
algeébres graphiques ?

En posant cette question dans mes premiers exposés au Séminaire
de Catégories de Paris VII dirigé par MM, Coppey et Lair — et ol je
définissais pour la premiére fois les catégories PL sous la forme donnée
dans la Proposition 2 — je signalais que — au vu de nombreuses tentatives
de démonstrations infructueuses — mon opinion était que la réponse
me paraissait devoir étre négative. J'indiquais également que cette
question ne me paraissait pas particulidrement intéressante sous cette
forme trop restrictive et qu'il fallait lui donner la forme suivante :
Quels seraient les systémes d'hypothéses minimales qu'il conviendrait
d'ajouter aux catéqories PL pour obtenir des algébres graphiques ?
Par exemple : les catégories admettant des extensions de Kan le long
de tous les homomorphismes de graphes finis (et donc admettant des
colimites finies) sont-elles des algébres graphiques ? ou encore :
les catégories PL qui sont de plus cartésiennes fermées sont-elles des
algebres graphiques ? La seule réponse connue en ce sens est la
suivante : les topos avec NNO sont des algébres graphiques.

2. CATEGORIE P DES FONCTIONS RECURSIVES PRIMITIVES FOR-
MELLES.

Les semi-algébres graphiques admettent des structures libres sur
les graphes, donc en particulier les catégories PL. On notera P
la catégorie PL libre engendrée par le graphe (.) réduit & un objet. On
appellera P la catégorie des fonctions récursives primitives formelles.
On note 1 l'objet image de !'nomomorphisme canonique (.)> P . (Cette
notation anticipe sur un résultat de la Section 4.) Donc, pour toute
catégorie PL E et tout objet X de E on a un unique homomorphisme

X :p+E tel que  X(1) = X.

Précisons la terminolagie sur ce diagramme :
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Nous adoptons les notations

N® =1, NP*I-NNP (pe N
et
N:Nl:Nl, Z:Zl, s =51
ol on évite quelques parenthéses en écrivant NX au lieu de N(X).

n n
On écrira .Q f. au lieude fi o f2 o ot fn et Of aulieude fo fou f
(n 21). -

Les seuls objets de P sont évidemment les NP (p 20). (On
le vérifie en notant que la sous-catégorie pleine qu'ils engendrent vé-
rifie la méme propriété universelle que P).

Pour étudier P nous aurons besoin de quelques notions trés sim-
ples et que nous allons maintenant présenter. (On notera que ces
notions s‘étendent en fait & toute notion de structure libre.)

Pour tout sous-graphe £ de P, on note S(Z) le plus petit sous-
graphe de P tel que I C S(Z) et qui a les propriétés suivantes :

(i) Si X est un objet de &, la fleche id X : X =+ X est dans S( ).

(i) Si X—Y—Y—>2Z est dans I , la fleche vo u: X >Z est
dans S(I).

(iii) pour tout objet X de I le diagramme
X —22s Nx ) s X

est dans S(Z).
(iv) pour tout diagramme

X N YO g
dans Z, alorsr(f, g) : NX > Y est dans S(Z).

Définissons alors une suite de sous-graphes de P par induction :
Py = sous-graphe réduit a l'objet 1 de R,
P, .;= S€,) (n e N).

n
Il est clair que les P, sont finis et que leur réunion est égale aP.

Pour tout objet X de P on pose :
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| ] =inf{n e N| X e 0b(P)}

donc en fait ” NP “:p pour tout p e N.

Pour tout morphisme f : X >Y deP on pose de méme
lf] =infln e N[ Fe FUR,} .

On appellera cette fonction, la fonction rang, ou norme.

Par exemple toutes les fléches de P de norme £2 sont les
suivantes :

lid 1] =] 2| =1 sl =1,
llid NI =] rGid 1, idD]] =] se 2] =]zN[=1s Nil = 2.

Nous aurons également besoin de l'outil technique suivant :

Lemme 1. Toute fléche de P a au moins une (mais pas nécessairement
une seule) des propriétés suivantes :

(i) F = id N pour un pe N,

(if) F=f, o f2 ou fi, £ sont des morphismes de P tels que
Il e < e

(iii) f = zNP  pour un pe N
(iv) f = sNP pour un p € N,
(v) f = r(f', ") pour des morphismes f', f' de P tels que

el ferll < [P el
Preuve. Immédiat. ¢

On dira alors que :

- f est une identité si (i),
- f est décomposable si (ii);
- f est une z-fleche si (iii),
- f est une s-fleche si (iv),
- f est une r-fléche si (v).

Dans ces trois derniers cas, on dira que f est simple (cela n'interdit
pas évidemment que la fleche puisse étre également une identité ou
décomposable). .

Terminons cette section par une illustration d'un usage possible
de la fonction norme : on redémontre un résultat classique dans la
proposition ci-dessous. Ce résultat n'étant pas utilisé par la suite, nous
nous permettons d'anticiper légérement sur la terminologie et des faits
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mineurs établis par la suite — ceux-ci étant au demeurant faciles a
admettre et & comprendre.

Proposition 2. Il existe une fonction récursive totale non récursive
primitive,

Preuve. A tout entier p e N est associé un morphisme p: 1> N de P
N
défini par p = (Os)o z. On définit une fonction f: N> N en posant :
Fp = uglp I+ 1< fIlglh

ob "u" signifie "minimum" et ol q parcourt N, On va montrer que cette
fonction n'est pas récursive primitive. f(p) est donc le plus petit entier

q tel que HEH+ 1< ”6 llet donc en particulier

W o+ 1< 1 i) |l

Supposcns alors qu'il existe un morphisme fF:N>NdeP tel que, pour
tout pe N on ait fo p = f(p), on a alors la relation évidente :

1@ =17 o p ismax (EF L 1o b +2 = maxC 71, | pil + 1

Or chaque P, étant fini et les morphismes p étant tous distincts
et infinis, la fonction f est bien définie (totale) et donc il existe un
entier p tel que

el s toll.

Dans ce cas l'inégalité précédente devient :
(2) 1)<l 1+ 1

et elle est en contradiction avec I'inégalité (1). Donc f: N~ N ne
peut pas exister. Or & la Section 6 nous verrons que toutes les fonctions
récursives primitives f sont obtenues de cette maniere & partir d'un
morphisme f. Cela veut donc dire que f n'est pas récursive primitive
(elle est évidemment récursive). o

3. TOUT ENTIER DANS P EST STANDARD.

Unentier dans P est un morphisme de la forme a : 1 > N. On
dit que a est standard s'il peut sécrire

n
a =(0s) z

0
pour un entier ne N (Os = id N). Dans ce cas on écrit simplement :
a=n
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Plus généralement pour p e N, on appelle p-uplet d'entiers un
morphisme @ : 1 > NP, On dit que a est standard s'il est égal & un com-
posé de z-fleches et de s-fleches (y compris le cas id1: 1> 1, p = 0).

Lemme 1. Tout p-uplet d'entiers standards a : 1=+ NP se décompose
d'une et une seule fagon sous la forme :

p-1 nj . i
a—:‘OO((OSNl)O ZNH)
i=

et on I'écrit alors
a- (Np15 Npegsesss Nzs N

Preuve. Dire que a est standard signifie qu'il est dans la sous-catégorie
de P engendrée par le sous-graphe :

s s N SN2 NP2 sNP1
® O . 0 \®) p-1 )
1% 2N e 2N 2N R

On constate que les composés qui vont de 1 & NP ont la forme proposée.
L'homomorphisme canonique 1 :P > Ens les transforme en véritables
p-uplet d'entiers, tous distincts bien sdr, de la forme justement

(np_],..., no). ¢

Remarque. On a donc un seul O-uplet standard égal a id1:1 ~1.

Lemme 2. Toute fleche f: NP> N9 dans P transforme tout p-uplet
standard & : 1 > NP en un g-uplet standard f -3 : 1> N% On note encore
ce dernier f(3) = fo a.

Preuve. Elle se fait par induction sur Hf H
- Si f est une identité, c'est immédiat.

- Si f est décomposable, c'est vrai par induction puisque
f=rofo avec £, el

- 51 f est une z -fléeche ou une s-fleche, c'est vrai par définition.

- Reste le cas ou f est une r-fléeche. On a
f =r(g, h) avec I gll< el ITnlt <fell

a étant standard, on peut |'écrire

k -1 -1
3= (0NN,
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avec a':1~ Np_l lui-méme standard (le cas p= 0 est impossible car
il n'y a pas de r-fleche de source 1). On a alors

- k - -1 - X -1 -, K -
fla) = fo(Oszl)osz loq' = (Oh) of o zNP 1 a'=(0h)-ge a'.

snel (O ——L NOL

z NP'JI /g/

f(a)

La conclusion résulte alors de I'hypothése d'induction appliquée ag
et a4 k fois h. 0

Remarque. Ce résultat exprime l'idée banale que les fonctions récur-
sives primitives sont "calculables".

Théoréme 3. Tout entier dans P est standard. De méme tout p-uplet
d'entiers est standard.

Preuve. Soit a: 1 = NP, Faisons l'hypothese de récurrence suivante :
tout q-uplet d'entiers b: 1> N9 tel que | b ll<ll5 || est standard.

Si § est une identité on a nécessairement a= id 1, donc a
est standard. Si @ est une z-fleche on a nécessairement a = zdonc a
est également standard. Un entier ne peut étre ni une s -fleche ni
une r-fleche, donc reste & examiner le cas ol aest décornposable : on a
a=f(b) pour un b tel que Il <[la |l it ne reste alors qu'a appliquer
I'hypothése de récurrence et le Lemme 2. ' o

4. P ADMET UN OBJET FINAL.

La donnée d'un objet final 1 dans une catégorie £ est équivalente
4 la donnée d'un adjoint & droite au foncteur canonique £ >1, oul
est la catégorie finale. Il revient alors au méme de se donner un objet
1 de E et une transformation naturelle €: id g>cl ol ¢j: E+ E est

le foncteur constant sur l'objet 1 (c1(X) =1, ci(f)= id 1 pour tout
objet X et tout morphisme f de E). Et de plus on demande que
el =id 1.

Lemme 1. Si F est une catégorie PL et X un objet de E, la catégorie
E/ X des objets au-dessus de X est une catégorie PL.

Preuve. Résultat éiémentaire. Précisons seulement les notations en

62



CATEGORIE DES FONCTIONS RECURSIVES PRIMITIVES FORMELLES 15

mettant parfois en indice les catégories concernées par les opérations
graphiques en jeu : Soit p: Y > X un objet de E/X, on a

NE/Xp:rE (id X, p) + N EY +X,
ZE/XP: zEY :p >Np, SE/Xp:SE Y : Np> Np.

Pour tout diagramme dans E/X de la forme

f
p———30g

c'est-a-dire dans E un diagramme

2

Pl /

X -~
avec

q of = Ps Ggo g =4,

on a

[E/X(fy 9) = rE(f: Q)

ce qui se vérifie sur le diagramme :

f@\
v ‘NY zOg
Np

pL//%

Proposition 2. La catégorie P admet un objet final. Celui-ci est
égal a 1 (dont la notation était jusqu'ici une anticipation).

Nous allons donner de ce fait deux preuves. La premiére est dde
3 Yves Laffont : elle s'inspire de fagon trés élégante des techniques
de "glueing" de Freyd.

Premiére preuve. D'aprés le Lemme 1, on sait que la catégorie P /1
(catégorie des objets au-dessus de 1) est une catégorie PL. Le foncteur
"source”" s: P /1 P est un homomorphisme de catégorie PL, comme
cela a é6té indiqué de fagon générale par la preuve du Lemme l. Par
ailleurs la donnée de l'objet id 1 de P/l permet d'obtenir un unique
homomorphisme de catégorie PL , a savoir id'1:P » P/1, qui transfor-
me 1 en id 1. En composant, on obtient

"~

p—-~ Ot p)l—>P - P —— P
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et ceci gréce & la propriété universelle de P puisque idP71) = 1 et
que, évidemment, idP est un morphisme PL.
Posons pour tout pe N :

ep = id 1NP) : NP > 1

ol la source est calculée par la relation sid 1 - idP. Alars pour
tout f: NP> N%on a un triangle commutatif

NP f - N9
&p /q
1”

Ceci nous donne la transformation naturelle €: idp > ¢ . Puis enfin, par
définition de id 1, on a

€o=id 1(1) = id 1. 0

Deuxiéme preuve. Définissons par induction :
€y = id 1, ep+i=riep,id 1)
pour tout p e N. On a donc
€p+1 o zNP = ep, €pr1oSNP = €psg

On va montrer que cela définit la transformation naturelle €: id;> ¢

{avec € (NP; = €p ), c'est-a-dire que pour tout f: NP> N90n doit avoir
€go = €p

On raisonne par induction : on suppose que cela est vrai pour tout
gtel que | gll <ifrlL

- Si f est une identité, c'est évident.

- Si f est décomposable, cela résulte de I'hypothése d'induction.

- 5i f est une z-fleche, alors p = g -1 et ca résulte de la défini-
tion de egq.

- Si f est une s-fleche, alors p = g et c'est encore vrai par dé-
finition.

- Reste le cas ol f est une rfleche :

f =r(g, h) avec lgll< [If llet|ln lI< |

On a forcément p 21. Il suffit alors de vérifier que €q o f satisfait les

deux égalités qui caractérisent €p comme crochet récursif :
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AN {GNY I S NI h

ZNP/

p-1

N
Ep—l

g0 HozZNP = g0 o (f ozNP7Ty= € go 95 4Ep-1

(gqof>05Np_l:€qo (fOSNp_l) = €qo(ho f):(qu h)o flﬂa. Sqof R

5. P ADMET DES PRODUITS FINIS,

En général, les catégories PL — méme quand elles sont libres —
n'ont ni objet final, ni" produits cartésiens. Pourtant nous allons voir
que P posséde de telles structures. (Si P était isomorphe & la sous-
catégorie de Ens formée des fonctions récursives primitives, ceci serait
tout a- fait trivial, mais, comme on le verra dans la section suivante,
ce n'est pas le cas.)

Lemme 1. Pour toute catégorie PL E et toute catégorie C, la catéqgorie
des foncteurs EC est une catégorie PL.

Preuve. Résultat encore tout & fait élémentaire : contentons-nous de
préciser la définition des opérations dans EC.

Pour tout objet F de ECet tout objet I de C on a

NF(I) = N(F(D), zF() = ZF(D), s F) = sFD).

(Pour eétre tout a fait explicite la premiére égalité par exemple
pourrait s'écrire :

Et pour tout morphisme i: 11" de C' on a un diagramme

zF()

F(D) - NF D) s FD

F(i) NF ()

Fay —2F0 s NeanD)s Fn)

ol
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NF(i) = r (F{) o F(), s F(D).

Enfin, pour tout diagramme

F ___f_._, Fr ¥ g
de ECon a
r (f, g) =r (D), g().

o On constate que pour tout foncteur ¢ : C' > C, le foncteur induit
E :EC > EC' est un homomorphisme de catégories PL et donc en
particulier tous les foncteurs d'évaluation EC -+ E sont des homomor-
phismes PL, ce que signifie l'expression de "calcul point par point.". 0

Donc, en appliquant ce lemme au cas particulier ou £ =P et
C = P, on voit que la catégorie des endofoncteurs PP est une catégorie
PL. Alors l'objet idP de PP détermine un unique homomorphisme idp :
p > PP . Cet homomorphisme étant un foncteur, gréce a la propriété de
fermeture de Cat (la catégorie des catégories) on en déduit un deuxieme
foncteur x : PxP +P , i.e. x(X,VY) = (dJ(X)(Y). C'est ce deuxieme
foncteur qui va se révéler étre un foncteur produit.
C'est ce deuxieme foncteur qui va se révéler étre un foncteur produit.

Cette derniére remarque devrait nous conduire a adopter la no-
tation traditionnelle XxVY = x(X, Y) pour X, Y objets de P . Pourtant nous
utiliserons de préférence une autre notation, celle-ci :

XY = x(X, Y) pour X, Y e Ob(P),
fg = x(f, g) pour fy ge FI(P).

On pourrait ne voir dans ce choix que des raisons pratiques de meilleure
lisibilité des calculs (la notation adoptée supportant mieux l'absence
de parenthéses), mais elle est surtout d'ordre théorique. En effet on
verra que dans des catégories plus riches que P —et qui seront décrites
ultérieurement dans une deuxiéme partie — ces deux notions toutes
deux utiles deviennent distinctes, de sorte que la notation actuelle
continuera & coexister avec la notation classique des produits. Mais
méme pour nous limiter au cas de P indiguons par exemple que
si on ajoutait librement des produits a P, ceux-ci ne coincideraient
pas avec les produits actuels. D'ailleurs dans la plupart des catégories
PL (la duale d'un topos par exemple) on n'a pas d'isomorphisme
entre NN et NxN. La situation est tout a fait analogue au cas bien
connu de la catégorie & coproduits binaires libre engendrée par (.} (qui
est équivalente d'ailleurs & la catégorie des ensembles finis).

Nous conviendrons de noter fY au lieu de f(id Y} et Xg au lieu
de (id X)g. Pour faciliter la compréhension des calculs qui vont
suivre, rappelons la formule dite "régle de Godement" : pour tout
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X'“f‘* Xl _.L.,XH’ y__g -)Yl _g,__>Yll

dans P on a
(f'e f)g'c g) = f'g’c fg
et en particulier pour f: X >X', g: Y > V',
fg =fY'o Xg = X'go fY .

Comme on peut le constater sur ces exemples, on a adopté une con-
vention de 'priorité" de l'opération produit sur 'opération de composi-
tion qui permet de supprimer les parenthéses.

Ce produit est associatif et l'objet 1 est "élément neutre". En effet
pour tout objet X de P et respectivement pour toute fleche f: X +X,
on a un unique homomorphisme X: P+P et une unique transformatlon
naturelle f: X +X'caractérisés par les relations X(l) X, f(l) =f. Alors,
par unicité, pour tous objets X, Y de P : VX = ¥X, comme on
le constate en appliquant cette égalite & lobjgl’; 1. Egalement pour tout

: X »X' g: Y ~>Y' dans Pona Y(f) = YF, g(X) = gX. Par ailleurs les
>< et f sont obtenus par composition de idp: P -:PP avec les homomor-
phismes PL d'évaluation, donc XY = V(X), X g=g(X), fY = Y(f), d'ot on
tire pour h:Z-—+2Z': (f¥Y)Z = f(YZ), (Xg)Z = X{@Z>, (XY)h= X(Yh, d'ol
I'associativité (fg)h f(gh) par la '"régle de Godement". De méme,
"1—f_lfcar‘18’

Reste quand méme & régler un risque possible de conflit entre
la notation des opérations de Peano-Lawvere NX, z X, sX pour un
objet X de P avec la notation identique des produits cartésiens de N,
z, s (i.e. N1, z1, sl, dont in comprend mieux maintenant 1'élimination
du 1) avec X. En fait il ne peut y avoir conflit, car le calcul "point
par point" de Lemme 1 nous indique que ces notions sont identiques.
Il en est de méme de la notation N? (p e N) puisque celle-ci désigne
aussi bien une itération qu'une puissance cartésienne. Tout ceci vient
d'ailleurs renforcer le choix qui a été fait de ia notation des produits.

Proposition 2. P admet des produits cartésiens et ceux-ci sont donnés
par le foncteur x : PxP~> P.

Preuve. Rappelons qu'un foncteur x : P xP > P est appelé un foncteur
produit (cartésien) si ce foncteur est un adjoint & droite du foncteur
"diagonal" A: P> PxP, i.e. A(X) = (X, X) pour un objet X deP
Dans notre travail sur les algébres graphiques on a montré que cela
revient en plus du foncteur x : P ?*» P a la donnée de trois transfor-
mations naturelles

m: X> pr, 7' : x > pr', §:idP > xA
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ou pry pr' : PxP > P sont les projections canoniques, et ces données
doivent satisfaire, pour tous objets X, Y, Z de P, les équations

(*) X, X) o 86X = id X, m'(X, X) o 86X = id X,
(MY, ZxmY, Z)o §{¥YxZ) = id(YxZ)

(on note ici plutét YZ au lieu de YxZ)

X x X (Yx2Z)x(YxZ)
/r
70X 8 X)X, X) ﬂ(Y,Z)xw’(Y,Z)( Id(wz)
YxZ

m(Y,2) / &'W, 2
v z

qui se résument donc par A —{ X .

Construisons d'abord les transformations naturelles m, 1'. Pour cela
rappelons que, dans une catégorie cartésienne E les projections
T, ™ peuvent s'expliciter & partir de la transformation naturellee:
id E > c{définie & la section précédente) par les relations (& isomor-
phismes prés) :

Y, Z) = YxeZ, 7m(Y,Z)= €Y xZ

(Nous devrions écrire par exemple id Y x€Z au lieu de VY xe Z). Cela
nous suggére de poser dans P:

Tp,g =TINE NG = NPeg, mp g =m'(NP, N9 = epNY.

On va d'a}bord montrer ’la naturalité de ces fléches, i.e. pour
tout f: NP>NP et g: N9+ N9 on doit avoir

Tplq o(fg) =Fompg, Tp,q o(fg) =goTmpg

Cela se constate sur le diagramme commutatif ci-dessous, par bifonc-

Np—NPeg  \prg _ €pNY NY
f fg Y
Np’ NP Eq, Np""q' Ep' Ng'

68



CATEGORIE DES FONCTIONS RECURSIVES PRIMITIVES FORMELLES 21

torialité d'un produit x , et naturalité de e.
On définit maintenant & par récurrence :
§o=81=1id 1, Oprr=8NP*L=r(ENP)?. &, (sNBY?)
NP e N, NZ(P%)D (sND)?

Sp
z NP

NP Ny s NP
c'est-a-dire que

(Sp+_zo ZN P = (ZNp)zo 6p ’ 6p+103 NP = (SNp)zo 6p+l

{on constate facilement que les Gp se réalisent bien sur les diagonales
dans les ensembles par 1 : P > Ens ).

Montrons la naturalité des 6p,c‘est-é-dire que pour tout f : NP > N9

on a
2 —
f 06p~ 6qo f
sz f? — qu
NP N9

Cette fois nous allons raisonner par induction sur H f H :

- Si f est une identité, pas de probleme.

- Si f est décomposable, méme chose par I'hypothése d'induction.

- Si fest ure z -fleche ou une s-fleche, c'est alors simplement
ce qui a été écrit plus haut dans la définition des §.

- Reste le cas ol f est uner -fléche :

f=rlg g) avec [lgil<lfll, llg'll<rll.

On se trouve devant le diagramme (en trait plein, complété par les
fleches en pointiilé pour le calcul) de la page suivante.
On veut montrer que
_ g2
(Sp o f=1F% <Sp .

Il suffit de vérifier que les deux membres de cette éqalité vérifient les
mémes équations caractéristiques que le morphisme
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(sNP)2
QN2p f2 NZQOQIZ
(zNP~H2- ! -7 T
- PR - gz
NI 8q
4 sNPZL
|
| NP f -+ N?Dg'
S 1 p-1
p-1 zN
g

r((Sqo g, 9'2) = l’(gz o 6p—1; 9,2)
ot 1'égalité 8509 =9° o 8p-; résulte de I'hypothese d'induction.

Autrement dit on doit vérifier que si r = 8gof our = 7 (Sp, dans les
deux cas ce morphisme satisfait les équations :

rozNP 1= 9° o Sp-15 rosNPL-g r .
Les détails de ce calcul sont les suivants :
(6qof) oZNp-l: 6qog = geoép_]_,

(fzodp)o ZNp_l fzc(ZNp_l)206p—l: gzo6p_l,

def.
(SgoflosNPL= 809" o fﬁd.g'2 o (8gof),
(f?o 8p) os NP-LI= £2, (sNP732, D foﬁct.(f o SNPTLZ 8 =
=(g" o N0 8p = ga (F?o Sp)

On a maintenant construit tous les ingrédients. II reste a vérifier
les équations (*) écrites plus haut, qu'on réécrit :

*) ep NPo &, =id NP, NPepo &p=id NP,
(NPe (e pND o Sprg = id NP¥T |

On démontre les deux premiers par récurrence sur p : C'est évident
pour p = 0 {1 est objet final) et le passage de p -1 ap se suit sur le
diagramme de la page suivante.

On doit simplement vérifier que les fleches fermées e€p NP . Sp
et NP €p 06p satisfont les propriétés caractéristiques de

(NP sNPD - id NP
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Nz(p-1) (NP1 szQ@ NT
ot

RN
N1 €p-1 fp_le_}\ NP Sp| €pN
|

~/ p-1 _
NP1 ZN ..NPO NI

Faisons-le par exemple pour la premigre de ces fleches :

(Epr o (Sp)o Z'\p_l Na:t Epro QNP-.Z)Z o 6p—l

- Pl . p-1 - Pl
Nrat%N o E,p—l N o(gp-l Ind zN )
et

NP & 8o s NPT = e NBy NLY? 4 & =s NP L o (NP & 6§
D % NaP p &

ol cette derniére égalité exprime la naturalité des projections de pro-

duit. (Noter que I'hypothése d'induction n'est intervenue que sur la
premiére équation.)

Reste a démontrer la troistme équation qui s'écrit :
(Np€q>(€pNg) o 6p+l: id NP*9

pour tout p, ge N.
g étant fixé on va le démontrer par récurrence sur p .

- Pour p = 0 la relation se réduit a
Equ o 6q: ld Nq,

ce qui est justement 'une des égalités démontrées plus haut.

- Supposons-le  vrai pour p -1 et démontrons-le pour p . Pour
cela il suffit de démontrer que le premier membre (Nps:ngNq)c Spq
satisfait les propriétés caractéristiques du crochet récursif

r ZNF9 s NP*9) = id NPT,
c'est-a-dire qu'on doit démontrer les deux équations
(NPegepNT o Speg) o zNPHIL = sNPPIL
(NPegepNT o Sprglo s NPPIL s NP*TL | (NPege N Spyg).
Traitons la premiere :
(NPegepN9 o 6p+q)oZNp+q_lDe:f.6 sz-tqsqu% GNP Spge = ZNPP

Cette derniere égalité étant obtenue par le calcul suivant :
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Nz (Pta-1) (ENP*T)e — N2 (P (P2

Sprg-1 N ey Sprg NPegepN 9

-1
Np+q-l z Np+q Np+qu Np+q—l
NP egepNT o NP 9707 = NPegepNT , ZNP9L, \PPa]
(NP o NP epeq o NENELY(NT , NE) =

= (NP D(eprg-ANE) =

par bifonctorialifs
des produits

= (sz—.Z o N‘D_l) o (1oegpi INT, NT) =

= ENPHND o (N Dlegep1 N = NPT NP Lega, NG
Done
NP €gep Ng (ZNp‘fq_52 o Sprg-1= sz+q—lo NP €qep-1 NY o 8 prg-l1=2 NP,
Traitons maintenant la seconde :
p q -1 _
NPeqN% dprg o sNTIL =
= NP egepN 9 (sNPrady2 Sprg = sNPIL NPegepN? S ptg.
ol cette derniére égalité est obtenue par le calcul suivant :
NP egepNd o NPT 1) - NPeggp N s NPPOTL gNPPaL
(NPo s NP g o NOeg o sNPTHINT, N9 = (5N )eg)eg)(N) -
= GNP, NPT o egep(NT o NO) = (sNEDY(ING (NPegepN9) =
=s NP9 NPegep NI

D'ol Ia conclusion, Et ceci achgve la preuve. o

Théoreme 3. P est cartésienne.
Remarque. Comme nous l'avons déja indiqué dans I'introduction, P
n'est pas la catégorie PL cartésienne libre ... Mais peut-étre le devient-

elle si on ajoute des conditions de commutation de ces produits, par ex-
emple avec les extensions de Kan le long de

() —— D).
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6. P NEST PAS ISOMORPHE A LA CATEGORIE DES FONCTIONS
RECURSIVES PRIMITIVES.

La catégorie des ensembles Ens est évidemment une catégorie PL,
I'ensemble final 1 fournit un unique homomorphisme de catégories PL :

® ——m——>’P
!

Ens

(1) 1

Comme on va le voir le graphe image de cet homomorphisme 1 : P~ Ens
n'est autre que la catégorie P des fonctions récursives primitives.
Cela donne un homomorphisme 1 : P >P. Si celui-ci était un isomor-
phisme, les propriétés de P obtenues aux sections précédentes seraient
trivialement conséquences de cet isomorphisme, puisque P satisfait
évidemment ces propriétés. Mais nous allons voir que 1 n'est pas un
isomorphisme — et ce fait est général, toute autre catégorie formelle
analogue a P, définie par une axiomatisation récursive, ne peut pas
décrire une catégorie isomorphe & P. Pour faire cette démonstration
nous allons nous appuyer sur un théoréme d'incomplétude, précisément
nous utiliserons le théoréme de Matisajevic (ou Matisajevic-Robinson-
Davis- Putnam) qui donne une réponse négative au m0° probléme de
Hilbert". Comme les méthodes de travail nous intéressent ici au
moins autant que le résultat lui-méme, nous ne chercherons pas néces-
sairement la maniére la plus bréve de le montrer et nous donnerons
des démonstrations détaillées.

Lemme 1. lLe graphe image de I'homomorphisme 1 : P > Ens est une
sous-catégorie PL de Ens. On la notera P, ses objets sont les ensembles
NP (p e N), et ses morphismes sont les applications f : N°> N9 (p, ge N)
formées des q-uplets f = (fo, f1,..., fgq-1) de fonctions récursives pri-
mitives.

Preuve. La seule chose & démontrer est un fait qui concerne les fonc-
tions récursives primitives : il faut montrer que dans la définition de
ces fonctions il y a équivalence entre le '"schéma de récursion simul-
tanée" (qui est la forme que prend l'axiome de Peano-Lawvere dans
Ens limité aux applications f : NP~ N9 et le "schéma de récursion pri-
mitive". Précisons :

- Le "schéma de récursion simultanée" a la forme suivante : si
f: NP> N7 et g: N9> NP sont récursives primitives, alors la fonction
h : NP*L > N9 définie par :- :
hl(oy X) = fi(X),
hi(n+1, x) = gi(hi(n, x), «uo, hln, x))
pour tout ne N, xe NP et 0<| <g-1 en posant h = (hg, hi, eees hg), est
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récursive primitive.

- Le "schéma de récursion primitive" a la forme suivante : si
f: NP>NZ et g: NP9+ NYZ sont récursives primitives, alors la
fonction h : NP*1 » N9 définie par

g hi(0, x) = fi(x)
hi(n+1, x) = gi(ny, X, ho(n, X), woey hglny x))

pour tout ne N, x e NP et 0<j £g est récursive primitive.

s xNZ s xNP

ONP +1 Q NPHMJ_@ NPHa*L

ZxNP h z xNP? g

NP—-f—-> Nqu NP N9

Ce deuxieme schéma n'est énoncé habituellement que pour g =1,
mais il n'y a aucune difficulté & l'entendre. Le premier schéma n'est
alors qu'un cas particulier du deuxieme. Enfin on démontre que le
premier entraine le second par des technigues standards des fonctions
récursives primitives (exemple : "Fonctions récursives" de Grzegorczyk,
page 39).

N

Le seul point qui reste & vérifier est que le foncteur T:pP~> Ens
transforme bien les structures cartésiennes m,m', § de P dans les
structures homologues canoniques de Ens, ces structures étant constituges
de fonctions récursives primitives. Y

Remarque. En fait nous aurions pu démontrer le '"schéma de récurrence
primitive" évoqué dans la preuve, non pas dans Ens mais dans la
catégorie syntaxigue P directement. Notre but ici n'étant pas de faire
des constructions exhaustives dans P, nous avons reporté cette construc-
tion 3 un travail ultérieur.

e reste de cette section est maintenant consacré a la démonstra-
tion du résultat suivant :

Théoreme 2. L'homomorphisme canonique 1 : P> P n'est pas un iso-
morphisme.

Mais on a bien sOr :

Lemme 3. Cet homomorphisme est bijectif sur les objets et surjectif
sur les fleches.
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Cette remarque — qui redonne une définition naturelle des fonctions
récursives primitives — est utile & la description de la congruence nu-
cléaire associée a cet homomorphisme.

Avant de commencer la preuve de ce théoréme, indiguons-en
la nature générale. Elle est basée sur un résultat sur les fonctions ré-
cursives :

Il n'existe pas d'algorithme (uniforme) qui permette de décider,
quand on se donne un couple f, g : N___: N de fonctions récursives

primitives, si on a f= gou non.

On conservera au mot "algorithme" son sens intuitif : il suffit
d'accepter que ceux qui seront proposés en sont bien, ce qui ne
sera pas difficile & admettre. Par contre le mot "fonctions" est, dans
ce dernier énoncé, ambigl. En fait il s'agit de "programme de calcul
récursif primitif'" qui, eux, sont des objets de nature "concréte" (ou
finis) et dont on peut donner une liste. Et c'est & leur propos qu'on
peut se demander s'ils définissent ou non la méme fonction. De
toute fagon nous allons préciser :

Pour cela nous allons nous donmer une structure graphique qui va
justement décrire ces 'programmes". D'abord voici une définition :

On appelle précatégorie PL la donnée d'un graphe muni d'opérations
et d'équations de positions de la forme (1) a (4) (Section 1). Nous les
reproduisons ici pour la commodité de la lecture :

o)) XO id X, . /Y\V\

X ———"> Z

Vou ’

zX (4) X NX

(3) X = NXDsX,
\ lr(f, 9)

YDg

Nous supprimons donc le reste de la définition des catégories PL.
Un tel objet est évidemment une "alggbre graphique" et les catégories
PL sont bien sGr des précatégories PL. On notera enfin que les précaté-
gories PL ne sont pas en général des catégories.

On définit alors la précatégorie PL libre P' engendrée par le
graphe (.) et on I'appelle la précatégorie des programmes récursifs pri-
mitifs. Il est bien clair que ses fleches correspondent bien & des
"programmes" au sens souhaité et pourraient se décrire par des arbres

finis. Les notations dans P' seront tout & fait semblables a celles de P
(N, N, ..., 2, s, ...) et par I'homomorphisme canonique

e ——

P~
W\\ tl
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On notera souvent par la méme lettre un objet ou une fleche (un "pro-
gramme") de P' et son image dans P .

Lemme 4. Cet homomorphisme 1:P > P est bijectif sur les objets et
surjectif sur les fléches.

On a d'ailleurs un diagramme commutatif plus complet, avec les
abus de notations que nous avons adoptés :

0 1)

PI
P
m N
|1
, P
On a alors des congruences nucléaires :
c pr—L  p
l id P’ 1
T P L P

et ces deux congruences C, C sont deux sous-précatégories PL de la
précatégorie PL P’ xNP', c'est-a-dire la précatégorie PL qui a pour

objets les Np(pe N) de P' et pour fleches les couples de fleches
"paralleles" de P',
: NP

NT .

f, g I,
La nature des opérations graphiques est telle que P’ xNP' est de fagon

évidente munie d'une structure de précatégorie PL. (C'est en fait une
sous-précatégorie PL de P'x P'.)

Le diagramme ci-dessus se résume alors par : CC C.

Preuve du Théorgme. Dire que P = P signifie la méme chose que
C =C. Nous allons donc montrer que cette derniére égalité est
en contradiction avec le résultat de récursivité énoncé plus haut. Nous
pouvons méme lui donner une forme plus spectaculaire qui nous
évitera d'entrer dans la justification de la notion de "programme"'.
Cette forme est le résultat de Matisajevic évoqué plus haut :

Il n'existe pas d'algorithme (uniforme) qui permette de décider,
étant donné deux polynémes P, Q : N°* TN 3 p variables et &
coefficients dans N, si oui ou non 1'équation polynomiale P(n) = Q()
a ou non des solutions ne N .
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Ure fonction polynomiale étant déterminée par une suite finie de
coefficients il est facile d'associer (uniformément) 3 chacune de ces
fonctions un "programme polynomial™ qui la calcute., Pour cela il suffit
de définir des programmes qui calculent l'addition et ta multiplication,
'addition est calculée par le programme (id NX, sX), tandis que pour la
multiplication on commence par montrer que 1%>N<® N est un coproduit.

Ce résultat de Matisajevic entraine aussitét le résultat négatif
sur les fonctions récursives primitives énoncé dans notre théoréme.
En effet considérons la fonction "diagonale" A : N*> N définie pour
tout p, ge N par

0 si p=g
A(p’Q):{

1 sinon.

Elle est récursive primitive et dire que P(n) = Q(N n'a pas de solution
revient a dire que la fonction récursive primitive AP, @) : NP> N est
identique & la fonction récursive primitive constante 1 : NP> N.
En fait on raméne facilement toutes ces questions sur des fonctions
a des questions sur des programmes qu'on peut leur associer uniformé-
ment dans P'.

Enfin passons aux idées essentielles qui vont fermer le raisonne-
ment : si C=C on va montrer qu'on peut obtenir un algorithme pour
décider si deux fleches f, g: NP I N de P', donc deux programmes,
ont pour image dans P deux fonctions égales ou non. Précisément
on va montrer qu'on a un premier algorithme qui, lorsque

(f;Q)EP'XNP'—E

se termine par une réponse positive. Ensuite on va montrer qu'on
a un deuxiéme algorithme qui, lorsque (f, g) e C se termine par
une réponse positive. Donc si on avait C = C la combinaison des deux
algorithmes fonctionnant simultanément va décider si oui ou non
(f, g) ¢ C, donc si oui ou non les fonctions associées dans P sont égales
ou non.

Reste & préciser les algorithmes :

-lLe cas de (f, g) e P’XNP' - C est le plus rapide & décrire :
pour obtenir une réponse positive & la question f ¥ g dans P, il suffit
de tester pour toutes les valeurs n e N énumérées dans un ordre, par

s

exemple dans le cas & une variable p = 1, les énoncés
f0) = ¢(0), F(1) = g(1), ... etc ..

Si f #g l'une de ces égalités sera fausse, et le calcul s'arrétera.

-Le cas de (f, g)¢ C est un peu plus long & décrire, mais il
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se fait par des méthodes standards d'énumération. Plutét que d'en
donner une description précise sans intérét, indiquons la méthode :
une liste de tous les éléments de FI(C) s'dtablit de la méme fagon
qu'on établit par exemple la liste de tous les théorémes d'une théorie
récursive (i.e. dont on a un "algorithme pour décider si une formule
est ou non un axiome). Ici les "formules" sont les éléments de FI(P')
et les "théorémes" sont les éléments de FI(C). Quant au "systéme

d'axiomes", il est constitué par des "schémas d'axiomes", dont voici
la liste :

(1) Pour tout . —>. dans P’ on a

u o id(alu)) id(b(u) o u_,

. A B . 2 .
_ -

u u

ol l'écriture . . signifie (x, ¥ € FI{C) et est l'analogue de "}~ (x, y)'".

(2) Pour tout .—%. %, % dans P":

Wo(VoU)
. y
(w ov) o u

(3) Pour tout objet X de P':
id NX
. yoid .
—_—
r(zX, sX)
(4) Pour tout

X__L_,Y/'\g

dans P': ~/
r(fy, g)o zX r(f, @) o sX,
. a . . .
A .
f g o r(f, g)

Enfin des ''régles d'inférence", d'abord celle qui correspond 3
la semi-équation :

(5) Pour tout -
g
Cfe LM, g
gr o m
. V4 .
mog

m o r(f, g

7,

e
rfm, f, g')
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Et pour terminer, les régles d'inférence qui font de C une
relation d'éauivalence (alors que, jusqu'ici, on en a fait une sous-struc-
ture):

(6) Pour tout . —4.

(7) Pour tout . —=-,

—u_
(8) Pour tout . V_ e
w

w 0

Remarques. 1. Malgré 1'usage de guillemets dans les expressions
telles que : '"axiomes", "théoreme', etc... il s'agit réellement d'une
théorie du premier ordre qu'on pourrait appeler "théorie arithmétique
récursive primitive", chaque écriture
u
—_——
. 7
—_—
v

étant une formule "u = v ',

(2) Bien que dans le topos initial £, (i.e. topos libre avec NNO
engendré par @) un fait analogue subsiste, 1'homomorphisme 1: P > E,
n'est pas non plus fidele. Il en est de méme si E, est de plus le
topos booléien libre avec NNO engendré par @, etc...
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