Une construction

d’un nerf des oco-catégories
A.Burroni & J.Penon

Université Paris 7 -Denis-Diderot
U.F.R. de mathématiques
2 Place Jussieu F.75251 PARIS cedex 05

Introduction.

R.Street a donné dans [Str] une construction d’un nerf des oco-catégories 1.
Nous proposons dans ce travail une nouvelle construction d’un nerf qui utilise
les techniques classiques de 1’algebre homologique. Bien que 'identité entre les
deux constructions reste a démontrer, on a vérifié qu’elles coincident jusqu’a
la dimension 6; ce sont celles qui sont calculées explicitement dans [Str].

Plus précisémment, Street construit un objet cosimplicial de la catégorie
des (petites) oo-catégories, c¢’est-a-dire un foncteur O : A — oo-Cat, d’ou
I’on déduit aussitot un foncteur nerf N : co-Cat — Simpl. Nous proposons
donc ici une nouvelle construction @' : A — co-Cat d’un tel objet.

Le point de départ de notre construction utilise un résultat de D.Bourn
[Bou] qui établit une équivalence fonctorielle entre la catégorie Compl des
complexes de chaines de groupes abéliens et la catégorie des objets oo-
catégories dans Ab 2. En fait nous n’utiliserons que le foncteur B : Compl —»
oo-Cat déduit de ’équivalence précédente en oubliant les structures de groupes
abéliens sur les oo-catégories (cette construction sera rappelée dans la section

1).

Pour tout objet [n] de A (ot n € N), Poo-catégorie A" = O'([n]), qui se
réduit & une n-catégorie, est appelée comme dans [Str| le n**™¢oriental.

Voici, décrits de maniere tres informelle et abrégée en oubliant notamment
les cellules dégénérées, les orientaux de petites dimensions:

e Pour n =0: 0 (un seul objet)

1 01
e Pourn=1: 0 (01) -1 (deux objets, une fleche)

'En réalité Street utilise la notion plus générale de w-catégorie (qui admet des cellules
de dimension infinie). Nous nous limitons ici aux oo-catégories et nous adopterons une
terminologie comme celle que 1’on trouve par exemple dans [Bu].

2 Analogue d’un résultat antérieur de Dold-Kan établissant une équivalence entre Compl
et Simpl(Ab).



e Pour n = 2: ~U( (012)

(trois objets, trois fleches et une 2-cellule : (02) — (12) o (01))
e Pour n = 3: c’est une fleche dans un tétraedre

) I )
I (023)

ol la figure a été dédoublée pour rendre lisible la 3-cellule (0123) (voir notations
dans le texte).

Illustrons, toujours de maniere informelle, par I'exemple d’une composition
de 2-cellules dans A™ (n > 4), une différence essentielle entre les techniques
utilisées dans [Str| et celles qui vont étre développées dans ce travail:

la, composition:

( 0\?’»2> ] ( 2\?;4) _ ( O\lll/Q\g/él)

est interprétée dans [Str] de facon ensembliste (ou si l'on veut, géométrique)
par une réunion:

0— — ,2 29— .4
(S e (N
tandis que nous l'interpréterons ici de maniere algébrique par une somme dans
un groupe abélien:

() ()



1 Construction des orientaux A”.

La construction se fait en plusieurs étapes:

1¢7¢ étape. On note A (resp. A’) la catégorie suivante:

- les objets de A (resp. A’) sont les ensembles ordonnés [n| =
({0,1,... n}, <), pour tout n € N (< est 'ordre usuel sur les en-
tiers).

- les morphismes de A (resp. A’) sont les applications croissantes
(resp. strictement croissantes) s : [n] — [m] (n,m € N). 1l
sera souvent commode de noter simplement (s, s1, . . -, $,) une telle
application ou s; = s(i) pour 0 < ¢ <n. On a alors: 0 < 59 < 51 <
o< sp<m(resp. 0 <5< 81 <...< 8, <m).

On appelle ensemble simplicial (resp. ensemble présimplicial) un objet
de la catégorie Simpl = Ens®” (resp. Simpl’ = Ens®™”), c’est-a-dire
un foncteur de la forme S : A” — Ens (resp. S : A’” — Ens).
En particulier, si Y : A’ — Simpl’ est le plongement de Yoneda, on
a pour tout n € N un ensemble présimplicial A™ = Y([n]). On note
AT ensemble A™ ([p]) = Homar([p], [n]) des s = (s, s1,...,5p) tels que
0<s <8 <...<5, <.

2¢me étape. On note Compl la catégorie des complexes de chaines de groupes

abéliens. Un objet de Compl est donc un diagramme A de la forme:
A()(a—lAl(a—zAQ(— An_l(a—nAn(—

ol 0,0,4+1 = 0 pour tout n € N.

On a un foncteur Z : Simpl’ — Compl qui associe a tout ensemble
présimplicial S le complexe Z(S) suivant:

7S, <2 78, <% 78, «— ---7S, & 7S, -

ou S, = S([n]) pour tout n € N, ou ZS,, est le groupe abélien libre en-
gendré par S, et ou 0, est I’application linéaire définie pour tout élément
s de la base canonique de ZS,, par:

n

Ou(s) = S (=1)ds(s).

=0

Dans cette formule d; : S, — S, 1 est Papplication d; = S(J;) ou
d; : [n — 1] —> [n] est définie par:

[ sio<j<i
M”‘{j+1su§jgn—1



Nous aurons exclusivement a considérer le cas des complexes K" =
Z(A™). On notera que K" est de dimension n, en ce sens que pour
tout n <pona Ky =0et K #0.

3¢me étape. Le point le plus important de notre construction est la description
du foncteur composé B suivant:

co-Cat(Ab)
(1) (2)

Compl oo-Cat
B

ol (1) est la correspondance définie par Bourn [Bou] et (2) est le foncteur
d’oubli, induit par Ab — Ens.

Précisement, soit A un complexe de chaines
o s O,
Ao(—A1<—A2<—"'An,1(—An<— Ty,

on lui associe ’co-catégorie ( en réalité un co-groupoide ) B(A) suivante:

dom dom dom
B(AM:d B(A) ﬁ:d B(A)y£=---B(A), g:d B(A)p = -

(le diagramme ci-dessus n’est que 1’oco-graphe sous-jacent & 1’oco- catégorie
B(A), voir [Bu]) ou:

B(A), =Ag x Ay X --- X Ap.
et ol

1. les applications domaines et codomaines sont définies pour tout 0 <

g < p par:
domfl’(ao,al,...,ap) = (ag,a1,...,aq)
cod?(ag, a1,...,a,) = (ao,a1,...,0;+ Ogq1(ags1))

2. les compositions par:

(ag,a'l,...,a;) b (ag, a1, ..., ap) =
(ag, a1, ..., a, ale + Ggi1y- - ,a'p + ay)
ssi
dom? (ap, al, - .., al) = cod®(ag, ar,. . ., ap)



3. les identités par:
idfl’(ao,ah...,aq) = (ag, a1, --.,a4,0,...,0)

En particulier on obtient ainsi les co-catégories B(K™). Ce sont en
fait des m-catégories, c’est-a-dire que pour p > n une p-cellule est
toujours une identité.

4megtape. Le dernier ingrédient nécessaire & la construction des orientaux
est la ”"polarisation” des éléments d’un groupe abélien libre ZX.

Siz =3Y,;nx; (ou z; € X pour tout i) est un élément de ZX, on note
x~ Pélément Y ;(n; )z;, ou la notation n~ pour un entier n est définie
par:
-n sin<0
n = .
0 sin>0

On peut maintenant définir, pour tout p > 0 I'application
A
cell; : A") — B(K"),

en posant, pour chaque simplexe s cell}(s) = (co, c1,...,¢p) olic, = s and
¢; = (0(¢iy1)) , (0 <4 < p). Finalement on obtient, pour tout n € N,
I'oo-catégorie A", définie comme sous-oo-catégorie de B (K™) engendrée
par les cellules de la forme cell’;(s), pour tout s € A’Z, 0<p<n. A"
est évidemment une n-catégorie.

2 Propriété des orientaux.

Dans une oo-catégorie C' une n-cellule z est dite fermée si dom;_,(z) =
cod;_,(z) et est dite dégénérée s'il existe une (n — 1)-cellule y telle que
z = id;_;(y). Une oo-catégorie est dite sans boucle (”loop-free”) si toute
cellule fermée est dégénérée. On dit que C est n-non dégénérée s’il existe une

n-cellule non dégénérée.
proposition 1 La n-catégorie A™ est n-non dégénérée et sans boucle.

preuve: Il est clair que la n-cellule cell;(I,), ot I,, = (0,1,...,n) est I'unique
n-simplexe de A", est non dégénérée et donc que A" est non dégénérée.

Montrons maintenant que A" est sans boucle. Considérons d’abord
I'application linéaire m, : K} — Z définie sur les générateurs s =
(50,81,...,8p) € A"} du groupe K} = ZA"} par 7rp(s)~= Sso+s1+--+5
(somme dans Z) puis définissons l'application 7, : A} — Z en posant
mp(c) = mp(cp) pour toute p-cellule ¢ = (cp,c1,...,¢p) de Ag. La proposi-
tion sera alors conséquence de la propriété suivante:



sicé&E Ag (0 < p < n) est non dégénérée on a
-1 (dom?_, (€)) < 7y (cod?_ (c)).

Il en résultera en effet que ¢ n’est pas une boucle et donc que A™ est sans
boucle. On peut se ramener par induction au cas ot ¢ = cellj(s) est une
p-cellule génératrice, grace a la formule:

Tp—1(cody_y(c'obe)) — 7,1 (domy_;(c'oPc)) =
[ Mp-1(cody_1(c')) — mp—1(domy_,(c)) |
+[ Tp-1(cody_y(c)) — Tp-1(domy_, (c)) |

pour tous c,c’ € AZ tel que domj(c’) = codf(c) (0 < ¢ < p). Soit donc
s € A7, on a:

Tp—1(cody_;(cell}(s))) — mp_1(domy_;(cell;(s))) = mp_1(0s)
Pour montrer que m,_1(0s) > 0, on distingue deux cas:
- p=2k : mp1(0s) = X5y (saiv1 — 820) + (mp(s) — 520) > 0
-p=2k+1 : m_1(0s) = XK (5911 — 82:) >0,

ce qui termine la preuve. O

Une n-catégorie C' est dite finie si pour tout 0 < p < n ’ensemble C), est
fini. Dire que C est finiment engendrée signifie qu’il existe une suite de parties
finies E,, C C, pour 0 < p < n pour laquelle la seule sous-n-catégorie C' de C
vérifiant £, C C, pour tout 0 < p < n est C elle-méme.

proposition 2 . Une n-catégorie sans boucle et finiment engendrée est finie.
En particulier les n-catégories A™ sont finies.

preuve: par induction on peut se ramener au cas suivant: E, = C, pour
0 < p < n-—1, et donc au cas ou la sous-(n-1)-catégorie C(=1) sous-jacente
a C (c’est-a-dire obtenue en oubliant les n-cellules non dégénérées de C) est
finie. Pour le prouver il sera commode d’introduire quelques définitions.On
posera E = E, et on appellera FE-factorisation élémentaire d’une n-cellule z
un systeme de la forme:

(a, (Ul,Ul), ceey (Un—lavn—l)) € F x (Cl X Cl) X oo X (Cn—l X Cn—l)
tel que:

T = Up—1 92 (... (0301 (U1 09 @0 U1) 01 Ug) ...) Op_g Up_1



ou 'on suppose que les compositions sont possibles et ou ’on note de facon
abrégée o) au lieu de o} et w au lieu de id)) (w) pour tout w € Cp avec 0 < p < n.
On dit qu’une n-cellule z est E-élémentairesi elle admet une telle factorisation.
On démontre facilement la propriété de stabilité suivante:

si x est une n-cellule élémentaire, si w € Cp, pour un 0 < p < n et sile
composé W o, x (resp. x o, w) existe pour un 0 < g < p, alors ce composé est
une n-cellule E-élémentaire.

Il résulte des hypotheses que les E-factorisations élémentaires sont en nom-
bre fini et donc que le nombre de n-cellules E-élémentaires est également fini.
Comme par hypothese les n-cellules dans E engendrent C, il en est évidemment
de méme des n-cellules F-élémentaires, et il reste donc a démontrer pour con-
clure que ces dernieres engendrent par composition un nombre fini de n-cellules.

D’abord remarquons qu’on peut toujours se ramener par de multiples in-
ductions a des (n — 1)-compositions; en effet la régle de Godement permet par
exemple pour une g-composition avec ¢ < n — 1 d’écrire:

a2’ 0q ¢ = (c0dg11(2') 0g 7) 0g41 (2’ 04 domg1(2)).

Considérons les n-chemins FE-irréductibles, c’est-a-dire les suites finies
(1,22, - .., xx) de n-cellules élémentaires telles que le composé x = x1 0,1
T Op_1 -+ Op_1 Ty soit défini et telles que pour tout 1 < ¢ < j < k la cellule
COMPOSEe Tjj = TjOp_1Tj41p—1° " Op_1T; S0it non dégénérée. Le nombre de ces
n-chemins E-irréductibles est nécessairement fini car le nombre de n-cellules
E-élémentaires est fini et 'entier £ + 1 est majoré par le nombre d’éléments
de C,_1. En effet, si (z1,Z2,...,7x) est un tel n-chemin E-irréductible, les
(n — 1)-cellules

Yo = codn_1 (1), ¥ = domy,_y(z;) (1 <i<k)

doivent étre, d’apres les hypotheses, distinctes. Il résulte alors de la proposition
1 que A™ est finie. O

3 Construction de 1’objet cosimplicial O'.

On va commencer par construire un foncteur @' : A’ — oo-Cat qui sera
prolongé plus loin a A.
On définit @' de la maniere suivante:

- sur les objets: @([n]) = A”,pour tout n € N.

- sur les morphismes: pour toute application strictement croissante f :



[n] — [m)] on définit le foncteur O'(f) : A» —s A™ par la factorisation:

ouY : A" — Simpl’ est le plongement de Yoneda et ou les fleches ver-
ticales sont des inclusions. La factorisation signifie que B(Z(Y (f))), que
I’on notera simplement f par la suite, transforme toute cellule génératrice
de A" en une cellule de A™. Plus précisément on établit la formule
f(cell}(s)) = cell}(f»(s)) pour tout s € A"/ Pour cela, il suffit de vérifier
que f(c”) = f(c)” pour tout c € K} et d’utiliser le fait que Z(Y (f)) est
un morphisme de complexes de chaines.

Nous allons montrer maintenant que le foncteur O’ : A’ — oco-Cat se pro-
longe a A tout entier. La construction de ce prolongement est moins évidente
et nécessite une procédure par étapes.

Tout d’abord nous allons caractériser dans la proposition 3 ci-dessous
’expression des différents termes des cellules génératrices de A™. On utilis-
era les notations suivantes:

- I, =(0,1,...,n) est 'unique n-simplexe de A"™;
= <q,d9,...,0 >pour 0 < iy < iy < ... < i, < n,notele (n—k)-simplexe
de A’ obtenu & partir de I,, en supprimant 4, %o, . . ., ig;

(07(c)) = (9(c))~ pour tout ¢ € K;
- > S est une abréviation pour Y ,cgs.
proposition 3 Pour tout 1 < k <n, on a:
O ) (L) =Y A< iryigyyixg > | i1 =149 =2,...,iy =k (mod 2)}.

preuve: elle se fait par induction sur k.
D’abord pour £ = 1 elle se réduit a la définition

0 (L) =Y {<i>|i=1},



ou l'on note simplement = la congruence modulo 2. Ensuite supposons la
formule vraie pour k et démontrons-la pour k+1. On s’appuiera sur la formule:

8(< 11,09, ..., 0k >) =

21—1 )
Z(_l)J <jai17"-7ik >
j=0
k—1%41—1
i—1 . .. .
+ Z Z (_]‘)j S Uy ey Uy Dy Ugly e v s U >
1=1 j=i;—1
n .
D R G S LR PR A
j:ik—l—l
pour tout < #1,%9,...,% > tel que i1 =1, =2...,1, = k.

Cette formule nous permet d’obtenir le calcul des coefficients des différents
termes en
< J1,J25--->Jks1 > qui apparaissent dans le calcul de 9((07)*I,) puis celui
de (07)%,,- Pour un simplexe < ji,Js,..., k41 > on peut ainsi évaluer la
contribution de chacun des
< U,09, 0000 >, 01 = 1,090 = 2...,4 = k, en faisant un raisonnement par
cas.

e Sij; =0, < J1,02,---,Jk+1 > Ne peut apparaitre dans une dérivation
que sous la forme < j,i1,...,0, > avec 13 = 1,4 = 2,...,4 = k. Cela
est conséquence de ’hypothése d’induction sur la contrainte modulo 2.
Son coefficient est égal a (—1) = 1 et donc < ji,Ja, ..., jr > ne figure
pas dans (07 )FLI,.

eSi j1 = 1,50 = 2...5kx1 = k+1, la seule apparition de <
J15J2s - - -5 Jer1 > est sous la forme < 4q,...,4,7 > avec i1 = 1,19 =
2...1; = k. Son coefficient est égal & (—1)/tF = (=1)F1+* = —1. Donc
ce terme apparait une fois et une seule dans (97)F+1I,.

e Siji=1Lj=2...5, =1et 55,1 =1 pour un certain /, 1 <[ < k,

< J1,J2,---,Jk+1 > apparait exactement deux fois correspondant aux
7 . . . . . J J g 7 s 7
dérivations en < 7y,%,...,% > et < 1iy,1,,...,%, >. Précisément:
<j1’j25"'7jk+1> = <ila"'ail—lailajail-i-la'"aik >,
. . . .I ., .I .I .I .I
<]1,]2a"':]k+1> - <Zla"'77’lflazla],zl+1:"':zk >a
. . " : . " . g Sy
donc avec j1 =t =1}, ..., fici =1 =% _, i=u=7, Jit1 =7 =1,
Jiv2 = Gi41 = U4, -, Jk = t = 1. Les coeflicients sont respective-
7 by . i (] —
ment égaux 3 (=1)77! = (=1)% = 1 et (=1)7~¢-1) = —1 et donc se

neutralisent. Donc < ji, jo, . - ., jr11 > n’apparait pas dans 9((97)*(1,))
et donc non plus dans (07)**!(I,,). 1l est clair que, en examinant ces
différents cas, on établit la formule demandée. O

9



Revenons a la construction d’un prolongement de @’ a A. A toute application
croissante (non nécessairement stricte) f : [n] — [m] et & tout entier p € N
on associe une application linéaire f, : K; — KJ* en posant pour tout

s = (80,81,...,Sp) € AIZZ

fo(s) = 1f(50); f(51)5 -5 [ ()]

ou le crochet du second membre est défini pour tout 0 <t, <t <...<t, <m
par:
. (to,tl,...,tp) si t0<t1<...<tp
[ty ;- 1] = { 0 sinon.

On constate sans difficulté que ceci définit d’abord un homomorphisme de
complexes K/ : K™ — K™ et ensuite un foncteur en posant: K([n]) = K™,
K(f) = K’. Nous obtenons ainsi un foncteur composé:

A E) Compl ﬁ) oo-Cat

dont nous allons extraire ' comme sous-foncteur.

Pour cela nous allons montrer que pour tout f : [n] — [m] dans A,
le foncteur B(K') : B(K™) — B(K™) transforme les cellules génératrices
de A™ en cellules génératrices de A™. Cette propriété a déja été démontrée
dans le cas ou f est strictement croissante, montrons la maintenant pour les
surjections qui sont de la forme f : [n + 1] — [n] et définies par:

f(i):{i si 0<i<j

1—1 si j<i<n+1
et ou l'entier j tel que 0 < j < mn+1 est fixé.

proposition 4 f étant la surjection définie ci-dessus (et donc pour j fizé),
on a:

f(cell(I,41)) = id™" (cell(1,,))

ot on a noté simplement f au liew de B(K') au premier membre.

preuve: il suffit de vérifier que: fnoi1(Inp1) = 0 et fop1x((07)*(Lng1)) =
(07)*¥1(I,) pour tout 1 < k < n+ 1. En tenant compte de la caractérisation
de (07)*(I,41) donnée dans la proposition 3, il reste & montrer que f, 1 4 :
Kl o — Kn o vérifie fo (X J) =X J' o

n
J:{<’Ll,’l,2,,2k>| ZlEl,,ZkEk‘ (mon)
et 0§11<12<<zk§n+1}
<> =1, i =k—1 (mod?2)
et 0<4 <iy<...<id ,<n}

10



Précisément on va montrer que f transforme tout < iy,4s,...,% > en 0 ou
en un < #,4,...,4,_; > et inversement que tout < 4,4, ...,9_, > est
obtenu d’une facon et d’une seule de cette maniere. Considérons donc un
< 11,1%9,...,1g > selon la position de j et j 4+ 1 par rapport aux i1, %o, ..., .
On a différents cas:

L] Sl],_]+1 Q{il,ig,...,ik}, on a:
f(<i1’7;2a""ik>):0 car f(]):f(]+1)

e Sij=1d;etj+1¢&{i1,is,...,0} ousi
j+1=1d, et j¢&{i,ig ..., i}, on a:
f(< 11,09, ..., 0k >) =< 7;1,...,7;[,1,1;14_1—1,...,2']6—1 >

et si on pose < 4,8y, ..., 0, >=<d1,...,0-1,041 — 1,...,ik—1 > on a
bien i}, = h pour tout 1 < h < k — 1 puisque iy — 1 =iy = h.

e Sij=vqetj+1=144q,ona:

f(< 11,09, -, 1k >) =<,...,0, 04— 1, .0 — 1>

et si on pose < @y, 95, ..., 01 >=<11,...,0,042 —1,..., i —1>ona
bien i}, = h comme ci-dessus.

Considérons maintenant un < #},4,,...,4,_, > selon la parité de la position
de j par rapport aux 4},45,...,47,_,. On a les différents cas:

o Sijd{i,ih,...,0_1}:
f(<i1,i2,...,ik >) :<7;,1,’L.12,...,Z.;€_1>
a pour solution selon les cas:
-Sig<j<igetj=Il4+1,
<A1yl e eyl >=< 04,00, 0yl + 1,000+ 1>
-Sig<j<ig,etj=l,
<y, de, ..t >=<dy,..., 0,0+ LG+ 1,0 1>
aisonnement analogue dans les cas limites j < 7 et 7} _ '
R t analogue dans 1 limites j <4} et 4),_; < j
® Slj:Z’l
F(<idr,do, .y ip >) =< dy,dg, ..., 0 >
a pour solution:

<7/1722,’Zk >:< ig’...’i;_l,j,j+1,i;+1+1,...,i;c_1+]. > .

11



Et ces solutions sont évidemment uniques. Ce qui termine la preuve. O
Le résultat précédent se généralise ainsi:

proposition 5 f vérifiant les méme hypotheses que dans la proposition 4, on

a, pour tout s € A7, selon les cas:

1. si f(s(i)) < f(s(i + 1)) pour tout 0 <i < p—1,
£(cell(s)) = cell(f,(s)).
2. si f(s(io)) < f(s(io) + 1) pour un 0 < ig < p—1,
f(cell(s)) = id(cell(s"))
0i s : [p— 1] — [n] est définie par:
0 ={ Je) 1 S

—

(ou encore s' = ( f(s(0)),..., f(s(i)),---, f(s(p))) ).

preuve: s étant strictement croissante, notons d’abord que:

fo(8) = fo(sp(Lp)) = (f 08)p(1p),
cell(s) = cell(sy(Ip)) = s(cell(Zp)).

1. Sous la premiere hypothese I'application s’ = f o s est strictement crois-
sante, donc:

Feell(s)) = f(s(eell(Z,))) = s'(cell(L,)) = cell(s'(I,)) = cell(,(s))

2. Sous la seconde hypothése notons f’ : [p] — [p — 1] 'application définie
par:
N sit <ig
f(l)_{ i—1 sii> i
(Remarquons que 'entier i sl existe est unique.) Alor le carré suivant
commute:

[p] —>—n+1]

d

Pt [

12



ou s, s’ sont strictement croissantes et f, f’ surjectives. Alors:

f(cell(s)) = (f o s)(cell(Zy)) = (s" o f')(cell(Zy)) = s(f(cell(L;)))-
D’apres la proposition 4 on a f'(cell(Z,)) = id(cell(Z,_1)) donc:

S (eell(Fy))) = ' id(cell(T, . ))) =
id(s'(cell(Ip—1))) = id(cell(s, ;(Ip—1))) = id(cell(s)). O

Nous avons ainsi démontré que pour toute application f : [n + 1] — [n]
croissante et surjective, I'oo-foncteur f : B(K™*') — B(K™) transforme les
cellules génératrices de A"+ en cellules génératrices de A”. D’on la factorisa-
tion.

Finalement, étant donné que toute application f : [n] — [m] est un
composé d’injections et de surjections croissantes du type de celles décrites ci-
dessus on en déduit que 'co-foncteur f : B(K") — B(K™) se factorise en un
sous-foncteur noté @'(f) : A —s A™. De plus la fonctorialité du composé:

A £> Compl ﬁ) oo-Cat

entraine celle de @' : A — oo-Cat. Ce foncteur est évidemment un pro-
longement de celui déja défini O’ : A’ — oco-Cat.

Conclusion.

A partir de cet objet cosimplicial O : A — oo-Cat le foncteur nerf N :
oo-Cat — Simpl est obtenu simplement en posant:

N(C)([n]) = Homeo-cat(O'([n]), C)

pour toute co-catégorie C', pour tout objet [n] de A et en étendant de maniere
évidente cette formule aux morphismes. On peut ainsi calculer la cohomologie,

ou plutot une cohomologie, d’'une oco-catégorie C en la ramenant a celle de
lobjet simplicial N(C).
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