=

CAHIERS DE TOPOLOGIE Vol XIV-4
ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

ALGEBRES NON DETERMINISTIQUES ET D-CATEGORIES *
par Elisabeth BURRONI

INTRODUCTION.

Nous avons voulu étendre aux structures utilisées en Théorie des
automates (automates non déterministiques, automates avec entrée et sor-
tie,...) les descriptions algébriques habituelles faites au moyen des tri-
ples. En fair, il faut faire appel & la notion plus générale de «loi distribu-
tives pour décrire commodément ces structures.

Nous avons donc défini les «algebres dans une loi distributive D,
ou D-algebres, et mieux les D-catégories qui couvrent & la fois les D-
algebres et les T-cacégories de [Bul (ot T est seulement un triple). La
structure ainsi définie est & la fois générale et naturelle (elle symérrise
la notion de T-catégorie): elle se réduit & la notion de monade dans une
pseudo-catégorie {au sens de [Bu]l): celle des D-spans.

Les T-algébres non déterministiques peuvent &tre définies en tou-
te généralité comme des D-algébres, lorsque D: T —a=P est une loj
distributive vers «le tiple P des parties» (). Mais ce sont, sans doute, les
automates avec entrée et sortie qui constituent I'exemple le plus simple
de D-algébre, puisque D est alors la loi distributive entre deux monoides

M et M’ définie «au point A» par I'isomorphisme canonique:
(M"XA)XM —M'X(AXM}.

Enfin, nous considérons briévement les clois distributives mixtess

entre un triple et un cotriple.

* Conférence donnée au Colloque d'Amiens.

{(*) Cette notion différe de celle de T-algébre relationnelle de Barr. Cependant,
lorsque T est un triple linéaire, il suffit de remplacer les inclusions figurant dans
la définition des T-algébres relationnelles par des égalités pour obtenir des T-al-

gébres non déterministiques.
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ALGEBRES NON DETERMINISTIQUES ET D-CATEGORIES 1

0. PRELIMINAIRES

On utilise essentiellement le langage des triples. On précise cer-
taines norations et on rappelle les résultats connus dont nous aurons

besoin.

1. La loi de composition d'une catégorie & sera notée par un ©,
1, désignera le morphisme identique en A €|§| , ol |g| est la classe
des objets de &. Si T est une 2-catégorie, on notera aussi par un o sa
premiére loi et par un - la seconde: celle sur les HOMED(A' B) lorsque

A et B sont desobjets de D (A, Be|D)).

2, L'expression t:T—T:&— & signifiera que T et T sont deux
foncteurs de sourcel & er de but & et que t est une wansformation natu-
relle de scurce T et de but T.

t:T—T:65~& est une transformation naturelle cartésienne signi-
fiera que, pour rout morphisme [:A—B dans &, le carré dans gqui suit
est cartésien:

At
tA ltB
—TB

Tf

5 ey

A

3. ®=(A,0,i, k) désignera une monade (ou triple) dans 9 (on

rappelle les axiomes de neutralité et d'associativité des monades:
k(Boi)=1,, k.o(iofB)=1, et k. (OQock)=k.(ko8),

les 2-morphismes i:1,— & et k:& o &0 érant respectivement l'uai-

té et la multiplication de @).

fm—;ﬂD (resp. Man D) sera la 2-catégorie des monades dans D dont:

- les morphismes sont les couples (L,[);@~@ d'un morphisme
L:A~A de D et d'un 2-morphisme {: Log—=8olL de D (resp. d'un

2-morphisme 1:L o 8= 6 o L) vérifiant les axiomes
I.(Lei)=ioL e I.(Lok)=(koL).(Bol) (la@)

(tesp. Loi=I.(ieL) et (Lok).(lo6). (Bol)=l.(%k oL))
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2 E. BURRONI

~ les Z-morphxsmes sont les o:(L,1)=(L,1):0~@ tels que (L,!)
et (L.I) soient des morphismes de Nan D (resp. fmmfﬂ) de méme source

® et de méme but B et que o:L~L soit un 2-morphisme de D el que
7‘.(009)2(500').1 (resp. (co@).l=1.(Bo o))

4. Si D=Cat, une monade dans Cat est un triple T que l'on
notera T (6 T\1,K), ou T=(T,I,K) lorsqu'il n'y aura pas d'ambi-
guité. 3-4 et fru désigneront les catégories mcm@w: et mm@ai

5. KIT e (MgT seront respectivement la catégorie de Kleisli
et la catégorie des algébres associées au triple T (nous noterons par un
O la loi de composition de KZT lorsqu'il sera utile de la distinguer de
celle de &Y.

TE 4Ty e FT-—-] uT désigneront les couples d'adjoints qui leur

sont respectivement associés.

6. a)Si T et T' sont deux triples sur la catégorie &, D: T~T"*
est une lo7 distributive [Bec] signifie que I'on se donne une transforma-
tion naturelle D:TeT'~T'oT telle que les diagrammes (D), (D,),

(D3), (D, ) qui suivent soient commutatifs dans Cat:

Dot tap
TOT’-'-_"T’OT TOT'OT"—“‘T'UTOT'.—'——-"T“GT'OT
T\ / T ok’ (Dy) K*oT
ToT'"——— T’ T
D
ToD DeT ,
ToT'——>T'oT ToToT' ~——>ToT'oT———>T'eToT
(DS)
JoT* T'oe) KoT* (D) T'oK
T TOT'——_‘___—"‘T'OT
D
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ALGEBRES NON DETERMINISTIQUES ET D-CATEGORIES 3

b) DIERS et STREET ont montré dans [Di] ec [ Ser] qu'une loi distri-

butive est une monade dans une 2-catégorie de triples:
—

~ d'une part (T,D):T'=T! est un morphisme dans Jx (on utilise
(D) et (D,)) tel que '

T (T, D)~ (T.D)o(T.D)

—
soit une monade dans J~ (on utilise (Da) et (D, ) pour exprimer le fait

—
que I et K sont des 2-morphismes de Iay,

= d'autre part (7',D):T—>T est un morphisme dans ﬁ: (on utilise
(DS) et (D4)) tel que
T'—‘I'—F(T',D)ﬂ—i—(T',DJO(T',D)'
soit une monade dans i: (on utilise (D1 ) et (D2 ).
¢} Si T et T sont deux triples sur &, BECK a montré dans [ Bec ]
que les trois propriétés suivantes sont équivalentes:
(1) il existe une loi distributive D: T~T*,

(ii) T'eT est l'endofoncteur d'un triple sur &, appelé le iriple
L8
composé de T et T' et noté T'®pT, ey !
(iii) T’ se reléve en un triple T’ sur Ge,T. S CAan

coin g . . L
((iii) signifie que le diagramme suivant commute lorsqu'on y remplace le ot
bl ~ ~ la¥

SIN )
R ¥ 4
Poet il
couple (V, V) par chacun des couples (T*, T*), (I',I'), (K', K'),

I

“~v

@[LgT _"“V—""’-’—&FA,;T

.l o

& &

Par exemple,
= si D:T=T' est une loi distributive, on définic 7' (g T~ @gT

comme €tant le foncteur qui & la T-algébre b:TA—A associe la T-al-

gébre
DA T'b
TT'A >T'TA = T'A,
= si T est un relévement de T* sur &yT, alors
TT'IA T'KA

DA TT'A————TT'TA

T'TA
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4 E. BURRUNI

est une tansformation naturelle définissant une loi distributive D: T —T"-

d) Enfin, mentionnons le fait que &ng'@)DTﬁ@Bq?': c'est-a-dire
qu'une T'®p T-algébre est équivalente & la donnée d'une T-algébre
b:TA—A et dune T'-algébre &':T'A~A qui sont D-compatibies, i.e.
telles que boTh ' =p'oT'boDA; dans ce cas

T'b b
T'TA > T"A s

est une T"®DT-algébre; inversement si l: T'TA—-A estune T'@DT-a[-
gebre,

I'TA . b T'IA ]
TA———=T'TA —»A et T'"A ——————»T'TA—4A
sont une T-algdbre et une T'-algébre D-compatibles, ce qui définit deux

foncteurs projections

0 =UT WV opT —=GlgT e 0, AT 0y T —GlgT".

7. Un (D,) écrit & I'extréme gauche d'une ligne sur laquelle se
trouve une &galité signifiera que cette derniére a €té obtenue grice A l'axi-
ome (Di) des lois distributives. De la méme fagon pout (Ti) et (Nt), si
(T,) et (TZ) désignent les axiomes de neutralité et d'associativité des
riples (ou des monades), et (N?) l'axiome de paturalité de la transfor-

mation naturelle ¢ .
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ALGEBRES NON DETERMINISTIQUES ET D-CATEGORIES 5

I. D-ALGEBRES

[.1 Definition et exemples.

Soit & une catégorie munie d'une loi distributive D:T-T’, on
T=(T,1,K)et T'=(T",I"K").
DEFINITION I.1.1. On dira que le couple (A, b) est une D-algébre (ou
que b est une D-algébre sur A) si A est un objet de & et b:TA-T'A

un morphisme de & tel que les diagrammes suivants commutent:

IA KA
A————>TA TTA ———»T4
Nl b T'bODAOTbl (4,) lb
I' T'A T'T'A ———>T14

K'A

PROPOSITION L1.1. 5i (A, b) est une D-algébre, on peut la prolonger

en une T-algébre b sur T'A égale &

DA T'b A
TT'A——=>T'TA ——T'T'"A ——T'4,
Inversement, si (T'A, %) est une T-algébre, si b désigne sa restriction

I b
@ TA: TA——>TT'A—»T'A et si
(*) B=K'AoT'hboDA,
alors (A, b) est une D-algébre. Autrement dit, il v a équivalence entre la
donnée d'une D-algébre b sur A et celle d'une T-algébre b sur T'A

reliées par (*). (Cette derniére relation signifie que 5 et K'A sont D-

compatibles (0.6.d }.)

PREUVE. Voir d‘abord 0.7.

Si (A, b) est une D-algébre,

BolT'A=K'AoT'hboDAoIT' A

(D) =K'AoT'hoT' A
(A)) =K'AoT ' A
(Tl) :]T'A )
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E. BURRONI
PoKT'A=K'AoT1'boDAoKT'A
(D;) =K'AoT'boT'KAoDTATDA
(A,) “K'AoT'K'AoT'T'boT'DAeT'ThboDTAoTDA
(T,) =K'AoK'T'AeT'T'boT'DAeT'ThoDPTATDA
(NK) =K'AoT'boK'TAoT'DAcT'TboDTATDA
(ND) =K'AoT'boK'TAoT'DAoDT'AoTT'boTDA
(D) =K'AoT'boDAeTK'AeTT'boTDA
=boT¥,

de sorte que (T'A, %) est une T-algébre.
Inversement, soit (T*A,%) une T-algébre reliée & sa restriction b =
=boTI'A par K'AeT boDA=F. On désignera encore par (A, ) et (A,)

les axiomes d'une T -algébre:

(NI) bolA=b0oTI'"AoIA=boiT 'Acl'A
(A}) =I'A
et

boKA=boTI"Ao KA

(NK) =hoKT'AoTTI'A

(A,) =boTboTTI'A
=boTh

(%) =K'AoT'boDAoTh

On a donc montré que (A, b) est une D-algébre, v

EXEMPLES.

1o Si T est un triple sur &, les morphismes identiques I, défi-
nissent une loi distributive +1:T—1g (1g désigne le triple identique
sur &). Une T] -algébre est évidemment une T -algébre.

20 Si T* est un triple sur &, de la méme fagon, les Lpry définis-
sent une loi distributive 1,:1g—T'. Tout objet A est muni d'une unique
11, -algabre wiviale (A, I'A).

30 Si &=&na, la catégorie des ensembles, si T’ est le wiple P

des parties (P=(%,1' K') oll, pour tout ensemble A,
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ALGEBRES NON DETERMINISTIQUES ET D-CATEGORIES 7

I'A:A-FA e KA:PPA-FA

sont les opérations singleton et réunion), et si T est un wiple sur Gna
tel qu'il existe une loi distributive D:T—P, une D-algébre est appelée
une T-algébre non déterministique. En voici deux exemples:

(i) Soit T=N le triple des monoides N=(N,,K) on, pour tout
ensemble A, NA est I'ensemble des mots formés sur A, noté A* par cer-

tains auteurs, o
ITA:A-NA et KA:NNA-NA

sont les applications qui &

xeA et & (xI,I"‘xI,pI)"'(xnI .xﬂpn) eENNA
associent respectivement les mots
x et x1.1x1.2...x11P1x2'1...xn‘I...xmp.n

THEOREME 1. 1.1. L'application

DyANFA-FNA: Xy X, - {(x,.x )| xeX,)
définit une loi distributive D;:N=P pour laquelle les N-algébres non
déterministiques sont les monoides non déterministigues.
PREUVE. Si b:NA—PA est une N-algébre non déterministique,
bxy ... x_ ) s'interpréte comme 'ensemble des composés du mot Ko X,

Alors les axiomes (Al) et (Az) signifient que le seul composé du mot

x est x (si x€ A) etque, si (xl.l"'xl,plj‘“(xn,l‘“xn,pn) eENNA,

b(xI,I rae x11p1 ae xﬂ,pn):yieb(xiL——JI...xi n‘) b(yl e yﬂ)
La donnée de b équivaut donc 2 celle d'un monoide non déterministique.V
(ii) Soit T=M le triple des actions A droite d'un monoide M (on a
M=((-)XM,I,K) on, pour tout ensemble A,
TA:A—-AxXM et KA:AXMXM-AxXM
sont les applications qui & x€ A et & (x, my, my) € AXMXM associent

les couples (%, 1) et (x,m;m,), si I est'unité du monoide M),

THEOREME 1.1.2. L'application
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8 E. BURRONI

D A (PA)XM—=P(AXM): (X, m)={(x,m) | xeXx}

définit une loi distributive D,:M—P pour laquelle les M-algébres non

~déterministiques sont les automates non déterministiques.

PREUVE. Si b:AXM—=P A est une M-algébre non déterministique, on
interpréte A comme l'ensemble des états d'une machine et 6(x, m) comme
l"ensemble des €tats possibles dans lesquels la machine peut se meltre
aprés avoir recu le signal d'entrée m dans ['état x. Alors les axiomes
(A;) et (A,) signifient que le signal d'entrée unité ! ne modifie pas

'état de la machine: b(x,1)={x}, et que, si (x,m;, my) € AXMXM,
LJ
blximpmy) =y epim,) b(¥ ).
Ce sont exactement les axiomes d'un automate non déterministique. V

REMARQUES. La proposition I.1.1 redonne 1'équivalence bien connue
d'un automate non déterministique b sur A et d'un automate déterminis-

. A . ~ U
tique & sur 7 A liés par la relation B(X,ml=,  xb(x,m).

On retrouve, bien siir, les automates non déterministiques [inis
en prenant pour A un ensemble fini et pour M le monoide libre associé
2 un ensemble fini Z: donc m €M est un mot construit sur 'alphabet z,

40 Soit &E=Ene et soit T' le sous-triple du triple P suivane

T'=((-)+1, 1", K"} o, pour tout ensemble A,
IPA:A—=A+1 et KA:A+I+1—>A+1

sont respectivement l'injection canonique et la rétraction sur A+ 1 trans-
formant 1'élément ajouté & A+ ! en celui ajouté 2 A.Si T est un triple
sur &na tel qu'il existe une loi distributive D:T—T’, une D-algebre
est appelée une T-dlgébre partielle.

Alors les applications
DyA:N(A+1)==(NA)+1 et DyA:(A+T)XM==(AXM)+]
(qui d'une part sont l'identité sur NA er AXM et d'autre part assignent
0 (élément de )& rout mot construit sur A+ qui contient au moins un

0 et A tout couple (0, m) de {A+1)XM) définissent des sous-lois dis-

tributives des lois distributives D; et D, {(exemples 3(i) et 3 (ii}). On ob-
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ALGEBRES NON DETERMINISTIQUES ET D-CATEGORIES 9

tient donc en corollaire des théorémes 1.1.1 et 1.1.2-

COROLLAIRE L1.1. Les N-algébres partielles et les M-algébres par-

tielles définies par D, e 52 sont les monoides partiels et les automates

partiels.

5° Soit &=6na et soit M =(M'X(-),1",K') le triple des actions

4 gauche d'un monoide M'.

THEOREME I.1.3. L'isomorphisme canonique
DA (M XA)AM—M X(AXM)
définit une loi distributive Dy:M=M' et les D;-algébres sont les auto-

mates avec entrée et sortie (ou automates de Mealy).

PREUVE. Soit b-AXM—=M"XA une D;-algébre; on considére A nouveau
A comme ['ensemble des états d'une machine; si
byt AXM—=M' et by AXM—4A

sont les deux projections de &, on interpréte un élément m de M comme
un signal d'entrée agissant sur la machine A I'état x en la faisant passer
a I'état b,(x, m) et en produisant le signal de sortie b;(x,m). L'axiome
(A,) signifie alors que le signal d'entrée unité ! ne modifie pas l'état
de la machine et produit le signal de sortie I: b(x,1)=(1,x); si
(x,my;,my) € AXMXM, I'axiome (A,) signifie que le sigpal d'entrée
mymy agit sur la machine & l'écat x en la faisant passer & l'état
bylx,mymy)=by(by(x,m;), my) et en produisant le signal de sortie
2 1™2 2162 1 2 P g

bl(x,ml mz):bl(x,mI)bI(bz(x,ml), 7722)

Il s'agit bien 1a d'un automate avec entrée et sortie, b; et b, étant les

fonctions d'entrée et de transition. V

De fagon analogue & 1'exemple 3 (ii), I'application
DyA:MXPA—=P(MXA)(m', X)—>{(m",x) | xeX}

définit une loi distributive D, M’ =P, de sorte que, si l'on se réfere a

06.c, Po(M X(-)) est 'endofoncreur du triple P®D§M’ composé des
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10 E. BURRONI

triples M’ et P.

THEOREME I.1.4, L'application

D4A;§’(M'><A)><M——-—?(M'x(AxM));
(X, m)F>={(m" (x,m)) | (m*,x)eX}

définit  wune loi distributive D, M=Pgp, M et les D, -algébres
2

b:AXM=P (M XA) sont les automates de Mealy non déterministiques.

6° Enfin, mentionnons le fait que, si T est un triple sur &na,
la donnée de n T-algébres, sans aucun lien entre elles sinon qu'elles
sont sur un méme ensemble A, est équivalente & la donnée d'une D,-
algébre sur 4, on D5 :T=T' est la loi distributive définie par I'appli-
cation

DsA=<py, ..., p,>: T(A") —=(TA}"

(si p;: A"~ A estla j¢me projection), T' étant le wiple ((-)",(-)%,(-) 8)
ot 7 tml et 7 n° sont les applications finale et diagonale. Si
by :TA—~A, .., b,:TA>A sont n T-algebres, <by,...,b,>:TA—A"
est une D;-algébre, et inversement, si b: TA—A" est une D, -algébre,

'application p,ob:TA—A est une T-algébre pour tout i < 7.

Si D:T—T' est une loi distributive sur &, nous définissons
dans un premier temps une catégorie de D-algebres notée @F‘JJD dont

les objets sont les D-algébres et les morphismes les
f(AI B bl) ”_—*(A2. 172),

oi f:A;—A, est un morphisme de & tel que T'feb;=b,0Tf,

On met en évidence les foncteurs UD, Dp ec LP suivants:
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ALGEBRES NON DETERMINISTIQUES ET D-CATEGORIES 11

- Le foncteur UP: G-ﬂg] D—& est le foncteur d'oubli qui 4 la D-alge-
*bre (A, L) associe l'objet A .
~ Le foncteur PF: @&;T—‘&ﬂgl D associe & la T-algébre (A4,5) la
D-algébre (A,I"Aob). On définit donc un foncteur FD.'5H@91 D,
égal au composé PFo FT, qui a I'objet A associe la D -algébre
(TA,'TA-KA).
UP et PF laissent invariants les morphismes, alors que FP transforme
le morphisme [ de & en TY.
~ Le foncteur LD: @fg_ID‘*@fg:i:' associe 4 la D-algébre (A, &)
la ?’-algébre formée du couple ((T'A K'AoT'hoDA} (T'A K'A))
(voir la propesition 1.1.1). Ceci, par projection, définit un foncteur
PU: @y, D—> Gy T (A, b)—>(T"A, K'Ac T hoDA).
De plus, LP et PU transforment le morphisme [ de @E‘HD en T'f.
On a évidemment les égalités LPDo DF:F’-Fl et PF o FT=FPD
(par définition de FP 1),

On peut maintenant donner une premiére version catégorique de la

proposition I.1.1:

PROPOSITION 1.1.2. @Eﬁz D s'identifie & la sous-catégorie de @Eg'f' dé-
finie par le produit fibré qui suit (Q2 est défini dans 0.6.d):

D
L ~
vP l 2,
& -, T
FT' #

On n'a malheureusement pas les adjonctions FP—UP o
PF— Py (bien que Puo DF::F', LD grest pas un foncteur de com-
paraison sémantique). Ceci s'explique par le fait que les morphismes de
(g, D sont trop stricts. La catégorie @EgzD définie dans 1.3 possédera
ces propriétés.

On considérera le probléme des limites dans 1.4 pour les T-alge-

bres non déterministiques.
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12 E. BURRONI

1.2 Composition des D -algébres.

DEFINITION L2.1. 8i D:T=T' et D':T'=T"” sont deux lois distri-
butives sur 6, on dira qu'elles sont D"-compatibles s'il existe une loi
distributive D" :T—~T" telle que le diagramme (D) qui syit commute:

DoT" T'oD"
ToT'oT"—————»T'"0oToT" ——————»T'0T"oT

Top* (D) Do

ToT"eo['"————»T" 0T 07" ———T " T'oT
DI'DT' T"OD

Cela équivaut & dire que
(T,(T",D"), 1", K"} 5 ((1',D),D") < ((T',D),D'")o((T',D),D")
est une monade dans une 2-catégorie de lois distributives, en l'occurence
dans m—:n 3‘: (voir 0.6.b): en effet, le fait que (T,(T",D"),I", K"} et
(T, (T',D),I',K') soient des monades dans i ee(T",(T'.D'), ", K*)
une monade dans Jn signifie que D":T—=T", D:T-T' et D":T'~T"
sont des lois distributives, et le fait que
DT ,D)e(T",D")—>(T" D”)o(T' D)

soit un 2-morphisme de i (de sorte que ({(T',D)},D"):D*=D" soit un
morphisme de ?ﬂ—; i) donne I'axiome (D) qui précéde.

On suppose dans toute la suite que l'on a trois lois distributives

D:T-T', DT —=T", D":T—~T”

sur &, les deux premiéres étant D" -compatibles (excepté dans le corol-

laire 1.2.1 et les exemples qui le suivent).

THEOREME 1.2.1. Si b:TA~T'A est une D-algébre et b': T"A-T"A
une D’'-algébre qui sont (D,D’,D”").compatibles (en ce sens que le

- ~
diagramme (A) qui suit commute:

DA T'b
TT'A— e T'TA——— e T' TT A4~ Ty
T’ (X) T'T" A
‘A
AL Y L P — T y,
DllA T"b
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b
alors TA ——>T'A ——»T" 4 o5t une D"-algébre.

On dit que (A, b o b) est la D"-composée de (A, b) et (A, b’)
¢tonlanote (A, 0')R(A,b) (La preuve est triviale),
REMARQUE. Si (A,b) est une D-algébre et (A, b') une D’-algébre
qui sont (D, D’,D")-compatibles, alors la D’-algébre b':T'A-T"A4
définit un morphisme de T-algébres

8" PU(A b) —>DP"yr A, brop)

(voir a la fin de 1.1 la définition des foncteurs PU . (iﬂg] D>y T e
Dy, @EGI D"~y T ) il suffir pour s'en convaincre de considérer le
diagramme externe suivant dont la commutativité est due 3 celle des deux
diagrammes qui lui sont internes:
DA T'h K'A
TT'"A———T'T4 T T'TA —— L T'A
T'bl
(%] ]
T’ (A) T'T" A (A,) b
D'A
TT"A~—>T"TA —— o Tn T'A——-T"T"A e T"A
bra T Ty K"A
EXEMPLE. On peut composer les automates de Mealy & condition de fajre
apparaitre 1'isomorphisme entre le triple des actions & gauche et le triple

des actions A droite du monofde M’ si
bAXM —-M"xA et BT AXM —M"x A

sont deux automates de Mealy (les lois distributives en question véri-

fiant 'axiome (D)), alors ['application

b b
AXM T M X ANAXM ——m M A

€St un automate de Mealy si les automates (A, b) er (A.b"') vérifient

I"axjome (K), c'est-d-dire si I'on a les égalités:
bi(x,m')=by(by(x,m),m"),
byl b5(x, m'), m)=by(by(x, m), m'),

bp(by(x,m ), m)=b,(x,m),
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o (m',x,m)eM" XAXM et ou b;, b; d'une part, b,, b, d'autrepart,
sont les premi2res et deuxiémes projections de b et b'. Toutefois, je ne
sais guére comment interpréter la compatibilité écrite ci-dessus. De plus,
il semble que cette composition n'ait rien & voir avec la composition con-
nue des automates de Mealy: si b: AXM=M' XA et b’ A" XM =M"x A’
sont deux automates de Mealy (sans aucune relation de compatibilité),
on a coutume d'appeler composé de (A,b)] et (A', b’} [|'automate

AXA'"XM-M"xAXA":

(x, %", m)b—2(bY (" by (x,m)), by(x,m), bh(x", by(x,m))).

COROLLAIRE 1.2.1. Soit D:T—T' une loi distributive sur &. Soient

de plus b:TA-T'A une D-algébre et b':T"A—>A une T'-algébre D-
R b '

compatibles: be Tb " =T'b'oT'boDA; alors TA—>T'A —>A est

une T-algébre.

PREUVE. Il est trivial de vérifier que D et 5,1 (voir le premier exemple
de D-algébres dans 1.1) sont 11-compatibles et que 1'égalité bo T’ =
=T'VoT'boDA signifie que (A,b) et (A,b') sont (D, 1, £1)-com-
patibles ( 1'axiome (A) est vrai); donc la T-algébre (A, 5" ob) est leur
11-composée( A, b')R(A, b). V

REMARQUES. 1° Le corollaire 1.2.1 signifie que (A, 5')®(-) est un opé-
rateur qui permet d'associer une T-algébre en A & toute D-algabre en
A qui est D-compatible avec la T’-algébre (A, "),

22 Comme dans la remarque du théoréme 1.2.1, si (A, %) est une
D.algébre et (A, 5') une T'-algébre D-compatibles, alors la T'-algébre
b':T'A~ A définit un morphisme de T -algébres b':PU(A, b)=(A,b' o b):
on a l'égalité b'oboTh'=p'0K'AoT'boDA qui signifie (en utilisant
I'axiome d'associativité de la T’-algdbre (A, b')) que l'on a 1'égalité
b oboTb' =b' oT*(b'ob)oDA, e b :T (A b ob)=(A b ob)
est un morphisme de T-algébres, oil T' est le relévement sur QT de
T', rappelé dans 0.6.c. Donc la T-algébre (A, b'0b) et la T’-algébre
(A, b') sont D-compatibles au sens de 0.6.d .
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EXEMPLE. Supposons que T’ soit le tiple P des parties sur &na | que
D:T—P soit une loi distributive sur &na, et que A soit muni d'une
structure de treillis complet (l'opération sup 4 ‘PA~A est donc une
P-algébre et l'ordrede A est donné par: x<y ssi supy{x,y}=y ),
alors cette structure sur A permet d'associer, A toute T -algébre non
déterministique D -compatible avec sups , une T-algebre elle aussi D-com-
patible avec supy . ,

Ainsi, si T=N est le triple des monoides (dope D= D, , défini
dans le théoréme 1.1.1) et si b:-NA-PA €st un monoide non détermi-

nistique compatible avec sup 4 (et donc avec l'ordre de A):
b(supXI .. SUD Xn J=A sup 4 b(xz xn) | x; EX:‘}’
ot X, .. X, €N Pa » alors I'application

supy ob:NA-A; X7 % D—"supA b(xl...xn)

n
définit une structure de monoide sur 4 elle aussi compatible avec sup 4
sup, X; 0., osup o X, =sup, {x1 oL ox, ' x; €X, },
ot le symbole © désigne la loi de composition du monoide (A, sup, ob).
De méme, si T=M est le triple des actions a droite d'un monofde
M (donc D=D,, défini dans le théordme L.12) et si b AXM~P A est

un automate non déterministique compatible avec sup ,
b(supAX,m)Z{supAb(x,m)fx(—:X}, oll (X,m‘)E?AXM,
alors I'application
b=supy ob: AXM—A:(x, m)—=sup, b(x,m)
€st un automate (déterministique) lui aussi compatible avec sup , -
Z(supr,m):supA {b(x,m)| xeX },

Considérons le second cas particulier du théoréme 1.2.1 on la
D-algebre est triviale, c'est-a-dire qu'elle s'écrit sous la forme
TA —-D-A LbT "A, ol (A, b) estune T-algbre; (A, b')®(A,I'A ob)

est alors la D"-algebre triviale (A,I"Aab). De plus, dans ce cas la
D'-algébre ' T'A—>T"A définit un  morphisme de T-algéhres
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16 E. BURRONI

BT (A, 5)=T"(A,b): on a I'égalité T"boD"AoTb'=h'oT'boD A
(en notant T' et T” les relevements sur (Mg T rappelés dans 0.6.c ).
En d'autres termes, la D’-algébre b':T'A—T"A définit une
D'-algébre b':T'(A,6)~T"(A,b), od D':T'~T" est un relévement
de la loi distributive D’: T"=T" sur (g T: pour toute T-algébre (A4, b),
le morphisme de T -algébres
D'(A,b):T'T"(A, b) —>T"T"(A,b)
est défini par le morphisme D'A:T'T"A—~T"T'A dans &.

Plus généralement, on a le résultat suivant:

THEOREME 1.2.2. Il y a équivalence entre la donnée de trois lois distri-
butives sur &: D:T-T', D':T'>T", D":T~T" telles que les deux
premiéres soient D"-compatibles, et la donnée d'une loi distributive
D’ :i:'—’f'i:" sur Mg T qui soit un relévement de D':T'~T". De plus,
une B'-algébre est la donnée d'une T-algébre (A,b) et d'une D'-al-
gébre (A,b') telles que T"boD"AoTb' =b'oT'boDA (c'est ce

qu'on appellera 1'axiome (A)).

PREUVE. On utilise l'axjome (D) pour exprimer la naturalité de
~

~N o~ ~ ~
D*:T'oT"—=T" oT' obtenue par la commutativité du diagramme externe
qui suit (b: TA—A étant une T-algebre):
L] L ”A L] ”
TT'"T"A———>T'TT"A—————>T'T"TA —————T'T"A

TD'A (D) D'TA (NDY) D'A

TT"T'A ———T"TT'A —— T"T'TA

T"T'A
D"T'A T"DA T*T'b

~o ~ ~o
Inversement si D' T'—T"” reléve D':T'=T” sur @l4T . on utilise le
g1,

fait que
DA=T'KAoTT'IA et D "A=T"KAoTT"IA

(voir 0.6.c ) pour obtenir I"axiome (D). V

Si, comme on 1'a vu, la D" -algébre composée (A, 5" )R(A,I'"Aob),

associée a la D'-algébre &': T'(A,b)=T"(A, b), est triviale (et égale

%8%
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4 (A, I"Aob)), 'opérateur (A, b')®(-) se comportant comme une iden-

tité sur les T-algébres, on a cependant le résultat suivant:

THEOREME 1.2.3. 8¢ ["on est toujours dans les bypothéses suivant la
définition 1.2.1, la loi distributive D":T—T" se prolonge en une loi
distributive B":T'@D T-T" sur & et, si b: TA—A est une T -algébre
et B':T'A=T"A une D'-algébre définissant une D'-algébre (1'axiome
(A) du théoréme 1.2,2 est vérifi€), alors T'TA —LT'A 'i"'T"A est
une B"-algébre que l'on notera encore (A, b')®(A,b) et que l'on ap-

pellera la D”-composée de (A, b) et (A, b*),

PREUVE. La transformation naturelle D" :T'oToeT"=T"oT'oT est
définie par le composé

TtoD" D'oT
T*oToT"——»T'oT"o [ ———»=T"0T'cT,

~

Montrons que 'axiome (D4) des lois distributives est vrai pour D" : c'est
le seul qui ne soit pas trivial. On rappelle pour cela que la multiplication

du tiple composé T'®p T est donnée par

= T*oDoT T'oT'oK KtoeT
K=T'eToT'oT——[‘c " oT o T——>T'0T o T—>T'oT.

On a en utilisant la convention 0.7:
Do (KoT*) =
= [(D'oT).(T oD")]. [(K* T oT")(T* 0T K oT*).(T* Do ToT*)]
(NK')  =(D"oT).fK'oT* oT),(I"cT  eD*),(T" 0T’ oK o'T®),(T 6D oT oT*)
(D4)' = [T%oK'oT) (D' o' o T).(T* oD* =T} ]
(T eT oD* (T  oT oK oT") (T 0D 6T oT*)]
(D) = [(T"oK*oT).(D*oT*oT).(T* oD* oT).(T" oT* o T* oK)]
.[(T*eT* oD™oT),(T* oT* 0T oD®),(T* oD 0ToT?)]
(ND') = [(T"oK’oT),(D'oT" oT).(T' oT" o T*0K).(T' oD* 0T oT)]
(T eT* D" o T).(T* o T* 0T oD*),(T* oD oToT"))
(NP')y = [(T™oK"eT).(T"oT"oT* 0K).(D* o T*oToT),(T* D' 0T oT)]
(T T oD% oT),(T* o T 0T 0D"), (T oD o T oT")]
(ND ) = [(T"oK"oT)(T"oT oT* oK).(D* o T* 0T o T),(T* oD 0T oT)]
LTt eT op=oT ) (T" oD oT*aT),(T o ToT* oD")]
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(D) = [(T* oK' oT}.(T 0T  oT 0K}, (D*oT* 0 T6T).(T*0T* 6D oT)]
(T eD®oT o) (T* 0T oD 0T ).(T* o ToT o D")]
(ND') = [(T*oK'oT).(T"oT 0T ok )i(T"oT*oDoT).(D' 0T 0T aT))
(T oD*oT* oT) (T 0T oD o T) (T 0T o T*oD")]
= [T%o [(K*oT).(T'oT" oK).(T* oD oT)] ]
Llprery(rroD®) o1 om)]. [(T* 0TI (DY T).(T"oD*)] ]
= (T" oK), (B"or1oT)]. 11" 0T)0D"].
Il reste & montrer que, dans les hypothéses du théoréme, (A, %' o T'h)
est une D" -algébre. On rappelle que le composé 7= Ig L Tlel oy
est l'unité de T'®p T. Alors
(b'OT'b)O?A=b'o T'boT'TAo"A=b"0I"A=I"A
et
L'oTh o ;A =
=b'oT'boK'TAoT'T'KAoT'DTA
(NK"Y =b'oK'AoT'T'hoT'T"KAoT'DTA

(A) =K "AoT"b o D' AoT'b' o T' T bo T"T'KAo T*DTA
(A2) K" AoT"b o D' AT b o T'T" 4o T' T"Tho T'DTA
(ND) =K "AoT b oD AcT'b oT' T'boT'DAcT' TT b
(A)  =SK"AoT"b oD'AoT'T"boT'D"AoT'TH oT'TT"h

(ND') =K"AoT"b' oT"T'boD'TAoT'D"AoT'Th o T'TT'h
=K"A o T"(b" oT' b)oD"AeT' T(b o T'h) .V

REMARQUES. 1l° Dans le cas particulier ol D'=T,1 (donc D":T! et
'

D" =+ ®DT1 ), le théoréme 1.2.3 signifie que, si (A, b') est une T'-alge-
bre, I'opérateur (A, b")@(-) permet de prolonger toute T-algébre (A, b),
D -compatible avec (A,%') au sens de 0.6.d, en la T'®p T-algébre
{ A, b’ oT'b) introduite par BECK, que nous avons notéeici (A, b')®(A, b)

et que nous avons appelée la T'®, T-composée de (A, b) et (A, b’).

2° Sans doute le résultat précédent se prolonge-t-il aux D -algébres:
si. {A,b) est une D-algdbre et (A, ') une D'-algébre (D,D’,D")-

compatibles, on peut prolonger leur D" -composée
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(A, b'ob)=(A,b)R(A, &)

o ~
en une D"-algdbre (A, 8" 0o K’AoT"'b), appelée leur D"-composée et

notée encore (A, b* )&{ A, b).Nous n'en donnerons pas la démonstration!

1.3. Interprétation et propriétés des D -algebres,

7 est un T'-morphisme signifiera que r:A;—~A, est un morphisme
de XCT', c'est-a-dire que 7 A; = T'A, est un morphisme de & ou &-mor
phisme. Si f est un &-morphisme, on écrira encore { son image I'A,of

dans KET' par le plongement T.F-'gQKETPv

PROPOSITION 1.3.1. §i D:T=T est une loi distributive sur &, le triple
T=(T,I,K) se prolonge en un triple T=(T.7T, K) sur KET', oz I'endo-
foncteur T KT -KeT" associe au T'-morphisme r:A; A5 le T'-mor-
phisme Tr: TA,»TA, défini parle & -morphisme

Tr DA
TA———TT'A, ——2—=T'T4,
{en particulier DA :?( Ipigld) ("F prolonge T signifie que le diagramme

L
suivant commute lorsqu'on y remplace la couple (V, V) par chacun des
Y] =] o
couples (T, T), (1,1} et (K,K):

s

v
KT ———KIT"

Tp T'g

(voir notatiens dans 0.5).)

(e ™)
PREUVE. Montrons d'abord que T est un foncteur:

- P’f( 1,)=1 Fa s'écrit TI\:(I'A):I' TA: c'est exactement l'axiome

(D).
- 8i rj:A; A, et 7,:A, Ay sont deux T'-morphismes compo-
sables,
o o
(OS) T(72071)=T(K'A3 OT'T2°7‘1)

'—'DA3 oTK'A; OTT"TZ °Trg
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(D,) =K'TA3oT'DA; o DT A3 0 T T ry0 Ty,
(ND) :KlTAsoTqu//’lsoT;TQoDAonrl
=K' TA; 0T (Try) 0Ty,
o ~
:szoTTI

~

T est donc bien un foncteur; il prolonge évidemment T,
Pour tout objet A de &, posons A=A et KA=KA,

o ~r

T.‘IKQT.—'? el K,':I‘:O?**T

sont des transformations naturelles, car, si r:A;~A, est un T'-mor-

phisme:
"FrOFI\‘AI =DAj,e0TrolA,
(ND =DA,oIT'A 07
D) =T'1A 01
v
—_-IAZOr: i AZOT.
TroKA;=DAyoTroKA4,
(NK) =DAy o KT AyoTTy
@y =T'KAyoDTA,oTDA,0TTr

=T'KA,oDTA,oT(Tr)
o
=T'KA,oTTr
=KA20:I\")?r=PKvA2OF7:’F7\:r.
Le fait que |KET'|=|&| et que pour tout objer A, '”.FA:TA, TA=14
I

A
et KA=KA implique immédiatement que (T, 1, K) est un triple sur

Xer. 9

PROPOSITION 1.3.2. Inversement, soient T et T' deux triples sur &
tels que T se prolonge en un triple T sur KeT'. Considérons le & -mor-
phisme IT'A" T'A*T;A,‘ il définit un T’ -morphisme T'A—A, noté encore
lres. Posons DA:}J(IT'A). C'est un T'-morphisme: TT'A~TA
(i.e. un é-morphiSme TT'A-T'TAY). Alors D:T oT'—»T'o T est

une transformation naturelle qui définit une loi distributive D:T—T'.

PREUVE. Tout revient & montrer que, pour tout T’-morphisme r: A4, — A4 ,
que, P 1 2

N
ona Tr=DA,oTr, ce qui est trivial car
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~ ~ ~ ~ [a )
TT:T(IT'AQ OT):T( ITlAzor)zT(IT'A;))OTr:DAZ oTr

{on a utilisé le fait que T estun foncteur, et qu'il prolonge T).
En effer, & 'aide de I'égalité Tr=DA, o Tr, on déduit que I'éga-
o
lik T(1,)=1p, n'est autre que l'axiome (D ): DATI'A=ITA
o La™d o
De plus, si dans 1'égalité T(r,Qr; J=Tr,OTry on pose:
—d'une part r; =1lyugey €t r5= Loy, on obtient
Y (] N
T(IT'AOIT'T'A):T(IT'A)OT(IT'T'A‘]
c'est-d-dire DAoTK'A=DAQDT'A et donc "axiome (D, ):
DATK'A=K'AoT'DA-DT'A,
~ d'autre part r; = IT'AZ et r,=[:AyA; un & -morphisme, on
obtient
~ ~ v ' [aY] e
T(fOIT'A2):T/OT(IT'A2) C'est-:‘a—dire TT'f=T/ODA2
et donc la naturalité de D:T oT" =T o T :
DA oTT'f=T'TfoDA,.
Enfin, comme on 1'a vu dans la preuve de la proposition [.2,1, 1'égalijté

(vl
Tr=DA,°Tr nous permet de transcrire dans & les naturalités de 1 et

K par les égalités:
(1) DAy,oTrolA =T lA 0r,
(2) DAoTroKA;=T'KA,oDTA,eTDA,oTTr,

lorsque r:A; —A,.est un T -morphisme. Il nous suffira donc, pour obtenir
les axiomes (D3) et (D4 ), de poset ":IT'A dans (1) et (2) (d'ol
AI =T'A €t A2=A) v

CONCLUSION. L'existence d'une loi distributive D:T=T' est équiva-

lente au fait que le triple T se prolonge en un triple T sur Ker'.

(On peut donc rajouter 4 ['équivalence de BECK rappelée dans 0.6.c:

(iv) T se prolonge en un triple :l\: sur ]{ET'.)

Reste 2 voir ce qu'est une T-algebre (lorsque T est le prolon-

gement de T sur KET’ défini par une loi distributive D: T—T*):
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THEOREME 1.3.1, Une T -algébre n'est autre gu'une D-algébre (Voir

notre définition d'une D -algébre dans [bu 1]}
PREUVE. Ceci est dii au fait que les égalités

bolA=1["A et boKA=K'AoT'boDAoT}h
sont les wanscriprions dans & des égalités

b0TA=1, e b0KA=b0Tb  dans KTV

Ceci nous conduit & définir une deuxidme catégorie de D -algébres,
notée &2920 et égale d (Mg T (BECK avait aussi @fg(T'@DT)Z‘@fg’f'):
ses objets sont les D-algébres et ses morphismes sont les

T-'(AI- bI)_'(A2, 62),
ol r:A; <A, est un T'-morphisme tel que rObI:b2O?r (i.e. tel que
le 5-morphisme r:Ay 2T A, vérifie l'égalité
K'AyoT roby=K'Ay0T by oDA,0Tr),
On a évidemment I'inclusion @H‘H Dc @ggD. De plus, @Bg.j D

est défini par le produit fibré qui suit, ot les deux foncteurs horizontaux

sont des identités sur les objets:

DF vl
&Eg,IDC afg,T:@E92D
T
6(1___7:___*.K2T'
F‘

~ . ~
(On a évidemment 1'égalité FT o T F=Pp o FD

Enfin, on a le caré de couples d'adjoints suivant

= D
e 92
U
FT) juT ETl [uT
) Ty o
— - xer
Ty

~~ ~

DY . D D},
ob PF=FF o °F (voir la fin de L.1) et o PU prolonge PU & @D,
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- le couple vertical de droite prolongeant & KET’ le couple vertical
de gauche (T prolonge T a2 KCT'):
~~ ~ . R ~ ~o
ProFT=FToTF e TFouT=UToPF,
— le couple horizontal du haut relevant sur @EgT le couple horizontal
du bas:

N N ~ ~ fa ) ,
UTODUZTUOUT et UTODF:TFOUT

(on peut maintenant dire que (TA,I'TAoKA) est la D-algébre libre
associée 2 A€ |&]).

Le couple de foncteurs défini dans 1.1 pour @891 D:

D
B
i | = (g, D
U
se prolonge en un couple d'adjoints
g 1
OF
A, T @tg,D
o~
Py

~ ~
qui induit sur @L}T le triple T'. Le foncteur Dy nrest pas triplable:

le foncteur de comparaison sémantique L,.\6 @JZQZD—*&&(;T' (qui prolonge
LP a &2920) n'est pas un isomorphisme. Mais on a la deuxiéme version

catégorique qui suitde la proposition I.1.1:

N . ~
PROPOSITION 1.3.3. @92D s'identifie @ la sous-catégorie de (lgT’

définie par le produit [ibré qui suit:
)
@‘KSZD:&Z‘JT(_ %&BQT':@QT'®DT

UTl le

KET' C______»@L;T'

L

l.4. Comparaison avec les T -algebres relationnelles.

Dorénavant tous les triples considérés seront des triples sur Ena.,
. . . . PP . g T ]
catégorie des applications associée & un univers | Gna|, et sera le

triple P =(®,1I',K') des parties défini pour les exemples 3 de I.1. Comme

E2 2]
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KeP est la catégorie des relations, on la notera Rel (une relation r est
un P-morphisme; on désignera par r'r son graphe).
Soit T=(T,I,K) un triple sur &na; on sait [Ba] qu'il se pro-
longe en un pseudo-triple :FZ(?, 7, ?(J) sur Rel:
- r’;:r est par définition la relation engendrée par l'application Tr:
son graphe I_"7‘:r est I'image de TI_'r dans TA; XTA, (si rAmA,
est une relation). ;M—'M prolonge évidemment T, c'est un pseudo-

foncteur: bien que 1'on ait 1'égalijté
(1) T(1)=1p,,
on a seulement 1'inclusion

(2) T(ryor;)C Trzorfrl.

-1 IRJ—"% et K:ToT—T sont définis par Ta=14 et KA=KA

pour tout ensemble A . Ce sont des transformations pseudo-naturelles:
~ ~ ~
(3) 14,0rCTrOlA4,,
(4) KA,OTTrCTrOKA4,.

DEFINITION L4.1. On dira que T est un triple linéaire, si T est un
triple sur &na tel que son prolongement :F a Ref soit un triple, c'est-a-dire
que r’IY est un foncteur, T et rl\<J sont des transformations naturelles.

(Un triple linéaire T est donc caractérisé par le fait qu'il existe
une loi distributive D:T—P: elle est définie par DA=T( €4) si €y
est la relation d'appartenance 19, (voir proposition 1.3.2); c'est celle-ci

que l'on considérera dans la définition 1.4.2.)

DEFINITION [.4.2. Si T est un triple linéaire, on dira que le couple
(A, b) est une T-pseudo-algébre non déterministique si b:TA—-F A

est une application telle que I'on ait les inclusions
(A,) 'ACbolA,
(X,) K'AoT'boDAOTHC boKA.

(Une T-algébre non déterministique est une T-pseudo-algdbre

non déterministique! )

K42
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THEOREME L4.1. S T est un triple linéaire, il y a équivalence entre la
donnée d'une T-algébre relationnelle de BARR [Ba] et celle d'une

T-pseudo-algébre non déterministique.

~
PREUVE. C'est trivial, car, si T est linéaire, alors Tb=DAoTbh;

~ o
les inclusions (A1 ) et (A2 ) s'écrivent donc:

I, Cb0lA,  bOTbChOKA.V

REMARQUES. 1° Le théoréme 1.4.1 peut s'exprimer ainsi: lorsque le triple
T est linéaire il y a équivalence entre les T-algebres non déterministiques
et les T-algébres relationnelles «strictes».

2° Le théoréme 1.4.1 est la «version-pseudo» du théoréme I.3.1.
On peut, de la méme fagon, donner une «version-pseudo» de la proposition

I.1.1 (tout ceci lorsque T est un triple linéaire).

EXEMPLES.

1o Les triples N et M des monoides et des actions d'un monoide
M (voir 1.1) sont des triples linéaires: les lois distributives D,:N-P
et D,:M—=P que l'on avait définies sont justement telles que D, A
et D, A soient les relations engendrées par Ne, et &, XM (e4 estla
relation d'appartenance 19, ). Les monoides non déterministiques et les
automates non déterministiques sont donc respectivement des monoides re-

lationnels stricts et des automates relationnels stricts.

20 Le triple Z=(Z,1,K) des groupes n'est pas linéaire. En effet,

considérons, pour tout ensemble A, la relation DA engendrée par Z &, .
€
Ainsi DA:ZPA-FZA associe au mot X;'..X " | iméductible dans

P A, I'ensemble des mots dans A de la forme

€ €

2 n
m1x1 m2x2 m3...m Xn mn+1

n Y

olt, pour tout 1=1,...,n, x; € X, et o, pour tout j=1,...,n+1,
e, e,
_ ];1 ].P,v
est un mot dans A vérifiant: pour tout k=1, e g il existe une partie
€, e,
Y., de 4 €Y 11 1 v ¥ dans
ik de avec y; p €Y, , et telle que le mot Y,y ... ip,
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P A soit réductible au mot vide (les indices supérieurs € prenant la valeur
t1 ou —1). DA ne définit pas une loi distributive, en particulier D A
ne vérifie pas 'axiome (D, ) (ce qui prouve, s'il en était besoin, que le
prolongement Z de Z & Ref nest pas un triple: l'opération X oY=

={xoy| x€X, yeY)} définit seulement une structure de monoide sur

PG lorsque G est un groupe).

30 Le triple U=(U, I, K) des ultrafiltres [ Ba ] n'est pas linéaire,
i.e. son prolongement U a Rel n'est pas un triple. Cependant, il semble
que U soit un triple pseudo-linéaire: la transformation pseudo-naturelle
LﬁSA définit une pseudo-loi distributive (les égalités étant remplacées
par des inclusions) de sorte que I'on peut présenter les topologies (i. e.
les compacts relationnels) comme des pseudo-compacts non déterministiques
pour cette pseudo-loi distributive. (ﬁ €4 associe 4 tout ultrafiltre @ sur
P A, 'ensemble des ultrafiltres plus fins que le filtre qS@ dont les élé-
ments sont les [J¢ :XLequ X lorsque ¢ parcourt ()

De plus, rien ne dit que 1'on ne puisse pas trouver pour les triples
T non linéaires une autre loi distributive D' (n'ayant rien & voir avec
~
T e,) qui permettrait de présenter les T-algébres relationnelles comme

des T-pseudo-algébres non déterministiques pour D’.

La terminologie adoptée pour les triples linéaires est due au fait
qu'il me semble (d'aprés les notes incomplétes que‘j'ai pu me procurer,
d'un cours de EILENBERG fait & Paris en 1968, résumé dans [Eil.Wr])
que les Théories linéaires d'"EILENBERG donnent des triples linéaires
(je ne pourrais rien dire de la réciproque), puisqu'elles sont construites
ad hoc pour que f'I\‘JSA définisse une loi distributive D:T—P. Donc,
si T est un triple sur &na défini par une Théorie linéaire, les T-algébres
relationnelles d'EILENBERG coincident avec les D-algébres. (A remarquer

que les morphismes choisis par EILENBERG sont ceux de @392 D)

Supposons dorénavant que T est un triple linéaire; en s'inspirant
des morphismes de T-algébres relationnelles choisis par BARR dans

[Ba], on peut définir une troisiéme catégorie de D-algébres: (g, D.

B4 %
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Ses objets sont toujours les D-algébres, et ses morphismes sont les
fi(Ay, b;)=(Ay,b,) tels que f:A; = A, soit une application vérifiant
Prob; CbyoTy (ou fOb; Cb,OT).

On a évidemment l'inclusion @&“DC&E%D; mais alors que (g, D

est une catégorie qui semble avoir peu de propriétés intéressantes, on

a le résultat suivant:

PROPOSITION 1.4.1. (Wg;D est complete.

PREUVE. Indiquons seulement que le produit dans @293 D des deux
—~
D-algebres (A}, b;) et (Ay, by) est la D-algébre (4, XAy, byXbyoc),
on c:T(A;XA,)=TA;X TA2\ est déterminé par p, °oc=Tp,, ’S\ijn
désigne par p,:A; X A,= A, la i®™* projection pour i=1,2, et ot by Xb,
est la relation engendrée par I'application by Xby: son graphe rbfl\x/bz
est I'image dans (TA; X TA,)X(4, XA,) de rbl Xer. On peut obtenir

TN
b; X by a 1'aide du composé suivant:

b Xb d
TAXTAy—1—2= P A xP4a,—>P(A,x4,),

ol d associe au couple (Xg, X5 ) le produit Xy xXX,. \Y

I.5. Rapport avec les grammaires.

Nous allons exprimer dans le cadre des D-algébres le résultat

suivant de la théorie des automates:

THEOREME L.5.1. Il y a équivalence entre la donnée d'un automate non
déterministique et celle d'une grammaire réguliére,
Pour cela on pose la définition suivante:

DEFINITION I.5.1. Une grammaire réguliére est la donnée d'un couple
(A, 8),00 §:AXZ—A est une relation.

L'ensemble P des productions de (A, §) s'identifie alors au
graphe I's: x—0yeP sigifie que yed(x,0) (si x,y€EA et 0 €2),

Comme le veut l'usage,
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*
mxm' = moym’ et a =g
signifieront d'une part que x—~oy€P et m, m' sont des mots dans
AUZ, et d'autre part que a et 3 appartiennent 2 N(AUZ) et qu'il
existe @y ,0,,...,a €N(A UZ) tels que
a= a,, a; = a,, a, = B.

ey

On peut alors prolonger & 4 AXM, si M=NZ3 est le monoide

libre associé & 2 :
8*¥: AXM—A est la relation définie par
*
{ §*(x, 0,0,...0,) ={yeA] x=>0,0,.0.y},
8*(x, e)={x}
si x€A,si 0;0,..0, €M et si € estle mot vide de M.

On montre que:
lo (A, 6*%) est une M-algébre relationnelle:
L'axiome (Xl ) résulte évidemment de 8*(x, €)={x }.

~
L'axiome (A, ) se traduit ici par l'inclusion:

ye¥(x, 91...0) 8*(y, pmppg...ph,) CO*(x, 01050 pp.pp, ) ;

on veut donc que y€8*(x, 0;..0,) et z€8*(y, py..pu ) im

plique z€ 0*(x, 0;0,...0, py... 1, ) . Orsi

sk *
x = 0.0,y et Y T My My 2
par définition, il existe x;,xy,....% 7. Y1/ Y2s s V=1 éléments de
A, tels que
x—0;x €P, x,m0o,x,€P, ., x, .10, yeP,
Yy 1y €EP, ceey ym_l—*,umzeP,

ce qui implique: x 2> Op e Oplbgeer U 2
20 (A, 8% ) est un automate non déterministique:
L'axiome (A, ) résulte de S*(x, e)={x}.

L'axiome (A, ) résulte de (Xz ) et de I'inclusion:

) &*(x, o;...0 ) 5% ( )
X, OpeOp hyoee fop CyES*(x' open ) Yo Mpeo My /s
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si z€8*(x, 0;...0, ... M) , existe-t-il un ye€ 8*(x, cp...0,)
tel que z€ % (y, pu,... M) ?

N o
Or x 010y K-+ fp 2 signifie qu'il existe x;,x,,..., X, -1, Y1
Y2+ o0 Yyy—1 €A tels que

x>0y x  €P, xy;20,x,e P, L, x,170, ¥ €P,

Y1 My ¥2€P, ceey ym_.l-*,umzeP;
donc y; est tel que

£ =
x 0—1"'0-11},1 et y1 /-LI.../.LmZ;
c'est donc 1'élément cherché pour (1).

Inversement, si (A, 8*) est un automate non déterministique,
la restriction 8:AXZ—A de la relation 8*:AXM—A définit une gram-
maire réguliére G vérifiant la condition suivante: si y€ 8% («, o100,
il existe x;,...,x,_; €A tels que

x€8(x,0;7), x,€8(x;,0,), .., YE 6(x,_;,0,.).
(On applique d'abord 1'inclusion:
@ b(x,mymy) C

yeb(x,ml) b(y,m2)

4 x et aux mots m;= O; , my= 0,...0, ; il en résulte I'existence
de x; €A tel que x; € 8(x,0;) et y€ 8%(xy,0,...0,); puis I'inclusion
% appliquée & x; et m;= o, , my= 03..0, nousdonnera x,, ...)

3 *
Ainsi, y€ 6(x,0,0,...0,) peut s'interpréter comme x ? 010,5...0,¥.

On a un résultat analogue pour les grammaires indépendantes du

contexte,

DEFINITION L5.2. Une grammaire indépendante du contexte est la donnée

d'un couple (A, 8), ot 8 :NA—A est une relation.

A nouveau, l'ensemble P des productions de (A4, 8 ) s'identifie
au graphe ['g: x—x;x,...x €P signifie que xe O(xpxy...x,); les
symboles: mxm' = mxyx,..x,m' et aé,ﬂ signifieront d'une
part que m et m'€NA et x—x;x,...x, €P, d'autre part qu'il existe

A7,%3,...,a, € NA tels que

YH7
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a=>ap, a;= a, wy a, =B (sia,BeNA).

THEOREME 1.5.2. Pour tout monoide non déterministique (A, b), il existe
une grammaire indépendante du contexte G=(A, §) dont les productions
sont de la forme x—m, od m est un mot dans A de longueur 1 ou 2 et
telle que x € b(x;x,...x, ) s'interpréte comme x 23 XpXg... %, .
PREUVE. On définit 6. NA—A comme étant la relation dont le graphe
["s est I'ensemble des (x ,x) et des (x;,x, ,x) qui sont dans l_'b:
les productions de G sont donc de la forme x—x et x—x;x,, o x€A
et x€b(xyxy). Alors, si x;xy...x, €NA, on applique I'inclusion
) boKACK AoPboDAOND

au chemin (x;x;)(x3)...(x,) dans NA:

b(x;xy...%,)C y7€blxgxg) b(y;x3...%,),

de sorte que x€b(x;x,...x ) implique l'existence d'un y; € b(x, x,5)
(y;2x;x,€P) tel que x€b(y;x3...x ). En appliquant 2 nouveau &)
au chemin (y;x3)(x;)...(x,) , on voit que x€ b(y;x3...x ) implique
I'existence d'un y, € b(y;x3) (y,y;%3€P) tel que x¢€ b(y2x4... xn).
En continuant de la méme fagon, on met en évidence,l'existence, pour tout
i=1,2,..,n=2,d'un y,€ A tel que y;~x;x,€P, que yz.—‘yi__lxl._l_IEP
pour i=2,...,n~3 et que x~y,_,%, €P. On peut donc affirmer que

£
X = Xy Xy X Y
G n

X8
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It. D-CATEGORIES.

11.1. Définition et exemples.

Nous allons définir une notion unificatrice: celle de D-catégories:
les D-algébres et les T-catégories [ Bu 1] (elles-mémes inspirées des
T -algébres relationnelles [ Ba]) en seront deux cas particuliers.

Dans tout ce qui suit, nous supposerons que D:T~T’' est une
loi distributive sur une catégorie & munie d'un choix canonique de pro-

duits fibrés finis.

DEFINITION IL.1.1. Une D-catégorie est un quintuplet ®=(A,a,b,i, k),

N

ou
(1) A est un objetde &,

(2) @=(a,b) estun span ( ou D-span) TA<€—7 ~bo 7' 4 dans &,
de sommet 77 et que l'on appellera le D-graphe sous-jacent & la D-caté-
rie,

(3) i:A—7 est l'unité de la D-catégorie et vérifie les égalités:

aci=IA et boi=I1"A,

(4) k:my =T 7 Xpoqq T' 17 est la loi de composition de la D-ca-
tégorie et vérifie les égalités:

aock=KAoTaou, et bok=K'AoT'bouv,,
ou le produit fibré 77, (ayant pour projections v, et v5) est celui des

morphismes:

Th DA T'a
Tqg ——TT'A —>T'TA et T'm —T'TA,

Ces données doivent en plus satisfaire les axiomes de neutralité et d'as-
sociativité suivants:
(5) koiy=1_, koiy=1_,

(6) koky=kok,,

od i;, iy, k; et k, sont les morphismes canoniques de &, que l'on

peut noter:

%%9
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TTm TT'Tm

T'T'b

TTd

TTTA "T'A

TKA T!KUA
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<Tioa,l'm>, <Ilm, T'iob>,
?

<Tk0y3,K'77°T'yéové>, <K770Tu2°U3,T'k0vé>

car ils sont dus au produit fibré T, et sont respectivement caractérisés

par les égalités (E):

vyoig=Tioa, vyoip=I'm,
vyoiy=Im, vhoi,=T'iob,
vyok;=Tkouy, v§0k1=K'7ToT'v5°v;,
u2°k2=K770Tv20v3, véOkZZT'kou;,

si v3 et v} sont les projections du produit fibré M3 =T Ty Xpeq, T',

des morphismes:

Tu'2 D T'v2
T772 —ETT't ———T'T7 et T'772 —zT'T.
Dans la suite, (Pz) et (Pa) désigneront les deux produits fibrés

de sommets 77, et 77, intervenant dans la définition d'une D -catégorie.
2 3 g
EXEMPLES.

lo Si T'=1g est le triple identique sur &, on a vu que l'on a
une loi distributive T] :T-& (définie par DA= ITA ) et qu'une T] -caté-
gorie est une T-catégorie [Bul] .

En particulier, si D est la loi distributive identique sur & (cas ou
T=T'=1g), on sait qu'une 1g-catégorie est une &-catégorie, c'est-a-dire

une catégorie dans &, dont a et b sont les morphismes source et but.

2° 8i (A,a,b,i,k) est une D-catégorie telle que le morphisme
<a, b>
canonique 77— > T AXT'A soit un monomorphisme, on dira que c'est

un D-préordre (on retrouve les &-préordres lorsque T=T'= 16): le pro-

duic TA<I-TAXT' A 220T" 4 (lorsqu'il existe) définit un D-préordre.
Plus généralement, le produit fibré d'une T-algébre (A,b) et d'une

T'-algébre (A,b’) D-compatibles (0.6.d) définit un D -span

a _ b
TA<~—— 7 ——T'4A,
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qui est le D-graphe sous-jacent A une D-catégorie dont l'unité et la
multiplication sont les morphismes canoniques (dis au produit fibré 77)
suivants:
<IA,I'A> et <KA°T21-01/2,K'A°T'170U5>.
On obtient un cas particulier intéressant de D -préordre lorsque le mor-
P P q

phisme a@:7 =T A est un monomorphisme: nous en avons étudié un exemple
dans la premiére partie: les D-algébres. En effet, dans ce cas, a=1

TA
et les égalités (3) et (4) de la définition II.1.1 impliquent que i=1A

et bolA=I"A ainsi que
E=KA et boKA=K'AoT'boDAoTb,
De plus,
i;=TIA, i,=ITA, k;=TKA et ky,=KTA
(voir les égalités (E)).

CatD désignera la catégorie dont les objets sont les D -catégories
et dont les morphismes, les D-foncteurs, sont les couples
(/./):@=(A,a,b,i,k) —=8®=(4,a,b,i,k)
d'un morphisme f:A—A et d'un morphisme f:7—=7 (o 7 et 7 sont
les sommets respectifs des D -catégories) vérifiant les égalités:
(i)T'fob=b of, (ii) Tfoa=a of,
(iii) iof=foi, (iv) ko f=fok,
si [ 7, —'_7—72 est le morphisme canonique (dd au produit fibré ;2) suivant:
< T?ovz,T'fové> .
REMARQUES. 1° Cat 11 est la catégorie Cat T des T-catégories [ Bu1].
20 Si ® et ® sont des D-préordres, si f:A—A et [T
sont des morphismes de & qui vérifient les égalités (i) et (ii), alors
(f.1):®~® estun D-foncteur. GudD désignera la catégorie des D -pré-

ordres.

3° Si B=(A,b) et ®B=(A,b) sont des D-algébres, et si
f:(A,b)=(A,b) est un morphisme de @ D, alors (f,Tf) estun
P 41
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D -foncteur, de sorte que l'on a les inclusions pleines:
@4, D c OndD c CatD.

On appellera encore UP les foncteurs d'oubli ©rdD—-& er CatD-&
qui prolongent le foncteur d'oubli uP. @91 D-& défini dans I.1.

Supposons, pour établir les deux propositions qui suivent, que

& admet des limites projectives finies.

PROPOSITION IL1.1. Les foncteurs d'oubli UP:X =& (pour X=0CnaD
et X=CatD) admettent un coadjoint:
] by
TA*——TAXT'A —>T'A
est le D-graphe sous-jacent i la D-catégorie (au D-préordre) colibre as-
socié @ A€|&|, son unité et sa multiplication sont les morphismes ca-
noniques <IA,I'A> et <KAoTp;ov,,K"AoT'py0uv}> . On l'appelle

la D-catégorie grossiére sur A.

PROPOSITION IL1.2. Si 'unité I' du triple T' est unetransformation
naturelle cartésienne (voir 0.2), alors les foncteurs d'oubli UD:%—’g
(pour X=0udD et X=CatD) admettent un adjoint: (A, 1A, I'A, IA, IA)
est la D-catégorie (le D-préordre, car I' cartésienne et & munie d'un objet
final impliquent que I'A est un monomorphisme pour tout A€ |&|) libre

associée @ A€ | gl que l'on appelle la D -catégorie discréte sur A.

PREUVE. Si l'on se référe 4 la définition I1.1.1, i=1, et k=1, vérifient
évidemment les égalités (3) et (4), I'hypothése que I’ soit cartésienne
assurant que A =7,, c'est-d-dire que le diagramme externe suivant est

un produit fibré (car le carré interne en est un):

A
/ \
TA T'A
I'TA

TI'A T'IA

T T'AT"'T'TA
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De plus, i;=i,=k;=k,=1,; on utilise pour le voir les égalités (E)

caractérisant ces différents morphismes. V

REMARQUES. 1° Contrairement aux triples 1g, N et M, P est un exem-
ple de triple dont 1'unité n'est pas cartésienne.

2¢ L'adjoint et le coadjoint des foncteurs d'oubli UP sont des

sections de UD .

Parallélement au résultat obtenu par Alberct BURRONI dans [ Bu 1]

on a la proposition suivante:

PROPOSITION I1.1.3. Les foncteurs d'oubli UP:X—§& (pour X =0raD
et fX:GuD) sont [ibrants.

PREUVE. Si ®=(A,a,b,i,k) est une D-catégorie (ou un D -préordre)
et si f:A"~A est un morphisme dans &, le D-graphe (a’, b') sous-
jacent & la D-catégorie (au D-préordre) /*(®) est obtenu par limite

projective du diagramme en traits pleins ci-dessous:

f
T e e e e e ~P-
7/ 77 AN m
a's '
T;' N b\ a 5
T'A" »T'A

T'f v

On renvoie le lecteur & II.2 pour la question des limites dans

CautD.

1.2, Extension aux morphismes de lois distributives.

Nous allons construire un foncteur GaxL:GaxD~Gax5, lorsque
L:D-D est un morphisme de lois distributives. Pour cela, si 1'on se
référe a4 0.6.b, on remarque que l'on a plusieurs fagons de définir un mor-

el
phisme de lois distributives, selon qu'il s'agit d'un morphisme de mmi,
— - —
de TonJx, de ManJx... Nous verrons qu'ils ne donnent pas lieu aux

mémes foncteurs CailL .
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On suppose dans tout ce qui suit que D: T = T' e« D: T - T
sont deux lois distributives, la premiére sur &, la seconde sur g, les ca-
tégories & et & étant toutes deux munies d'un choix canonique de pro-

duits fibrés finis.

A. L:D - D est un morphisme de mf;i
Autrement dit, L =((L,[),1"), ou:
- L:&-8 estun foncteur,
- (L,1):T=T et (L,I"): T =T sont deux morphismes de i qui

-—
rendent commutatif le diagramme (D) dans Cai:
LoT'oT<——-—l';T— T'oLoT <——T—'°—l— T'oToL
LoD ) TEOL
LoToT'«—— — ToLoT e ToT'oL
loT' Tol’

qui exprime que I': (T, D)o(L,I) =(L,1)o(T', D) est un 2-morphisme
de j'n.

-
PROPOSITION 11.2.1. On peut construire un foncteur Catl. rendant com-

mutatif le diagramme suivant, lorsque L respecte les produits fibrés de &:

CatD g

Catl l lL

CutD —-&
P

PREUVE. Soit ®=(A,a,b,i,k) une D-catégorie. On construit le D~
graphe sous-jacent & la D-catégorie CatL(®)=(LA,a,b,1i,k) en effec-

tuant la limite projective dans & du diagramme en traits pleins suivant

/77\
_ .
J 20N
M) A (P) N
RN VRN
Ln &

q P =~ N \\ 1
1- (P) (PY) \q\
// La Lb \\

— a\
TLAT»LTA LT'A<—T4——T'LA
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(elle est obtenue & !'aide des trois produits fibrés (P}, (P') et (—P;));
alors a = gop et b= q'OZJ-'.

L'unité i: LA =7 est le morphisme canonique (d{ au produit fibré
(5)) caractérisé par p_OZ_:j et p-'oz'_: i"y ot j:LA =7 e L A-my
sont eux-mémes les morphismes canoniques (diis respectivement 3 (P) et
(P')) caractérisés par les égalités goj =IL A et poj = Li d'une part,
q'oj’ = I'LA et p'ej’ = Li d'autre part.

La multiplication & : 7—72 -7 est le morphisme canonique (d& 4 (P))
caractérisé par ;o};: g et plok = g, ol g 7—72 —; et g —7;2 -~ 7Y
sont eux-mémes les morphismes canoniques (dis &8 (P) et (P')) carac-
térisés par les égalités

gog=KLAoTqoTpou, e pog=Lhob
d'une part,
g'og' =K'L A o—'I:'q'OF'p_'o—v—'z et p'og' =Lkoh
d'autre part, ot h: ;2 ~L 7, est le morphisme canonique (ddi au produit
fibré L (P2)) caractérisé par:
Lvy,obh =170 ?p'°7[7'0;2 et Lv,oh= I'moT'p 07';0;}
Justifions par exemple l'existence de b, si L( P, ) désigne le produit fi-

bré dans & dont chacun des morphismes qui le constitue est LDAoLTh,

Lv,, LT a, L) :

LDAoLTbo(lmoTp'oTp ouv,)=

(NI) =LDACIT'AeTLboTp'oTp ou,

(P") SLDACIT'AeoTI'AoTq'oTp o,
=LDACIT'AoTI'AoTh ou,

(D) =I'TAeT' IAoDLASTE o5,

(P,) =IUTAT' AT d o)
=I'TAoT'IAoT g oT'p o}

(P) =I'TAoT' LaoT' poT'p o)

(NI") =LT'ao(I'meT poT'p ov}).

Il est trivial de vérifier, grace aux égalités caractérisant les divers mor-

phismes introduits, que 7 et & vérifient les égalités (3) et (4) et les axio-
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mes (5) et (6) de la définition II.1.1. Vv

REMARQUE. Le foncteur Catl respecte les préordres: Si ® est un D-pré-
ordre, alors CatL(®) est un D-préordre. Il n'en est pas de méme pour les

algebres: si ® est une D-algébre, CatL(®) est seulement un D-préordre.

COROLLAIRE IL2.1. Soit D: T =T' une loi distributive sur une catégo-~
rie & munie d'un choix canonique de produits fibrés finis. Supposons de
plus que & est compléte; alors il en est de méme des catégories OxdD et

CatD, et les foncteurs figurant dans la suite
OdD —> CatD — &

commutent avec les limites projectives.

PREUVE. Soit C une petite catégorie et considérons la loi distributive

D:T-T sur &;e induite par D: si F: C =& estun foncteur, on a:
T(F)=ToF, I(F)=10oF, K(F)=KoF,
T'(F)=T'oF, I'(F)=1'oF, K'(F)=K'oF,
D(F)=DoF:ToT o F—=T'oToF.

Une B-catégorie n'est autre que la donnée d'un foncteur ¢ : C— CatD ,

que !'on notera (Ac'“c’bc'ic’kc)cd@i'

Si Lim: g@ =& désigne le foncteur C-limite projective et si ! et

" sont les transformations naturelles

ToLim = LimeT et T'oLim—LimoT’
(définies ponctuellement 2 1'aide des morphismes canoniques), alors

(Lim,1): T==T et (Lim,I'): T' =T

b>nd -
sont deux morphismes de Jx qui vérifient 1'axiome (D), de sorte que
- -

Lim = ((LJZ”' 1),1') est un morphisme de ManJ~. Comme Lim respecte
les produits fibrés de 66, on utilise la proposition II.2.1: on a donc un
foncteur @Lj_m: CatD - CatD qui, 2 la D -catégorie

: e
(Ac,a ,bc,zc,k )célel dans &

c c
associe la D-catégorie sur LimA_ dont le D-graphe sous-j.acent (a,b)
- c

est obtenu par limite projective du diagramme en traits pleins suivant:
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- 77\\
7~ ~
// \\
a// \\b
P
- Limr RN
// - c \\
e . ~
s ima_ L‘z_mbc \\
TLimA ——LimTA LimT'A <«———T'LimA
- c 1A -— c -— c erC - c v
c

B. L:D~D estun morphisme de m-:nf:
Autrement dit, L =((L, '), 1), ot
- L:&-& estun foncteur,
- (L,1):T~T et (L,I'): T =T sont deux morphismes de Te qui

—
rendent commutatif le diagramme (D) dans Caf:

LoT'o Tv—l—’—o—be'oL oT _MT'OFOL
— —_
LoD (D) TD oL
LoToT'———ToLoT ———»ToT'oL
loT’ Tol
qui exprime que [:(L,I')o(T,D)=(T,D)o(L,I') est un 2 -morphis-
me de Jx.
DEFINITION I1.2.1. On dira que L =((L,1'),1): D =D est un morphisme
de lois distributives cartésien dans WanJx si:
1o L:&§-& respecte les produits fibrés de &,
22 I;LoT~ToL et I':'LoT"~T'oL sont des transformations
naturelles cartésiennes (0.2),
3° Le diagramme (D) est un produit fibré,

(1 et 2 signifient que (L,!) et (L,I') sont des morphismes de triples

- . T
cartésiens dans Ja.)

~—
PROPOSITION I1.2.2, On peut construire un foncteur CatL rendant com-

mutatif le diagramme suivant, lorsque L:D =D est un morphisme de lois

. 0 . Ve . = =
distributives cartésien dans Man S :
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CatD —LU> ¢
Catl lL

CatD —s &

PREUVE. Si ®=(A,a,b,i,k) est une D-catégorie, 1a construction de

— —
la D-catégorie CatL(®) est immédiate: elle est égale a
(LA, lIAoLa, I'"AoLb, Li, Lk):

L
La Lb

TLA<LtA [ T4 LA —LPA T4

Le fait que L soit un morphisme cartésien est utilisé pour pouvoir affir-
mer que le diagramme extérieur (P, ) ci-dessous est un produit fibré (cha-

cun des diagrammes internes en étant un), de sorte que

772=L772, ;2-217701.112 et ;§=I'W0Lvé.

772=L 0

N

e N
RN

LTT'A LAy | 7rTA T'L7r
\{A
—_ . T'La
TLT A (D) T'LTA
TI'A ol
A/T’IA
TT'LA :—*?'?LA V
DLA

REMARQUES. 1° Si (A, b) est une D-algébre, C’:{L(A, b) est la D-ca-
tégorie (LA, lA,I'AoLb, LIA,LKA).

2° Les hypothéses exigées sur L sont trop fortes pour que 1'on puis-
se conclure, parallélement au corollaire I11.2.1 que CatD est co-compléte

lorsque & I'est.
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C. L:D~-D estun morphisme de W:nff:,
Autrement dit, L = ((L,I"),1), ou
- L:&E-& estun foncteur,
- (L,1): T~T est un morphisme de i et (L,1"): T'=T' un mor-

phisme de J~ qui rendent commutatif le diagramme (D) dans Cat:
LortoT — LT Trop o7 <Ll ToToL
LoD (D) TBoL

LoToT'<-————— ToLo T ———*TOT'OL

Tol'

qui exprime que [: (T,D)o(L,1")=(L,1")o(T,D) est un 2-morphis-
—

me de Jx.
En s'inspirant des propositions I1.2.1 et I1.2.2, on en déduit cel-

le qui suit:

PROPOSITION 11.2.3. On peut construire un foncteur CatL rendant com-
mutatif le diagramme suivant, lorsque (L,I'): T T est un morphisme

—
de triples cartésien dans Jx:

CaDp —2 &

@Li lL

Cat B—-—'—‘T——"‘g
yP
(le D-graphe (a, b ) sous-jacent a CaiL(®) est le suivant,

77—————>L77

G AN

TLA—-————-»LTA LT'A——I—Z>TLA

ol b=I'AoLbop si O=(A,a,b,i, k))

REMARQUE. Cette fois-ci, le foncteur é:{L respecte les D-algébres: si
(A,b) est une D-algébre, CatL(A,b) estla D-algébre

TLA—1LAs A Lbo g L4748,

D. Supposons ici que D: T=T' et D: T~ T' soient deux lois
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distributives sur & (toujours munie d'un choix canonique de produits fi-
brés finis): &=E&. Soit un morphisme L =((L,'),1): D =D dans NMan .
tel que L = Ig. Alors, selon que 1'on considére (1g.1) et (1g,I') com-
me des morphismes de Jx (donc

(16, 1): T=T et (1g,1'): T =T")
ou de Jx (donc

(1. 1): T=T et (1g,1'): T =T"),
on définit d'une part un morphisme

L=L=((I1g.1'),1):D~D dans ManTn,

et d'autre part un morphisme

t: ((1{-;, 1),1'): D =D dans "]’(:mi

—
Pour établir le résultat qui suit, on suppose que L est un morphis-

— =
me de lois distributives cartésien dans JMon F«.

— — —
PROPOSITION I1.2.4. Le foncteur Catl: CatD = CatD est un adjoint du
-— - _

foncteur Catl: CatD —=CatD.
PREUVE. Si ®=(A,a,b,i,k) ec @=(A,4,b,7,k) sont respective-
ment une 'D-catégorie et une B-c:atégorie, on doit établir I'isomorphisme:

Y - ~ . = -

Homp ,p( @, CatL(0)) = HomeaiD(eaiL(@)), 0).
- — — - —
Au morphisme (f,f): CatL(0)~® de CatD, on associe le morphisme
— e — A —_ —

(f,7):0-Catl(0®) de CatD, otx f:m =7 est le morphisme canonique
(da a (E)) caractérisé par

pel=f; e p'of=1;,
ou f,: oM et firm 7} sont eux-mémes les morphismes canoniques
(dis 2 (P) et (P')) caractérisés par les égalités

gofy =Tfoa et pof =f

d'une part,

Tofy=T'fob et plofy=

d'autre part.
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!
(P")
/
A —a e & " A
IA I'A

Inversement, au morphisme (f.f): @)—'é;tL(‘@) de CatD, on associe
le morphisme (f, f): CatL(8)~ O de CatD défini par:

[=popof=plopof. V

11.3. Interprétation des D -catégories: la pseudo-catégorie des D -spans.

Dans la définition des D-catégories (II.1), nous avons utilisé un
D-span; nous allons voir que les D-spans forment une pseudo-catégorie
SpD au sens d'Albert BURRONI [Bu 2] et que les D-catégories sont des
monades dans cette pseudo-catégorie. On suppose toujours que D: T~ T'
est une loi distributive sur la catégorie & munie d'un choix canonique de

produits fibrés finis.

A. Soient A et B deux objets de &; on considére la catégorie

HomSP p(A.B) dont les objets sont les D-spans 6 =(a,b): A—-B de
la forme

b

TAwe—2—— 7 — 25 T'B
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(o0 77 est le sommet de O), et dont les morphismes sont les m: 0 =6,

ol m: 77 =7 est un morphisme de & rendant les deux triangles suivants

commutatifs:

La loi de composition de HomSPD(A, B) est trivialement donnée par cel-

le de & et notée «.».
Il se trouve que les D-spans peuvent &tre munis d'une autre loi

de composition, appelée premiére loi de SpD, et notée ® : Si

Oy =(a;, by): A 24, et 6,=(a,, by): Ay~ 4,
sont des D -spans, leur composé est le D-span
6,8 6, =(KA;o Tajouv; 5, K'A30T'b'20v3'2): Ap —Ag,

ol (Pl,z) est un produit fibré:

/

TTAI ’
2

1 T4,

La loi ® s'étend bien stir aux morphismes de D-spans (grace 2 la propri-

KA,
TA

€été universelle des produits fibrés), que 1'on appellera dorénavant les 2-
morphismes de & D. '

Sp D munie de ces deux lois de composition n'est pas une 2 -caté-

gorie, ni méme une bicatégorie au sens de BENABOU -
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1° La loi ® n'est unitaire qu'd des 2-morphismes de SpD prés: si

€ =(a,b): A—B estun D-span, et si 1, désigne le D-span
TA<14 4 LA 1y

(que I'on appellera le D-span identique en A), on a des 2-morphismes
(0): 61,08 et r(0):0-081,

définis par les morphismes canoniques <I7,b> et <a,l'n> (voir la
figure précédente en y remplagant &, par Iz ou 8, par 1,). La «cohé-

rencer de [(6) et 7( 0 ) sera considérée plus loin (diagramme (A)).

2° Pour I'associativité, la situation est encore plus compliquée: pour

tout entier n et tout 7 -uplet de D-spans

(6,.0,.1...00), ob 6,=(a, b): A ~A,,,

il existe un composé n-aire

6n® gn_1®...® @1.' A1 _‘Aﬂ‘f‘l ,

appelé le composé canonique de 0, 05,..., 6, et que l'on construit 2
l'aide de la récurrence suivante:

- On suppose que I'on sait construire le composé canonique

6,806,.,8..®0,=(a, b, )

chaque fois que j-7+ 1 =mn-1, et qu'il est muni d'un D -span auxiliaire

’ .
(vi,j.vi'].). 7

ij-1 " Tiv1,"

T'7 >
i+1,f \\\

T'A

j+1
ol Tiit Thj-10 Tig1,; sont les sommets des D -spans
6;®..86,, 0,,8..90,, 6,6..00,,,.
- Alors 0, ®...® 0; se construit & 1'aide des composés canoniques
des n-1 premiers et des n-1 derniers D-spans, et du produit fibré (P; )

intervenant dans la composition de leurs deux D-spans auxiliaires respec-
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. ’ ’ .
tifs (Ul,n-l' V] n.1) €t (uz'n , v2,n)'

0,86,.19..80;=(ay b ):A ~A

ou a; , =KAo T“I,n-] °ovy ., et bl,n =K'A o T'b2,n° Ui,n ,
et ot (v, , v] ,/) est le D-span auxiliaire de 0,86, ,9..® 0,
Certe récurrence n'est valable que si l'on convient que le D-span auxi-
liaire d'un D-span 0=(a,b) est(a,b),de sorte que le composé 0, ® 6,
construit précédemment s'insére bien dans le cadre de cette construction
générale,
Un 2-morphisme relie de fagon «cohérentes (voir le diagramme (X)

plus loin) ce composé canonique & tout autre composé fait par associati-
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vité sur ces n D-spans.

Ainsi, pour n = 3, au lieu d'un isomorphisme
(63® 92)® 91*93®(€2® 51)1
on a les 2-morphismes d'associativité
(83, 6,5, 6;) s(83, 65, 6¢)
e 93 %2 %1 372 71,
(0;®6,)®0, 0;80,80, 6;8(6,86;)
que nous allons construire.
On adopte les mémes notations que précédemment; de plus 77; ,; et

T, 3 sont les sommets des D-spans (0;©0,)®0, et 4938)(192@91) .

Par construction, ce sont les sommets des produits fibrés de
DA, oTb; et T'a2’3 =T'KA,oT'Ta, OT"UZ'B
d'une part (les projections étant @ ; et wj), de
DA3oTh; ,=DA3°TK Ay oTT'bonu'L2 ec T'ay

d'autre part (les projections étant @ €t w3). Alors s’ et s sont les

morphismes canoniques
<KmpeTuvy yovy 3. v3” et <vp3 KmgeT'vyzov) 3>
diis aux produits fibrés 77; 55 et 7, 3 et aux égalités:
DA, oTbyoKmyoTuvy 5 ovy 3= T'aZ’3 °vj 3
et DA; oTb; 5 ovg 3 =T az oK' 73 °oT'v) 3007 3/
démontrons par exemple la seconde de ces égalités:

DAyoThy ,ov; 3=DA30TK AjoTT byoTuvy y0v; 4

(D) =K'TA; oT'DA3 o DT" A3 0 TT'byoTvy j0v;
(ND) = K'TA30T'DA3oT'ThyoDmyoT vy j0v; 5
(P 3) =K'TA3oT'DA3oT ' ThyoT V) 300] 3

(P, 3) =K' TA30T' T'a30T v} 300 5

(NK") =T'ago K'myoT'v) 3007 5.

En fait, OpD est une pseudo-catégorie au sens d'Albert BURRO-

NI [Bu2]. En effet, sa premiére loi de composition peut étre définie a
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.H.Hng
1
TT'T'A
TTTA, P
TK'A
Ta
TKA, ! )
TTA,
“
KA,
TA;
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K est obtenu lui aussi & l'aide de morphismes canoniques: nous ne don-
nerons ici ni la construction de «, ni la preuve de sa cohérence, car el-
les font appel & une récurrence horriblement longue (contrairement au cas
des bicatégories, il ne suffit pas que l'axiome de cohérence soit vrai a
I'ordre 4, mais il doit étre vérifié pour tout ordre n ).

(En fait, dans la définition d'une N-2-algébre, on a un 2-motphisme

5.p - 18D

—N 3D

B
1&10 ’
L/SFD

mais ici 8(6 )= 6 implique que ' est une identité.)

Afin de mieux comprendre la signification de cet axiome de cohé-
rence (A), remarquons que les 2-morphismes I, r, s' et s construits pré-

cédemment sont tous obtenus & 'aide de « :

1(6):6~ 1,86 = k(P (0)),
"(6): 6~ 681, = K((6),0,),
S'(03. 0, 6): 0,860,086, ~(6,80,)86, = k((6,,6,),(6,)),
5(83, 62, 61) 63@‘92@91 —’93®(62®61): K((83)n(92: 61))-
Si on applique le diagramme (A) aux chemins dans NN8pD suivants:
(((62):0,4,0:((81))) et (((62))(D4 (6,))

d' une part,

10 (((8,),(85.6,)).((6,))),
2 (((6,.65),06,)),((6,))),
30 (((6,.65)),((64),(6,))),
4o (((6,),(05)),((6,.6,))),
50 (((84)),((65),(6,,6,))),
6o (((64)),((85.6,),(6,)))

d’ autre part, alors, d'une part les deux triangles (*) commutent
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0,8 (638 0,)® 6
A

s'(6,, 6,8 6, 0) $(6,,0,8 6,6,
(6,®(0;86,))86 — — —| —— —=6,8((6;80,)® )
\
s(g .03 0,)® 91/ \9,85'(6;,6,,6)
\
-\
L6, 16,)) \

\

6,® (\93® 6,® 0;)
PCAREY 6,. 61)) o

6,85(036,.0))

\
\

k(16,).(65), (65,6, )

Sa -~
(6,8 6;)® (6,8 6;)

N\

s(6,8 6,,6,,01) o
. s/ 4 3+ Y2 71 s (94,93’92®@1)
(046096580, 6, 6,0 (6,8 6;)

s(6;, 65 6,8 6;)
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s'(8,, (6514 .6
(6,®14 )80, DA INY 82®1A RO, 2 AyL

6,8(1 A2®<91)

) <((8y). 04 4(6))

T(—(92)®81 @2®l(61)

6,86,

d'autre part les six diagrammes issus du centre du décagone (**) commu-
tent (si on tourne dans le sens inverse des aiguilles d'une montre, le qua-
drilatére en haut et & gauche correspond au chemin 1°).

Ces diagrammes vont nous redonner les axiomes de neutralité et
d'associativité connus:

En effet, supposons T' = 1g; 8 D n'est autre que la pseudo-ca-
tégorie Sp T des T-spans considérée par Albert BURRONI dans [Bul]
(un T-span étant de la forme TA-<% 7 —25B ); les égalités mention-
nées sur le triangle (*) de gauche et sur le décagone (**), résultant du

fait que T' = 1¢, impliquent que, pour tout 7,
6,86, ;8...80, =(...((6,®0,.,1)®0, ,)8...80,)806,

(de sorte que s’ est une identité et qu'on a des 2-morphismes d'associa-

tivité de la forme:

s( 83, 65, 61)
6,860,860, =(0;86,)80; —2-2 1

0;8(6,80,));

alors la commutativité du triangle (*) de droite et du pentagone (*¥*) en
pointillés nous donne les axiomes de neutralité et d'associativité de la
pseudo-catégorie & T (qui est une bicatégorie & ceci prés que I, 7 et
s ne sont pas des isomorphismes). Si de plus on pose T =T' = 1g, alors

I, r et s sont des isomorphismes et on retrouve la bicatégorie Spg des

spans dans & (un span étant de la forme A <2—7 2 B ).

Terminons ceci en disant que 8D nous parait un exemple impor-
tant de pseudo-catégorie, puisque c'est le seul que nous connaissions pour
lequel « n'est pas dégénéré (comme dans le cas de ST oude & ).
.N'1mporte Comment, toute bzcategorze est une pseudo- catégorie qui s'igno-

re (l'existence des composés canoniques étant masquée par le fait que ces
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derniers sont égaux a 1'un des composés obtenus par associativité:
6 86, :8..80;=(..((0,®80, ;)86, ,)8...00,)80; ).

1l en est de méme des catégories monoidales: on peut toujours construire
un composé canonique de longueur 7 quelconque; il suffit pour s'en con-
vaincre de considérer leur modéle: la catégorie &na des ensembles. En
effet, tout ensemble A s'identifie au D-span | <——A ——1 (T et T’
sont égaux au triple constant sur I et DA = I;) et le composé canoni-

que des trois D -spans

1 A3 > 1 A — | A -]

n'est autre que le produit canonique A3 X A,XA;.

B. DEFINITION 11.3.1. Une monade dans la pseudo-catégorie & D
est un quadruplet (A, 6,7, k), ot A est un objet de &, o0 O: A—A est

un D-span, ot i et k& sont les morphismes de D-span< suivants:

1,86 (9@8)@9
" \ ‘\7\6)
> ()
6
r(%\ / /)

0’1, 0’(6®0)

08610

tels que 1'on ait les égalités suivantes dans SpD:
kR (O®i).r(0)= 1,4, E(i®6).1(0) =1
k. (O®k).s(B)=k.(k®0).s'(0)
(1, estle D-span identique (1A, I"A)).

THEOREME 11.3.1. La donnée d'une D-catégorie équivaut a celle d'une
4 q

monade dans la pseudo-catégorie &p D des D-spans.

PREUVE. Soit (A,a, b,i,k) une D-catégorie. Montrons que (A, 0, i, k)

est une monade dans &p D, oo & =(a, b). Le fait que
it A—7 et ki) ——eT

définissent des morphismes de D-spans 1,—0 d'une part, 0®6—>0

d'autre part, résulte des égalités (3) et (4) de la définition II.1.1; si
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i iy T =TT, et k vy Ty —— 7,
sont les quatre morphismes canoniques de la définition I1.1.1, ils définis-

sent des morphismes de D-spans:

i7,i3:0 —=0® 6 d'une part,
ki ky: 00 0@ 6 —=0® 0 d'autre part

(la preuve en est triviale et résulte des égalités (E)), et on a les égalicés

(E') suivantes dans & D:

i;=(0®i).r1(0), i,=(i® 8).1(0),

k; =(0®k).s(0), ky =(k® 6).s(8).
Montrons par exemple la premiére de ces égalités; traduite dans &, elle
s'écrit i; = (0®i)or(0) et elle sera vraie si et seulement sj

vyoi; =v,0(0Qi)or(6) et vheip =vh0(0®i)or(0).
Or on sait que
vyoi; =Tioa et vhoi; =1I'm

(voir les égalités (E)); de plus 6®7 et r( 0) sont les morphismes cano-
niques (dis a (Pz) et & (13—2), ce dernier étant le produit fibré intervenant

dans la construction de 6 ® 1,) résultant de la commutativité des deux

diagrammes en traits pleins qui suivent:

TA~—-"2 7 T
, - ) a i I'nm
N O®i- ~ *,(5)
Ti P v) X
T~ o -Th~
T "v, 5 =T TA= — ;‘2 77} Ty
TN (P,) ﬁ'” TI'A P, T'a
TT'A ——>T'TA TT'A —T'TA
DA DA
Par suite

v0(0®i)or(6)=Tiovy,0r(0)=Tioa,
vy o(0®i)or(8)=vhor(G)=1"7.

On déduit des égalités (E') que les axiomes (5) et (6) d'une D-catégorie

sont équivalents aux axiomes d'une monade. V
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