FEUILLE DE TD NUMERO 6

Optimisation L3 - Deuxieéme semestre 2009-2010 - Université Denis-Diderot

Gradient conjugué; Vitesse de convergence
Dans les exercices suivants, A désigne une matrice symétrique définie positive N x N, de valeurs
propres 0 < A\; < ... < Ay, et b € RY. Pour v € RV, on pose

J(v) = %(Av,v) — (b,v).

On notera u le point de minimum de J sur RY.
Le conditionnement de A est définit par x(A) := ||A|2 ||[A7 2 et vaut ’E\—’;’ On note aussi ||v[% =
(Av,v) pour v € RV, On notera enfin « le minimum de .J sur RV,

Exercice 1. (Algorithme du gradient conjugué)
Il s’agit de l’algorithme de descente a pas optimal :

un+1 — " +pndn (1)
o V7)) (VI (), d)
VJ(u"™ —VJ@'™),d"
dOZ—VJ 0 d" = —V.J(u" —dn—l n__ \ VYJI\® H® )
) A 2o AV PN
Rappelons que le principe de cette méthode est le suivant:
On part de u? € RV, fixé.
Puis pour n > 0 on construit récursivement une suite (u") telle que :
e+ G et JW) = inf  J(v) (2)
veEUnr+G™
avec G = vect(VJ(uY),...,VJ(u")).
1. Vérifier que
1
J(v)—J(u):§Hv—uH?4 Vo € RY. (3)

2. Montrer que 'espace G est inclu dans ’espace H™ défini par :

H" .= Vect(VJ ('), AVI(),..., A"V J(u)).

3. Réciproquement, supposons que les V.J(u*) sont non nuls pour 0 < k& < n (on notera que si
VJ(u") = 0 alors u” est la solution cherchée et on peut arreter I’algorithme). Montrer que les
V.J(u*) sont deux & deux orthogonaux. En déduire que G = H".

4. Pour k > 0, on pose e* = uF — .

(a) Soit v € u™ 4+ G™. Montrer qu’il existe un polynome @ de degré n tel que: v = u® +
Q(A)VJ(u).



(b) En utilisant (2) et (3), montrer que:
le" |4 = min{[| P(A)e"||a, P € Pos1} (4)
ou et P, désigne I’ensemble des polynoémes P de degré n tels que P(0) = 1.

5. Montrer que
1P(A)elh < [|e°|Fhmax PA(A;) VP € Py

6. En déduire que

-1\" A
||e"HA§2($+1> [la; avee = 5.

(On pourra utiliser sans le démontrer le fait que min{||p[|ec(jap)) : P € Pr} = 1/Tk <§j‘f—g>, ou T,

désigne le polynome de Tchebychev de degré k, ainst que l'inégalité suivante, valable lorsque b > a :

k
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a

Corrigé 1.
1. L’égalité (3) s’obtient par des calculs directs.

2. Nous allons raisonner par récurrence. Pour n = 0, l'assertion est évidente. Supposons que
I’hypothese de récurrence

(HR,_1) G 'cVect <VJ(u0),AVJ(uO), . .,A”_1VJ(uO)>

soit vraie & l'ordre n — 1 et montrons que (HR,,). n.

Notons d’abord que, d’apres (2), l'itéré u” € u"~! + G"~1 et s’écrit donc sous la forme u" =
n—1

UO+Z 7 VJ(u'), avec v; € R. Comme on a supposé (HR) vraie & ’ordre n—1, pour tout i < n—1
i=0

V.J(u?) s’écrit sous la forme d'une combinaison linéaire de {V.J (u?), AVJ(u°),..., A"~1VJ(u°)}.
Donc il existe aq, -+, a,—1 tels que
n—1 '
uto= w4 AV (W),
i=0
n—1 A
et VJW") = Au"—b=Au’ —b+ Z i ATV T (uf)
i=0

= VJO) 4+ a1 AVI(WO).

i=1
On en déduit que G™ est bien engendré par {V.J(u®), AVJ(u?),..., A"VJ(u%)}.

3. Argument de dimension (dim(G,) = n + 1 force a avoir G,, = Hy,)



4. (a) Soit v € u"+G". De la question précédente, on sait qu’ils existent (a;)!_, € Ret (5;), € R
tels que:

n—1 n—1
m =0 4 Z i AV J(u0) et v=u’+ (Z ozlAz) VJ(u (Z ﬁZAz> VJ(u0).

i=0 i=0
n—1
On en déduit alors qu'’il existe un polynéme de degré n: Q(z) = Z(ai + Bi)x' + B tel que
i=0

v=u+Q(A)VJ(u°).

(b) Remarquons d’abord que V.J(u?) = Au® —b = Au’— Au = Ae’. D’autre part, tenant compte
de (2), (3) et de la question (a), il vient (on notera P, I’ensemble des polynémes de degré n) :

Lng12 +1 '
le™H4 = J(™) — J(u) i {J(v) = J(w)}
1 ) 2
= g, llo—ula
1
= > min [u° —u+ QA)VIO)3
2 geP,,

1
= = min |[|[(I +Q(A)A)%.
5 i 7+ QLA

1
= = P(A)e"[%.
5 piin [1P(A)e7l

5. On va traduire (4) dans la base orthonormée (v;);, des vecteurs propres de A. Cette base

est A-orthogonale puisque (Avy,vy) = A(vy,vg), avec en particulier |[v;]|% = A;. On pose e¥ =

N .
> sy (4, on a:

N
A)e” = Zaip(/\i)% 1e%]% = ZO‘ZHUIHA = Z)‘ LH
=1

et

IP(A)e|I3 = Za2P2 il = Z)\ a2P2()
D’ou
N
|P(A)L; < <Z )\ia?> max P?(\;)
i=1 ‘
= [|e°||% max P?(X;).

Et d’apres (4)
le" l.a < min y max [P(A)] : P € Priaplletlla

Il en découle que pour tout n > 0:

e L4 < min {|IPllsa, ay) = P € Paflle]a,

ot on a noté || Pl|pec(r; ay])) = MAXzery Ay | P(T)]-
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En utilisant le résultat donné en indication, le min ci dessus est égal a 1/T,, (i% f;‘i), et

Exercice 2.

n AN + M1
el < 1/7 (55 ) el

k+1
< T, ( ) 10,

k—1

< 2(YE1) 1

(Comparaison de méthodes itératives) On suppose maintenant que la matrice

A est donnée par :

1

Ouh:m.

2 -1 0 0
-1 2 -1
A= % 0 )
-1 2 -1
0 0o -1 2

Le but de cet exercice est de comparer sur cet exemple, les méthodes de descente de

gradient et de gradient conjugué.

1. Montrer que les valeurs propres de la matrice A sont les:

4 kmh
k s 2
)\ ﬁ Sin (T) 1 S k S N7
associées aux vecteurs propres "
oF = [sin(krh) sin(2kxh) ... sin((N —1)krh) sin(Nkrh)]".

(Indication : on pourra calculer directement (Ap¥);).)

2. En déduire un équivalent de A1, Ay puis de xk(A) pour h petit (c’est dire pour N grand).

3. Evaluer la vitesse de convergence du gradient a pas optimal pour h petit (on rappelle I'estimation
derreur [e™ |4 < 222 (e”| 4.)

AN+AL

4. Qu’en est t-il pour le gradient a pas fixe, avec le choix optimal du pas ?

5. Evaluer la vitesse de convergence du gradient conjugué pour h petit.

6. Estimer le nombre d’itérations nécessaires pour obtenir la convergence a une précision € donnée
pour la méthode du gradient & pas optimal (par exemple).

Application: n =99, ¢ = 1073,

Corrigé 2.



1. Pour répondre a cette question, définissions v

k comme I'image de ©* par A et calculons sa jeme

coordonnée vlk:

1 . 2 . 1.
oF = — 55 sin (I —1)kmh) + 72 8in (lkmh) — 72 8in (4 1)kmh), Vl€[2,N —1]
I1 est encore licite d’écrire cette relation pour [ = 1 et [ = N; en effet comme (N + 1)h = 1, nous
avons:
sin(0kwh) = 0 et sin((N 4+ 1)kmh) = 0.
Ainsi, des formules trigonométriques, nous tirons:
2 4 kmh
vF = ﬁ(l — cos (kmh)) sin (lkwh) = 72 sin2(%) sin (lkwh).
Nous venons de montrer que les ¢F sont les vecteurs propres de A associés aux valeurs propres
ME
Ak = Mk ok,
Le cardinal de cet ensemble étant égal a IV, nous venons d’exhiber ’ensemble des valeurs propres

de A.

. Commengcons par expliciter la plus petite et la plus grande valeur propre de A, elles correspondent
ak=1letk=N

4 h
AL = ﬁsiHQ(%) = 12+ 0(h?) ~ 72,
4 o Nmh 4 5 mh 4 9 9 4
AN = 7z sin (72 ) = 7,2 €08 (7) =T + O(h”) =2
Le conditionnement de la matrice A est donc :
P
TN mw2h?

. Ainsi, les vitesses de convergence pour les méthodes de gradient a pas fixe et optimal sont
données par:
k—1 1-1 2 72h?

)= —1In( L)~ — o~ ——. (5)
k+1 1+ = K 2

K

—In(
Et la vitesse de convergence du gradient conjugué est donnée par:
1-1 2
—In L= 1/ve ~ — ~ rh. (6)
1+1/vk VE
. Considérons la méthode du gradient a pas fixe. Nous avons la majoration d’erreur:
e < (3 ) e )
2 AN + M >
Pour assurer |[€"|2 < e, il suffit d’imposer
>\N - )\1 " 0
T e < € 8
() el ®)

C’est a dire:

In ||e®||2 — Ine _ —lne  —2lne (9)
= Av—2A —  m2h2 T 2h2
—In {2 ] m4h
Application numérique:
n > 1,4 x 10 (10)



