FEUILLE DE TD NUMERO 6

Optimisation L3 - Deuxieéme semestre 2009-2010 - Université Denis-Diderot

Gradient conjugué; Vitesse de convergence
Dans les exercices suivants, A désigne une matrice symétrique définie positive N x N, de valeurs
propres 0 < A\; < ... < Ay, et b € RY. Pour v € RV, on pose

J(v) = %(Av,v) — (b,v).

On notera u le point de minimum de J sur RY.
Le conditionnement de A est définit par x(A) := ||A|2 ||[A7 2 et vaut ’E\—’;’ On note aussi ||v[% =
(Av,v) pour v € RV, On notera enfin « le minimum de .J sur RV,

Exercice 1. (Algorithme du gradient conjugué)
Il s’agit de l’algorithme de descente a pas optimal :
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Rappelons que le principe de cette méthode est le suivant:

On part de u? € RV, fixé.

Puis pour n > 0 on construit récursivement une suite (u") telle que :

e+ G et JW) = inf  J(v) (2)
vEUT+GN

avec G = vect(VJ(uY),...,VJ(u")).

1. Vérifier que
1
J(v)—J(u):§Hv—uH?4 Vo € RY. (3)

2. Montrer que 'espace G est inclu dans ’espace H™ défini par :

H" .= Vect(VJ ('), AVI(),..., A"V J(u)).

3. Réciproquement, supposons que les V.J(u*) sont non nuls pour 0 < k& < n (on notera que si
VJ(u") = 0 alors u” est la solution cherchée et on peut arreter I’algorithme). Montrer que les
V.J(u*) sont deux & deux orthogonaux. En déduire que G = H".

4. Pour k > 0, on pose e* = uF — .

(a) Soit v € u™ 4+ G™. Montrer qu’il existe un polynome @ de degré n tel que: v = u® +
Q(A)VJ(u).



b) En utilisant (2) et (3), montrer que:
) q
le |4 = min{ | P(A)e |4, P € Prss} (4)
ou et P,, désigne ’ensemble des polynémes P de degré n tels que P(0) = 1.

5. Montrer que
1P(A)e[3 < [|e°[Fhmax PA(X;) VP € Py

6. En déduire que

—1\" A
||e”HA§2<$ 1) la; avee = 5.

(On pourra utiliser sans le démontrer le fait que min{||p||roc((ap)) @ P € Pr} = 1/Tk (Zf—g), ot Ty,
désigne le polynome de Tchebychev de degré k, ainsi que linégalité suivante, valable lorsque b > a :
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Exercice 2. (Comparaison de méthodes itératives) On suppose maintenant que la matrice
A est donnée par :
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ou h = ﬁ Le but de cet exercice est de comparer sur cet exemple, les méthodes de descente de

gradient et de gradient conjugué.

1. Montrer que les valeurs propres de la matrice A sont les:

4 kmh
k __ 2
A —ﬁSIH(T) 1§kSN,
associées aux vecteurs propres ¥
oF = [sin(krh) sin(2kxh) ... sin((N —1)krh) sin(Nkrh)]".

(Indication : on pourra calculer directement (Ap¥);).)
2. En déduire un équivalent de A1, Ay puis de k(A) pour h petit (c’est dire pour N grand).

3. Evaluer la vitesse de convergence du gradient a pas optimal pour h petit (on rappelle I'estimation
d’erreur |4 < %Henﬂfl.)

4. Qu’en est t-il pour le gradient a pas fixe, avec le choix optimal du pas ?
5. Evaluer la vitesse de convergence du gradient conjugué pour h petit.

6. Estimer le nombre d’itérations nécessaires pour obtenir la convergence a une précision £ donnée
pour la méthode du gradient a pas optimal (par exemple).

Application: n =99, ¢ = 1073.



