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Contraintes d’inégalités

Exercice 1.

Soit J(x) = %(AZC,ZE) — (b,xz) avec A symetrique, positive, et b un vecteur de R™. On note
K ={x e R" Cx < f} ouC € RP*" et f € RP, et on supposera toujours que K est un
ensemble non vide (donc ici la i-itme contrainte correspond a ¢;(z) = >_; cijz; — fi < 0).

Si z et y sont des vecteurs, on utilise les notations z > 0 (pour z; > 0, Vi) , > y (pour z; > y;,
Vi) et min(x,y) (pour le vecteur de composantes min(x;, y;)).

1. On suppose que u est un minimum local de J sur K. Montrer alors que 3\ € RP,

Au+CTA=b (1a)
A>0, Cu—f<0, (\,Cu—f)=0. (1b)

2a. Montrer que pour tout p > 0, (1b) équivaut a

A>0 et (V,LLZO, (,u—)\,,o(C'u—f))g()). (2)

ou, de facon equivalente, &
A>0 et A=Tgr, A+ p(Cu—f)). (3)
2b. Vérifier que (1b) est équivalent a
min(\, —(Cu — f)) =0, (4)
la derniere relation étant a comprendre au sens composante par composante:
min(A;, —(Cu— f);) =0, VYi=1,...,p.

3. Réciproquement montrer que si u € R™ vérifie (1a) et par exemple (4) pour un A € RP, alors
u est un minimum global de J sur K.

4. Donner une condition sur A pour avoir unicité de u (quelque soit les données C' et f).

5. On suppose que le minimum u est unique. Montrer que si C” est injective, alors il y a unicité
du A. Verifier aussi que C7 est injective < (Vy, ... , Vi) sont linéairement indépendants.

6. Rappeler pourquoi C7 injective < C' est de rang maximal (c’est & dire de rang p).

Exercice 2. On considere la matrice A € R3*3 et le vecteur b € R? définis par:

2 -1 0 -3
A=|-1 2 -1, b= |1



Calculer le minimum de la fonction J : v € R® — 1(Av,v) — (b,v) sur 'ensemble K:
(a) K :={v € R? vy +v3 =0}
(b) K :={v€R3; v; >0, vg + vz =0}

Dans le cas (b) on pourra éventuellement ré-écrire K qu’avec des contraintes d’inégalités affines.

Exercice 3.
On considére K = (R4)" et x € R”. On désire montrer que

Hg(x) = (max(;,0))1<i<n.

1) Démontrer la propriété en dimension n = 1.

2) Dans le cas n > 1, en écrivant la définition de IIx(z) comme solution d’un probleme de
minimisation quadratique, montrer qu’on peut se ramener & n problemes de minimisation inde-
pendant en dimension 1 et conclure.



